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CHAPITRE II. 

Etude des surfaces asymptotiques. 

§ 16. Expose du probwme. 

Reprenons les equations de la dynamique en supposant deux degres 

de liberte seulement, et par consequent quatre variables x
1

, X2 , yi et y2 • 

D'apres ce que nous avons vu aux § 14 ces equations admettent certaines 

solutions particulieres remarquables que nous avons appelees asymptotiques. 

Chacune de ces solutions asymptotiques est representee, dans le systeme 

de representation geometrique expose au paragraphe precedent, par cer

taines courbes trajectoires. L'ensemble de ces courbes engendrent certaines 

surfaces que nous pouvons appeler surfaces asymptotiques et que nous 

no us proposons d' etudier. 
Ces solutions asymptotiques peuvent se mettre so us la forme suivante: 

XI = f?I (t , w), X 2 = f?2(t, w), yi =nit+ f?3(t, w), 

Y2 = n/ + f? 4 (t, w), 

w etant egal a Aeat, et A etant une constante arbitraire: De plus f?1, 

502 ' 51's et 50 4 sont (par rapport a t ' w etant regarde un instant com me 
une constante) des fonctions periodiques de periode T et niT et n2 T 
sont des multiples de 27L. 

Si entre les equations (I) on elimine t et w' il viendra: 

et ces equations peuvent etre regardees comme definissant nos surfaces 

asymptotiques. Nous avons vu ensuite que si l'on cherche a developper 

501 , 50 2 , 50s et 50 4 suivant les puissances de v"P, on arrive a des series qui 

sont diverg~ntes, mais que ces series representent neanmoins asymptotique

ment ces fonctions lorsq ue p. est tres petit. 
Je rappelle que je conviens de dire que la serie 

A0 + A 1x + ... + APxP + ... 
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represente asymptotiquement la fonction F( x) pour x tres petit, quand 
on a: 

J'ai etudie dans les Acta mathematica, tome 8, les proprietes des 
series divergentes qui representent asymptotiquement certaines fonctions 
et j'ai reconnu que les regles ordinaires du calcul sont applicables a 
ces serieS. Une egalite asymptotique, c'est a dire une egalite entre une 
serie divergente et une fonction qu'elle represente asymptotiquement, 
peut subir toutes les operations ordinaires du calcul, a !'exception de la 
differentjation~ 

Soient done 

Ies series divergentes ordonnees suivant les puissances ae v/t qui repre
sentent asymptotiquement 9 1 , fC2 , fC 3 , fC4 • 

(3) 

Nous aurons alors les quatre egalites asymptotiques: 

x1 = a1 (t , w , V,~), 

Y1 = n1 t + a3 (t, w, .J/t), 

X2 = a2 (t, w, V,~, 

Yz = n2 t + a4 (t, w, v/t). 

Nous pourrons eliminer t et w entre ces egalites d'apres les regles ordi
naires du calcul et nous obtiendrons ainsi deux nouvelles egalites asymp
totiques: 

(4) 

ou s1 et 82 sont des series divergentes ordonnees suivant les puissances 
de vr et dont les coefficients sont des fonctions de y1 et de Yz· 

En general,. il n'est pas permis de differcntier une egalite asymp
totique; mais nous avons demontre directement a la fin du § 14 que 
dans le cas particulier qui nous occupe, on peut differentier autant de 
fois que l'on veut les egalites (3), tant par rapport a t que par rapport a w. 

Nous pouvons en conclure qu'il est permis egalement de differentier 
les egalites (4) autant de fois qu'on veut par rapport a y1 et a y2 • 

Nous nous proposons d'etudier les surfaces asymptotiques definies 
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par les equations ( 2 ). Les fonctions xl = G ' x2 = !; q~n en trent dans 
ces equations devront satisfaire aux equations 

dFdx1 + dFdx, + dF = o, 
dx1 dy, dx2 dy2 dy, 

(5) 
dF dx2 + dF dx2 + dF = 0 • 
dx,dy, dx2 dy2 dy, 

Nous allons proceder par approximations successives; dans une premiere 
approximation nous prendrons pour equations des surfaces asymptotiques 
les equations (4) en nous arretant au second terme des series (c'est a dire 
au terme en vp) inclusivement. L'erreur commise sera alors du meme 
ordre de grandeur que p.. 

Dans une seconde approximation, nous prendrons encore pour equa
tions des surfaces asymptotiques les equations (4), mais en prenant un 
plus grand nombre de termes dans les series. Nous pourrons en prendre 
un assez grand nombre pour que l'erreur commise soit du meme ordre 
de grandeur que p.P, qnelque grand que soit p. 

Enfiti dans une troisieme approximation, nous chercherons a mettre 
en evidence les proprietes des equations exacte8 des surfaces asymptotiques, 
c' est a dire des equations ( 2 ). 

Nous devons done d'abord chercher a former directement les series 
8 1 et 8 2 des equations (4). Ces series, substituees a la place de x1 et de 
X2 , doivent satisfaire formellement aux equations (5). 

Nous sommes done conduits a chercher des series ordonnees suivant 
les puissances de J-p, qui satisfassent formellement aux equations (5). Les 
coefficients de ces series seront des fonctions de y

1 
et de y

2 
qui ne devront 

pas changer quand y
1 

et y
2 

augmenteront respectivement de n
1 
T et n2 T. 

Mais nous trouverons une infinite de series qui satisfont a ces condi
tions. Comment distinguer parmi celles-la, celles qui doivent entrer 
dans les egalites (4)? Nous avons vu plus haut que dans notre mode 
de representation geometrique, la solution periodique consideree est repre
sentee par une courbe fermee et que par cette courbe fermee, passent 
deux surfaces asymptotiques. On passe de l'une a !'autre en changeant 

v"P en -- v"P· 
Si done dans les equations ( 2) on change v~ en - VP' on obtient 

une seconde surface asymptotique qui doit couper la premiere. 
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En d'autres termes, si on considere les deux surfaces asymptotiques 
ainsi obtenues comme deux nappes d'une meme surface, on pent dire 
que cette surface a une courbe double. 

Soit sf et s~ la somme des p premiers termes des series s1 et S 2 , 

les equations: 

(6) 
X1 = sf (yl ' Y2 ' .Jp), 
xl = sf(yl 'y'J' - .Jp), 

X2 = s~ (yl ' Y2 ' .Jp), 
X2 = s~(yl 'Y2' - .J"P) 

representeront deux surfaces qui differeront peu des deux nappes dont 
je viens de parler et qui par consequent devront se couper. 

Si l'on considere ces deux surfaces comme deux nappes d'une surface 
unique, on peut dire que cette surface unique presente une courbe double. 

Nous verrons dans la suite que cette condition sufl'it pour faire 
distinguer les series sl et s2 parrrii toutes les series de meme forme qui 
satisfont forrnellement aux equations (S)· 

§ 17. Premiere approximation. 

Reprenons nos hypothes('s ordinaires, a savoir: que quatre variables,' 
deux lineaires x

1 
et x

2
, deux angulaires y

1 
et y2 sont liees par les equa-

tions: 
dx1 dF 
dt = dy,' 

dy, dF - =---, 
dt dx1 

dF -, 
dy2 

Que la constante C des forces vives etant regardee comme une des 
donnees de la question, ces quatre variables satisfont a !'equation: 

de telle fa«;on qu'il n'y en a que trois d'independantes. 
Que l'on a adopte un mode de representation geometrique tel qu'a 

toute situation du systeme correspond un point representatif et reci
proquement. 
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Que F depend d'un parametre tres petit p., de telle fa<;on qu'on 
puisse developper F suivant les puissances de p. et ecrire: 

Que F0 ne depend. que de x1 et x
2 

et est independant de y1 et de y2 • 

Ces conditions sont remplies dans le cas particulier du probleme des 
trois corps qui nous a servi d'exemple au paragraphe precedent. 

Supposons que pour certaines valeurs de x
1 

et de x2 , par exemple 
pour: 

les deux nombres: 

et 

(que j'appellerai pour abreger n1 et n2 ) sont commensurables entre eux. 
D'apres ce que nous avons vu dans le § I I a chaque valeur com

n 
mensurable du rapport .....!. correspond une equation 

n, 

qui portait le n° 7 dans le paragraphe cite, et a chaque rncme de cette 
equation (7) correspond une sol uti on periodiq ue des eq nations (I). 

Nons avons vu ensuite dans le § 12 que le nombre des racines de 
l'equation (7) est toujours pair, que la moitie de ces racines correspond 
a des solutions periodiques stables et l'autre moitie a des solutions instables. 

Les equations (I) ont done si p est assez petit des solutions periodiques 
instables. 

Chacune de ces solutionR periodiques sera representee dans le mode 
de representation adopte par une courbe trajectoire fermee. 

Nous avons vu au § 13 que par chacune des courbes fermees qui 
repre8entent une solution periodique instable, -passent deux surfaces tra
jectoires dites asymptotiques sur lesquelles sont tracees en nom bre infini 
des trajectoires qui vont en se rapprochant asymptotiquement de la courbe 
trajectoire fermee. 

Acta matlwmatiaa. 13. Imprime le 3 octobre 1890. 24 
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Les equations (I) nous conduisent done a une infinite de surfaces 

trajectoires asymptotiques dont je me propose de trouver l'equation. 

Voyons d'abord sous quelle forme se presente en general l'equation 

d'une surface trajectoire. Cette equation pourra s'ecrire 

r/Jl et f[J2 etant deux fonctions de yl et de y2 qui doivent etre choisies 
de telle sorte que l'on ait identiquement: 

F( <IJ1 ' (])2, Y1 ' Y2) = C. 

Ces deux fonctions <IJ1 et <IJ
2 

devront d'ailleurs satisfaire a deux 

equations aux derivees partielles: 

dF d{l)1 + dF dx, + dF = o, 
dx1 dy, dx2 dy2 dy 1 

(3) 

Il pourrait d'ailleurs nous suffire d'envisager la premiere de ces equa

tions, car on peut en faire disparaitre x
2

, en remplayant cette variable 

par sa valeur que l'on peut tirer de (2) en fonction de X1 , de y1 et de y
2

• 

Voici comment nous procederons pour integrer les equations (3) en 

supposant que x1 et x
2 

sont tres voisins de x~ et de x~, et que le rapport 

n, est commensurable. 

Nous supposerons que x
1 

et x
2 

sont developpes selon les puissances 

de VP et nous ecrirons: 

(4) 
0 1- 2 3 -+ X2 = X2 + x2v/1 + X2f1 + X2/lv/1 • •• , 

et nous chercherons a determiner les fonctions x:" de telle fa<;on qu'en 

substituant dans les equations (3) a la plnce de :l\ et de x2 leurs valeurs 

(4), ces equations soient satisfaites formellement. 1 

1 Si X~ et X~ etaient choisis de telle sortc que le rapport n, soit incommensurable, 
n, 
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Si dans F nous substituons a la place de x
1 

et de x2 leurs valeurs 
(4), F deviendra developpable suivant les puissances de VP et on pourra 
ecrire 

On voit d'ailleurs. sans peine que: 

et plus generalement: 

8 d I d t d 0 l k-2 0 1 k-2 t k ne epen an que e y1 , y2 , x1 , x1 , ••• , x1 , x2 , x2 , • • • , X 2 , e en 
posant pour abreger 

d'F 
L = -(dJJ~)p M=- d2Fo 

dx~dx~ ' 

La premiere des equations (3) nous donne alors, en egalant les puissances 
semblables de v"P, une suite d'equations qui nous permettront de deter
miner successivement x~ , x~ , x~ , ... , x~. 

Nous pouvons toujours supposer que n2 = o. Car si cela n'avait 
pas lieu no us poserions: 

Y,-1 -

y;' = - byi + ay2, 

on pourrait se contenter de developper x1 et x2 suivant les puissances de p. (et non de \/1). 

On arriverait ainsi a des series, qui ll. Ia verite ne seraient pas convergentes au scns 
geometrique du mot, mais qui comme celles de M. LINDSTEDT pourraient rendre des ser
vices dans certains cas. 
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f:t' b ' c ' d etant quatre nombres entiers tels que 

ad-be= 1. 

Apres ce changement de variables les equations conservent la forme 
canomque. 

La fonction F qui est periodique de periode 27t par rapport a !JI 
et a y2, est encore periodique de periode 27: par rapport a y~' et a y;'. 
Le changement de variables n'a done pas altere la forme des equations (I). 

Les nombres n
1 

et n
2 

sont remplaces par deux nouveaux nombres 
n~' et n;' qui jouent par rapport aux equations transformees le meme 
rOle que n

1 
et n2 par rapport aux equations primitives et l'on a: 

n"-1-

Mais le rapport de nl a 112 etant commenRurable par hypothese, il est 
toujours possible de choisir les quatre entiers a, b, c, d de telle sorte que 

so it 

les 

(s) 

n;' = - bn1 + an2 = o. 

Nous pouvons done, sans restreindre la generalite, supposer que n2 

nul; c'est ce que nous ferons jusqu'a nouvel ordre. 
Nous supposerons en meme temps n1 T = 2r.. 
Si apres cette simplification, nous egalons les coefficients de ...;,-;;_ dans 

deux membres des deux equations (3) il viendra 

ce qui montre que x~ et x~ ne dependent que de y2 • 

Egalons maintenant les coeffif'ients de fl. dans les deux membres de 
la premiere des equations (3), il viendra, en tenant compte des equations (s): 

(6) _ dol~_ (M 1 + ~r 1) dx~ + dF\ = nl d XI J.YX2 d d 0. 
Yt Y2 Y1 

Nous nous proposerons dans ce qui va suivre de determiner les 
fonctions x~ de telle far;on que ce soient des fonctions periodiques de y1 , 

qui ne doivent pas etre alterees quand, yQ conservant la meme valeur, 
y1 augmentera de 21r. 
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Nos fonctions pourront alors etre developpees en series trigonome
triques suivant les sinus et cosinus des multiples de y

1
• Nous conviendrons 

de representer par la notation 

[U] 

le terme tout connu dans le developpement de ]a fonction periodique U, 
suivant les lighes trigonometriques de y

1 
et de ses multiples. Dans ces 

conditions on aura: 

[~~] = o, 

et je puis ecrire 

[(Mxl + NxD ~x~] = [d#,,J. 
y2 dy~ 

Comme xi et xi ne dependent pas de y17 je puis ecrire plus simplement: 

(7) 

La premiere de ces equations montre que X~ se reduit a une constante. 
Quant a la seconde, elle est facile a integrer. On a en effet: 

ce qm nous donne pour l'integrale de !'equation (7) 

(8) 

0 1 designant une constante d'integration. 
Mais si nous regardons la constante des forces v1ves C comme une 

des donnees de la question, no us ne pouvons plus considerer les deux 
constantes xl et 0

1 
comme arbitraires. On doit avoir en effet identique

ment 
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ou 

H~ = o, 

ou: 

Ainsi la constante x~ est nulle, ce qui apporte de nouvelles simpli
fications dans nos equations. 

L'equation (8) devient en effet 

Nous nous contenterons dans ce paragraphe d'ecrire et de discuter 
les equations de nos surfaces trajectoires en negligeant les termes en fl 
et ne tenant compte que des termes en ,'/t· 

Nous supposerons done que x1 et x~ sont definis en fonction de y1 

et de y~ par les equations suivantes: 

D'apres cela, x1 serait une constante et x~ une fonction de y2 seulement, 
independante de y

1
• 

Revenons a notre premier exemple du § 1 5· Ce que nous dirons 
s'appliquerait egalement aux deux autres exemples, mais c'est sur le 
premier que je veux insister parce que c'est un cas particulier du pro
bleme des trois corps. 

Nous avons vu que l'on pouvait representer la situation du systeme 
par le point P qui a pour coordonnees rectangulaires: 

ou 
I! a:z - :rt L - G - ~2 
~= =--=-,-, 

Z1 + z 1 L + G ::1:1 

yl = g- t, 
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Nons avions observe de plus que les variables 

forment avec y; et y~ un systeme de variables canoniques. 
Nous pouvons done regarder ~, y; et y; comme un systeme parti

culier de coordonnees definissant la position du point P dans l'espace, 
de sorte que toute relation entre ~, y~ . y; est !'equation d'une surface. 

Mais ensuite, nous avons du faire un autre changement de variables. 
Nons avons pose: 

x;' = ax1 + dx~, 
x~' = cx1 + dx2 , 

y;' = dy1 - cy~, 

y;' =- byi + ay2, 

en choisissant les nombres entiers a, b, c, d de fa~on a annuler le nombre 
que nous avons appele n;'. 

Apres ce changement de variables, nous avons supprime les accents 
devenus inutiles et nons avons restitue le nom de xi , X2 , yi , y2 a nos 
nouvelles variables independantes x;', x;', y~' et y;'. _ 

En consequence, les variables que nous avons appelees xi , X 2 , Y1 et 
y2 dans tout le calcul qui precede, et auxquelles nous conserverons desor
mais ce nom, ne sont pas les memes que celles que nons avions de
signees par les memes lettres dans le premier exemple du § 15, c'est 
a dire G , L , g - t et l. 

Il est clair que notre nouvel y
1 

et notre nouvel y2 sont des fonc
tions lineaires de: 

et de y; = ~ (g - t - l) 
2 

et que le rapport du nouvel x
2 

au nouvel x1 est une fonction lineaire 
et fractionnaire de ~. 

Nous devons conclure de la que l'on peut definir complctement la 
position du point P dans l'espace par le nouvel yi, le nouvel y2 et le 
rapport du nouvel x

2 
au nouvel xi de telle fa~on que toute relation 

x2 est !'equation d'une surface. 
a:l 
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Que ce systeme particulier de coordonnees est tel que l'on peut 

augmenter y1 ou y2 d'un multiple de 21r sans que le point P change. 

L'equation approximative de nos surfaces trajectoire.s, en negligeant 

les termes en p. sera : 

(9) 
0 I ,- 0 ~-v 

x, = x, + x,vr = x, + \fl _2_ ([F] +C) 
xl xo + xl ,f,t x~ x~ N I I • 

I I 1 

Nous nous proposons tout d'abord de construire les surfaces repre

sentees par cette equation approximative (g). 

Observons d'a bord que y
1 

= o est I' equation d'une certaine surface 

S et que la portion de cette surface qui nous sera utile est une portion 

de surface sans contact. 

En effet il suffit de roontrer que l'on a: 

dyl -1- 0 
dt -r- • 

Or il en est evidemment .ainsi, car si l'on pose 

il vient: 

L . ' . . dill d ' t 
e parametre p. etant tres petit, -

1
-· est e meme s1gne que n1 e 

ct 

n1 est une constante qui est toujours de meme signe. 

Done ~;~ est toujours de meme signe et ne peut s'annuler. 

C. Q. F. D. 

La position d'un point P sur la surface S sera definie par les deux 

autres coordonnees y. et x, · ce systeme de coordonnees est tout a fait 
• x,' 

analogue aux coordonnees polaires, c'est a dire que les courbes: 

x~ = const. 
xl 
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sont des courhes fermees concentriques et que le point P ne change pas 
quand l'autre coordonnee y

2 
augmente de 27r. 

Reprenons les surfaces definies par l'equation (9) et etudions leurs 
intersections avec la portion de surface s qui a pour equation yl = o. 

Je remarque d'abord que .,/f. etant tres petit, ces intersections diffe
x 

reront fort peu des courbes _! = canst. 
xt 

Mais pour etudier plus completement la forme de ces courbes d'inter-
section, il faut d'abord rechercher queUes sont les proprietes de la fonction 

Revenons aux notations du § 1 1. Dans ce paragraphe nous avons pose: 

F 1 = LA sin (m.1y1 + m2y 2 + maYa + h), 

A et h etant des fonctions de x~, x~, x~; comme nous n'avons plus 1c1 

que deux degres de liberte, j'ecrirai simplement: 

F 1 = LA sin (m1y1 + 1n2y2 + h). 

En faisant ensuite: 

nous trouvions: 
F 1 = LA sin m. 

J e posa1s ensuite: 
¢ = SA sin m, 

la sommation indiquee par le signe s s'etendant a taus les termes tels que: 

d' ' ou 

Dans le cas qui nous occupe, n
2 

est nul; la condition m1 n1 + m2 n2 =O 

se reduit a ml . 0 et on a y~ = (jj2; il vient done: 

Act" mathematica. 13. Imprime le 2 octobre 1890. 25 
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D'apres la definition de [F
1
], il suftit pour obtenir cette quantite 

de supprimer dans !'expression de F
1 

tous lcs termes ou m
1 

n'est pas nul; 
il vient done: 

Ainsi la fonction que nous appelons ici [ F
1

] est la merne que no us 
designions par cp dans }a I ere partie. 

[ F 1 ] est par consequent une fonction periodique de y~ et cette fonc
tion est finie; elle doit done passer au moins par un maximum et par 
un minimum. 

Nons supposerons pour fixer les idees que [ FJ varie de la fa~on 
suivante quand y

2 
varie depuis o jusqu'a 2;:. 

Pour y2 = o [FJ passe par un maximum egal a 9 1 • 

Pour y 2 = YJ 1 [ B\J passe par un mmunum egal a 9 2 • 

Pour y2 = YJ 2 [P1 ] passe par un maximum egal a 9a· 
Pour y2 = YJ3 [F1 ] passe par un minimum egal a 9 4 • 

Pour y 2 = 27Z' [ F 1 J rep rend la valeur 9 1 • 

Ces hypotheses peuvent etre representees par la courbe suivante 
dont l'abscisse est y

2 et l'ordonnee [F
1
]: 

LFJI 
Fig. 6. 

' ' ' l 
' l 
I 
I 

' l 
I • 

i'f>L 
0 I J 

l !~z ; 
l'P2 l \'P 4 i 
! :t 11): :lJa 2rt! 

o~------~----~~----~~~~--

Ayant ainsi fixe les idees, je pms construire les courbes 
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Nous verrons que selon la valeur de la constante d'integration 0 1 , ces 
courbes a:ffecteront des formes di:fferentes. 

Dans la figure (7), j'ai represente par un trait plein les 
deux courbes cl = - 5?4 et cl = - 5?2; ces deux courbes ont chacune 
un point double dont les coordonnees sont respectivement: 

et: 

J'ai represente par un trait pointille ------- les deux branches 
d'une courbe correspondant a une valeur de G\ > - 9 4 • 

Fig. 7. 

J'ai represente par le trait mixte _ .. _ .. _ .. _ .. une courbe corres
pondant a une valeur de cl comprise entre - 92 et - 5?4· 

J'ai represente par le trait ponctue ......... les deux branches d'une 
courbe correspondant a une valeur de 01 comprise entre - 5?2 et - 5?3. 

Pour 0 1 = - 9a l'une de ces deux branches se reduit a un point 
a:: 2 x~ represente sur la figure en A, - = --;o , y2 = r;

2
; I' autre branche est 

xt xt 
representee sur la figure par le trait x x x x x x • 

Pour 01 compris entre - 5?a et - 5?1, cette seconde branche subsiste 
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seule; pour cl = - ~Jl ellc se rcduit a son tour a un point represente 
en B sur la figure et ayant pour coordonnees: 

Enfin pour 01 < - ~P la courbe devient tout entiere imaginaire. 
Les surfaces definies par l'equation (1) out une forme generale qu'il 

est aise de deduire de celle des courbes que nous venous de construire. 
Considerons en effet une quelconque de ccs courbes et par tous ses 

points faisons passer une des lignes dont l' equation generale est: 

y2 = canst.; x. t -=cons. 
·~'\ 

L'ensemble des lignes ainsi construites constituera une surface fermee 
qm sera precisement l'une des surfaces definies par l'equation (9). 

On voit par la que ces surfaces scront en general des surfaces fer
mees triplernent connexes (e'est it dire ayant memes connexions que le tore). 

Pour 0 1 >- $0 4 ou pour 0 1 compris entre -$02 et- SC'a on trouve 
deux pareilles surfaces, interieures l'une a l'autre dans le premier cas, 
exterieures l'une a l'autre dans le second. 

Pour 0 1 compris entre - $03 et - $0 1 , ou entre - 9 2 et - 9 4 on 
n'a plus qu'une seule surface triplcment connexe; enfin pour 0 1 < - 91 

la surface cesse completement d'exister. 
Passons aux quatre surfaces remarquables: 

Les surfaces 0 1 ==- (h et 01 =- ~~ presentent une courbe double 
ct ont memes connexions que la surface engendree par la revolution 
d'un lirna<;on de PASCAL a point double ou d'nne lemniscate, autom· d'un 
axe qui ne rencontre pas la courbc. 

La surface 0 1 = - ~'l se reduit it une seule surface fermee triple
ment connexe et a une courbe fermee isolee; enfin la surface cl =-sol 
se reduit a une courbe ferrnee isolee. 

Dans le § I I nous avons envisage l'equatiun: 
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qui portait le n° 7 dans ce paragraphe; nous avons vu qu'a chacune 

des racines de cette equation correspond une solution periodique. Mais 

dans le cas qui nous occupe, et d'apres une remarque que nous venous 

de faire, cette equation peut s'ecrire: 

ldF,] 
--=0, 
dy. 

de telle sorte que les solutions periodiques correspondront aux maxima et 

aux minima de [ F 1]. Dans le cas actuel, ces maxima, de meme que les 

minima, seront au nombre de deux. 

Nous aurons done deux solutions periodiques instables correspondant 

aux deux courbes doubles des surfaces 01 = -sc~ et -sc4 et deux solu

tions periodiques stables, correspondant aux deux courbes fermees isolees 

des surfaces 0 1 =- ~3 et - SC1 • 

QueUes sont parmi ces surfaces, celles qui different pen des surfaces 

asymptotiques et les representent en premiere approximation? D'apres 

ce que nons avons vu au § I 6, ce seront celles d'entre elles qui presentent 

nne courbe double,' c'est a dire les surfaces 01 = - sc4 et 01 = - ~2' 

§ 18. Deuxieme approximation. 

Reprenons les equations (I) du paragraphe precedent et les hypo

theses faites au debut de ce paragraphe; ecrivons: 

imaginons que les coefficients de ces deux developpements soient des fonc

tions de yl et de y2 et cherchons a determiner ces coefficients de fas:on 

que ces equations soienf compatibles avec les equations differentielles (I). 
du paragraphe precedent, c'est a dire que l'on ait: 

dF dx1 + dF dx1 + dF = 
0 

tix1 dy 1 dx2 dy, dy1 ' 

dF dx2 + dF dx. + dF = o. 
dx

1 
dy1 dx2 

dy2 
dy2 

C'est la le probleme que nons nons sommes propose plus haut. 
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Ce problinne peut etre presente sous une autre forme (en se plac;ant 

au point de vue des Vorlesungen tlber Dynamik). 

Si X 1 et X 2 sont deux fonctions de y1 
et de y2 

satisfaisant aux equa

tions (I), I' expression: 

devra etre une differentielle exacte. Si done nous posons: 

dS = x1 dy1 + x2 dy2 , 

S sera une fonction de y1 et de y2 qui sera definie par !'equation aux 

derivees partie lies: 

(
dS dS ) 1 

F -~-' d-, yl 'y2 =C. 
1 Yt Yj 

S pourra se developper suivant les puissances de ,;,~ et l'on aura: 

(3) 

so' sl ' ... ' sk' ... seront des fonctions de yl et de y2 et on aura: 

dS" " 
d
- = xl, 

yl 

Je rappelle maintenant q uelles conditions nous avons imposees dans 

le paragraphe precedent, aux fonctions x~ et x;; nous avons suppose d'abord 

que x~ et x~ devaient etre des constantes. On a alors 

So = X~Y1 + X~Y2· 
S. 1 't t 1 valeurs de - dFo et - dFo 1 nous appe ons ensm e n

1 
e n2 

es 
dx

1 
dx2 

0 0 ., d t t pour x1 = X 1 , x 2 = X 2 , ces quant1tes n1 et n2 seront encore es cons an es. 

I ' ' 1 n 
J analyse qui va suivre s'applique au cas ou e rapport -'- est commen-

n~ 

surable. Dans ce cas on peut toujours, comme nous l'avons vu, supposer 

n2 = o; c'est ce que nous ferons desormais, cornme nous l'avons fait dans 

le paragraphe precedent. 
Nous avons suppose en outre dans ce paragraphe que x~ et x~ sont 

des fonctions periodiques de y
1 

qui ne changent pas de valeur quand on 

change y1 et y
2 

en y1 + 27r et y
2

• 
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II resulte de la que dS"' et dS"' sont des fonctions periodiques par 
dyl dy2 

rapport a yl et qu'on peut ecrire: 

(4) sk = A"' Yl + 8~, 
nt 

A"' etant une constante et S~ une fonction periodique de y1 • 

Supposons que dans le premier membre de !'equation (2) 

(
dS dS ) 

F dyl ' dy2 ' yl ' y2 

on rem place S par son developpement (3); on verra que F deviendra 
developpable suivant les puissances de {/.t et qu'on aura, ainsi qu'on l'a 
vu dans le paragraphe precedent: 

les H etant des fonctions de YP de y2, et des derivees partielles de so, 
sl' 82, etc. 

On voit d'ailleurs que H
0 

dependra seulement de S
0

, H1 de S0 et 
S

1 
, H

2 
de S

0 
, 8 1 et S2 , H

3 
de S

0 
, S1 , S

2 
, 83 etc. 

On trouve d'ailleurs: 

H 0 = F0 (x~, x~) = 0, 

H 1 = -n1 ~:> 
H2 = - nl dds2 + A.Sl + K'J, 

Yt 

H 3 =- n1 :ss + 2A.S2 + K 3 , 

Yt 

ou l'on a pose pour abreger: 

A.s _ I [d 2Po 1 p d'Po ( t p + 1 p) + d'Po 1 p] 
P- 2 (dx~yxtxt + dx~dx~ X1X2 X2X1 (dx~YX2X2 

et ou Kp ne depend que de S0 , 81 , ••• , jusqu'a Sp-2• 
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Cela pose, pour determiner par recurrence les fonctions sp, nous 
aurons les equations suivantes: 

. . . ' 

Si · l'on supposait que les fonctions S
0

, ,','
1 

, ••• , f-,~_ 1 fussent entiere
ment connues, l'equation 

ou 

(s) 

H =o p 

determinerait la fonction sp a une fonction arbitraire pres de y2. 

Mais ce n'est pas tout a fait ainsi que la question se presente. 
Supposons que l'on connaisse completement 

et que l'on COnnaiSSC Sp-1 a une fonction arbitraire pres de y
2

• 

Par hypothese les derivees de S
0 

, S
1 

, ••• , Sp_2 , Sp-l sont des fonc
tions periodiques de y

1
; done KP et !:::J..Sp-t seront des fonctions perio

diques de y1 • 

Designons par [UJ corome nous l'avons fait dans le paragraphe prece
dent la valeur moyenne de U qui est une fonction periodique de y

1
• 

SP do it etre de la forme (4); no us en concluons que: 

[dSp] 
dy. 

doit etre une constante ~P independante de y
2

, de sorte que l'equation 
n. 

(S) nous donne: 

(6) 

et cette equation determinera completement sp-1 (si l'on suppose que l'on 
se donne, soit arbitrairement, soit suivant une loi quelconque, la con
stante AP). 
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Nous trouvons d'abord I' equation: 

H =o 1 ou 

qm nous montre que 8
1 

est une fonction arbitraire de y2 • 

Nous en deduirons: 

(nous posons pour abreger: 

comme nous l'avons fait dans.le paragraphe cite). 

201 

L'equation que nous trouvons ensuite en egalant a 0 la valeur 
moyenne de H 2 est la suivante: 

Or 

A.S = _N(ds•)' = [A.S ]. 
1 2 dy2 1 

D'autre part: 

.A
2 

est une constante qui, ainsi qu'il est aise de le voir, est precisement 
celle que nous avons appelee ·-· 01 dans le paragraphe cite. 

II vient done: 

8
1 

est ainsi entierement determine a une constante pres; mais nous pou
vons laisser cette constante de cote, elle ne joue en effet aucun role 
puisque les fonctions S n'entrent que par leurs derivees. 

L'equation (6) devient ensuite: 

(7) [ N dSI dSp-1] =- Ap- M[dSI dSp-1] + [Kp]. 
dy'J dy2 dy2 dyl 

Acta mathematica. 13; Imprime 1e 6 octobre 1890. 26 
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Dans le second membre tout est connu; KP ne depend que de 80 , 

8 8 dSp-1 • S , d , . , . 
1 , ••• , p-2 ; -d-- est connu pmsque P-1 est supposee etermmee a 

Y. 
une fonction arbitraire pres de y

2
• 

D'autre part dS, est independant de y
1

; le premier membre peut 
dy. 

done s' ecrire: 

N dS, [dSp-t] 1---' 
dy, dy. 

de sorte que !'equation (7) nous donnera [d1~~~ J en fonction de y2 • Nous 

connaitrons done [ SP_1] a une constante pres et cette constante qui ne 
joue aucun role peut etre laissee de cote. 

Nous connaissons d'une part Sp-t a une fonction arbitraire pres de 
y2; d'autre part nous connaissons [ sp-1] en fonction de y2; done sp-1 est 
entierement determine. 

La constante C1 joue un role preponderant. Supposons d'abord 
qu'elle soit superieure a la valeur que nous avons appelee - 9'4 dans 
les paragraphes cites et par consequent que [F1] + C1 soit toujours po-

sitif et dds. toujours reel et je pourrai ajouter toujours positif parce que 
y, 

je suis libre de prendre le signe + devant le radical. 
Je dis que dans ce cas, on peut choisir arbitrairement les constantes 

1 t dSp dSv d £ . ' . d' 1 d 
11 e que d et d sont es onctwns perw 1ques non seu ement e Yu 

Y. y, 
mais encore de y2 • (SP est alors de la forme 

Ap et flp etant des constantes pendant que S~' est periodique de periode 
21r tant par rapport a y

1 
que par rapport a y2 .) 

En e:ffet, supposons que cela soit vrai ·pour: 

dS, dS, dS, dS2 dSp_ 2 dSp-2 dSp-t . 
d-,-d ,-d ,-d , ... ,-d--,-d--,-d--, 

y, Y2 y, Y2 y, ·Ys Y. 

d. l . dSp- 1 dSp Je 1s que ce a sera vra1 encore pour -d-- et d- · 
Ys Y1 
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En effet, nous avons par hypothese: 

les .A et les a etant des constantes, ml et m2 etant des enticrs. 
On aura ensuite par definition 

Mais on doit av01r 

et par consequent: 

[dSp-1] = Ap-1, 
dy, n, 

),p-l etant une constante; on en conclut que: 

A =o O.m2 
pour m~ =1= o, 

Il vient ainsi 

A 
_ Ap--1 

o.o- n • 
1 

203 

m1 et m2 prcnant toujours sous lc signe L toutes les valeurs entieres 
telles que m1 =I= o. 

Ainsi, pour que Sp-l soit de la fornie voulue, il suffit que: 

. c • . . d' d . Or [dSp-l] d ':fi . l'' t' s01t une ~onctwn perw 1que e y
2

• est e m par equa wn: 
cly2 

Kp ne dependant que de S1 , S
2

, ••• , Sp_ 2 sera periodique en y
2

• 
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[
dSp-l] -<p-1 d l dS, t c t" ' · -d-- est une constante -; e p us es une .10nc wn perw-

y, n, dy2 

dique de y
2 qui ne s'annule iamais. 

II ' I [dSp-r] d' 1 ' . 1 . t en resu te que -l- peut etre eve oppe smvant es smus e 
( y, 

Ies cosinus des multiples de y
2

• 

On a ensuite: 

n1 ~Sp = 2 (L\.Sp-1) + KP, 
y, 

· t asp , · a· t ce qm mon re que -d est perw 1que en y1 e y,. 
y, 

Ainsi en choisissant pour 0
1 

une valeur superieure a - ¥', et en 
choisissant ensuite les autres constantes ..l

3 
, ..l4 , • • • d'une fa9on arbitraire, 

dS dS . on trouve pour d- et d- des series ordonnees suivant les smus et les 
y, Y2 

cosinus des multiples de y
1 et de y2 • Ces series, quoique divergentes, 

peuvent rendre des services dans certains cas. 
Passons maintenant au cas de 

01 =- ¥'41 

qui ainsi que nous l'avons vu au § I 7 est ceiui qui correspond aux 
series qui representent asymptotiquement les surfaces asymptotiques. 

L' expression 

n'est jamais negative, ma1s elle devient nulle pour une certaine valeur 
de y2 que nous avons appelee YJa dans le paragraphe cite. Je supposerai 
dans ce paragraphe que cette valeur est nulle; j'ai le droit de le faire, 
puisque cela n'implique qu'un choix particulier de l'origine des y2 • 

Ecrivons done [Ji'1 ] + 0 1 sous forme de serie trigonometrique: 

[~] + C1 = 'LAm sin my2 + 'LBm cos my,. 

Pour y
2 = o, cette fonction s'annule ainsi que sa derivee, puisque 

la fonction etant toujours positive, zero est pour elle un minimum. Il 
en resulte que I' expression suivante: 

(F,] + c, 
sin'Y~ 

2 
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est developpable suivant les sinus et cosinus des multiples de y2 ; c'est 
une fonction periodique de y

2 
qui ne s'annule jamais et ne devient 

jamais infinie. 
Il suit de Ht que l'on peut ecrire: 

et par consequent: 

• /2 sin Ys 
as. V N 2 

dy2 - LAm cos my
2 
+ LBm sin my2 

Nous pourrons ecrire maintenant !'equation (7) sous la forme SUl

vante: 

(7') 

fPP etant Une fonction COnnue de y2 • 

Cela pose, je me propose de demontrer que: 

et 

sont des fonctions periodiques de y
1 

et de y
2

, dont la periode est 21r par 
rapport a yl et 47r par rapport a y2. 

Supposons en effet que cela soit demontre pour: 

dS, dS, dS2 dS2 dSp-2 dSp-2 dSp-1 
-d ,-d ,-d ,-d , ... ,-d--,-d--,-l-· 

Yt Y2 Yt Y2 Yt 'Yz c Yt 

dSp-l est une fonction periodique de y
1 

et de y
2

; d'autre part sa valeur 
dyl 

moyenne 

[ dSp-1 J = !_.A 
dy n p-l 

I I 

est une constante independante de y
2

• Nous pourrons done ecrire: 
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()p-1 (YI , y2) etant une fonction periodique de y 1 et y2 et ~p-1 une fonction 
arbitraire de y2 seulement. II vient ensuite: 

d' ' ou 

et 

· t dSp-J rl[Sp-l] e'-'t une fonct1"on ' · d' d ce qm mon re que --- ., perw 1que e y1 dy2 J:y:-
et de y

2
• 

L'equation (7') montrc que cela est vrai egalement de [dsl~p-l -] et par 
('!It -

' d dSp- 1 ( ll . -1' 'II l 1 ) IL consequent e -l- que e que s01t u a1 eurs a constante 11P et equa-
( Yt 

t . ( ) t l t vrat· de clS" wn 5 mon rc que cc a es -
~~ !J I • 

Cela sera done vrai des fonctions: 

et 

quel que soit l'indicc p. 
ll importe tout.cfois de rcmarqucr que si ces fonctions sont perw

diques, ce n'est pas une raison suftisante pour qu'ellcs puissent etre de-

veloppees suivant les sinus et cosinus des multiples de y 1 et de !~2 • En 

eft'et ces fonctions ne sont pas toujours finiet<, sauf pour uu choix parti
culier des constantes Api il est aise de s'en rendre compte, car !'equation 
(7') d'oi1 l'on doit tirer la valeur de 

a en facteur dans son premier mem bre 

[
dSp-1] . d . 1/2 d' . ~ contlen ra sm =z au enommateur. 

• If sm.:...!. 
2 

Done !'expression de 



§ 18. Sur le probleme des trois corps et les equations de Ia dynamique. 207 

Les derivees des fonctions Sv pourront done devenir infinies, mars 
seulement pour 

Sl·nY2 = o ou y 2k-
2 2 = "' 

Si y2 a une valeur differente de 2k7C', ces derivees ne deviennent 

infinies pour aucune valeur de y1 ; elles peuvent done se developper sui

vant les sinus et cosinus des multiples de y
1

• 

Nous pouvons done ecrire par exemple: 

dSp-1 I 1 + "'A "'B 0 

-d-- = -"'p-I £.... "' cos my1 + £.... "' sm my1 
Yt nt 

Am et B"' etant des fonctions periodiques de y'J qui peuvent devenir in
finies. 

Imaginons maintenant que les constantes Ap d'indice impair soient 

toutes nulles; je dis que 

et 

ne changeront pas quand on changera y2 en y'J + 27C' toutes les fois que 

l'indice p sera pair et qu'au contraire ces deux fonctions changeront de 

signe, sans changer de valeur absolue quand on changera y'J en y'J + 21r, 

toutes les fois que l'indice p sera impair. 
Je suppose que le theoreme soit vra1 pour: 

et je me propose de demontrer qu'il est vrai egalement pour 

So dSp-J 1 • 1' ' 1 -d-- est mu t1p 1e 
Yt 

il en sera de/ nu~me de: 

et 

par (- 1)v-t quand y'J se change en y2 + 2r., 
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Nons avons trouve en effet 

dSp-1 I .l ".A "B . 
-d-- = -,'P-1 + k m cosmyl + k. "'sm myl, 

Yt nt 

Am et Bm etant des fonctions periodiques de Y~· 

Si dSlp- 1 est multiplic par (- 1 y-1 quand y~ augmente de 21r, il en 
uyt 

sera de meme de Am et Bm et des derivees de ces fonctions par rapport 

a Y~· ll en sera done encore de nH~me de: 

Nous avons maintenant a montrer que cela est vrai de 

Pour cela il est necessaire d'etudier de quelle maniere KP depend 

des fonctions so, sl' 82 . ... , sp-1• ,Je me propose d'etablir que l'ordre 

de tons les termes de KP par rapport aux derivees des fonctions d'indice 

impair 

sera de meme parite que p. 
En effet, en faisant dans 

nous avons trouve: 

Si je change VP en - v,; et qu'en memc temps je change sl '83 's5, 
etc. en - sl ' - 83' - 85 etc. sans toucher aux fonctions d'indice pair, 

I' expression de F ne devra pas· changer. 

Done ~ devra se changer en (- 1 )P ~. 
Cela montre que l'ordre de tous, les termes de ~ par rapport aux 

derivees de sl' 83' 85, etc., devra etre de meme parite que p. 11 devra 
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done, comme je l'ai annonce, en etre de meme des termes de Kv puisqu'on 
obtient Kv en supprimant dans Hv les termes qui dependent de Sv-t ou de Sv. 

Cela pose, changeons y2 en y2 + 27r; les derivees de Sq ne changeront 
paR si q est pair et au plus egal a p- 2; elles changeront de signe si 
q est impair et au plus egal a p- 2. Done Kp se changera en(- IYKr 

Reprenons maintenant l'equat.ion (7) 

(7) 

Quand on change y2 en y2 + 2r., 

[ d~;~1 J se change en (-- 1 Y[ d~;~1 ]. 
et 

d8 1 se change en 
d81 

dy. -dyi. 

Nous pouvons me me dire que 

).p se change en (- I)PAv• 

En effet cela est vrai pour p pair parce que Av est une constante 
independante de y

2
; cela est vrai encore pour p impair parce que nous 

avons suppose que les Av d'indice impair sont tous nuls. 
Il resulte de la que 

Ee change en 

et par consequent 

en ( )
v-t dSp-t 

-I --. 
dy. 

C. Q. F. D. 

J d. . t dSp h (- I)PdSp. e IS mamtenan que - se c angera en 
dyl dyl 

.Acta mathamatica.. lS. lmprime le 9 octobre 1890. 27 
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H. Poincare. 

Ecrivons en effet !'equation (5) 

d8p AS K. 
nt d = 2l.). p-1 + P' y, 

§ 18. 

Kp et aSp-t et par consequent le second rnembre de !'equation (5) seront 
multiplies par (- I )P quand y

2 
augmentera de 2r.. II devra done en 

etre de meme du premier membre et de ~·~r. 
y, 

C. Q. F. D. 

Je vais maintenant demontrer que l'on peut choisir les constantes .AP 
de fa<;on que les derivees des fonctions sp ne deviennent pas infinies pour 
y2 = 2kir. 

Supposons que l'on ait choisi les constantes .A2 , A3 , ••• , Ap-t de 
fa<;on que 

restent :finies et que les constantes Aq d'indice impair soient nulles; je 

d h . . 1 d £ dSp-l d8p d . t me propose e c oisir 11P e a<;on que -d-- et -
1

- ne ev1ennen. pas 
y2 ( y, 

non plus in:finies. Nous verrons en meme temps que ~ devra etre nulle 
s1 p est impair. 

Il t 1 . d' b d . dSp-l :fi . "l d • d es c air a or que s1 -d-- reste me, 1 en sera e meme e: 
y, 

et de 

fP ( ) = [K J _ Md8, [dSp-1]. 
p y2 p dyl ely, 

Reprenons maintenant l'equation (7'). Le coefficient de la quantite 

. [d8p-l] , I mconnue -l- s annu e pour y2 = 2kr.; pour que cette quantite in-
- ( Yt 

connue demeure finie, il faut que le second membre s'annule egalement 
et que l'on ait: 
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Comme fbP ne change pas quand y2 augmente de 41r, il suffira de 
prendre k = 0 et k = I et d' ecrire 

(8) 

Si p est pair, il n'y a pas de difficulte, on a: 

et par consequent: 

de sorte qu'il suffit de prendre: 

Si au contraire p est impair, on a: 

et 

de Sorte que les equations (8) ne peuvent etre satisfaites que 81 l'on a: 

Nous avons done a demontrer que pour p impair, fbp(o) est nul. 
So it en effet: 

et par consequent 

Je dis que 11 est nul. 
Nous allons nous appuyer sur un Iemme qui est presque evident. 
V oici 1' enonce de ce lemme: 
Soient so1 et S02 deux fonctions periodiques et de periode 27r par 

rapport a y1 et a y2 • On sait que si so est unc fonction periodique de 

YH par exemple, la valeur moyenne de ddrp est nulle. On aura done 
yl 

JJ~;~ dyldy2 = JJ~;: dyldy2 = 0 
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ou 

les integrales etant etendues a toutes les valeurs de YI et de y'J depuis 
o jusqu'a 21r. 

II est necessaire pour que le Iemme soit vrai que les fonctions r
1 

et ¥'~ soient continues, mais leurs derivees peuvent etre discontinues. Ces 
derivees doivent seulement rester finies. 

Cela pose, nous acheverons de determiner la fonction SP_1 non plus 
par !'equation (7'), mais par !'equation suivante: 

(9) 
. ~-N . y2 [dSp-1] y2 sm- --

2 dy2 

Elle ne differe de !'equation (7') que par ce que .A}J a ete remplace 

par a cosy'. 
2 

Cette equation montre d'abord que [dSlp-l] est une fonction perio-
( !/1 

dique de y2 et de periode 21r, Ge rappelle que p est suppose impair). 
De plus cette fonction ne devient pas infinie pour y

2 
= zkrr, parce que le 

second membre de !'equation (9) s'annule pour y2 = o et pour y
2 

= zrr. 
Posons ensuite 

YJ sera une fonction de yP de y2 et de p. definie par l' equation: 

(10) 

II est aise de voir que ~ est entierement determine puisque nous 
connaissons maintenant completement 8

0
, 81 •••• , SP_1 • On pourra done 

tirer YJ de l'equation (1o) sous la forme suivante: 
1 

YJ = YJo + P.J YJ1 + P.YJ2 + · · · ' 
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les "I); etant des fonctions periodiques de y
1 

et de y2 , de periode 21r par 
rapport a y1 et 41r par rapport a Y~· 

De plus on aura: 

Nous n'avons besoin que de "'Jo; or on voit tout de suite que "'Jo est 
donnee par !'equation suivante: 

(I I) 

qm ne di:ffere de !'equation (5) que par ce que l'inconnue y est designee 
par "'Jo· 

Cette equation montre que "'Jo est une fonction periodique de y1 ; il 
faut chercher la valeur moyenne de C€tte fonction. Si l'on se reporte a 
la signification de !'equation (g), on verra qu'elle exprnne que la partie 

moyenne du second membre de (1 1) est a cosy2
• On a done: 

2 

[1J0 ] =: cos~2 • 
1 

~ est susceptible de deux valeurs di:fferentes qui se permutent l'une 
dans l'autre, soit quand on change ..jf.t en - ..jf.t, soit quand on change 
y2 en y2 + 21r. 

J'appellerai 9~ la plus grande des deux valeurs de ~ et ¢2 Ia plus 
petite. 

De meme ~ est susceptible de deux valeurs; j'appellerai 5C 1 celle 
qui correspond a 92 et cpl celle qui correspond a ¢'2' 

Entin "I) est susceptible de deux valeurs; j'appellerai "I)' celle qui 
correspond a 92 et "I)" celle qui correspond a ¢2 ; "')i est susceptible de 
deux valeurs que j'appellerai de meme "I); et "I);'. 

La fonction 50 2 est periodique de periode 2r.: par rapport a y
2

; en 
efl'et, quand on augmente y2 de 27r, les deux valeurs de ~ se permutent 
entre elles; done 92 qui est toujours egale a la plus grande de ces deux 
valeurs ne change pas. 

Pour la merne raison, 91 , ¢1 , ¢2 , "I)', "I)", "I);, "I);' seront des fonctions 
de periode 271: par rapport a y2. 

Des definitions precedentes, il resulte que 91 , 92 , ¢1 et, ¢2 sont des 
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fonctions continues, quoique les derivees de ces fonctions, de meme que 
r;' et r;" puissent etre discontinues. 

Nons sommes done dans les conditions oil notre lcrnme est applicable 
et no us pourrons ecrire: 

ou encore 

ou enfin: 

Cette relation devra avoir lieu quel que soit fl· 
Mais quand 11. tend vers o r;'- r;~ et r;"- r;~' tendent vers o. 
Done on aura: 

(pour fl. = o ). 

Transforrnons le premier membre de l'egalite (1 2). Je remarque 
d'abord que p etant impair, YJo est nne fonction qui doit se changer en 
-r;0 quand y~ se change en y2 + 2;r. ll suffit pour s'en convaincre 
de se reporter a !'equation (I I). Nous avons done: 

d' ' ou 

1)~ = - r;~' = + YJo 

Il reste a voir pour queUes ;valeurs des y nous devons faire r;~ = + YJo 

et pour queUes valeurs des y nous devons faire r;~ = -r;0 • 
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Si nous avons: 

nous devrons prendre d'npres notre convention: 

et 

Si au contraire le premier membre de l'inegalite (I 3) est negatif, 
nous devrons prendre: 

_ clS. _ . ;- clS, + + p-;;t clSp-t 
51'2 - dy2 vP. dy2 • • • p. dy2 

et 

Tout depend done du signe du premier membre de l'inegalite (13). 
Ega.lons ce premier membre a o, nous obt.iendrons une equation: 

Cette equation peut etre regardee comme definissant y2 en fonction 
de y1 et de p.. 

On pourra resoud~e cette equation et ecrire: 

'!12 = 0 (JJI ' p.). 

Observons seulement que 0 est une fonction periodique de periode 21r 

par rapport a yl et que cette fonction 0 s'annule identiquement quand 
on y fait p. = o. 

Par consequent quand y2 variera de 0 a 0 + 2r., on aura: 

~~ = + ~0 
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et quand y2 variera de 0 + '27r a 0 + 417, on aura 

'7~ = - 'Jo· 

Nos integrales doivent etre etendues <L toutes leE; V<lleurs de Y2 
comprises entre o et 217. Mais comme 'l(; est une fonct.ion de periode 
21r, on aura: 

ou 
2::- 0+2"" 

JJ~~:dyldy2 = Jdv~Jdv2~~:· 
0 tl 

Quand p. tendra vers o, le premier mem bre devra tendre vers o et 
d'ailleurs 0 tendra vers o, on aura done: 

d •• ou 

On a done 

2;:- 2~ 

f d [ 1J ) a ~· . 11. l 4na 
217 -d 0 dy., = - 7.'- SHl ~ l y., = -- · 

y~ - n,. 2 • n, 
0 0 

ll = 0. 

C. Q. F. D. 

ll resulte de la que si l'on annule les eonstantes AP d'indiee impair 
et si l'on donne des valeurs eonvenables aux eonstantes AP d'indice pair, 

1 f . dSp dSp fi . es onctwns a;- et a;- :resteront mes . 
.'It .lf'l. 

On pourra done les developper suivant les sinus et cosinus des mul-

tiples de y1 et de ?I~; les multiples pairs de 7' 2 entreront seuls dans Ie 
2 2 

developpement si p est pair; si au contraire p est impair, les multiples 

impairs de Y2 entreront seuls. 
2 
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Nous aurons alors pour les equations approximatives de la surface 
asymptotique 

p=n !!_ dS 
X "' 2 P 

1 = L-Jl. dY' 
p=O 1 

Ces series ams1 que nous l'avons vu sont divergentes, mais si on arrete 
com me nous le faisons dans les equations ( 1 5) au n" terme, l'erreur com
mise peut etre tres petite si p est tres petit, ainsi que je l'ai expose 
plus haut. 

Nous avons vu que la quantite appelee plus haut a est toujours 
nulle. On peut donner de ce fait essentiel une autre demonstration. 

Posons: 
p-8 

T = B1 + p.S8 + p 2B5 + ... + P---;;:-sp-2, 

~ = YJo + Jl.Y)2 + f1.2YJ4 + . , . , 
Je dis d'abord que T est une fonction periodique de y1 et de y2 • 

E cc d' . ' dT dT d f . ' . d' n e.uet ses eriVees -d et -d sont es onctwns perw 1ques; on 
y, Y» 

a done: 

f3 et r etant des constantes et T' etant une fonction periodique de y
1 et y2 • 

On en conclut que 

dT dT' - =r+-, 
dy~ dy~ 

dT' dT' 
- et - etant des series trigonometriques dont le terme tout connu dy, dy2 
est nul. 

Mais les fonctions 81 , 83 , ••• , Sp_2 etant d'indice impair, leurs de
dT rivees changent de signe quand on change y'J en y2 + 21r. Done -d et y, 

:T changent de signe quand y2 augmente de 21r. Done les termes tout y2 
connus f3 et r sont nuls. Done T = T' est une fonction periodique qui 
ne change pas quand y1 augmente de 27'C et qui change de signe quand 
y2 augmente de 21r • 

..tcta math&mcltie4. 13, Imprime le 9 octobre 1890, 28 
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Cela pose, nous savons que ~ et ~ sont lies par !'equation: 

F(C, , ~' y1, y,) = C. 

Il en resulte que, si les deux valeurs de (; se confondcnt, les deux 
valeurs de c; se confondent egalement. 

(1 6) 

Ecrivons que les deux valeurs de ~ se confondent, il vient: 

dT 
-=0. 
dy2 

Cette equation (I6) est d'ailleurs identiqne a l'equation (r 4). Ecri
vons maintenant que lefl deux valeurs de C. se confondent, il viendra: 

dT ,_1 

d + P., e = o. 
Yt 

Les equations (I 6) et (I 7) devront etre equivalentes. De plus elles 
devront etre equivalentes a la suivante: 

0 ayant le meme sens que plus haut. Supposons qu'on developpe 0 
suivant les puissances croissantes de p., il viendra: 

(I 8) 

01 , 0
2 

, 03 , ••• etant des fonct.ions periodiques de y1 • 

Supposons y, lie a y
1 

par !'equation (r8); quand y1 augmentera de 
27r, y, ne changera pas et T qui est periodique ne changera pas non plus; 
on aura done: 

· tlT dT ou en rempla~ant et. -l- par leurs valeurs tirees des equations (16) 
dyl { y2 

et (I7) 
p-1 2tr 

- p.-2 J ~dy1 = 0. 
0 

Si dans 
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on remplace y2 par sa valeur (18) il viendra: 

~o, ~~, ~2 , etc. etant des fonctions periodiques de y1 • 

On devra avoir quel que soit p.: 

2rr 

J dyt (~o + P.~t + P. 2~2 + · · .) = 0 
0 

et par consequent: 
2rr 

J~odYt= 27r[~o] = 0. 
0 

219 

Il yst clair que pour obtenir ~0 , il suffit de faire y2 = o dans Y)0 , 

or on a 

[ ] 
a y2 

YJo =;-cos~. 
1 

Il vient done 

ou 
a= o. C. Q. F. D. 

§ 19. Troisieme approximation. 

Nous nous proposons maintenant de construire exactement nos sur
faces asymptotiques ou plutot leur intersection avec la surface y1 = o 
qui est comme nous l'avons vu plus haut une surface sans contact. 

Dans notre mode de representation geometrique, la solution perio
d1que que nous envisageons est representee par une certaine courbe tra
jectoire ferrnee. Cette courbe ferrnee vient couper la surface y1 = o en 
un point que j'ai represente sur la figure en 0'. 

Par cette courbe fermee passent deux surfaces asymptotiques; ces 
deux surfaces coupent la surface y

1 
= o suivant deux courbes que j'ai 

representees sur la figure en trait plein en AO'B' et A'O'B. 
J'ai represente en trait pointille ------- la courbe y1 = y2 = o. 
Reprenons les notations du § 1 6; considerons les series s1 et s2 qui 

entrent dans les equations (4) de ce paragraphe; soient comme dans le 



220 H. Poincare. § 19. 

§ 16, s), et s~ la somme des p premiers termes des series 81 et 82 • Nous 

avons vu que les equations: 

representent des surfaces qui different tres peu des surfaces asymptotiques. 

Ces surfaces couperont la surface y 1 = o suivant des courbes qui ont 

pour equation: 

Yt = o, 

et qm sont representees sur la figure en trait mixte - .. - .. - .. - .. 

•y,=o 

/ 
/ 

/ 

Fig. 9. 

., 

Nous avons appris dans le paragraphe precedent a former les series s1 et 

s2 ; nous avons vu que s{(y1 , y2) et .s!l(y1 , Yz) sont des fonctions periodiques 

de peri ode 21r par rapport a y1 et de periode 4r. par rapport a y2 • 

11 en resulte que la courbe en trait mixte doit etre comme l'indique 

la figure une courbe fermee admettant un point double 0. 
La premiere question a traiter est la suivante: les courbes en trait 

plein, intersections des surfaces asymptotiques avec y1 = o, sont-elles aussi 

des courbes fermees? II est clair qu'il en serait ainsi si les series 81 et 

82 etaient convergentes. Car les courbes en trait pointille differeraient alors 

aussi peu qu'on voudrait des courbes en trait plein; la distance d'un point 

de la courbe pleine a la courbe pointillee tendrait vers o quand p 

croitrait indefiniment. 
Je vais montrer sur un exemple simple qu'il n'en est pas ainsi. Soit: 

- F = p + q2
- 2p. sin 2 ~-p.~ cosxf!(y), 

2 
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ou lf!(Y) represente une fonction periodique de y de periode 21r, et ou 
p. et e. sont deux constantes que je suppose tres petites. Je forme les 
equations: 

dx dF 
dt = -dp =I, 

dp dF . 
dt = dx = - fJ.e sm Xlf! (y ), 

dy dF 
dt =-dq = zq, 

dq dF . + '( ) dt = dy = p. smy p.e cos Xlf! y . 

On voit que p et q joueront le meme role que j'attribuais jusqu'ici a x1 

et a X2 , pendant que X et y joueront le role que j'attribuais a y1 et a y2 , 

je n'ai change les notations que pour supprimer les indices. 
Supposons d'abord e. = o. Les equations admettent alors une solu

tion periodiq ue qui s'ecrit: 

X= t, P =O ,, q = o, y= o. 

Les exposants caracteristiques (en laissant de cote les deux qui sont nuls, 
ainsi qu'il arrive toujours avec les equations de la dynamique) sont egaux 
a + \)zp.. 

d'oi1 

II existe alors deux surfaces asymptotiques qui ont pour equations: 

p = o, . r:;-:: • y 
q = + V "'V- Sill ~ • 

Les exposants caracteristiques n'etant pas nuls, mais egaux.a + yzp quand 
on fait e. = o, il existera encore une solution periodique pour les petites 
valeurs de e.; a cette solution periodique correspondront deux surfaces 
asymptotiques dont l'equation pourra se mettre sous la forme 

dS 
P = dx' 

dS 
q =-, 

dy 

8 etant une fonction de X et de y satisfaisant a I' equation 

dS + (dS) I • 'J y ( ) dfl! dy = 2p. Sill z + p.e COSX(j! y. 



222 H. Poincare. § 19. 

Les exposants caracteristiques ne s'annulant pas pour c = o, il resulte 
de ce que llOUS aVOtlS dit a JcL fin UU § I 3 que p et q et par consequent 
S sont developpablcs suivant les puissances croissantes de c. Posons done: 

S = 80 + c81 + c~s~ + .... 
Nous avons trouve plus haut: 

- IJ 
80 = - 2 \)2p cos~. 

Quant a S~' il devra satisfaire a 1' equation: 

tiS ,- . 1f dS I ( ) 
-{ _!_ + V2fL Sill:_ -d = l'· cos :t({' y . 
{ ;t; 2 !I ' 

Si l'on designe par 1: une fonction qui satisfasse a !'equation: 

dl,' - . y d2: . ( ) 
-d + . ;2ft Sill- -d = p.e'.r 50 y 

X V 2 !/ (i = .J- 1) 

81 sera la partie reelle de l'. Or on peut satisfaire a cette equation 
en faisant: 

il suffit pour cela que: 

. ,,, . ;- • ,, clcp ( ) 
z't' + v 2p Sill~ -1 = Wf Y · 

~ l.!f 

L'equation en cp mnst obtcnue et qu'il s'agit d'integrer est lineaire. Son 
integrale generale s' ecri t: si r (y) = 0 

cp = c(tg~r. V
-

. 2 
!Z '--= - l /t 

et s1 f!(Y) est quclconque: 

Cornme cp doit etre developpablc suivant Ies puissances entieres de y 
pour les petites valeurs de y, il est facile de voir qnelle valeur il faudra 
donner a la constante d'int.egration. Si, pour y = o, lf(Y) s'annule, l'inte
grale devra s'annuler aussi, de sorte qu'il faudra la prendre entre les li
mites o et y. 
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Que faudrait-il maintenant pour que les courbes BO'B' et AO'A' 
fusscnt fermees? 11 faudrait que la fonction S restat finie ainsi que ses 
derivees pour toutes les valeurs de y et flit periodique de periode 41r 
par rapport a y (c'est ce qui arrivait, rappelons-le, pour les fonctions sf 
et s~ dont nous avons parle un peu plus haut). Comme cela devrait 
a voir lieu pour toutes les valeurs de e, cela devrait a voir lieu de 81 , 

et commc 81 est egal a COS X multiplie par la partie reelle de cjJ, plus 
sin x multiplie par la partie imaginaire de ¢, cela devrait a voir lieu de ¢. 

Done pour les valeurs de y voisines de 21r, ¢ devrait etre develop
pable suivant les puissances entieres de y- 2r.. Mais il n'en est pas 

ainsi de ( tg ~)a. Done l'integrale: 

21!" 

J = J V~9(Y)(sin~)-\tg~)-aay 
0 

devrait etre nulle. Calculous cette integrale en supposant $0 (y) = sin y. 

Posons tg '!/_ = t, il viendra: 
4 

I , . I-P ld'.'d t ntegrons pas parties en remarquant que ( • 2 est a eriVee e -~,, 
r+t) r+t 

il viendra: 

Faisons t 2 = u, on aura: 

"' 

J 
_
1
- u-2 d1t 2na..j?:p. - 8ni f 

a+l 

= 2Cty2p. = = ----· 
1 + u an _!!_ - _!!_ 

cos - ev'i"P + e v2/< 
0 2 

Done J n'est pas nul; done les courbes BO'B' et AO'A' ne sont pas 
fermees; done les series 8

1 
et 8 2 ne sont pas convergentes, non plus que 
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les Series definies dans }es §§ I 4 et I 8 ainsi que je l'avais an nonce dans 
ces paragraphes. 

La distance des deux points B et B' n' est done pas nulle, rna is elle 
jouit de la propriete suivante. Non seulement BB' tend vers o, quand 

BB' 
p. tend vers o, mais le rapport !'. tend egalement vers o qu~lque grand 

2 p. 
que soit p. 

En e:ffet la courbe pointillee a pour equation 

Yr = o, 

et la courbe en trait plein a pour equation: 

D'apres ce que nous avons vu plus haut les series s
1 

et s2 representent 
asymptotiquement les fonctions t;_ et ~' ce qui veut dire que l'on a: 

(pour p. = o). 

p 

Done le rapport a p. 2 de la distance de B a la courbe pointillee tendra 
p 

vers o et il en sera de meme du rapport a 1.1~ de la distance de B' a 
cette courbe pointillee. On a done: 

. BB' 
hm-

11 
= o. 

p.2 

C. Q. F. D. 

En d'autres termes, si on regarde p. comme un infiniment petit du 
prem1er ordre, la distance BB', sans etre nulle, est un infiniment petit 

1 

d'ordre infini. C'est ainsi que ]a fonction e -p. est un infiniment petit 
d'ordre infini sans etre nulle. 

Dans l'exemple particulier que nous avons traite plus haut, la di
stance BB' est du rneme ordre de grandeur que l'integrale J, c'est a 

r. 

dire que e- v2P-. 
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Une Reconde question a traiter est celle de savoir si les deux courbes 
O'B et O'B' prolongees se coupent. S'il en est ainsi en effet, la tra
jectoire qui passera par le point d'intersection appartiendra a la fois aux 

" deux nappes de la surface usymptotique. Ce sera une trajectoire double-
ment asymptotique. Soit C la trajectoire fermee qui passe par le point 
0' et qui represente la solution periodique. La trajectoire doublement 
asymptotique differe tres peu de c' lorsque t est negatif et tres grand, 
elle s'en eloigne asyrnptotiquement, s'en ecarte beaucoup d'abord, puis 
s'en rapproche de nouveau asymptotiquement, de fa<;on a differer tres 
peu de 0, lorsque t est positif et tres grand. 

Je me propose d'etablir qu'il existe une infinite de trajectoires double
ment asymptotiques. 

Je commence par observer que la courbe O'B, quelque loin qu'on 
la prolonge, ne pourra jamais se recouper elle-meme, c'est a dire que 
cette courbe O'B prolongee n'a pas de point double. En effet d'apres 
la definition de cette courbe les ·antecedents des divers points de O'B 
sont eux-memes sur cette courbe 0' B; de sorte que l'antecedente de la 
courbe O'B est une portion de cette courbe. De meme la seconde, la 
troisieme etc.i' la ne antecedente de 0' B sont des portions de plus en 
plus petites de cette courbe, limitees par le point 0' d'une part et un 
point D de plus en plus rapproche de 0' d'autre part. 

Si la courbe O'B avait un point double, il en devrait etre de meme 
de toutes ses antecedentes, et par consequent de tout arc O'D si petit 
qu'il soit, faisant partie de O'B. Or les principes du § 13 nous permet
tent de construire la portion de 0' B voisine de 0' et de constater~ que 
cette portion de courbe n'a pas de point double. II en est done de 
meme de la courbe entiere quelque loin qu'on la prolonge. 

D'apres la definition des deux nappes de la surface asymptotique et 
des courbes BO'A', B'O'A, l'une de ces courbes (par exemple la courbe 
BO'A') est telle que le ne antecedent d'un point de cette courbe se rapproche 
indefiniment de 0', quand n augrnente; pour l'autre courbe B'O'A, c'est 
le ne consequent qui se rapproche inde£niment de 0'. Ce que nom 
venous de dire s'applique done egalement a la courbe O'B', pourvu qu'on 
remplace partout le mot antecedent par le mot consequent. Done la 
courbe O'B' quelque loin qu'on la prolonge ne se recoupera pas elle-meme 
et il est clair qu'il en sera de merne des courbes O'A et O'A'. 

Acta mathematiaa. 13. Imprime le 14 octobre 1890. 29 
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Je dis maintenant que la courbure des courbes O'B et O'B' est finie, 
je venx dire qu'elle ne croit pas indefiniment quand fl. tend vers o. 

En effet nons avons vu que non seulement les series s
1 

et s
2 

repre
sentent asymptotiquement les deux fonctions t;, et f;, mais que les series 
d 2

111 t d's2 , • d'f1 d'f2 

d • e d~ representent asymptot1quement -1 2 et d~ • 
y; Y2 r Y2 !/2 

On en conclut que si /1 est regarde comme un infiniment petit, 1a 
courbure de la courbe en trait plein au point B differera infiniment peu 
de la courhure de la courhe pointillee au point le plus rapproche; or 
cette derniere courbure est finie, done il en est de meme de la courbure 
de la courbe en trait plein. 

Soit maintenant B1 le consequent du point B et B; celui du point 
B'. La distance BB

1 
est du meme ordre de grandeur que ,/P. et il en 

est de me me de la distance B' B;, les arcs BB1 et B' B; sont done tres 
petits si fl. est tres petit et leur courbure est finie; d'autre part les 

BB' BB' 
distances BB', B 1B; de meme que les rappm·ts BB , B'B' tendent vers o 

1 1 

qnand fl. tend vers o; enfin il existe un invariant integral positif. 
Nons nons trouvons done dans les conditions du theorerne III dn § 8. 

Nons· en conclurons que les arcs BB1 et B'B; sc coupent, c'est a dire 
que la courbe O'B' coupe la courbe O'B prolongee et par consequent 
qu'il existe au mains une trajectoire doublement asymptotique. 

Je dis maintenant qu'il en existe au mains deux. 
En effet la figure a ete construite de fa((on que les points B et B' 

soient sur la courbe 

Mais l'origine des y
2 

est restee arbitraire; je puis supposer qu'on la 
choisisse de telle sorte qu'au point d'iutersection des deux courbes O'B 
et O'B', on ait y

2 
= o. En ce cas les points B et B' coincident. Il 

doit done en etre de meme de leurs consequents B 1 et B;. Les deux 
arcs BB1 et B' B; ont alors memes extremites, mais cela ne suffit pas 
pour satisfaire au theoreme III que je viens d'appliquer (il faut en effet 
pour satisfaire it ce theoreme que l'aire limitee par ces deux arcs ne soit 
pas convexe), il faut encore qu'ils se coupent en un autre point N. 

Par ce point passera une trajectoire doublement asymptotique qui 
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ne se confondra pas avec celle qui passe en B. II y a done au moms 
deux trajectoires doublement asymptotiques. 

Je suppose toujours que les points B et B' se confondent. Soit 
BJJfN la portion de la courbe 0' B comprise entre les points B et N; 
so it de me me BPN la portion de la courbe 0' B' comprise entre le point 

· B = B' .. et le point N. Ces deux arcs BMN et BPN limiteront une 
certaine aire que j'appelle a. 

· Nous avons vu que dans le cas particulier du probleme des trois 
corps qui nous occupe on peut appliquer le theoreme 1 er du § 8. Il 
cxistera done des trajectoires qui traverseront unc infinite de fois l'airc a. 

Done parmi les consequentes de l'aire a, il y en aura une infinite 
qui auront une partie commune avec a. 

Si done on considere la courbe fermee BJJ!NPB qui limite l'airc a, 
et les consequentes de cette courbe, il y aura une infinite de ces conse
quentes qui couperont la courbe BMNPB elle-meme. 

Comment cela peut-il se faire? 
L'arc BMN ne peut couper aucun de ses consequents; car l'arc 

BMN et ses consequents appartiennent a la courbe O'B et la courbe O'B 
ne peut se recouper elle-meme. 

Pour la meme raison l'arc BPN ne peut cohper aucun de ses 
consequents. 

II faut done, ou bien que l'arc BMN coupe un des consequents de 
BPN, ou que l'arc BPN coupe un des consequents de BMN (dans les 
hypotheses ou nous nous sommes places, c'est le second cas qui se pre
sentera). Dans l'un comme dans l'autre cas la courbe O'B ou son pro
longement coupera la courbe 0' B' ou son prolongement. 

Ces deux courbes se coupent done en une infinite de points et une 
infinite de ces points d'intersection se trouveront sur les arcs BMN ou 
BPN. Par ces points d'intersection passeront une infinite de trajectoires 
doublement asymptotiques. 

On demontrerait de la meme maniere que la surface asymptotique 
qui coupe la surface y

1 
= o suivant la courbe O'.A contient une infinite 

de trajectoires doublement asymptotiques. 


