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CHAPITRE III. 

Resultats divers. 

§ 20. Solutions period·iques du zo gem·e. 

Dans le chapitre precedent et en particulier dans les §§ 1 7 et 18 
nous avons construit nos series en supposant que l'on donne a 0 1 une 
valeur tantot superieure tantot egale a - 94· 

Supposons maintenant qu'on ait donne a C1 une valeur <- f04 • 

Alors 

n'est pas toujours reel. Supposons par exemple que, pour la valeur 
choisie de 0 1 , X~ reste reel quand y

2 
varie depuis Yj5 jusqu'a YJs· Je 

vais considerer une valeur r;, de y2 comprise entre YJ5 et YJ6 : 

YJo < YJ1 < 'Y/s 

.et je vaiS chercher a definir les x: pour toutes les va}eurs de y
2 

com
prises entre YJ5 et YJ1• 

J'observe d'abord que x~ est susceptible de deux valeurs egales et 
de signe contraire, a cause du double signe du radical; donnons d'abord 
par exemple a ce radical le signe +. 

lmaginons que l'on ait calcule successivement 

x~ , xi , ... , x~-2 

X~ , X~ , ••• , x;-2
• 

L'equation (7) du § 18 nous donne: 

xnx~-1] = O(y2 ) + Ct-1) 

O(y2 ) etant une fonction entierement connue de y
2 

et Ct_1 une constante. 
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N ous determinerons cette con stante par la condition 

O(YJ5 ) + Ct-1 = o. 

Alors bien que x~ s'annule pour y'l = 7)/i, la fonction 

reste finie pour y2 = YJ5 • 
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N ous avons done completement determine les fonctions x~ pour 
7)

6 
< y2 < YJ

1 
et nous appellerons x~.; les fonctions de y2 ainsi determinees. 

Supposons que l'on recommence le calcul en donnant au radical le 
signe -. On trouvera pour les fonctions x; de nouvelles valeurs que 
j'appelle x:.i et qui seront d'ailleurs la continuation analytique des pre
mieres. 

Imaginons ensuite que l'on remplace 0 1 par une constantc nouvelle 
c~ tres voisine de 01. 

Alors le radical: 

sera reel toutes les fois que y
2 

sera compr1s entre 7)1 et une certaine 
'valeur YJs tres voisine de YJ6 • 

Cela pose, nous allons par le procede expose ci-dessus calculer les 
fonctions x~ pour les valeurs de y

2 
comprises entre YJ1 et YJs, d'abord en 

faisant: 

X~ = + v; ([ F1 J + CD 

(nous appellerons x~.i les fonctions ainsi calculees), puis en faisant 

(nous appellerons x~.i les fonctions ainsi calculees). 
Nous allons ensuite construire les quatre branches de courbes: 

Y1 = o, 

que nous prolongerons depuis y'}, = 7), a y, = 7J1· 
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YI = o, 

que nous prolongerons egalement depuis y1 = YJa jusqu'a y~ = Yj7· 

Y2 = o, 

que nous prolongerons depuis y~ = YJ 1 jusqu'a y~ = YJ
8

• 

Y1 = o, 

que nous prolongerons egalement depuis y~ = Yj, jusqu'a y2 = YJs· 
Dans ces formulcs nous avons pose: 

.1; 

'fp.g(Y2) = x;.q + x] .. q vii + ... + X~ q/1.2• 

§ 20. 

La premiere et la seconde de ces courbes se raccorderont et seront 
tan gentes en un me me point a la courbe y2 = YJ5 • 

La troisieme et la quatrieme courbes se raccorderont egalement et 
seront tangentes en un meme point a la courbe y2 = YJs· 

Fig. 8. 
. ' 
,B ' . ' ' ' ,iB' ' 

' c ' I 
' \ I ' ' ' ' \n 

A '1/s 

' \D' 
' \TjT 
' fl;;i 

C'est ce qu'indique la figure 8 ou les trois arcs pointilles repre
sentent les trois courbes 

ou l'arc AB represente la 1 "'" de nos quatre branches de courbe, I' arc 
AD' la seconde, l'arc B'C la 3me et l'arc DC la quatrieme. 

Nous regarderons 0
1 

cornme une donnec, mais C~ est reste jusqu'ici 
arbitraire. Nous determinerons c~ par la condition que la I l>re et Ia 3me 

courbes se raccordent et que les points B et B' se confondent, ce qui 
s'exprime analytiquement par les conditions: 
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Ces deux equations ne sont d'ailleurs pas distinctes et se ram(ment 
a une seule. 

En nous appuyant sur le theor(nne HI du § 8 nous pourrions de
montrer que Sl C~ est determine par les equations (I), les equations 

(I') 9'1.1 ( Tjr) = 9'a.I ( Y)r ), 9'u ( Y)r) = ra.~ ( Y)r) 
k+l 

seront aussi satisfaites aux quantites pres de l'ordre de p. 2 
; c'est a. dire 

que la 2°" et la 4m• courbes se raccorderont aux quantites pres de cet 
ordre, ou que la distance DD' est un infiniment petit de meme ordre 

k+l 

que p.-2-. 

Mais je dois faire ici la meme observation que plus haut; les series 
auxquelles on parvient de la sorte ne sont pas convergentes bien qu'elles 
puissent rendre des services si on les manie avec precaution. 

Il existe done des regions, ou, au mains pendant un certain temps, 
y2 (dans le cas ou 1' on suppose n2 = o) on n2y1 - n~.112 (dans le cas general) 
conservent des valeurs finies. C'est ce fait que les astronomes expriment 
d'ordinaire en disant qu'il y a libration. On peut se demander s1 ces 
regions de libration sont sillonnees de solutions periodiques. 

On peut s'en rendre compte par les considerations suivantes. 
Ecrivons les equations: 

0 + 2 XI =XI flXl, 

X 2 = x~ + ..jp V ~([F1 ] + 01) + p.u~. 
Ces equations sont a des quantites pres de l'ordre p. celles de surfaces 

que no us avons construites (voir figure 8); elles satisfont done approxima
tivement aux equations (3) du § I 7· Quant a U~ c'est une fonction de 
y1 et de y2 qui ne differe de xi que par une fonction de y2 de telle 
sorte que 

dtt~ dx~ 

~1- dyl' 

Cette fonction u; doit d'ailleurs rester toujours finie. 
Je me propose de modifier la forme de la fonction F qui entre 

dans nos equations differentielles de fac;on que ces equations (2) satis
fassent exactement aux equations (3) du § I 7· 
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Je cherche done nne fonction F* telle que les equations: 

dF* .Zx. dF* 

(3) 

-, 
dy, dt 

-, 
dy'i 

dy2 dF* 
--

dt dx
2 

dy, _ dF* ----, 
dt dx 1 

admettent des surfaces trajectoires representees prccisement par ces equa

tions (2). 
V oici comment nons determinerons cette fonction F*. 
Observons d'abord que X~ et X~ sont determines par les deux equa

tions simultanees 

Fo(X~' xn = c, 

On peut tirer de ces deux equations X~ et X~ en fonctions de c. 
Nous regarderons done desormais x~ et x~ comme des fonctions connues de C. 

D' autre part [ FJ est une fonction de y2 , de xi et de xg, ce qui 

nons permet de le regarder comme une fonction connue de y~ et de C. 

Les equations (2) nous donneront par consequent x1 et :x:2 en fonc

tions de y 1 , de y2 , de 0 et de 0
1

• 

Remarquons que si XI et x2 sont definis par ces equations 

est une differentielle exacte, de sorte que: 

Resolvons maintenant les equations ( 2) par rapport a C et 0
1

, il 

viendra 
0 = F*(x1 , x~ Y1 , Y2), 

Ct = 1/J* (xt ' x2 , Yt , y,J. 

La fonction F* est ainsi definie et on aura en employant la nota

tion de ,JAcoBI: 
[F*, W*] = o, 
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ce qm signi:fie que 
f]J* = const, 

est une integrale des equations (3)· 
La solution la plus generale de ces equations (3) s'ecrit alors: 

(a) dS = 0' + t 
dO ' 

dS O' 
dO= t' 

I 

0' et 0~ etant deux nouvelles constantes d'integration. 
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Cherchons a former effectivement F* ou du moins a nous rendre 
compte de l'ordre de grandeur de la difference: 

F-F*. 

Or xi est de:fini par la condition suivante: 

F(x~ + pxi, x~ + ypx~)- 0 

do it etre une quantite de meme ordre que /1 ..;- . (Of. § I 7 .) 

Done comme dF'o est nul, la fonction 
dwg 

F(x~ + pxi' X~ + vP.xi + pu;)- 0 

sera encore de meme ordre que p. .jp, queUe que soit la fonction u;. 
D'ailleurs on a identiquement: 

F*(x~ + pxi, x~ + .jpx~ + pu;) = 0. 

Done la difference 
F-F* 

regardec comme fonction de p, de 0, de 0
1

, de y1 et de y
2 

est de l'ordre 

de P·VP· 
Posons maintenant: 

~2 vP. = x2- x~. 

Des deux equations (I) on tirera facilement 01 et a en fonctions 
de x

1
, ~2 , y1 , y

2 et p.; on voit alors sans peine que 0 et 01 peuvent etre 
developpes suivant les puissances positives de vP., les coefficients etant 
des fonctions finics de x11 de ~2 , de y1 et de J/2 • 

Acta matlwmatica. 13, Imprlmc le 14 octobre 1890. 30 
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Nous venous de voir que F- F* est nne fonction de p., de yP de y2, 

de c et de cl dont le developpement suivant les puissances de p. com

mence par un terme en p. .. /P,; si nous y rempla<;ons C et 0 1 par leurs 

valeurs en fonctions de p., de xP de ~2 , de '!}1 et de y2, nous verrons que 

cette difference F- F* est une fonction developpee suivant les puis

sances de p., dont les coefficients dependent de X 1 , ~2 , y1 et '!}2 et qui 

commence par un terme en p. vii.. 
Par consequent la fonction: 

ne devient pas infinie pour f1 = o. 
Par le changement de variable que nons venons de faire les equa

tions (3) deviennent: 

dx 1 dF* 

(3') 
- = ------' 
dt d!!; 

tl~2 dJ.I* 
-=--, 
dt .j~dy, 

De meme les equations proposees: 

dx; dF 
-=-, 
dt dy; 

doivent se reduire a: 

(4) 

dx
1 

elF 
-=-, 
dt dy, 

d~2 _ rlP -----, 
clt \1 i~ dy

2 

rl!f, dF* - ==---, 
dt d,l;, -

tl!f; 

dt 

d!t, <lF -=--, 
dt d:t

1 

dy2 
elF 

JT = -.,,;d::. vj ~2 

Nous formerons en outre les equations suivantes: 

(s) 

da\ = _j!_ (F* + zF'), 
dt dy, 

rly, = - _j_ (F* + sF'), 
tlt dx

1 

r!Jry_ = - ___;}_ (F* + sF'), 
r{[ \/1HlJ: 

I ~2 

qui se reduisent a (3') pour s = o et a (4) pour s = p. ..;p.. 
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D'apres ce que nous avons vu plus haut, les equations (3) et par 
consequent les equations (3') peuvent s'integrer exactement; nons en avons 
donne par les equations (a) la solution generale. 

Si l'on discute cette solution generale et si on cherche a la con
struire en conservant le meme mode de representation geometrique que 
dans les paragraphes precedents, on verra qu'il cxiste une infinite de 
surfaces trajectoires fermees. 

Ces surfaces qui ont pour equation: 

(6) 

different peu des surfaces que nons avons construites dans le § 17 et dont 
!'equation s'ecrivait: 

(7) 

Elles ont mernc forme generale que les surfaces definies par l'equation 
(7). Si done nous faisons les memes hypotheses que dans le § 17 au 
sujet des maxima et des minima de [P

1
], deux de nos surfaces (6) seront 

des surfaces fermees a courbe double; ce seront celles qui correspondent 
aux valeurs - 502 et - 504 de la constante 0 1 • Les autres se composent 
de nne ou deux nappes fermees. 

La surface fermee a courbe double sera pour nos equations (3') 
une surface asymptotique et elle partagera l'espace en trois regions comme 
nous l'avons dit plus haut. 

Parmi ces regions, je distingue la region R
2 

comprise entre les deux 
nappes. qui est une region dite de libration et je me propose de montrer 
que dans cette r~gion, on pent tracer une infinite de trajectoires fermees 
correspondant a des solutions periodiques. 

Revenons en effet aux equations (a) qui nous font connaitre la so· 
lution generale des equations (3) et (3'). D'apres la forme des equations 
(2), nous pouvons ecrire: 

S = ay1 + by2 + O(y1 , y2) + vz; J v([P1 ] + C1 )dy2, 
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a et b etant des fonctions de C et de C1 sculcment et O(y1 , y2) une fonc· 
tion reelle et periodique de y1 et de y2 • 

· On en deduit: 

Nous donnerons a C
1 

une valeur determinee qui devra etre plus 
petite que - <p 4 puisque nous nous supposons places dans la region R2 • 

La surface fermee qui correspond a cctte valeur de 0 1 presentant 
les memes connexions que le tore, nous pouvons en faire le tour de deux 
manieres differentes: 1° en rcgardant y2 comrne constant; 2° en regardant 
Y1 cornme constant. 

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y2 cornme 
dS 

constant, y1 aura augmcnte de 27t et dO aura augmcnte de 

da 
27t-· 

d01 

1 

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant y1 comme 
constant, y2 sera revenu a la meme valeur, mais l'integrale 

aura augmente d'une certaine periode v definie comme il suit: 
Supposons que les valeurs de y2 pour lesquelles le radical v'.,..,.([F=~.-=-]-+-=0:--1 ) 

est reel soient les valeurs comprises entre T):; et 7J
6

, on aura: 

1Ja 

v = 2 f y([li'~y~ O.). 
7J• 

dS 
Quand notre integralc augmentcra de v , dO augmentera de 

1 
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Pour que la solution qui correspond a cette valeur de 01 soit pe· 
riodique, il faut done et il suffit que ces deux quantites: 

da 
Z7rd0 

1 

et v· I P. 
V zN 

soient commensurables entre elles. 
Cette condition sera evidemment satistalte pour une infinite de va

leurs de 01 ; notre region R
2 

contient done uno infinite de trajectoires
fermees, representant des solutions periodiques. 

Ainsi si K est un nombre commensurable quelconque, l'equation: 

(8) da . • rp-
27r dOl = Kv V ti!{ 

(qui contient 01 parce que :~ et v sont des fonctions de 01 ) nons don-
1 

nera une valeur de 01 correspondant a nne solution periodique. 

da 
d0

1
• 

Pour discuter cette equation, il me faut chercher ce que c'est que 

Il me suffit pour cela de rappeler que: 

et que: 

do it se reduirc a 0 aux quantites pres de l'ordre de p. .. jp.. On en conclut: 

d'ou 

et: 
da p. 
d0

1 
= -n

1 
• 
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da 
dO est done unc constante, indcpendantc de CP de sortc que l'equa-

1 

tion (8) pcut s'ecrirc 

(8') 
v 

---= = const. 
Jp 

Pour discutcr eette equation nouvelle, il eonvient de ehercher com
ment varie v (1wmd on fait varier G'1 d('rmis - ~.1 jusqu'a - ~1 • 

Pour 0 1 = -~.p v est infini; G\ variant dqmis -~4 jusqu'a -sc2 , 

v decroit d'abord jusqu'it un certain minimum, pour croitre ensuite de 
nouveau jusqu'a l'intini .. 

Pour C1 <- ~2 , v peut aclmettre deux valeurs corresponclant aux 
deux nappes de la surface et que l'on peut envisager separement. (Cf. 
figure 7.) 

La premiere uappe de la surface reste reclle quand C1 est compris 
entre - ~2 et - ~3 ; la valeur correspondante de v decroit depuis l'in
fini jusqu'a uncertain niinimum quand G'1 dccroit depuis - ¥'2 jusqu'a- ~~· 

La sccoude nappe de la surface reste rcelle quand C1 est compris 
entre - 50

2 
et - ~~; la valeur correspondante de v dccroit depuis l'infini 

jusqu'a un certain minimum quand C
1 

dccroit depuis - ~2 jusqu'~t- 9 1 • 

Ainsi v admet trois miuima au moins et reste toujours superieur a 
une certaine limite positive. 

Si done nous regardons !'equation (8') comme defiuissant C1 en fonc
tion de p, C

1 
sera fonction continue de f.l, mais nous pourrons prendre 

p assez petit pour que cette equation n'admcttc aucune racine. 
Ainsi il est certain qu'il existe toujours une infinite de solutions 

periodiques; mais quand on fera decroitre p, toutcs ces solutions dispa
raitront l'une apres l'autre. 

Il resultc de ce qui precede que lcs equations (s) admettcnt pour 
s = o une infinite de solutions pcriodiques; les principes du chapitre III 
(1ere partie) nous permettcnt d'affirmer qu'il y en a encore une infinite 
pour les val curs suffisamment petites de s. Com me p est tres petit, il 
semble tres probable qu'il existera une infinite de solutions periodiques 
pour s = f-t Jp, c'est a dire pour les equations (4) qui sont deduites par 
un changement de variable tres simple des equations proposees. 

Par consequent, si nous revcnons it ccs equations proposecs, nous 
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voyons que dans la region de libmtion R
2 

il y a une infinite de tm;"ec
toires fennees representant des solutions periodiques. Nous allons d'ailleurs 
l'etablir rigoureusement par une voie toute differente. 

Mais si faisant decroitre p. d'une maniere continue, on suit une de 
ces trajectoires fermees, on la verra se deformcr aussi d'unc fayon con
tinue et dispamitre ensuite pour une ccrtainc valeur de p.. Ainsi pour 
p. = o toutes les solutions periodiques de la region R

2 
auront disparu 

l'une apres l'autre.. Ce n'est pas ainsi que sc comportaient les solutions 
periodiques etudiees dans le chapitre III (I ~re partie) et qui subsistaient 
encore pour p. = o. 

On pent demontrer que dans le voisinage d'une trajectoire fermec 
representant une solution periodiq ue, so it stable, soit instable, il passe 
nne infinite d'autres trajectoires fermecs. Cela nc suffit pas, en toute 
rigueur, pour conclure que toute region de l'espace, si petite qu'elle soit, 
est traversee par nne infinite de trajectoires ferrnees, 1 mais cela suffit 
pour donner a cette hypothese un haut caractcre de vraisemblance. 

Ainsi que je viens de le dire, l'aper9u qui precede ne suffirait pas 
pour etablir rigoureusement !'existence des solutions periodiques du 2e 

genre. V oici comment nons y parviendrons. 
I Reprenons nos equations differentielles 

clx; dF 
-=-, 
dt dyi 

et envisDgeons une solution periodique du I er genre de periode T; quand 
t augrnentera de T, y1 et y

2 
augmenteront de n1 T et de n2 T; je sup

poseral comme plus haut: 

n2 = o. 

Cela pose, de l'equation 

nous pouvons tirer x2 en fonction de X1 , y1 et ?hi en remplac;ant X 2 par 
la valeur ainsi obtenue, on trouve; 

dy2 dF -=--, 
dt ([X

2 

1 Les travaux: recents de M. CANTOR nons ont appris en effet (pour employer le 
langage de ce savant geometre) qu'un ensemble pcut etrc parfait, sans etre continu. 
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les seconds membres pouvant etre regardes comme des fonctions connues 
de XI ' Yt et Y2. Enfin en eliminant dt il viendra: 

(9) 

X et Y etant des fonctions connues de x1 , y1 et y2 , periodiques de periode 
21r par rapport a yl' 

Soit: 

la solution periodique consideree qui sera de periode 21r par rapport a 
y1 ; je suppose que cette solution periodique soit celle que nons avons 
definie plus haut et qui etait representee approximativement sur la figure 
du § 17 par la courbe fermee isolee de la surface 01 = - ~3 • Ce sera 
done une solution periodique stable7 elle admettra deux exposants carac
teristiques a et - a egaux et de £ngne contrairc et dont le carre sera 
reel negatif. 

Soit maintenant 

une solution pen differente de Ia premiere. Soient conformement aux 
notations du chapitre III (r~re partie) fi1 et (12 les valeurs initiales de 
~1 et de ~2 pour y1 = o, et (11 + rf;t , (12 + ¢2 les valeurs de ~1 et de ~2 pour 
y1 = 2klr: (k entier). La solution sera periodique de periode 2k1r si l'on a: 

(w) 

On sait que ¢ 1 et ¢2 pourront se developper suivant les puissances de 
{11 et (12 et que ces fonctions dependront en outre de p.. 

Si on regarde un instant fi1 , fi2 et p. comme les coordonnees d'un 
point dans I' espace, les eq nations ( 10) rcpresentent une certaine courbe 
gauche et a chaque point de cette courbe gauche correspond une solu
tion periodique. Il est clair que ¢ 1 et ¢2 s'annulent avec fi1 et fi2 ; en 
effet si l'on fait ~1 = o, ~2 = o, on obtient, d'apres la definition de ~1 
et de ~H une solution periodique de periode 21r qui peut aussi etre 
regardee comme periodique de periode 2kr.. 

La com·be (ro) comprcnd done d'abord l'axe des p. tout entier. .Te 
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me propose de demontrer que si, pour fl = flo , ka est multiple de 2ir., 
il existera une autre branche de la courbe (10) qui passera par le point 

fl = flo• 

et par consequent que pour les valeurs de p. voisines de flo, il existe 
d'autres solutions periodiques que ~1 = ~2 = o. 

Posons fl -flo = A et cherchons a developper ¢1 et ¢2 suivant les 
puissances de (31, de (32 et de A. 

Calculous d'abord les termes du I er degre par rapport a (31 et a (32. 
Je dis d'abord que pour A = o, c'est a dire pour fl = flo, tous ces 

termes sont nuls. ' 
En effet supposons que les ~ soient assez petits pour qu'on en puisse 

negliger les carres. Nous avons vu dans la I~re partie que dans ce cas, 
les ~ satisfont a un systeme de deux equations differentielles lineaires, 
que nous avons appelees equations aux variations des equations (9). 
Nous avons vu egalement que ces equations lineaires admettent deux 
solutions remarquables; que la premiere de ces solutions est multipliee 
par e~a" quand y1 augmente de 21r, et que l'autre est multipliee par e-2a". 

Pour A = o, ka est un multiple de 2i1r de sorte que e2a" et e-2a" 

sont deux racines kes de l'unite. Done nos deux solutions se reproduisent 
quand y1 augmente de 2k;r. Comme !'equation est lineaire, la solution 
generale est une combinaison lineaire de ces deux solutions remarquables, 
et elle ne change pas non plus quand y1 augmente de 2k;r. 

Comme ¢1 et ¢
2 

sont precisement les accroissements que subissent ~1 
et ~2 quand y

1 
passe de la valeur o a la valeur 2k1r, ¢

1 
et ¢2 doivent 

etre nuls; mais cela n'est vrai que quand ~1 et ~2 (ou (31 et (32 ) sont 
assez petits pour qu'on puisse en negliger les carres; ce seront done 
seulement les termes de ¢1 et ¢

2 
qui sont du Ier degre en (31 et (32 qm 

seront nuls. 

Soient: 
C. Q. F. D. 

af31 + bf32 les termes du premier degre de <Pu 
cf31 + ef32 les termes du premier degre de ¢2 • 

Nous venous de voir que pour A= o 

a= b = c = e = o. 
Acta mathematica. 13. Imprime 1e 18 octobre 1890. 31 
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Soit encore pour .A = o: 

db= 1/ 
d). ' 

Je dis que 
a'+ e' = o. 

En effet l'equation en S 

(a- S)(e- S) - be = o 

ad met pour racines: ( cf. § 1 2) 

de , 
dJ.= e. 

§ 20. 

pour A = o, ces deux racines sont nullcs; si .A est assez petit pour qu'on 

puisse en negliger lc carre, elles seront egales a: 

L'equation en S: 

da 
+ zkir d). .A. 

(a'- S)(e'- S)- b'c' = o 

aura done pour racmes 

et comme ces deux racines sont egales et de stgne contraire on aura: 

a'+ e' = oo 

De plus a', e', b' et c' ne seront pas nuls a la fois ell general. En effet 

1 0 • 1. 0 da tl rl , • I O 
ce a ne pourra1t avo1r teu que SI -

1
• = -

1 
eta1t nu . r p.0 est une 

( /. I fl 

quantite choisie de telle sorte que a (qui est nne fonction de p.) soit 

bl 0 do. • ' 1 1 commcnsura e avec 2i;:. r --
1
-- ne ponrrmt s annu er pour toutes es 

(fl 
I 

valeurs commensnrables de --'¢- qu'en s'annulant identiqnement; alors a 
2~;r 

serait nne constante (qui devrait d'ailleurs etre nnlle puisque a = o pour 

p. = o) ce qui n'a pas lieu en general. 
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Nous avons vu que pour A = 0 les termes du I er degre de ¢1 et 
de ¢2 s'annulent identiquement. Supposons qu'il en soit de meme des 
termes du 2d degrc, du 3" degre, etc., du m- r• degre, mais que les 
termes du m• degre ne s'annulent pas identiquement dans ¢1 et dans ¢2 

pour A= o. Soit 01 !'ensemble des termes du m• degre de ¢1 pour 
A = o; soit 02 !'ensemble des termes du rn• degre de ¢2 pour A = o. 
Ainsi 01 et 02 sont deux polynomes homog<'mes du m• degre en {11 et {12 
et de ces deux polynomes l'un au moins ne s'annule pas identiquement. 

Posons: 
¢1 = a' ).131 + b' ).{12 + 01 + w 11 

¢2 = c' A{11 - a' ).{12 + Oz + Wz . 

Alors w 1 et w 2 seront un ensemble de termes qui seront: ou bien du 

(m + 1 Y degre au moins par rapport aux {1, ou bien du second degre 
au moins par rapport aux f3 et du Ier degre au moins par rapport a A, 
ou bien du 1 •r degre au moins par rapport aux f3 et du 2d degre au 
moins par rapport a A. 

Je me propose de dernontrer que l'on pent tirer des equations (10) 
I 

f31 et {12 en series ordonnees suivant les puissances de Am-t et dont tons 

les termes ne sont pas nuls. 
I 

Mais il faut d'abord que je demo:ptre que l'on a identiquernent: 

d01 + dO! = o. 
df11 df12 

En effet il existe un invariant integral positif. Nons en concluons qu'il 
existe une integ'rale 

qui a la rneme valeur pour nne aire quelconque appartenant a la portion 
de surface sans contact y 1 = o et pour toutes ses consequentes. 

De plus la fonction (/) est positive. Done f/J(o, o) n'est pas nul; 
en multipliant la fonetion (/) par un faeteur eonvenable, nous pourrons 
done toujours supposer: 

f])(o, o) = 1. 

Mais le point: 

~~ = (31 + ¢u Yt = 2k;r 
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est le k" consequent du point: 

Yt = o. 

On aura done pour une a1re quelconque: 

d' ou l'identite: 

(II) 

Nous supposerons ). = o, nous aurons done: 

Les (} ne contiennent alors que des termes du m• degre et les w que des 
termes du (m + 1 )" degre ou de degre fmpericur. 

Il resulte de la que la difference: 

ne contient que des termes du m• degre au mains par rapport a {31 et a 
{32 • Si I' on convient de negliger les termes du m• degre et de degre 
superieur, on pourra ecrire: 

On aura, en negligeant toujours les termes du m• degre: 

d (/32 + 92) d{}2 

dft, - dft, 
et 

d(ft, + ¢,) d ((12 + ¢2) 
dj3, dj3, 
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de sorte qu'en identifiant dans l'identite ( 1 I) taus les termes de degre 
inferieur a m, on arrive a la relation: 

Dans le premier membre cette relation, nous ne devons conserver que 
les termes de degre m- I au plus de sorte qu'il reste: 

C. Q. F. D. 
Posons: 

). = + Yjm-1, 

on voit que 01 et 02 deviennent divisibles par 'Y)m et w1 et w2 par YJm+t, de 
sorte qu'on peut poser: 

d'ou: 
1 f1 + ?n( I + bl ) + mol + m+l I Y'l = - Yj a T1 T2 Yj 1 Yj Wu 

.ft + m( I I ) + mol + m+l I 
Y'2 = - YJ c T1- a r2 YJ 2 YJ W2, 

de sorte que nos equations ( 10) peuvent etre remplacees par les suivantes: 

+ (a1

r1 + b1r2) + o~ + YJW~ = o, 

+ (c
1rt - a1r2) T 0; + YJW; . 0, 

Je dis qu'on peut tirer de ces equations rl et r2 en series ordonnees 
suivant les puissances de YJ et sans que ces series soient identiquement 
nulles. 

En vertu du theoreme IV, § 2, il nous suffit pour cela d'etablir: 
1°. Que les equations (12), quand on y fait YJ=O, admettent au 

moins un systeme de solutions reelles: 

2°. Que s1 l'on fait: 

YJ = o, 
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le determinant fonctionne} des premiers membres des deux equations (I 2) 
par rapport a r1 et r2 n'est pas nuL 

Cela revient a dire que, pour les equations (I 2) reduites par la sup
position de Y) = o, la solution 

doit etre une solution simple. 
Mais en vertu des theon3mes V et VI du § 2 et de leurs corollaires, 

on peut encore developper rl et r2 suivant les puissances de Y)' quand 
meme cette solution serait multiple, pourvu que l'ordre de multiplicite 
soit 1mpa1r. 

Nons sommes done conduits a envisager les equations: 

+ (a'r1 + b'r2) + o; = o, 

+ (c'rl- a'r2) + o; = 0 

et nons devons chercher h demontrer que ccs equations admettent au 
mains une solution reelle d'ordre impair. 

De ces equations nous pouvons tirer la suivante: 

qm est homogene et dont on pourra par consequent tirer le rapport 0. 
r. 

II est clair que o; et o; sont formes avec rl et r2 comme {)I et {)2 
avec (31 et (32 ; on aura done: 

Cela prouve qu'il existe un polynome f homogcne et de degre m + I 

en rl et r2 et qui est tel que: .. 
o; df {)'- _df. =-, 

dr2 2 - rlr. 

De meme st nous posons: 
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il vient: 

de sorte que !'equation (14) peut s'ecrire: 

Considerons l' expression: 

Elle est hom ogene et de degre o, par rapport a r1 et r2 ; elle ne depend 

done que du rapport !::! • Je dis que le denominateur ft ne peut jamais 
r2 

s'annuler. 
En effet l'equation: 

(a'- S)(e'- $) -l/c' = o 

doit av01r ses deux racines imaginaires, d'ou: 

a'e'- b'c' =- a' 2
- b'c' < o 

d'oit: 
a' 2 + b'c' > o, 

ce qui prouve que la forme quadratique {1 est definie. L'expression H 
ne peut done jamais devenir infinie. Elle admettra done au mains un 
maxnnum. Pour ce maximum on devra avoir: 

df, df _df. df = 0. 

dr2 dr, dr, dr2 

Ainsi !'equation (14) admet au mains une racine reelle. Elle sera en 
general simple. En tout cas, elle sera toujours d'ordre impair, car un 
maxunum ne pent correspondre qu'a une racine d'ordre impair. 

Nons avons tire de !'equation (14) le rapport !::! ; nons pouvons done 
rj 

poser: 

al et 02 etant des quantites connues. 
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Il no us reste main tenant a determiner u. Pour cela dans la pre
miere des equations ( 13) je rem place TI et r2 par ih u et a2u, il vient: 

0~' etant forme avec a1 et ot comme 0~ avec r1 et r2; d'ou: 

Cette equation doit determiner ~t; si rn est pair elle aura une racine reelle; 
si rn est impair (et c'est d'ailleurs ce qui arrivera en general) elle aura 
deux racines reelles, ou pas de racine reelle; elle aura deux racines 
reelles si 0~' et + (a'iJ1 + 1/o2) sont de signe contraire; mais on peut 
toujours grace au double signe +, s'arranger pour qu'il en soit ams1. 

L'equation (15) admet done au mains une racine reelle. De plus 
cette racine est simple. Il n'y aurait d'exception que Sl 

'" + b'" a o1 o2 = o ou 0~' = 0. 

Mais dans ce cas on remplacerait I' equation ( 1 s) par la snivante: 

II n'y aurait done plus de difficulte que si on avait a la fois: 

ou bien 
O~' = o;' = o. 

La premiere circonstance ne peut pas se produire, a cause de l'inegalite: 

a' 2 + l/c' > o. 

La seconde circonstance pourrait au contraire se presenter. Il peut se 
faire que !'equation (14) admette une racine telle que 0~ = o; = o. Mais 
je dis que dans ce cas !'equation (14) admettra encore au moins une 
racine pour laquelle cette circonstance ne se produira pas. 

En effet on a identiquement: 
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Si done:. 
o~ = o; = o 

on aura f = o et puisq ue h n' est jam a is nul 

H=o. 

11 peut se faire en effet que !'expression H admette o comme maximum 
ou comme m1mmum. Mais cette expression n'est pas identiquement nulle 
puisque ()~ et ()~ ne sont pas touR deux identiquement nuls; de plus elle 
reste toujours finie; elle devient done soit positive, so it negative; si elle 
devient positive, elle aura. un maximum positif et different de o; si elle 
devient negative elle aura un minimum negatif et different de o. 

Ainsi !'equation (14) admet toujours au mains une racine reelle 
d'ordre impair telle ;que ()~' et ()~' ne s'annulent· pas a la fois. 

Done les equations (13) ont au mains une solution reelle d'ordre 
1mpa1r. 

Done on peut trouver des series qui ne sont pas identiquement nulles, 
qui sont developpables suivant les puissances fractionnaires positives de 
p.- P.o et qui satisfont aux equations ( 10) quand on les substitue a (31 
et (12 • 

Done il existe un systeme de solutions periodiques de periode 2k1r 

qm pour p. = p.0 se confondent avec la solution 

Ce sont les solutions periodiques du 2• genre. 

§ 21. Divergence des series de M. Lindstedt. 

Je voudrais terminer !'expose des resultats genera:ux de ce memoire 
en appelant particulierement l'attention sur les conclusions negatives qui 
en deeoulent. Ces conclusions sont pleines d'interet, non seulement parce 
qu'elles font mieux ressortir l'etrangete des resultats obtenus, mais parce 
qu'elles peuvent, en vertu precisement de leur nature negative, s'etendre 
immediatement aux cas plus generaux, tandis que les conclusions positives 
ne peuvent se generaliser sans une demonstration speciale. 

Acta mathematica. 13. Imprime 1e 21 octobre 1890. 32 
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Je me propose d'abord de demontrer que les series proposees par 
M. LINDSTEDT ne sont pas convergentes; mais je veux auparavant rappeler 
en quoi consiste Ia methode de .M., LINDSTEDT. .Je l'exposerai, il est vrai, 
avec des notations differentes de celles qu'avaH adoptees ce savant astra
nome, car je desire, pour plus de clarte, eonserver celles dont j'ai fait 
usage plus haut. 

Mettons lcs equations de la dynamique sous Ia meme forme que 
dans la seconde partie du present memoire et ecrivons: 

dx, dF 
-=-, 
dt dy, 

dy, dF. 
-=--, 
dt dx1 

F sera une fonction donnee des quatre variables X1 , x
2 

, y
1 

et y
2 

et nous 
aurons: 

F
0 

sera une fonction de X 1 ct de x
2

, independante de y
1 

et de y
2

; p. sera 
un coefficient tres petit, de sorte que pF'1 sera la fonction pertztrbat-rice. 

C'est en effet sous cctte forme que se presentent les problemes de 
la dynamique et en particulier les problemes de Ia mecanique celeste. 

Si p. etait nul, x
1 

et x
2 

seraient des constantes. Si f1 n'est pas nul 
maifl tres petit, et qu'on appelle .;

1 
et ~2 les valeurs initiales de x 1 et 

de x2 , les differences x 1 - ~~ et X2 - ~~ seront du meme ordre de gran
deur que p.. 

co· d 1 t I valetirs de dFo et de dFo ;,1 one no us ap1Je ons n1 e n2 es -- - -
dx, dx2 

pour X 1 = ~~ , X 2 = ~2 , les differences: 

et 

seront du meme ordre de grandeur que fl, ce qm nous perrnettra de 
poser: 

9" 1 et St'z etant des fonct.ions de x1 et de X2 qui ne sont. pas tres grandes. 
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Les equations du mouvement s'ecrivent alors: 

dy1 · ( dF1 ) 

dt = nt + p. SOt - dxt ' 

Supposons maintenant que x 1 , X 2 , y1 , y2 au lieu d'etre regardes rli
rectentent confme des fonctions de t soient regardes comme des fonctions 
de deux variables: 

et que l'on pose: 

w1 et w2 seront des constantes d'integration arbitraires; A1 et A2 seront 
des constantes que la suite du calcul determinera completement. 

Les equations du mouvement deviennent alors: 

A dx2 + A dx2 _ dF1 _ 
0 1 dw 2 dw P dy - ' 

1 2 2 

I 

~ dy 1 + ~ dy 1 ( . dB\) 
"-1 -d "-2 -d - n1 - p. 51'1 - -d = o, 

wt w2 xt 

~ dy2 + l dy2 (' dFt) "-td ''2-d - n2- p. SOz --d = o. 
wt w2 x2 

Posons maintenant: 

X1 = x~ + p.x~ + p 2xi + p 3xi + ... , 
X2 = xg + px~ + p 2x; + p 3x; + ... , 

Yr - Wr = P.Y~ + P 
2
Yi + .............. ' 

.............. ' 
Al = A~ + p.A! + p. 2Ai + 
A2 = A~ + p.A~ + p. 2A; + 

.......... ' 
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Je suppose que les coefficients .l.f sont des constantes et que les 
coefficients yf et x: sont des ~eries trigonometriques ordonnees suivant 
les sinus et les cosinus des multiples de w1 et de W 2 • 

Je supposerai d'ailleurs comme je l'ai toujours fait jusqu'ici que F 1 

est une serie trigonometrique dependant des sinus et cosinus des multiples 
de y1 et de y2 et que les coefficients de cette serie sont des fonctions 
holomorphes de x1 et de X 2 • 

Dans ces conditions, si dans les premiers membres des. equations ( 1) 
je substitue a la place de At ' ).2 ' Yt ' Y2 ' XI et x2 leurs val curs ( 2 ), j'aurai 
quatre fonctions developpees suivant les puissances croissantes de p. et il 
est clair que les coefficients des diverses puissances de p. seront des series 
ordonnees suivant les lignes trigonometriques des multiples de w1 et w2 • 

J'appelle: 

ces quatre fonctions. 
Cela pose, le theoreme de M. LINDSTEDT consiste en cec1: 
Il est possible, quelque grand que soit q, de determiner les 2q + 2 

constantes 
).~ , A~ , ... , .l.i, 

).~, ).~' ... ' ).~, 

et les 4q series trigonometriques: 

X~, ••• , Xj, 

x~, ... , xg, 
1 'l Y1, · · · , Yt, 

y~' ... ' yg, 
de fa<;on a annuler dans 

(/)1 ' (/)2 ' (/)~ et (/); 

les termes independants de p. et les coefficients des q premieres puis
sances de p., de fa<;on, en d'autres termes, a ::;atisfaire aux equations du 
mouvement aux quantites pres de l'ordre de p.1+1

• 

On trouve d'abord: 
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m1 et m2 etant des constantes d'integration que nous supposerons de 
l'ordrc de fl· 

Supposons que l'on ait determine par un calcul prealable: 

x~ , x! , ... , x'f-I, 

y~ ' ... 'y{-I' 

et que l' on se propose de determiner 

.Ai ' .A~ ' Xi ' Xi ' Yi ' Yi. 

Pour cela, ecrivons que le coefficient de flq est nul dans (/J1 , (/J2 et (/J~, (/J~. 

Il vient: 

(3) 

xl ' x2 ' YI et y2 etant des fonctions connues. 
XI' x2 ' yl et y2 sont des series trigonometriques en wl et w2. 
Pour que !'integration ~es equations (3) soit possible, il faut: 

1° que le rapport n1 soit incommensurable, ce qu'il est toujours per
n2 

m1s de supposer. 
2° que dans les series trigonometriques XI et x2, les termes tout 

connus soient nuls. Il en est effectivement ainsi, mais la demonstration 
de ce fait important est delicate et ne saurait trouver place ici; je me 
borne a dire qu'elle doit etre fondee sur remploi des invariants integraux. 

3° que dans les series trigonometriques YI et y2 les termes tout 
conn us se reduisent a .Ai et .A§; comme .A! et .A~ sont deux inconnues, nons 
determinerons ces inconnues par cette condition. 
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L'intt~gration des equations (3) est alors possible. Leur integration 

introduira quatre constantes arbitraires. A chaque approximation nouvelle, 

nous aurons ainsi quatre constantes d'integration de plus; nous leur don

nerons des valeurs quelconques et nous ne conservcrons d'autres constantes 

arbitraires que w1 , w2 , @ 1 et @2 • 

Ainsi les series de .M. LnmSTEDT sont des series trigonometriques en 

w 1 et w2 ; ellcs sont developpees suivant lcs puissances de fl ct aussi 

suivant les puissances des deux constantcs w 1 et w2 • 

Ces series d'apres le theoreme de ~1. LIXDSTEDT, satisfont formelle

ment aux equations du mouvement. Si done elles etaient uniformernent 

convergentes, elles nous donneraicnt l"integrale generale de ces equations. 

Je d·is que cela n'est pas possible. 

En effet supposons qu'il en soit ainsi et que nos series convergent 

uniformement pour toutes les valeurs du temps et pour les valeurs sufl'i

samment petites de p, de w 1 et de w 2 • 

n est clair que AI et A~ sont aussi des series ordonnecs suivant les 

puissances de p. , w1 et m2 • Pour certaines valeurs de w 1 et m2 le rapport 
). f est commensurable. Les solutions particuliE~res qui repondent a ces 

1 

valeurs des constantes d'integration sont alors des solutions periodiques. 

Nous avons vu plus haut que toute solution periodique admet un 

certain nombrc d'exjwsants caracteristiques. Voyons comment on peut 

calculer ces exposants quand' on possede l'integrale generale des equa

tions donnees. 

Soit: 

cette integrale generale. 

Supposons qu'en donnnnt a lOt ' {/)~ , Wj et @~ des valeurs determinees 

w~, w~, w~, w~, les fonctions ¢1 , ¢2 , ¢!;, ¢•; deviennent periodiques en t. 
Pour avoir les exposants caracteristiques de la :;;olntion periodiqne ainsi 

obtenue, nous formerons les ~eizc derivecs partiellcs: 
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ax, ax, ay, ay2 
dw, ' dw

1 ' aw, ' dw, ' 
dx1 ax2 ay, ay. 
am, ' am, 'F' a-' w, w, 

ax, ax, ay, ay. 
d(/)2 ' aw, ' aw

2 ' aw2 ' 

ax, ax
2 ay, ay. 

am. ' aw2 ' aw
2 ' aw

2 

et nous y ferons ensuite 

ax 
Alors -' par exemple prendra la forme suivante: aw, 

les a etant des constantes et les {) des fonctions periodiques. 

Les a sont alors les exposants caracteristiques cherches. 

Appliquons cette regie au cas qui nous occupe. Nous avons: 

9'1 etant periodique en w1 et en w2 • 

Il vient alors: 

Les trois fonctions: 

et 

sont periodiques en w, et w2 et par consequent en t. 

0 . ax ax d . l 
n trouvermt pour a-' et -a 1 es expressiOns ana ogues. 

(I} 2 {/) 2 

Cela prouve que les exposants caracteristiques sont nuls. 

255 

Done, si les series de M. Lindstedt etaient convergentes, tout les ex

posants caracteristiques seraient nuls. 
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Dans quel cas en est-il ainsi? 
Nous avons vu plus haut la maniere de calculer les exposants ca

racteristiques (§§ 10 et 12). 

Dans ce dernier paragraphe nous avons vu que les exposants ca
racteristiques relatifs aux equations: 

d~; dF0 + dF1 -=- fJ.-, 
dt dyi dy; 

pouvaient se developper suivant les puissances de .Jp; nous avons appr1s 
a former !'equation qui donne le coefficient cx1 de vP.· 

Rappelons comment se forme cette equation: 
Nous avions pose dans le paragraphe cite 

Dans ces derivees secondes on suppose x1 et x2 remplaces par x~ et x~, 
pendant que .'IJ

1 
ct y2 sont remplaces par n1 t + w1 , n2 t + w2 • 

1 C:~ est 
done une constante et Bit une fonction periodique de t. J'appelle b;k le 
terme tout connu de cette fonction periodique. 

Posons ensuite: 

en = bu Oi1 + bl2 cgt, 
e12 = bn G~2 + b,2 Gg2, 

e21 = b21 Cil + b22 cgll 

e22 = b2, Of2 + h22 0g2 · 

L'equation qui nous donne cx1 s'ecrira alors: 

=0. 

Pour que cette equation ait toutes ses racines nulles, il faudrait que 
l'on eut: 

1 Inutile de rappeler ici que ces valeurs de xi , xg , n 1 , n2 sont celles qui corres

pondent a Ia solution periodiquc etudiee; ce ne sont pas cclles dont no us avons fait usage 

plus haut dans !'expos~ de Ia methode de .M. LINDSTEDT. 
n, 

Lc rapport est done com-
n2 

mensurable. 
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(4) 

Or on a comme je l'ai demontre dans le paragraphe cite 

II faut done pour que l'identite (4) ait lieu ou bien que: 

(s) 

ou bien que: 

(6) 

Occnpons-nous d'abord de la relation (5). Si nons faisons dans la 
fonction perturbatrice F 1 

F
1 

deviendra une fonction periodiqne de t. Supposons cette fonction 
periodique developpee en serie trigonometrique, et soit ¢ le terme tout 
connu; ¢ sera nne fonction periodique de w1 et w

2 
et il viendra: 

Nous devrons done avoir: 

(7) 

d'¢ 
bik = l- d- • 

( W; Wk 

Nons pourrons tonjours supposer que l'origine du temps a ete choisi 
de telle sorte que w

2 
soit nul et que ¢ soit fonction periodique de w1 

seulement. 
De plus la relation (7) devrait etre (si les series de M. LINDSTEDT 

convergeaient) satisfaite identiquement. Et en effet si l'on admettait la 
convergence de ces series, il y aurait une infinite de solutions periodiques 

correspondant a chaque valeur commensurable du rapport n,. 
ng 

Si la relation (7) est une identite et si ¢ est une fonction periodique, 
cette fonction devra se reduire a une constante . 

.Acta mathematica. 13. Imprime le 18 octobre 1890. 33 
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Voyons ce que cela veut dire: 
La fonction perturbatrice F 1 

etant periodique par rapport a y1 
et a 

y2 pourra s'ecrire: 

les m1 et les m2 etant des entiers, pendant que Am,m., et Bm,m, sont des 

fonctions donnees de x
1 

et de x,. 
On aura alors 

la sommation representee par le signe s s'etendant a tous les termes 

tels que 

et A~,,., et ~'"" representant ce que deviennent Am,m, et B"''m" quand on 
y rem place x1 et x2 par x~ et x~. 

Comme les termes periodiques doivent disparaitre de ¢, on aura 

Ainsi les coefficients Am,m, et Bm,m. du developpement de la fonction 

perturbatrice doivent s'annuler quand 011 y donne a xl et a x, des va

leurs telles que: 

0 
n 

u bien encore on doit pouvo1r donner au rapport .-!. des valeurs com
n2 

mensurables sans introduire dans la fonction perturbatrice F 1 des termes 

seculaires. 
II est clair qu'il n'en est pas ainsi dans le cas particulier du probh~me 

des trois corps que nous avons examine et qu'on n'y peut donner au 

rapport des moyens mouvements une valeur commensurable sans intro

duire dans Ia fonction perturbatrice des termes seculaires. 

Passons maintenant a la condition (6) qui peut s'ecrire 
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Elle exprime que la courbe 

F0 (X1 , X 2) = const. 

. d'' fl . . t 0 0 a un pomt m exwn au pom X1 = x1 , x2 = x2 • 

Comme cette condition doit etre remplie pour toutes les valeurs de 

x1 et de x~ qui correspondent a un rapport n1 commensurable, la courbe 
nt 

Fo(Xl' x2) = const. devra se reduire a un systeme de droites. 
C'est un ells particulier que nous laisserons de cote; car il est 

evident que rien de pareil n'arrive dans le probleme des trois corps. 
Ainsi, dans le cas particulier du probleme des trois corps que nous 

avons etudie et par consequent aussi dans le cas general, les series de 
M. Lindstedt ne convergent pas uniformement pour toutes les valeurs des 
constantes arbitraires d'integration qu' elles contiennent. 

§ 22. Nonwexistence des integ'l'ales unijo'l'mes. 

Reprenons nos equations de la dynamique avec deux degres de liberte: 

dx; dF -=-, 
dt dy; 

dy; dF 
dt=-dx;' 

(i~l,2) 

Ces equations admettent une integrale: 

F = const. 

Cette integrale F est une fonction analytique et uniforme de X1 , X2 , y1 , y2 

~t p.; periodique de periode 27r par rapport a YI et a Y2· 
.Je me propose de demontrer qu'il n'existe pas d'autre integrale 

jouissant des memes proprietes. 
So it en effet: 

fP = const. 

une autre integrale analytique uniforme par rapport aux x, aux y et a 
p. et periodique par rapport aux y. 

So it: 

X1 = 501( t), Y1 = SOu(t), 
une solution periodique (de periode T) de nos equations differentielles. 
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Soit: 

Soit (3, la valeur de ~~ pour t = o; soit p, + ¢; la valeur de ~~ pour 
t = T; nous savons que les ¢ sont developpables suivant les puissances 
croissantes des f3. Considerons !'equation en 8: 

dcf!t _ S d¢1 drf't d¢1 
dj11 d(12 df1s dp, 

d¢2 dcf dcf. d¢, 
dp1 

__ __!_ s 
dj13 dp, dp, 

=0. 
dtf!s drf•s dt/J 3 _ S dtf!a 
ap1 dj12 dJ1a dp, 

d¢, d¢, d¢, dif,_ s 
dj11 dj12 df1a ap, 

Les de cette equation sont egales 
\ racmes a 

eaT- I, 

les a etant les exposants caracteristiques; deux de ces racines sont done 
nulles, et dans le cas particulier du problCme des trois corps que nom; 
traitons, les deux autres racincs doivent etre difierentes de o. 

Je remarque d'abord que nous avons: 

Dans les derivees de F et de <P, x1 , x2 , y1 ct y2 doivent etre remplacees 
par lfi (T), lp2 (T), lp3 (T), tp4(T). 

On peut en conclure ou bien que l'on a: 

dF dF dF dE' 
dx1 dx, dy1 dy. 
ddJ = ddJ = ddJ = d(/) 

dx1 dx2 dy1 dy, 
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ou bien que le determinant fonctionnel des cp par rapport aux {i est nul 
ainsi que taus ses mineurs du Ier ordre. 

D'autre part on a, en designant pas so:(t) la derivee de soi(t): 

(3) (i=1,2,3,4) 

(4) 

De ces equations on peut conclure par un calcul tres simple dont on 
trouvera plus loin le detail que si les equations ( 2) ne sont pas satisfaites: 

ou bien on aura: 

(s) so~(o) = so;(o) = so;(o) = so~(o) = o; 

ou bien l'equation en S aura trois racines nulles (les quatre racines 
devraient meme etre nulles, puisque les exposants caracteristiques sont 
deux a deux egaux et de signe contraire). 

Or nous savons que !'equation en S n'a que deux racines nulles; 
d'autre part les equations (5) ne peuvent etre satisfaites que pour certaines 
solutions periodiques tres particulieres Ge veux dire pour celles qui sont 
etudiees dans la Mecanique celeste de Laplace, livre X, chapitre VI) et 
ou le troisieme corps decrit comme les deux premiers une circonference. 

Les equations (2) devront done etre satisfaites. Elle devront l'etre 
pour: 

Mais comme l'origine du temps est restee arbitraire, elles devront l'etre 
egalement quel que soit t pour: 

Yr = 50s( t), 

En d'autres termes, elles le seront pour taus les points de toutes les so
lutions periodiques. Je dis maintenant que ces equations sont satisfaites 
identiquement. Posons par exemple: 

f = d fP dF _ d fP dF • 
da;

2 
dx1 dx1 dxz 
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Il est clair que f sera encore une fonction analytique et uniforme; on 

aura f = o pour tous les points de toutes les solutions periodiques. Je 

veux etablir que fest identiquement nul; pour cela je vais montrer que 

l'on a identiquement pour fL = o: 

En e:ffet considerons une solution periodique quelconque du Ier genre; soit: 

XI = ~I (t ' p.), Y1 = ~a(t, p.), 

cette solution; les fonctions ~ seront developpables suivant les puissances 

de p. et quand p. tendra vers o, elles tendront respectivement vers: 

(x~ et x~ etant des constantes telles que n 1 soit commensurable et @ 1 et 
n, 

w~ les quantites detinies dans le § I I). Tant que p. n'est pas nul on aura: 

Mais la fonction f etant analytique et par consequent continue, on aura 

encore pour p. = o (bien que pour f.L = o les exposants caracteristiques 
s'annulent): 

Mais si l'on considere un systeme quelconque de valeurs de x1 et de X 2 

on pourra toujours trouver un systeme x~ et x~ qui en differera aussi 

peu que l'on voudra et qui correspondra a une valeur commensurable de 

n 1 So it alors: 

.A1 et .A2 etant deux entiers premiers entre eux. N ous choisirons t de 

fa((on que: 
n1 t + w1 = y1 + 2k1r. (k entier) 
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On aura alors: 

Si nous posons: 
(k' entier) 

on devra avoir: 

Etant donnee une valeur quelconque de y
2

, on peut choisir les entiers k 

et k' de telle fa<;on que la difference y2 - y~ soit plus petite en valeur 

absolue que z;.,n. Mais nous pouvons toujours choisir x~ et x~ de fa<;on 
1 

que ce systeme de valeurs differe aussi peu que l'on veut de X1 et de X2 , 

et que le rapport n 1 tout en etant commensurable soit tel que le nombre 
n2 

entier ).I soit aussi grand que l'on veut. Par consequent, etant donne 
un systeme quelconque de valeurs de xi, x

2
, yi et '!J2 on pourra trouver 

un systeme de valeurs qui en differera aussi peu qu'on voudra et pour 
lequel f sera nul. Comme la fonction f est analytique elle devra done 
etre identiquement nulle pour p. = o. 

Cela pose, comme 
f[50;(t' ,u)] = 0 

quels que soient t et p.; il vient, pour tous les points de la solution 
periodique: 

Cette relation sera vraie en particulier pour 

p = o, 

Mais, quand 11 est nul, f est identiquement nulle, par consequent ses 
derivees par rapport aux x et aux y sont nulles. On a done: 

df 
-=0 
dp. 

pour ,u = o, X;= x?, '!J; = n;t + w;; et on en conclurait comme plus 

haut que ddf est identiquement nul pour ,u = o. 
'f1 
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On demontrerait de la meme maniere que dd'(, et les autres derivees 
f1 

de f par rapport a p. sont nulles pour p. = o. 
Done la fonction fest identiquement nulle et les equations (2) sont 

des identitE~s. 

Mais, s'il en est ainsi, cela veut dire que (/J est une fonction de F, 
et que les deux integrales (/J et F ne sont pas distinctes. 

Nos equations ne comportent done pas d'autre integrale analytique 
et uniforme que F = canst. 

Quand je dis que ces equations n'admettent pas d'integralc uniforme, 
je ne veux pas dire seulement qu'elles n'ont pas d'integrale qui reste 
analytique et uniforrne pour toutes les valeurs de x, de y et de p.. 

Je veux dire qu'en dehors de l'integralc F, ces equations n'admettent 
pas d'integrale qui reste analytique, uniforme (et periodique de y1 et y~) 
pour toutes les valeurs de y

1 
et de y~ et pour les valeurs suffisamrnent 

petites de p., quand x1 et x~ parcourcnt un domaine quelconque, si petit 
d'aillcurs que soit ce domaine. 

On sait que BRUNS a d<~montre qu'en dehors des integrales connues, 
le probleme des trois corps n'adrnet pas d'integrale algebrique. Ce re
sultat se trouve done conforme par une voie entierement differente. 

J'ai annonce plus haut que les equations (1), (3) et (4) entrainent 
forcernent une des trois consequences suivantes: ou bien les equations (2) 
sont satisfaites, ou bien ce sont les equations (5), ou bien !'equation en 
S a au moins trois racines nulles. 

En effet formons la matrice suivante a 4 lignes et 5 colonnes 

(6) (i=l,2,3,4) 

Si les equations (I) et (4) sont satisfaites sans que les equations (2) le 
soient, nons devons conclure que tons les determinants obtenus en suppri
rnant dans cette matrice deux colonnes et une ligne sont nuls. 

Si maintenant l'on fait subir a x1 , x,, y1 et y~ un changement line
aire de variables, les ¢ et les f3 subiront ce meme changement lineaire 
et la matrice ( 6) pourra etre simplifiee. 

On pent toujours supposer qu'on a choisi ce changernent lineaire de 
telle sorte que 
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drp;, 
-=0 
dpk pour i < k. 

Alors les produits trois a trois des quatre, quantites 

sont tous nuls, d'ou il suit que deux au moins de ces quantites sont 
nulles. On peut toujours supposer que le changement lineaire a ete 
choisi de telle sorte que ce soient ~~: et ~~: qui soient nuls. 

S . d¢ d¢• i en outre une des deux quant1tes dp: et dp: est encore nulle, 

l' equation en S aura trois racines nulles. 
Si au contraire aucune de ces deux quantites n'est nulle, les equa

tions (3) permettent de conclure que 

so~(o) = so;(o) = 0. 

En supprimant dans la matrice (6) la 3• et la 4• colonne et la 3• ligne, 
ou bien la 3" et la 4• colonne et la 4" ligne, il vient: 

d,h d,h d,, d,h 
_Y_t _y_g SO~(o) = _l'_'t _Y_2 5f'~(o) = Oj 
dpl dfta dpl dfts 

ce qui ne peut a voir lieu. que si 

5"~(o) = so;(o) = so~(o) = 5"~(o) = o, 

c' est a dire Sl les equations (S) sont satisfaites; ou bien Sl 

ou d¢ 
ap: = o, 

c'est a dire .si !'equation en s a trois racines nulles. 
C. Q. F. D. 

Acta mathematica. 13. Imprlme le 21 octobre 1890. 34 


