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CHAPITRE IV. 

Tentatives de generalisation. 

§ 23. Probleme des n corps. 

Est-il permis d'esperer qu'on puisse etendre les resultats precedents 
aux cas oi1 les equations de la dynamique comportent plus de deux 
degres de liberte et par consequent au cas general du probleme des n 
corps? 

C'est possible, mais ce ne sera pas sans un nouvel effort . 
• Je croyais, en commen<;ant ce travail, que la solution du probleme, 

une fois trouvee pour le cas particulier que j'ai traite, se generaliserait 
immediatement sans qu'on ait a vaincre aucune difficulte nouvelle en 
dehors de celles qui sont dues au nombre plus grand des variables et a 
l'impossibilite d'une representation geometrique. Je me trompais. 

Aussi crois-je devoir insister un pen ici sur la nature des obstacles 
qui s'opposent a cette generalisation. 

S'il y a p degres de liberte, la situation du systeme peut ~tre re
presentee par }a position d'un point dans J'espace a 2p- I dimensions. 
La plupart des conclusions de la premiere partie sont encore vraies et 
n'ont a subir aucun changement. II existe done nne infinite de solutions 
periodiques representees par des trajectoires fermees et se classant en 
stables et en instables, on m~me en categories plus nombreuses, d'apres 
la nature de leurs exposants caracteristiques. ll existe aussi nne infinite 
de solutions asymptotiques. 

J'ai cherche egalement a etendre aU cas general Je calcul du § I 7 
en laissant de cote la question de convergence. Les series qu'on obtient 
de la sorte peuvent en effet, meme lorsqu'elles divergent, etre utiles dans 
certains cas aux astronomes et peut-etre guider les geometres vers la so
lution definitive. 
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Supposons trois degres de liberte et reprenons les equations (I) du 
§ I I en faisant les men1es hypotheses que dans ce paragraphe. 

Cherchons ensuite trois fonctions de yi , y
2

, Ya: 

satisfaisant aux equations: 

ou, ce qm revient au memc, aux equations: 

F= C, 

Nous supposerons que xi , x
2

, x
3 

peuvent se developper snivant les 
puissances de fl ou de vP. et que pour fl = o, elles se reduisent a des 
constantes x~ , x~ , x~. 

Nous poserons ensuite comme plus haut: 

dF. 
-=-n 
dw~ I' 

dF
0 -=--n 

dx~ 2 ' 

Si entre ni , n
2 

, n
3 

il n'y a aucune relation lineaire a coefficients 
entiers, on peut developper xi, x

2 
et x3 suivant les puissances de p.; 

chaque terme est periodique a la fois par rapport a yi, a y2 et it Ya· 
#' 

Mais il s'introduit de petits diviseurs. 
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Si entre n1 , n2 et n
3 

il y a une relation lineaire et une seule a 
coefficients en tiers: 

les calculs peuvent se poursuivre absolurnent com me dans le § I 8. Les 
trois fonctions xl ' x2 ct x3 se developpent suivant les puissances de v/i. 
et elles sont au moins doublement periodiques, je vcux dire qu'elles ne 
changent pas quand y

1 
, y

2 
et y

3 
augmentent d'un multiple de 21r de telle 

fa<;on que m1y1 + m2y2 + m3y3 
ne change pas; il y a encore de petits 

diviseurs. 
Il reste un troisieme cas, le plus interessant de tous, qui est celui 

ou il y a entre n
1 

, n2 , n3 deux relations lineaires a coefficients entiers: 

On peut alors developper xl ' x2 et Xa suivant les puissances de vii. et de 
fa<;on que ces fonctions soient periodiques, je veux dire qu'elles ne 
changent pas quand y1 , y

2 
et y3 augmentent d'un multiple de 2;; et de 

telle sorte que m1y1 + tn2y2 + m3y3 et m;!h + m;y2 + m~y3 ne changent 
pas. Il n'y a plus de petits diviseurs, mais lc calcul de ces fonctions 
n'~st pas sans certaines difficultes. 

En premiere approximation, la determination de ces fonctions depend 
de !'integration d'un systeme d'equations differentielles qui ont la forme 
canonique des equations de la dynamique, mais avec deux degres de liberte 
seulement. Dans presque toutes les applications, ces equations dependront 
d'un parametre tres petit par rapport auquel on pourra developper, de 
maniere qu'on pourra leur appliquer les conclusions des chapitres I et II 
(I ere partie). 

Dans les approximations suivantes, on n'aura plus a effectuer que 
des quadratures. 

Ce n'est pas tout; le probleme des n corps presente des difficultes 
speciales qu'on ne rencontre pas dans le cas general. Sans doute ces 
difficultes ne sont pas aussi essentielles que celles dont j'ai signale plus 
haut !'existence, et un peu d'attention doit permettre d'en triompher. 

Mais j'en dois dire ici quelques mots. 
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Dans le problthne des n corps, F
0 

ne depend pas de toutes les va
riables lineaires x;; par consequent, non seulement le hessien de ]<: par 
rapport aux variables xi est nul, mais le hessien d'une fonction arbitraire 
de F'

0 
est encore nul. (Of. page 1 2 1 .) Cela vient du fait suivant: si 

/1 = o, c'est a dire dans le mouvement Keplericn, les perihclies sont fixes. 
Cette difficulte n'ex\stait pas dans le cas que nous avons traite ( 1 er 

cxemple, § 15) parce que nous avions pris pour variable, non pas g longi
tude du perihelie, mais g - t. Elle n'existerait pas non plus avec une 
loi d'attraction autre que la newtonienne. 

Voici queUes en sont les etranges consequences: 
Nous avons vu qu'il y a deux sortes de solutions periodiques: les 

solutions du 1 er genre, dont nous avons parle dans le chapitre lll ( 1 ere 

partie) et qui subsistent quelque petit que soit p, et les solutions du 2d 

genre dont nous avons parle dans le § 20 et qui disparaissent l'une apres 
l'autre quand on fait decroitre p.. 

Dans le cas du problerne des trois corps, si l'on fait f1 = o, les 
orbites des deux petits corps se reduisent a deux ellipses Kepleriennes. 
Que deviennent alors les solutions periodiques du Ier genre quand on 
fait p. = o? En d'autres terrnes q uelles sont les solutions periodiques 
des eq nations d u mouvement Keplerien? Les unes correspondent au cas 
ou les deux moyens mouvements sont commensurables. Mais il en est 
d'autres qn'il est plus malaise d'apercevoir et sur lesquelles je dois 
insister. 

Si f1 = o, c'est que les masses des deux planetes sont infiniment 
petites et qu'elles ne peuvent agir l'une sur l'autre d'une maniere sen
sible, a mains d' etre a une distance infiniment petite l'une de l' autre. Mais 
si ces planetes passent infinirnent pres l'une de l'autr~, leurs orbites vont 
etre brnsquement modifiees comme si elles s'etaient choquees. On peut 
disposer des conditions initiales de telle fa9on que ces chocs se produi
sent periodiquement et on obtient ainsi des solutions discontinues qui 
sont de veritables solutions periodiques du probleme du mouvement Kep
lerien et que nous n' avons pas le droit de laisser de cote. 

Telles sont les raisons pour lesquelles j'ai renonce, au moins momen
tanement, a etendre au cas general les resultats obtenus. Non seulement 
le temps me fait defaut, mais je crois qu'une pareille tentative serait 
prematuree. 
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En effet, je n'ai pu faire encore du cas particulier meme auquel je 
me suis restreint une etude suffisamment approfondie. Ce n'est qu'apres 
bien des recherches et des effort:'! que Ies geometre,; connaitront complete
ment ce domaine, oi1 je n'ai pu faire qu'une simple reconnaissance, et 
qu'i}s J trouveront Un terrain solide d'otl ilt: puisscnt s'elancer a de nOll· 
velles conq uetcs. 


