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I n t r o d u c t i o n .  

Les fonctions alg6briques et leurs int6grales ont fait l'objet, depuis 
ABEL et RIEMANS, des plus profondes recherches des g6om6tres. En se 
pla~ant au point de vue de RIEMAN~, on peut d6finir les fonctions alg6- 
briques comme 6tant uniformes sur une surface de Riemann et n'admettant 
pas d'autres singularit6s que des p61es; lea int6grales de ces fonctions alg6- 
briques ne sont pas uniformes sur la surface primitive de Riemann, mais 
le deviennent apr6s qu'on a trac6 sur cette surface des coupures appropri6es; 
sur les deux bords d'une de ces coupures, les valeurs de l'int6grale ne 
diff6rent que par une constante. 

De mdme qu'~ c5t6 des fonctions doublement p6riodiques ordinaires, 
viennent se placer les fonctions que M. HERMITE a nomm6es fonctions 
doublement p~riodiques de seconde esp~ce et qui se reproduisent, multipli6es 
par des facteurs constants, quand la variable augmente de l'une ou l'autre 
des p6riodes; de mdme ~ cot6 des fonctions alg6briques viennent se placer 
des fonctions qui sont uniformes sur une surface de Riemann rendue 
simplement connexe, qui n'admettent pas d'autres singularit6s que des pbles 
et dont les valeurs aux deux bords d'une coupure ne diff6rent que par 
un facteur ou multi_plicateur constant. Nous nommerons ces fonetions: fonc- 
tions ~t multiplicateurs. 

Ces fonctions ont fait l'objet d'un m6moire de M. APPALL intitul6 
Gdngralisation des fonctions doublement pdriodiques de seconde espdce ( J o u r n a l  
de m a t h 6 m a t i q u e s  p u r e s  et app l iqu6es ,  publi6 par M. RESAL, jan- 
vier I883). 

Dana le pr6sent travail, nous nous proposons d'6tudier les int~grales 
des fonctions d multiplicateurs, ce qui constitue une recherche enti6rement 
nouvelle ~ comprenant, comme cas particulier, la th6orie des int6grales 

Nous devons cependant citer un M~moire de, M. IJRYM qui se trouve dans le Tome 

7 ° du Journal de CRELL~. (p. 354) et dont nous n'avons eu connaissance que dans le 

courant de l'annge I889. 
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ab61iennes, lorsque les multiplicateurs deviennent tous 6gaux ~ l'unit6. 
Les intdgrales des fonctions ~ multi~licateurs fournissent done une extension 
naturelle des int6grales ab61iennes. 

Ces int6grales se pr6sentent aussi, comme nous le montrerons, dans 
la r6solution d'un probl~me d'une haute importance qui a, depuis long- 
temps, attir6 l'attention des g6om6tres, ~ savoir le probl6me du ddveloppe- 
meat des fonctions ab~liennes en s~ries trigonom~triques. On n'a jusqu'~ 
pr6sent rien publi6 sur ces d6veloppements qui doivent avoir, dans la 
th6orie des fonctions ab61iennes, un rble aussi important que les beaux 
d6veloppements en sdries trigonom6triques donnds par JACOBI darts la 
th6orie des fonctions elliptiques. En traitant plus particuli6rement lc cas 
des fonctions ab61iennes de genre 2, nous calculons le coefficient du terme 
g6n6ral de leurs d6veloppements en s6ries trigonom6triques; ce coefficient 
est d'une nature plus compliqu6e que celui des d6veloppements de JACOBI: 
il contient dans son expression une int6grale d6finie qui ne paralt pas 
pouvoir se r6duire aux fonctions 616mentaires et qui comprend comme cas 
tr6s particulier les fonctions de BESSEL. 

' Cette mdlne int6grale d6finie reparai~ lorsqu'on veut, ~ l'aide d'une 
sdrie trigonom6trique~ faire l'inversion d'une intdgrale hyperellilgtique en se 
restreignant £ des valeurs r6elles de l'int6grale et de la variable d'int6- 
gration. ~ La r6solution de ce probl6me trouve de nolnbreuses applications 
en mdcanique rationnelle. 

Pour bien faire saisir l'esprit de la m6thode, nous traitons d'abord 
le d6veloppement en s6rie trigonom6trique de la fonetion 

sn u, 

c'est ~ dire de la fonction z de u d6finie par l'6quation 

d.  
U ~  ; 

(I -- Z'~)(I -- k'z') 
o 

et cela sans nous servir ni des propri6t6s des fonctions 0 ni de la theorie 
des fonctions elliptiques. 

1 Voyez un Mgmoire de M. WEIERSTRASS: Uber eine Gattung reell periodischer 
Functionen~ Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1866, 
P. 97. 
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La m6thode que nous appliquons aux fonctions ab61iennes peut aussi 
servir ~ d6velopper en s6ries trigonom6triques certaines racines carr6es de 
fonctions ab61iennes du genre 2, et certaines fonctions de plusieurs va- 
riables analogues aux fonctions doublement p6riodiques de seconde esp~ce. 

Ce travail est divis6 en trois parties: la premiere contient un r6sum6 
des principales propri6t6s des fonctions d multiplicateurs, la seconde eat 
consacr6e ~ l'6tude des int6grales de ces fonctions, la troisi~me aux appli- 
cations et principalement au d6veloppement des fonctions ab61iennes en 
s6ries trigonom6triques. 

Nous suivons, dana ce travail, les notations et la terminologie de 
M. C. NEUMA~ dans l'ouvrage intitul6: Vorlesungen i~ber t~iemann's Theorie 
der Abel'schen Integrale, yon Dr. C. Neumann, zweite Auflage; Leipzig, 
Teubner, 1884. 



P r e m i e r e  p a r t i e .  

Sur les fonctions ~ multiplicateurs. 

Soit une 6quation alg6brique 

= o 

du genre p e t  // la surface de Riemann correspondante. D6signons, avec 
C. NEUMANN (1OC. cit. pages I75- - I85) ,  par R.b¢ cette surface de Rie- 
mann rendue simplement connexe par les coupures 

a l , a 2 , . . . , a p ;  b l , b 2 , . . . , b p ;  c 2 , c s , . . . , c  p. 

Nous appellerons fonction ~ multiplicateurs une fonction uniforme et r6- 
guli~re (c'est ~ dire, d'aprSs NEUMANN, n'admettant que des pbles) sur la 
surface /~.~¢, cette fonction 6tant telle que ses valeurs sur les deux bords 
d'une coupure ne different que par un facteur ou multiplicateur constant 

tout le long de la coupure. 

X 

x 

I1 est ais6 de voir que, le long 

de chacune des coupures c 2 , c 8 , . . . ,  cp, 

ce multiplicateur est ~gal ~ l'unit~. En 
effet, reprenons la figure de C. N~U- 
MAN~ (1OC. cit. page 216) avec quel- 
ques additions, et supposons qu'une 
fonction ~ multiplicateurs ¢ ( z ) a d -  
mette le long de la coupure a 1 le 
multiplicateur ml, sur la portion b; 
de la coupure b 1 le multiplicateur 
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n;, sur la portion hi' de cette m4me coupure le mult ipl icateur  q~/~', enfin 
le long de la coupur e G le mult ipl icateur k~. Cela veut (]irk que, si l'on 
appelle, avec NEU~ANN, ), un point du bord gauche d'une coupure et p 
le point situ6 en face de ~ sur le bord droit, l 'on a les relations suivantes: 

le  l o n g  d e  ('1 : (/)(),) ~-~---,1~1 (~(p) ,  

le long de t/,: ¢ ( 2 ) =  n'~e(p), 

le  l o n g  de Z,;': ¢ ( ) , ) =  <¢(/,), 

le long de G:  ¢( '~)=:  ]q¢(P)" 

Nous allons d6montrer que 

G = I ,  n'~ = n',': 

Au point de croisement a /~ '3  des coupure~ a~ et b~ on a (voyez la fi- 

gure page 8) 

¢(r) :- ~,,; ¢(,~), 
'P(d) = , , ,  ¢ ( r ) ,  

¢ ( j s )  = ~,,,, ¢ ( ~ ) ,  

d'oh l'on tire immddiatement en 61iminant (l~(a), ¢(/~), (1~(7), ¢(3)  

done 

~,~, (,,', - -  . ; 9  = o 

c.tr aucun multiplicateur ne peut 6tre nul. De mdme au point de eroise- 
ment st/0 des coupures b 1 et G, on n, en appelant maintenant  n, la va- 
leur commune de n', et n'(, 

¢(~) = ,2, ¢(~), ~(~) = ~1 ~ ( 0 ) ,  ,p(~,) = ~¢(0), 

d'ofi il r6sulte 
]~2 ~ I .  

Ainsi, comme nous l 'avons annone6, le mult ipl icateur  le long de la 
eoupure c 2 est l 'unit6; la fonetion ¢(z)  prend les m4mes valeurs sur les 
deux bords de G" I1 e n e s t  de m4rne pour les eoupures G ,  c 4 , ' " ,  %' 

Aeta  mathemattea.  13. Imprim4 le 4 f6vrier 1890. ~* 
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On pourra donc supprimer toutes ces coupures G,  c a , . . . ,  ~)sans 
que la fonction (P(z) cessc d'dtre uniforme. 

En r&mnd, une fonction ~ multiplicatcurs ¢(z)  est uniforme sur la 
surface que C. NnUMA~'N appelle 1~.~ et que Yon obtient en traqant sur 
la surface R de l~iemann les seules coupures 

a ~ , % , . . . , % ;  b~,b~,...,b~. 

Le long de chacune de ces coupures la fonetion ¢(z)admet t ra  un certain 
multiplicateur: 

le long de ak, le multiplicateur ink, 
(k=l,2,...,p) 

le long de b~, le multiplicateur n~. 

Cela veut dire que, en appelant 2 un point du bord gauche d'une coupure 
et p le point situ6 en face de ), sur le bord droit, l'on a :  

le long de a~., ¢(2) = ,,~ ¢(p), 
(1 1,~,...,p) 

le lo , ,g  de b~, ,P(~) = ,,~¢(/,). 

I1 y a ainsi en tout 2p anultiplieateurs 

Le probl&ne que nous avons maintenant g r&oudre est eelui-ei: 

Former toutes les fonctions ~ multiplicateurs m~, ~ (k = i ,  2 , . . . ,  p) 

donnds d' avanee. 

Pour cela, d&ignons avcc NEU:,IANN par 

<(~), %(~),..., %(~) 

los intdgrales abdliennes normales de premiere esp&e relatives k la relation 
algdbrique F(s', z):= o, et appelons (lot. tit. page =46) 

aa , a a  , . . . , % ; b ,1  , b,,,. , . . . , b , v  

les modules de pdriodlcit6 de l'int(~grale w, le long des eoupures 

a x , a ~ , . . . , % ;  b ~ , b ~ , . . . , b ~ .  
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Nous aurons alors le tableau suivant pour les modules de p6riodicit6 

Coupures a t , % , , a p  b t , b 2 , . . . , b p  

Wl 

W2 

a v e e  

Les int6grales 
abdliennes, par 

a l l  ~--- x-t~ a 1 2  ~ o ~ . . . ~ ( t i p  ~ o 

• • . , • • • . • • • . . . . . . . . .  

( t i ,  t ==- 0 ~ ( t ~ , ,  - =  0 ~ . . . , ( t i n ,  = - :  ~ t  

bll :~ hi: ~ . . .  ~ h i p  

b 2 1  ~ b 2 2  ~ • • • ~ b2p 

• . . • . • • o . • 

['1)19 ~)y2 , . . . .  bpp 

D ~ j  - - -  { ) j k  " 

normales que BRIOT dSsigne, dans sa Thdorie des fonetions 

~ C l )  , l ( ' - ' )  . . . ~ ,tb(l,) 

sont respeetivement 6gales k 

En continuant "k suivre 
27I) d6signons par 

l ' int6grale ab61ienne normale 
deux points a et fl comme 

log (z - -  fl) - -  log (z - -  ~). 

Les modules de pdriodicit6 de cette int6grale sont 

2 W  1 ~ 2 ' W  2 ~ . . . ~ 2 Y 2 p .  

les notations de M. C. NEUMA~ (Ioc. tit.  page 

de troisi~me espbce qui devient infinie aux 

le long de ak: 

le long de bk: 

Done la fonction 

cst riguliire sur la surf.cc R.b: eUe posside sur cello surfiwe un pdle du 
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l,'emier ordre a e t  un zdro clu premier ordre fl; de plus elle vdrifie les rela- 
tions suivantes 

le long de la coupure b~: epic(2) = d[w~(~)-~'~)lCP~.s(/J). 

Cela pos6, d6signons par ¢(z) une fonction %guli6re sur la surface 
R,b de giemann et admettant le long des eoupures ak, b~ des nmltipli- 
eateurs donn6s ink, ~k (k-----1, 2 , . . . , 1 ) ) .  La d6ri%e logarithmique de 
eette fonetion 

d log ¢(z) 
dz 

est une fonction de z uniforme et r6guli6re sur la surface R de Riemann, 
c'est ~ dire une fonction alg6brique de z rationnelle en s et z; cette 
fonction admet pour p61es du premier ordre les z@os et les infinis de 
¢(z), les premiers avec les rdsidus + I, les seconds avec les %sidus --- I ; 

cette fonction peut d'ailleurs avoir d'autres p61es placSs aux points de 
ramification, mais les %sidus correspondants sont nuls, car l'int6grale 

fd log 
est finie en tous les points distincts des zdros et des infinis de ¢(z). 
Cette int~grale est done une in%gralc ab61ienne n'ayant que dcs infinis 
logarithmiques: en la d6composant en int6grales normalcs de prcmibze 
et troisiSme esp~ce, on la mettra sous la forme 

+ 

- -  2 [ '~l '~l)l(Z) "4- ~'2'~'k2(2,) "-~ °"  "-1-" )'/,'['~/,(~')], 

2~ ,2~ , . . .  ,2j, ddsignant des constantcs. On tire dc 1~ cn intdgrant 

6' 6tant une eonstante. Cette fonction q)(z) admet q infinis %, %, . . . ,% 
et q z6ros fl~, [~2,'. ' ,17~ • 11 reste h exprimer que cette fonction ¢(z) 
admet les mul@licateurs don~,6s % et nk. D awes les expressions p%- 
e6demment rappel6es des modules de pdriodicit6 des int6grales ab& 
liennes de premiSre et troisidme cspace (page I I), on a: 
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lc long de la coupure  a~ 

13 

¢ ( i )  _ e--J,~=; 
¢ 0 )  

ct le long de la cout)ure b~ 

¢(~) 

¢ 0 )  

~'~ ) 
• ..,['-'u,~,(~?j) 2w~:,:a.~'~[--',',,),d,~ t )...I,.,.~ ~-...-I ),:,bpk) 

_ _ e  j 

En  6crivant  que le long de ak lc mu l t i p l i ca t cu r  cst m~ ct que lc long 

de b, il cst n~, on aura  

I 
(2) e - ~ z ~  ~-- ink, 2~ - -  l og  m~, (~=~,~ ..... ~) 

puis 
~"~ [ 2 wk (/~j) - 2wk(aj)]--?',),tbl~ + 22b2k+... + ),pbp~) 

d'ofl l 'on t ire en p renan t  les logar i thmes  des deux  membres  et rempla(;ant  
I I 

~ ,  ~2, " " ,  )~r par  les valeurs  (2) --F~-r, i l o g m ~ ,  ~.r~logm2, . . .  

j = q  

(3) 

oh 

- -  ~ log t - -  nk - -  ~ .  [b,k log m~ + b,,k log  . m = +  . . .  + b,,~ log.re, p] 

]; ~ 1 ,  2 ~ . . . ~ 1 ~ .  

On a ainsi le thdor6mc suivant :  

Toute fonction @(z) aux multi plicateurs donnds ,m,, nk admet autant 

d'infinis % , % , . . , ,  % que de zdros [~1, t3.~ . . . .  , [~; ces zdros et ces in- 

finis sont lids par les p relations (3) et la fonction elle-m~me est donn@ par 

l' expression 

(4) 
1 

¢ (z) ---: Ce '%~/~)~ '~%~';~)~ ~ ';'"'~'~ ~+ ~ [~"(~)~°g ,,,, +,~(~),og ,,: ~-... +,~,,(~) ~og r,,l 

les loqa~iihmes ayant les mdmes dOtermimdions que clans les ~quations (3). 
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t ~ d c i p r o q u e m e n t ,  giant marqugs sur la surface 1~ de iRiemann deux 

syst~mes de points a~, a.~, . . . ,  aq et fl~, fl~, . . . ,  fl~ qui vdrifient les p rela- 
tions (3), il existe une fonction 4)(z) rdguli~re sur t l ~ ,  devenant infinie aux 
points a~ , % , . . . ,  aq, nuUe aux points [~ , fl~ , . . . ,  flq et admettant les mul- 
tiplicateurs mt et n~; cette fonction est donnde par  l'expression (4). 

Les relations (3) constituent, pour led fonetions k multiplicateurs,  
un th6or~me analogue au th4orSme d'AnEL pour led fonctions algSbriques 
rationnelles en s et z. On obtient le thdorSme d'AB~:r, en supposant que 
les multiplicateurs mk et n, deviennent tous ~gaux k l 'unit& 

IRemarque. Le quotient de deux fonctions aux mdmes multiplicateurs 
est 5videmment une fonction uniforme et r~guli~re sur route la surface 
R de giemann,  c'est ~ dire une fonction algdbrique de z rationnelle en 
s e t  z. On en conclut que: 

Si ~b(z) est une fonction ddterminde aux multiplicateurs mk et n,, l'ex- 
pression gdndrale de routes les fonctions aux m~mes multiplicateurs est 

R ( s ,  z) ddsignant une fonction rationnelle de s e t  z. 

Cas sp~!cial. Supposons que les mult ipl ieateurs m, et nk puissent 
(~tre identifi~d avec les mult ipl icateurs d'unc exponcntielle de la forme 

Oh ~l ,)~l ,  . . . ,  2p d6signent des constantes: en d'autred termed, supposons 
qu'il  exidte p eonstantes 2~, i2 . . . .  ,2 :  telles que l 'on ait  

(•) ~t1~ - - -  e - ~ ' z : ' i ,  n k ---~ e -:[~'~k+~'2~:k+'''t)'"b~'k]. (k=l,.~ ..... 1) 

Alors l 'exponentielle E ( z )  est une fonction partout finie possddant les 
multiplicateurs m, et nk; toute autre fonction rdgulidre pods~dant led 
m6mes multiplicateurs dera ~gale au prod.uit de cette cxponentielle par 

une fonction rationnelle de s et z. 
Ce cad special se prgsentera lorsque les mult ipl icateurs m k et nk 

v~rifieront les p relations quc nous allons former ell dliminalzt )'~,z2,'",)'r 
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entre Its 6quations (5). Ddsignons par Na,  N.~, . . . ,  N~, 
entiers: nous aurons 

logmk = - -  2 2 k ~ -  2Nkzi; 

des 

15 

nombres 

puis, si nous ddsignons par 21/1, M.~, . . . ,  Mp des nombres entiers, nous 
aurons de m&ne 

lognk --= 2Mkr:i- 2 [2xb~ + L.b~k + . . .  + 22,bpk]. 

L'dlimination de 2x, 2 2 , . . .  , 2p donne done 

(6) 2x log n, - -  ~x Ibm, log ~n~ + b~ log ?~ + . . .  + b~ log m~] 

off 

= ~ r i  + N~b~ + N ~  + . . .  + 2v~G 

k ~ i ~ 2 ~ . . . , p .  

Telles sont les ~ relations, entre les multiplieateurs,  qui earactdrisent le 
eas spdcial dont nous nous oecupons. Dans ce cas, les relations (3)entre  
les zSros et les infinis d'une fonction aux multiplicateurs mk et nk, se 
rdduisent aux relations bien connues entre les zdros et les infinis d'une 
fonction algdbrique rationnelle en s e t  z. (Voyez C. NEUMA~, loe. cir. 

page 2 7 5.) 
Si 1'on suppose le genre p 6gal k l'unitd, on retrouve les fonetions 

doublement pdriodiques de seeonde esp&e d'une forme sp&iale, qui ont 
dt6 signal&s par M. MIT'rAG-LE~'~'LER. ( C o m p t e s  r e n d u s  des s d a n e e s  
de l ' A c a d d m i e  de P a r i s ,  Tome 90, page I77. ) 

En revenant maintenant  au cas gdndral off les multiplieateurs me et 
nk sont quelconques, nous allons ddmontrer quelques propridtds fondamen- 
tales des fonctions k multiplicateurs.  

Nous avons vu prdeddemment que les infinis a 1 , % , . . . , %  et les 
zSros fl~, i ? ~ , . . . , / ~  d'une fonction aux multiplicateurs m~ et ~,z sont lids 
par les 2 relations (voyez page 13) 

(3) 
j=q 

[ 
=- I~, log %. - -  ~ [b~. log m t + b~ log m2 + • • • + b:o~ log. mp], 
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],; ~ -  I ~ 2 ~ . . . ~  ~ ) .  

,9i q est supdrieur ou &ial gt p ,  les infinis a~ , % , . . . , % ct ( q - - p )  

des zdros fl+,+~ , fl~,+~, . . . .  jg,+ peuvent ~tre choisis arbitrairement; tes p a~ttres 

z&os ill,  fl.~, . . . ,  fl,, sont ddter,min& par  les dquations ci-dessus (3). 

La fonetion ¢(z)  aux multiplieateurs m~, et ~h. avee ees z&os et ees 

infinis est donnfie par la formule (4) 

(4) 

• 1 

----- Ce "" . . . . . . .  ; (/) (z) ,a(, o(:) +,a,..~.<~)+...+,a,~ ~,<+=[,,.,~:)~o~,,,,+,,.:(.~)~,,~,,,..+...+,,..(..>>~,,,~ 

elle eontient done (2q ~ p  q-- I) constanles arbibraires ~ sttvoir 

c.  

On trouve Mnsi l'extension, aux fonetions ~ multiplieateurs, de th&or&mes 

bien eonnus de la th&orie des fonetions alg~briques (voyez C. NEUMAN~, 

loe. eit. pages 258 g 265). 
Examinons d'abord les eas partieuliers de q--=-p et q = p-+- ~. 
Si q est 6gal k p,  on peut ehoisir arbitrairement les infinis a 1,% .... , %: 

alors les zdros sont d6terminds, et la constante C' seule reste en outre ar- 
bitraire. Une fonetion aux multiplieateurs donnds devenant infinie seule- 
ment  en p points est done ddtermin6e, ~ un faeteur constant pr6s, par la 
eonnaissanee de ees p infinis. 

Si q est ~gai k 1)q- I, on peut ehoisir arbitrairement let infinis 
a~, a , : , . . . ,  %+~ et un z&'o fl~,+~: alors les autres z&'os sont ddtermin&, 
et il reste ~, prendre arbitrairement la eonstante C. Une fonetion aux 
multiplieateurs donn&, devenant infinie seulement en (p q - I )  points 
donnds, eontient encore deux eonstantes arbitraires fl,,+~ et, C. I1 existe 
deux fonclions Cx(z) et (1)~(z) lindab'ement i~ddpendantes admettant  les mul- 
tiplieateurs donnds et les (p-+-1)  infinis donnds % , % , . . . , % , + ~ ;  toute 

autre fonction ¢(z) ayant les m&~es ~nultiplicateurs et les m&~es infinis est 

une fonction lin&ire homog~ne d coefficients constants de ¢~(z) et ¢~(z) 

Oh /'~1 et /1~ d6signent des eonstantes. En effet, supposons que la fonetion 

¢1(z) soit obtenue en dormant au z&o arbitraire flt,+1 une eertaine pod- 
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tion et la fonction (P,~(z) en donnant au z~ro arbitraire ~.+~ une autre 
position ne colncidant avec aucun des z6ros de ¢P~(z). Ces deux fonc- 
tions ¢~(z) et ¢~(z) sont lin6airement ind~pendantes puisqu'elles n'ont 
pas les m~mes z6ros. L'expression ~ 

admet, quelles que soient les constantes ff~ et ff~, tes multiplicateurs 
ink, nk et les infinis a~, a~, . . . ,  a~,+~; on pourra toujours disposer du 

rapport/~'  de fa~on que cette expression admette un des zSros d'une fonc- 

tion quelconque d~(z) aux m~mes multiplicateurs et aux mOnes infinis. 
Le rapport des constantes /l~ et if: ~tant ainsi d~terminSe, l'expression 

+ 

aura les m6mes z6ros que #(z), puisque les (p + I) z6ros sont d6termi- 
n6s d6s que l'un d'eux l'est. Cette expression ayant les m6mes z6ros et 
les m6mes infinis que la fonction tP(z) n'en diff~re que par un facteur 
constant, pouvant 6tre suppos6 6gal g l'unit6, puisque jusqu'k prdsent le 
rapport de tq i~ #2 est seul d~termin6. On a done, comme nous l'avons 
annonce~ 

= 

pour l'expression g@Srale d'une fonction admettant les multiplicateurs 
donn~s m~., n, et les (p-Jr- I) infinis a~, a ~ , . . . ,  %+~. 

D'une mani~re gdn~rale, si l'on suppose 

q = p + r ,  

il existe (r + i) fonctions lingairement ind@endantes 

. . . ,  o,+,(z) 
admettant les multiplicateurs dorm,s m, ,  nk et les infinis al,  a .~ , . . . ,  %+~. 
Toute aut,re fonction (l~(z) ayant les m~mes multil~licateurs et les m~mes in- 
finis est de la forme 

fl~ , ff.~ , . . . ,  ff,.+~ ddsignant des constantes. 
Aetamathemat ica .  13, Imprim6 le 5 f6vrier 1890. 3* 
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Ce th6or&ne g6n6ral se d6montre comme le cas particulier ( r =  I) 
que nous venons de traiter d'une faqon d6taill6e. On peut aussi le rat- 
tacher ~ un th6or~me connu relat if  aux fonctions alg6briques ration- 
nelles en s et z. 

Soit, en effet, ~'(z) une fonction ddterminde a yant  les multiplicateurs 
mh,nk et les infinis donn6s % , % , . . . , % + ~ ;  soit, comme ci-dessus, ¢(z) 
la fonction la plus g6n6rale admettant  ces m~mes mult ipl icateurs et ces 
m~mes infinis. Le quotient 

¢(~) 
~(z) 

est une fonction alg6brique rationnelle en s et z admettant  (p + r) in- 
finis ~ savoir les zSros de 7(z). Or on suit que la fonction la plus g6- 
n6rale rationnelle en s et Z admettant  (p + r) infinis donn6s est une 
fonction lin6aire homogSne ~ coefficients const'mts de (r + I) fonctions 
purt~iculi~res rationnelles en s et z et admettant  ces m~mes infinis, en 
convenant de compter purmi ces fonctions particuli~res une constante 
comme admettant  les infinis dorm,s et des z~ros identiques aux infinis. 
Nous pouvons toujours appeler 

¢,(~) ¢~(~) ¢~+,(~) 
~(~) , 9(~) , ' " ,  ¢(~) 

ces ( r +  i) fonctions particuli~res rationnelles en s e t  z, et nous avons 
la formule 

¢(~) ¢,(~) ¢,(~) ¢,.+l(Z) 
~(~) - -  z l  ~(~---~- + z~ ~(~) + . . .  + ~ , + 1 ~ ,  

qui, aprSs suppression du d~nominateur F(z), donne la relation h d~- 
montrer. 

La formule 

¢ ( z )  = Zl + . . .  + z +lO.+l(Z) 

que nous venons d'6tablir, contient comme cas particulier la formule de 
d6composition en 616ments simples indiqu6e par M. API~ELL ( J o u r n a l  
de m a t h 6 m u t i q u e s  de M. RESAL, .3 i~me s6rie, Tome 9, page 8, § 5). 

Nous ne reproduirons pas ici cette formule qui, tout en 6tant int6ressante, 
est encore impurfaite, car l'S16ment simple de M. A~rZLL devient infini, 



Sur les int6grales de fonctions ~t multiplicateurs. 19 

non pas en un seul point, mais en p points dont ( p -  ~) sont 6trangers 
la question. Nous donnons dans la deuxi&ne partie une formule 

beaucoup plus satisfaisante destin6e h remplacer celle de M. ArP~LL. 
Les th6or6mes que nous venons d'6tablir sont (comme les th6or&nea 

analogues sur les fonctions alg6briques) sujeta ~ des exceptions, quand 
les (p - t - r )  infinis donn6s sont des groupes particuliera de points. I1 
arrive alors qu'il existe plus de ( r - t - i )  fonctions lin6airement ind6- 
pendantes admettant les infinis et les multiplicateurs donn6s. En effet, 
le raisonnement qui sert ~ 6tablir ces th6or6mes repose sur ce fait que, 
les (p-~  r) infinia %, ~ .~ , . . . ,  %+,. 6tant donn6s, on peut choisir arbitrai- 

rement r z6ros /~,+~, f l j ,+ : , . . . ,  fl~,+,, et ddterminer les 1) z6ros restants 'k 
l'aide des 6quations 

(3) 
j=q 

I 
----= -~ Iognk--  ~ / [b~  logm~ + b2k logm~ + . . .  -t- b~k log mp], (k=l,2,...d,) 

ce qui conduit ~ la r6solution du probl6me d'inversion de JAeoni. Mais 
il cat bien connu que les 6quations d'inversion pr6sentent une ind6termina- 
tion dana certains cas (voyez BRIOT, Fonctions abdliennes, p. 96); dans 
ces cas d'ind6termination un z6ro de plus peut 4tre choisi arbitrairement 
et il existe plus de (r "4- i) fonctions lin6airement ind6pendantes admet- 
tant les multiplicateurs et les infinis donn6s. • Quand, par la suite, nous 
appliquerons les th6or&nes pr6c6dents, nous devrons v6rifier chaquc fois 
que ce cas d'ind6termination ne se pr6sente pas. 

Nous venons d'examiner ce qui se passe quand le hombre des in- 
finis simples al, a .~ , . . . ,  % est sup6rieur ou 6gal ~ 19. Si ce nombre q 
est infdrieur g p, les infinis al ,  %, . . . ,  % ne peuvent plus 4tre pris arbi- 
trairement, ainsi qu'il r6sulte des p relations (3) rappcl6es plus haut. 
Une fonctlon admettant les multiplicateurs donn6s ne pourra alors de- 
venir infinie qu'en des groupes particuliers de q points. Nous laissons de 
c6t6 l'6tude de ce cas (q < p) et la recherche de ces groupes particuliers 
de q points. Cette question est d'ailleurs entiSrement semblable g celle 
que M. WEIERSTRASS traite dana son cours g propos du probl6me ana- 
logue relatif aux fonctions alg6briques. 
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Dans le cas special oh les multiplieateurs sont ceux d'une expo- 
nentielle de la forme 

E(z) = e -~'[~'''~'C'~+~'-°~<*~+'''÷~'''~¢~, 

si l'on eherehe une fonetion admettant ees multiplieateurs et devenant 
infinie en p points arbitraires a l ,  % , . . . ,  %, on trouve clue les zSros 
191,/9=,...,  tip de cette fonction sont confondus avec ses infinis et que 
cette fonction se r4duit g l'exponentielle .E(z) qui n'a ni z~ros ni infinis. 
Une fonction admettant ces multiplicateurs sp6ciaux et devenant efl'ccti- 
vement infinie en p points ne peut exister ques i  ces points sont choisis 
d'une fa~on particuli~re. Nous n'insistons pas sur ces thSor~mes qui se 
ramSnent imm6diatement aux thdorSmes analogues relatif aux fonctions 
algSbriques, puisque toute fonction admettant les multiplicateurs de E(z) 
cst ~gale au produit de cette exponentielle E(z)  par une fonetion algd- 
brique rationnelle en s et z. 

M. Aft'ELL a montrd que, dans le cas oh les multiplicateurs sont 
quelconques, les pbles et les rSsidus d'une fonction g multiplicateurs sont 
li6s par (p ~ i) relations: et que, dans le cas oh les multiplicateurs sont 
ceux d'une exponentielle eomme E(z), les p61es et les r4sidus sont liSs 
par p relations ( J o u r n a l  de m a t h 6 m a t i q u e s  de M. I~ESAL, 3 i~me s6rie, 

Tome 9, page 22, § II). Nous dirons un mot de ces relations g propos 
des intdgrales de premiSre espdce. 
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D e u x i b m e  p a r t i e .  

Sur los intdgrales do fonotions ~t multiplieateurs. 

Soit ¢(z) une fonction uniforme et rdguliSre sur la surface Rab de 
l¢iemann, admettant lc long des coupures a~ et bk les multiplicateurs 
respectifs m,e et ~k (k = I , 2 , . . . , p ) .  L'int6grale de cette fonetion 

possSde des propri6t6s int6rcssantes qui la rapprochent des int6grales ab61i- 
ennes .  

Tout d'abord, nous pourrons 6tendre k ccs int6grales la classification 
des int6grales ab61iennes. Nous dirons d'une int6grale de fonction k multi- 
plicateurs: 

qu'elle est de premiere esp~ce, si elle est partout finie, 
qu'elle est de deuxiOme esp~ce, si elle n'a que des infinis algdbriques, 
qu'elle est de troisi~me esp~ce~ si elle a des infinis logarithmiques. 

lntegrales de premiere espece, 

Pour que l'int~grale 

soit de premiere esp6ce, il faut et il suffit: (en supposant comme d'habitude 
que rinfini n'est pas un point de ramification) 

i ° que la fonction ¢(z) devienne k l'infini infiniment petite de 
I 

l'ordre de ~ ,  
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2 ° que lea infinis de ~P(z) coincident avec des points de ramification 
ct que, dans le voisinage d'un de ces points z = ¢', la fonetion 

(P devienne infinie comme une puissance de t inf6rieure 

l'unit6. 
En d6signant par w(z) une intdgrale abdlienne dc premi6re csp6ce et par 
w'(z) la fonction alg6brique qui est la d6riv6e de ccttc int6grale, on volt 
que les conditions pr6c6dentes reviennent ~ cclle-ci: 

¢(z) 
.Le rapport ~ est fini ~ l'infini et aux points de ramification; il ne 

devient infini ~lu'aux z&os de w'(z) situds ~ distance finie. 

Nous allons, d 'apr& cela, former l 'expression de ce rapport  qui est 
6videmment, comme son num&ateur  ¢(z), une fonction aux multiplica- 

teurs m, et nk. 
On sait que la fonction alg6brique w'(z) devient nulle ~ distance 

finie en (2p ~ 2) points 

i3 , T:, . ' . ,  ~%-'. 

dont (p ~ I) sont arbitraircs; ces points sont li6s par les rclations sui- 
vantes bien connues 

(7) w,(rl) + w,(r..,) + . . .  + ( , : , . 0 -  . . . . .  , ,)  

les lettres G 1 , G 2 , . . . ,  Gp d6signant des constantes et le signe ---- indiquant 
que l'6galit6 a lieu £ des multiples pr6s des modules de p&iodieit6. 

(Voyez BRIOT, Th~orie des fonctions ab~liennes, p. I47 et I49 , off ces con- 
stantes sont d~sign6es par Kk et 2Ck.) 

¢(z) 
Pour former le rapport  w~(~, il faut donc former la fonction la plus 

gdn~rale r~guli6re sur R,b, admettant  les multiplicateurs m, ,  n~ et deve- 
nant  infinie aux ( 2 p - - 2 )  points 

~'1 , 7"2,  "" " ,  ~ ' : v - ~ "  

Cette fonction admettra aussi ( : p -  2) z&os 
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et sera donn6e par l 'expresaion 

~ _ ~ 1 

¢ (z) ~___ Ce ~r~B'{~) + ~r'&{~)+'" + %'~-~'~-"(~) + ~ ["~(~) l og,~ + ,,.(~) ~o~ m.., +... +,,,{~) ~o ~ ,~, ], 
w'(z) 

les z6roa et les infinia 6rant li~a par lea £ relations 

j=~p- -2  

E - -  
j = l  

I 
= i 2 log n,. - -  ~ [b~ log m~ + b~ log m"- + . . .  + b~ log m,] 

off 

23 

off 
k - ~  I ~ 2 ~ . . . ~ p .  

Ces relations montrent  que, sur les ( 2 p -  9) z6roa 

i l l ,  A } " " " , f l~p--2 

¢(z) 
de la fonction w'(z)' on peut en prendre ( p -  2) arbitrairement, par ex- 

emple fl~+~, fl~+~, . . . ,  fl2p-~; les p z6ros restants 

A,A,...,f lp 

seront ddtermin~s par lea 4quations (8) au nombre de 19. La fonction la 
¢(z) 

plus ggn~rale ~ contiendra donc darts son expression ( p - - x ) c o n s t a n t e a  

arbitrairea, ~ savoir les ( p -  2) z6roa arbitraires tip+l, tip+..,. . . ,  fl.,.p-2 et 
le facteur constant C. Comme noua l 'avons fait remarquer k la page 
x9, il faut  s'assurer que lea relations (8) d6terminent effectivement p des 

]~ ----- I ~ 2 ~ . . .  ~ p .  

En vertu des relations (7) de la page prdc6dente qui lient lea infinis 
/'1, T" - , . . . ,  r.2~-~, lea relations ci-dessus s%crivent plus simplement 

j~"-p--2 

(8) z 
j = l  

I I 
= Gk -{- ~ log n, - -  - -  [b,, log m, -t- bo~ log m, -t- Jr bp, log % ]  
- -  2zr~ " " " " 
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z6ros fl~, ~.~,...,/?~, d6s qu'on connalt les ( p - - 2 )  autres f l~+l,f l~+:, . . . ,  
• e • ,~ ~,_0 Pour cela eertvon., ces relations sous la forme 

j=p 

j = 2 p - - 2  
I I 

G, + 2 l°gn"--f~zi[l"* logm, + b2~log'm, + . . . +  b,,. logm~o]-- E w,(fl~); 
j = p + l  

(k=l,2~...,p) 

or, l'on sait que des 6quations de cette forme ddterminent fl~, f l~ , . . . ,  fl~, 
exceptd dans le cas spdcial oit les quantitds 

log n , - -  [b,, log m~ + b~k log m~ + . . .  + b** log m~] 

seraient nulles ~ des multiples pros des modules de p~riodicitL (Voyez 
BRIOT, Thdorie des fonctions abdliennes, page 96, § 56.) Ecartons pour le 
moment ce cas sp@ial qui a 6t6 examin6 aux pages I4 et 15 de ce md- 
moire et dans lequel les multiplicateurs sont ceux d'une exponentielle de 
la forme E(z); alors, ce cas dtant 6cartS, on peut choisir arbitrairement 
( p r o  2) s6ros /?~+~, fl~,+~,... ,  fl.~_o et d6terminer les p z6ros restants 
l'aide des 6quations (8) de la page pr4cddente. En donnant aux ( p - - 2 )  
z~ros arbitraires diff~rentes positions, on obtient une infinit5 de fonctions 
ayant les infinis et les multipticateurs donn6s. Soient 

~,(~), e~(~),..., ~-,(~) 

( p m  I) de ces fonctions suppos6es lingairement ind@endantes: l'expression 
¢(,) 

la plus g6n6rale de la fonction ~ ayant les m~mes infinis et les mdmes 

multiplicateurs sera 

¢(~) 
~'(~i = ~ ,~ l (z)  + s ~ ( z )  + . . .  + s,_,~,_,(z), 

oh /~1,/~2, ' • •,/~J)-I d6signent des eonstantes arbitraires. 
fonction 

sl~l(z) + f ~ ( z )  + . . .  + 1~,_,~,_,(z) 

En effet, cette 

poss6de les infinis et les multiplicateurs donnds et l'on pourra disposer 
des constantes /tl, lt~, . . . ,  #~_~ de faqon qu'clle s'annule en ( p - -  2) points 
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dorm,s. I1 est d'ailleurs (~vident qu'il existe au moins ( p - - I )  fonctions 
lin~airement ind~pendantes admettant les infinis et les multiplicateurs 
donn~s, puisque ( p - - 2 )  z~ros peuvent ~tre pris arbitrairement. (Voyez 

ce sujet les th~or~mes des pages I6 et I7.) 
En r~sum~: 

Pour flue l'int~grale f C)(z)dz reste finie il faut et il suffit que la fonc- 

tion ¢(z)  soit de la forme 

~,(~) = w'(~)[ ,~,~,(~)+ , ~ ( ~ )  + . . .  + ,~p_,~p_,(~)] 

,a~ , i f2, "" ", ff~,-~ 6rant des constantes arbitraires. 

Th~or~me. En dehors du cas special o~ les multiplicateurs mk, nk sont 
ceux d'une exponentielle E(z )  (page I4), il existe ( p -  i) intdgrales de 
premiere esp~ce lin6airement indd~vendantes 

o~,(z) = f w'(~)¢,(~)dz, ~(~) =fw'(~)¢~(~)d~, 

. . . ,  ~,_,(~) = fw'(~)  ~_,(~) d~; 

toute autre int6grale de premiOre espOce w(z)  est de la forme 

,,,(~) = ff,,,,,(~) + ~,,~,,(~) + . . .  + ,~_,~,_,(~) + c,,, 

ff~ , ,u 2 , . . . ,  ffp_~ 6rant des constantes. 

Cas sp6cial. Pla?ons-nous maintenant dans le cas special examin6 
pr~c5demment (page I4) oh les multiplicateurs sont ceux d'une expo- 
nentielle de la forme 

E(z) = e -~'~'('~)+a~')+'+~(*)~, 

2 1 , 2 ~ , . . . ,  ,tp d~signant des constantes. Alors toute fonction, r~guli~re 
sur la surface de Riemann Rab et admettant ces multiplicateurs sp6ciaux, 
est de la forme 

E(~)R(8, ~) 

off R ( s ,  z) d~signe une fonction alg~brique rationnelle en s e t  z. Pour 
Aeta mathemativa. 13. Imprim~ le 5 f~vrier 1890. 4* 
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obtenir les int6grales de premi6re esp6ce, il faudra d6terminer cette fonc- 
tion R(s ,  z) de fa(;on que l'int6grale 

soit p~rtout finie. Comme l'exponentiel]e E(z)  n'a ni z6ros ni infinls, 
pour que l'int6grale ci-dessus soit finie, il faut et il suffit que l'int6grMe 

le solt, c'est ~ dire que cette derni6re int6grale soit une int6grale ab61i- 
enne de premi6re esp~ee 

f1:~(8, ,~)(~Z = /~lWl(Z) + /22W2(Z ) + • • • + [~],Wp(Z') + Cte'~ 

d'oh en diff6rentiant et appelant w;.(z) la d6riv6e de wk(z) 

z~(,~, z)--z,w',(~) + ,~w;(~) + . . .  +/.,~w;,(~). 

Si l'int6grale 

Mais, dans ce cas 
esl)~ce une relation fort 
au moyen des ( p - - I )  
diff6rentiant l'5quation 

f R(8, 
est de premi6re esp~ce, elle est donc de la forme 

Z,,,,,(z) + ~o,~(z) + . . .  + ~o,(z) + C "~, 

g condition de poser 

• . . , %@) -----fE(z)w~(z)dz. 

Da~s ce cas special il y a donc p int~grales de premiere espice lindaire- 
~J~ent ind@endantes et non ( p -  I) comme dans le cas gdneral. 

spdcial, il y a entre ces p intdgrales de premiere 
simple qui permct d'exprimcr rune d'entre elles 
~utres et de l'exponentielle E(z) .  En effet, en 

E (  z) --~- e -~[~'~'°)+~':''':(~)+'''+4'~(~)] 
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o n  a 

= - -  + + . . .  + 

d'oh, en int6grant, 

(9) ~'(z) = -  2[2~0,(z) + ~o~(~,) + . . .  + ~,,,o,,(~,)] + ~"~; 

ce qui est la relation annonc6e. 

27 

Relatio.tts entre  les p61es et les rds idus  d ' u n e  j bnc t i on  ¢(z) a u x  
m u l t i p l i e a t e u r s  donnds  mk et ~k. 

Soit uric fonetion ¢(z) aux multiplicateurs mk at n~ admettant les 
pbles %, %,  . . . ,  % que nous supposons, pour simplifier, du premier ordre, 
distincts des points de ramification et situds h distance finie: appelons 
B ~ , R ~ , . . . ,  Rq les r6sidus relatifs ~ ees pbles. Construisons par la m6- 
rhode que nous venons d'indiquer, une fonetion J2'(z) ayant les multipli- 
cateursinverses de m~, n~, c'est k dire admettant  le long de la coupure 

ak le mult ipl icateur i at le long de la coupure bk le inult iplicateur 
mk 

I formons an outre cette fonction !2'(z) de telle fagon qua 1 mt%ra le  
¢~k ~ 

soit finie partout,  c'est k dire soit de premiere esp~ce. Cette fonction [2'(z) 
i 

davient alors k l 'infini infiniment petite comme ~ ;  elle devient infinie 

aux points de ramification, mais de telle fagon que son int6grale reste 
finie. Dans ces conditions le produit 

est une fonction r6guli~re et uniforme sur la surface R de Riemann, par 
suite une fonation alg6brique rationnelle an s at z; en effat le long d'une 
coupure, ak par exemple, on a, en appelant comme toujours ,~, un point 
du bord gauche de la coupure at [ l e  point situs an face de ), sur le 
bord droit: 

$1~k 
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d'ofi 1'on conclut 

On pourra donc supprimer la coupure a~ sans que le produit  

o(~)~:'(z) 

cesse d'etre uniforme; on pourra r6p6ter la mdme chose pour la coupure 
bk. Doric ce produit  est uniforme sur la surface primitive R de Rie- 
mann; il est une fonction rationnelle de s et z. Cette fonction rationnelle 

I 
de s et z devenant ~ l 'infini infiniment petite comme ~ ,  la somme de 

ses r6sidus est nulle d'aprSs un th6or~me bien connu. Or los pbles de 
ce produit  

sont: 

i ° les p61es %,  % , . . . ,  aq du premier facteur ¢(z) ;  en ees p61es 
le produit a pour r6sidus respeet i fs /~ ~2'(aj), B2~2'(a2),..., Rqt2'(%); 

2 ° les p61es du second facteur ~2'(z) qui sont tous situ6s aux points 
de ramification; en ces p61es tout  les r6sidus sont nuls puisque 
l ' int6grale ~2(z) est partout finie. 

La somme des r6sidus du produit  devant ~tre nulle, on a la relation 
I 

(,o) R,~2'(~,) + &~2'(~) + . . .  + ~ 2 ' ( ~ )  = o. 

Lorsque les multiplicateurs mk et nk ne sont pas de la forme sp6ciale 
(page I4) qui permet de les identifier avec ceux d'une exponentielle 
E(z) ,  leurs inverses ne sont pas non plus de cette forme sp6eiale. La 
fonction t2'(z) est alors une fonetion lin6aire ~ coefficients constants ar- 
bitraires de ( p - -  I) fonctions particuli6res t2'~(z), t2~(z) , . . . ,  t2~_l(Z), et 
r o n  a 

~'2'(~) = [J,l~21(,~) + 1,~2~r2;(2 t) -if- .o "Jr- /)-*p--x~/2p--1 (Z'), 

ff~, i f 2 , " "  ,ff~-~ d6signant des constantes arbitraires. La relation (IO) 
donne donc, entre les p61es et les r6sidus, (p ~ I) relations distinctes 

~,,,2',(~,) + R#2;(~,~) + . . .  + .nj2,,(~) = o, 

R,~,:;(~,,) + .nJ~;(~,~) + . . .  + 1~J2'.o(~) - - o ,  
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Lorsque ]es multiplicateurs mk et nk de ~)(z) sont ceux d'une exponen- 
tielle de la forme 

E( z ) ----- e -2[~'~,(~)+~(~)+'''+~(~)], 

I 
les multiplicateurs inverses i__~, et I--nk sont ceux d'une exponentielle E(z) 

de la m~me forme. La fonct:on ~2'(z) est alors une fonction lin6aire ~ 
coefficients constants de p fonetions particuli~res 

+ + . . . +  

/~1, P 2 , ' " , / ~ p  6rant des constantes arbitraires. La rela¢ion (IO) se d6- 
compose donc, dans ce cas, en p relations distinctes que l'on peut 6crire 

oh 

+ + . . .  + = o 

k =  I ,  2 , . . . , p .  

Dans ce cas sp6cial, on pourrait aussi obtenir ces p relations en remarquant 
que le quotient 

q)(z) 
E(~) 

est une fonction alg6brique et 6crivant les p relations bien connues qul 
lient les pSles ct les r6sidus d'une fonction alg6brique. 

Nous n'examinerons pas ici comment il faut modifier ces relations 
quand certains pSles deviennent multiples ou viennent co~ncider avec des 
points de ramification. Ces modifications sont les mdmes que clans les 
questions analogues relatives aux fonctions alg6briques. (Voyez le M6- 
moire de ~ .  APrELL, Sur les fonctions uniformes d'un point analylique, 
A c t a  m a t h e m a t i c a ,  Tome I, et une Note de M. GOU]',SAT, Sur la thdorie 
des int~yrales ab~liennes, Comptes  r e n d u s  de l ' A c a d 6 m i e  des Sciences  
de Par is ,  Tome 97, page I281.) 

Pour avoir un exemple trSs particulier des th6or~mes pr6c6dents, 
prenons le cas de p ----- I. Nous verrons alors qu'il n'y a aucune relation 
entre les r6sidus d'une fonction doublement p6riodique g~ndrale de seconde 
espSce, mais qu'il y a une relation entre les p61es et les r6sidus d'une 
fonction doublement p6riodique de seconde espSce de la forme sp6clale 
#~f(u), f(u) 6tant doublement p6riodique et ~ constant. 
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2godules de pdriodieitd des intJgrales de premiere  esp~ee. 

Pour simplifier l'6tude des modules de p6riodicit6, nous allons par- 
ticulariser le syst~me des eoupures tq, a~, . . . ,  %, b~, b~, . . . ,  b~,Q, Q, . . . ,  c~, 
de I~IEMAI~ reproduit par C. :N~uMA~. En nous reportant h l~ figure 
sch6matique donn6e par C. NEUMA~NI~ (Riemann's Theorie der Abelschen 
Integrale, zweite Auflage, Leipzig 1884, page 184), figure que nous re- 
produisons ci-dessous, 

' °' 

nous voyons que nous pouvons fMre partir 1~ coupure c 2 d'un point 
quelconque de bl pour la faire aboutir en un point quelconque de a~; 
nous conviendrons, d~ms tout ce qui suit, de faire p~rtir la coupure c 2 
du point de eroisement des coupures b~ e t a  I pour la faire aboutir au 
point de croisement de b~ et a~; puis nous ferons partir la coupure c~ de 
ce dernier point pour la faire aboutir au point de croisement de b~ et 
a~; et ainsi de suite, comme le montre cette nouvelle figure 

Pour ~chever de pr6ciser la disposition que nous adoptons pour les cou- 
pures Q, Q,  . . . ,  c~,, reprenons l'exemple trait6 par C. NEUMA~N (loc. 
cit. page t78 ) dans lequel l'6quation entre s e t  z est 

8 :  = ( .  - g l ) ( '  - h l ) ( ~  - g : ) ( ~  - h 2 ) ( .  - . q ~ ) ( ~  - h . ) ( .  - u ~ ) ( ~  - h a ) .  
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L'on modifiera alors la figure donnde par NEUMANN (loe. cit. page I79) 
comme il est indiqu6 ci-dessous: 

Th4 

I 
if L . . . .  }! 

t t  I < 

Pour ne pas surcharger la figure, nous n'avons pas trac6 en entier les 
coupures a 2 et a~ aur le feuillet inf6rieur de ]a surface; nous avons, 
comme NEUMA~N, marqu6 d'un trait plus @ais le bord gauche des cou- 
pures et ponctu6 les coupurea situ6es sur le feuillet inf6rieur. 

Cela pos6, soit 

une int6grale de premiere esp~ce form(~e comme nous l'avons vu plus 
haut, la fonction o/(z) admettant lea multiplicateurs mk ct nk. Comme 
cette fonction eo'(z) est uniforme sur la surface de Riemann R.~ rendue 
simplement connexe ~ l'aide des coupures 

a 1 ,  a= ~ . . .  ~ a p ,  

h i ,  b~ , . . . , hi, , 

C2 ~ . . . ~ C p ,  

et comme lea r6sidua de cette fonction sont toua nuls, l'int@rale to(z) 
est aussi uniforme sur la surface de Riemann Ra~ et d'aprds sa formation 
m~me elle reste finie partout. 

Consid6rons la coupure ak et appelons 2 un point situ6 sur le bord 
gauche de cette coupure, p le point situ6 en face de 2. sur le bord droit. 
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La fonction oJ'(z) admettant le long de cette coupure a~ le multiplicateur 
mk, on a 

Pour un d6placement effectu6 le long de la coupure on a 

d,~=dp, 

puisque les points 2 et p sont en face l 'un de l'autre. On a donc aussi 

o,'(a)d~ - -  rake'(p) dp = o 

et, en int6grant, on a tout le long de la coupure, 

w ( 2 ) -  m , ~ ( p ) =  A~, 

la lettre Ak d6signant une constante. Nous appellerons cette constante le 
module de pdriodicitg de l'int6grale w(z) le long de la coupure a,. 

De mdme, led deux valeurs de l'int6grale w(z) en deux points 2 et 
p, situds en face Fun de l'autre sur led bords gauche et droit de la 
coupure bk, sont li6es par la relation 

= B k ,  

oh Bk d6signe une constante que nous appellerons module de pdriodicitd de 
l'int6grale ~o(z) le long de la coupure bk. 

Enfin, sur les deux bords d'une coupure ch, on a comme nous l'avons 
vu ~ la page 9 pour route fonction k multiplicateurs 

,o'(2) = ~o'(p), ~ ' ( ~ ) d 2 - - ~ ' ( p ) d p  = o,  

d'oh 

Q 6rant constant tout le long de la coupure ch. Cette constante C h sera 
appel6e module de pdriodicitd de l'int6grale ~o (z) le long de la coupure ch. 

Donc: 
L'int~grale de premiere esp~ce w(z) poss~de ( 3 P - - t )  modules de pd. 

riodicitd, ~ savoir les modules 

A ~ , A 2 , . . . , A p  le long des coupures a ~ , a ~ , . . . , a p ,  

B 1 , B : , . . . , B p  le long des coupures b ~ , b ~ , . . . , b p ,  

C ~ , . . . , C p  le long des coupures c ~ , . . . , c p ;  
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c'est ~ d ire  que l'on a 

33 

le long de ak: 

le long de be: 

le long de ch: 

~ ( ~ ) - -  ,,,, o ( p ) =  Be, 

o , ( ~ ) -  ,o(p) = (;;.. 

(e=l,2,  ...,p) 

(i.= 1,'2~ . . ,p) 

(h =2, 3, ...,p) 

Mais ees ( 3 p - - i )  modules de p6riodicit6 sont li6s par p relations 
lin6aires et homoggnes permettant d'exprimer p d'entre eux k l'aide des 
( u p - - i )  autres. Voici comment on obtient ces relations. 

Figurons le point de croisement des coupures ae, be, ce, Ck+l et ap- 
pelons 

~ , f l , r , o , s ,  ~, 

les sommets des six angles form6s par les bords de ces coupures, comme 
le montre la figure suivante: 

b k 

e~ 

Nous aurons, d'apr~s la d6finition des modules de p6riodieit6, et puisque 
l'6paisseur des coupures est infiniment petite, les relations suivantes 

o(fl) - o ( r )  = Ce+l, 

w(y) --m, eo(~)= Ae, 

~(~)-- ~(~) = C e ,  

~ ( ~ )  - -  ~ , ~ ( ~ )  = ~ , .  

Multiplions ees 6quations respectivement par + I , n,, he, - -  meu~, - -  ink, 
Acta mathemattca. 13. Imprlm~ le 6 f6vrier 1890. 5" 
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I, puis ajoutons-les membre 'k membre. 
membres est nulle et l'on obtient la relation 

La somme des premiers 

(,i) 

En supposant, suceessivement, k = I ,  2 , . . . ,  p, on aura ainsi p relations. 
Comme il n'existe ni coupure c~ ni coupure e~,+~, il faudra dans ces rela- 
tions considSrer les constantes C1 et Cp+~ comme ~tant nulles. En 6cri- 
vant ces p relations en d~tail, nous aurons 

BI(, - , ~ , ) -  AI(, - ~ , )  + , l q  = o, 

(,5) 2~(~ - ~ , ~ ) -  .~( ,  . - , ~ , ) -  ~,~,~c; + ~¢,, = o, 
• • • • ° . ° , * * * * 

B~_,(~ - -  % _ , )  - -  & _ , ( ~  - - , ~ _ , )  - - , , ~ , _ , , ~ , _ ~ c ; _ ,  + , , _ ,  c ;  = o,  

B ,  ( i - -  ,,~,,) - -  A ,  ( , - -  ,~,,) - -  % ,,~ C~ = o. 

Ces relations permettent d'exprlmer C~, 03 , . . .  , Cp en fonetion des modules 
de p~riodicit~ A~, Bk et des multiplieateurs ink, nk. Dans le eas par- 
ticulier off tous ees multiplicateurs m,, n~ seraient 6gaux ~ l'unit~, l'int& 
grale co(z) deviendrait une int@'ale abdlienne de premiere esp~ee, et les 
relations ei-dessus montreraient que les eonstantes C2, C~, . . . ,Cp seraient 
toutes nulles dans ee cas. 

En 61iminant les ( p - -  i) eonstantes 6'2, C~,. . . ,  @ entre les p rela- 
tions (i z), on obtiendra une relation entre les modules de p(iriodieit6 
A 1, A 2, . . . ,  Ap, B~, B~, . . .  , Bp. Pour cela, multiplions la premiere 

des ~quations (i2) par x-- .L,  la seeonde par ~ . - - , I  la troisi+me par 
'Db t 7b 1 ?/glO'r/,2 ?~ 

I I ] ; i ~ m e  I I 
- - . - - , . . .  l'~ par . - - , . . . ,  et ajoutons-les: nous ob- 

tiendrons l%quation 

(,3) ° - - ~ - - - - - - - -  O ~  

k = l  ' J n l ' ~  • • • ~ ' / k  ?/,k 

6quation qui est une identit6 dans le eas partieulier des int6grales ab61i- 
ennes, puisque dans ce cas tous les  multiplicateurs sont 6gaux k l'unit6. 
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L'int6grale 

prise sur tout le contour de la surface de Riemann B,b¢ eat 6videmment 
nulle. Or la valeur de cette int6grale eat facile k caleuler en fonction 
des modules de p6riodicit6 ct des multiplieateurs. Si l'on dgale cette va- 
leur b, z6ro, on obtient une relation qui n'est pas nouvelle mais qui est 
une cons6quence des relations pr6eddentes (12). 

Cas special. Lorsque lea multiplicateura mk et nk (k = i , 2 , . . . , £ )  
sont ceux d'une exponentielle de la forme 

E( z ) = e -e[~''~'(~)+~"'w~(~)+'''+x~'~(~)], 

il existe, eomme nous l'avons vu, p int6grales de premi6re eap6ce 

(k= 1,2~ ...,~v) 

Une quelconque d'entre elles, to(z), aura ( 3 P -  i)modules de p6riodicit6 
li6s par lea relations que nous venona d'indiquer. Les modules de p6rio- 
dicit6 de l'int6grale ,~pt%(z) sont 6gaux ct de signes contrairea aux sommes 
des modules .de p6riodicit6 correspondants des ( p - - I )  autres int6grales 
~jto~(z), ,~%(z) ,  . . . ,  i,_~%,_~(z). C'est ce qui r6aulte imm6diatement de 
l'identit6 (p. 27) 

(0) + + . . .  + = - + c 

dana laquelle lea modules de pdriodicit6 du second membre sont tous nuls. 

Rela t ion  entre les modules  de pdriodici td de deux  intdgrales 
de premiere  esp~ce crux mul t ip l ica teurs  inverses. 

La relation que nous allona 6tablir est l'extension, k nos int6grales, 
de la c616bre relation qui lie les modules de p6riodicit6 de deux int6- 
grales ab61iennes de prelni6re esp6ce. Noua la d6montrerons en auivant 
la m6thode que RIEMANN a donn6e pour lea int6gralea abdliennes. 

Soit, comme prdc6demment, w(z) une int6grale de premiSre esp6ce 
d'une fonction aux multiplicateurs ~I~, nk, et soient 

A~, B~, C~ r~=~,-" ..... \h=~, 8~ ...p) 
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les modules de p6riodicit6 de cette int6grale. D'autre part, d6signons 
par ~(2(z) une int6grale de premi6re esp6ce d'une fonction aux multi- 
plicateurs m'k et n'k inverses de m~ et n,: 

et soient 

! I 
"d = - - ,  n; = - ; 

'//'~ k 'FIk 
( k =  l , ~ , . . . , p )  

, , [ k - l , ~  . . . . .  v '  I 

les modules de p6riodicit6 de cette seconds intggrale .q(z). 
L'int6grale 

( '4) I = f ~2(z)dco(z) 

prise sur le contour de la surface de RImIA~ Bah, est nulle, car la 
fonction 

~2(~)~'(~) 

est sur cette surface uniforme et r6guli6re et a tous ses r6sidus nuls. 
Pour calculer cette int6grale I ,  appelons avec C. NEUMAN~, 2 un 

point du bord gauche d'une coupure et p le point situ6 en face de 2 
sur le bord droit. Lorsque la variable d'int6gration z parcourt le con- 
tour de la surface Ra~o dans le sens positif, ells parcourt les deux bords 
d'une mdme coupure en sens contraire. Les parties de l'int6grale rela- 
tives aux deux bords d'une m~me coupure seront 

f E ~ ( ~ ) ~ , o ( a ) -  s2(p) a.,(p)], 

l 'int6gration 6tant faite dans  le sens positif le long du bord gauche. 
L'int6grale I sera donc 

h=p 

h = 2  Ch 

les indices a , ,  b,, cA signifiant que les int6grales qui en sont affect&s sont 
prises le long des coupures ak, b,, Ch. Or, sur la coupure ak, on a 

e(~) = ,.;~2(p) + .4;, ,o(~) = ,,~,~,(p) + a , ,  
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d'oh l'on d6duit 

mais, eomme les multlplieateurs m, et m~ out &5 suppos& inverses l'un 
de l'autre, on a 

Ij~xm ~ -  I = O 

et l'6quation ei-dessus prend la forme plus simple 

On a de m~me le long de la eoupure b, 

~'~(~) = <~C'(p) + B;, to(~) = n~to(p) + B~, 

d ' o h  l ' o n  d6duit, puisque n k n ~ - - i  = o, 

~2(),)dto(2)- ~2(p)dw(p) ---. B'kdw(Z). 

Enfin le long de la eoupure ch, on a 

.'~(a) = ~(p) + C;,, to(a) = to(p) + C'~, 

d'oh l'on d6duit 

~. '(~)dto(~)- ~2(p)do,(p ) = C;dto(a). 

D'apr& cela, l'int6grale I devient 

.4; dto( ) + N  dto(  + 
k = 1 b~ 

h = p  Z c',.(d,,( 
h=2  ca 

bIous allons transformer cette expression et l'amener ~ ne contenir que 
les modules de p~riodieit6 des deux int6grales t2(z) et to(z). Pour faire 
cette transformation, figurons les coupures ak, bk,ck, ck+l et les points 
de croisement des coupures ak_l, bk_l, ck-1, ck, a~+l, bk+l, c~+1, c~+~. Ap- 
pelons (voyez la figure de la page suivante) a ,  fl, r ,  ~, z , 72 les sommets 
des six angles form& par les bords des coupures ak, bk, ck, ck+~ en leur 
point de croisement; a', fl', ~-', o ~, z', 7)' et a", fl", y',  0", e", ~" les somlnets 



38 P. Appell. 

des angles analogues aux points de eroisement des coupures a,_~, b,_l, 
Ck_l, ck et ak+ ~ , bk+~, ck+~, ck+:. 

Clk+ I ~ _ > -  . . . . . . . .  (~ ~ ' L T  --> Ctk+l 

L ' iL 

--(r . . . .  

Nous aurons 

f ~  (~,) .... ,,,(~,) - -  . , ( & ,  .f~l. ,(~,) 
ok bk 

f do,(~) = ~o(~) - ,o(fl'), f do,(~) 
¢k+l 

- o , ( ~ " ) - - . , ( f l ) ,  

car routes ces int6grales sont prises sur les bords gauches des coupures 
dans le sens indiqu6 par les flSehes. (Les bords gauches sont marquds 
d'un trait plus gros.) 

En calculant ainsi tous les  termes de l'int6grale I 

(,5) 1 = ~  1 _< ,~,o(),) + ~;j~.,(),) + c,'~ ,~o().), 
' =  L at:  bk h=2 oh 

on aura l'int6grale I exprim~e par une somme de termes oh figureront 
les valeurs de l'int6grale w(z) aux sommets des angles tels que a,fl, y, 3, ~,~, 
form6s par ]es bords des eoupures en leurs points de eroisement. Evaluons, 
dans cette somme I, lea termes qui contiennent les valeurs de rint6grale 
so(z) en l 'un des six points a , f i , y ,  (~,s,~ situ6s nu point de croisement 
des coupures ak, bk, c~, c,+1: nous d6signerons ces termes par Ik. L'intd- 
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grale I sera la somme des quantit6s analogues ~ I~ dvalu6es successive- 
ment pour tous lea points de croisement des coupures, et l'on aura 

h=p 

I=ZL. 
k=l 

D'aprds les int6grales 6valu6es '~ la page pr6c6dente, les termes de 
l'int6grale I qui contiennent les valeurs de w(z) en Fun des six points 

a , f l , r , a ,~ ,7] ,  sont 

±, = A ; [ , o ( ~ ) -  ,o(r)] + ~ ; [ . , ( ~ ) - - , o ( ~ ) ]  + o ; , o ( ~ ) -  c;+,.,(fl). 

Mais la figure de la page prde6dente donne d'apr~s la d~finitlon mdme 
des modules de p6riodicit6 

~(~) = . , ~ (~ )  + B~, .,(fl) = ,o(r) + c,+ , ,  

,o(~) = m,, , (~) + A,, ,o(7) = ,~,,o(~.) + ~,; 

ron tire de ees relations, en exprimant 

~(fl) ,  w(r) ,  ~ (e ) ,  ~(~) 

en fonction de w(a) et faisant comme plus haut 

I I ! $ 

,o(,~) = , , ; , , , ( ~ ) - - m ; A , ,  

. , ( r )  = ,,;,o (~) - - , , ; B ,  - -  c'~+,, 

,o(~) = .,;~;,o(~) - n;(,,,;A, + B,). 

D'aprSs cela, la quantit6 I, devient: 

+ A',(n',.B, + Q+, ) -  m',B',A~- n',C'k(m'~A, + B,) + n~.C;+IB,.. 

Le coefficient de eo(a) 

-41(, - - n ; ) -  B;(~ --m;.)  + m ; . ; c ; - - , , ; c ; + ,  

eat nul, en vertu des relations (t2) (page 34) appliqudes aux modules 
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de p6riodicit6 de l'int6grale $2(z) dont les multiplicateurs sont m;: et n~. 
I1 reste alors 

A p ( n  ' ~ , , , y, , , , 

Tels sont, dans l'int6grale I ,  les termes provenant du point de croise- 
ment des coupures a k , b , , c k ,  c~+1: l'int6grale I sera, comme nous l'avons 
d6jk dit, 

k=p 

I=ZL.  
k=l 

Puisque cette int6grale I e s t  nulle, on a donc la relation ehereh6e 

k=p 

(16) k~=l[A'k(n'kB, + Ck+l)--m'kB'kA,--n'~C'k(m'kAk + Bk) + n~C~+~B,] = o 

entre lea modules de p6riodieit6 Ak, .Bk, Q, et A;,  B; ,  C~ des deux int6- 
grales co(z) et ~2(z) aux multiplicateurs inverses. Comme les eoupures 
c~ et cp+~ n'existent loas, il faudra, suivant des conventions d6j~ faites, 
supposer 

01 = c ' ,  = 0 +1 = c ; + ,  = o .  

Comme v6rification, supposons que les multlplicateurs m, et n, devien- 
nent tous 6gaux ~ l'unit6, alors leurs inverses m~ et n~ deviennent aussi 
6gaux ~ l'unit6, et les deux int6grales ~o(z), f2(z) deviennent deux int& 
grales ab61iennes de premiSre esp~ce. Dans ce cas limite, les constantes 
C, et C~ sont toutes nulles, et la relation (i6) que nous venons d'6tablir 
devient 

k=p 

~ ( A ; B , -  A,B'~) --- o, 

ce qui est la relation bien connue liant les modules de p6riodicit6 de 
deux int6grales ab61iennes de premi6re espSce. 

Remarque. La relation (16) 6tablie plus haut peut gtre transform6e 
k l'aide des relations (12) de la page (34): 

Ak(1 - -  nk) - Bk(~ - - ink )  + mknkCk - -  nkC'k+, = O, 
(k=lp2,...,p 

A~(I - - n  3 - -  B~(I - - r e ' k )  - { -  m 'k n 'k C'~ - -  n 'k C'~ + l = o .  

C'est en se servant de ees relations que l'on pourrait montrer que la 
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relation (I6) est sym6trique par rapport aux deux int6grales eo(z)et  
B(z), c'est ~ dire que cette relation ne change pas quand on y remplace 

I ! ! 
A k  , Bk  , Ck , rot,, nk par A'k , B k  , C'k , m E ,  nk et inversement. 

Supposons, par exemple, les multiplicateurs nk et n~ diff6rents de 
l'unit6 (k = I , 2 , . . . ,  p). Alors on pourra 6crire les relations que nous 
venons de rappeler 

Ak = n~Ck+l -- mknk~ + B~(, - -  mE), 
I - -  n k  

l ' ' ' ' I ' A k  = ~'kO'k+~ - -  mknkCk + Bk(  - -  ink) 

OU, en remplagant dans la premi6re nk et m~ par I-- et z p s 

n k  m k  

A~  ---- - -  m'k Ok+ l - -  Ck - -  n~ Bk ( I - -  m~) 
~ i ( I  - -  nl) 

' r L'on aura done, en remplagant dans Ik, Ak et A~ par ees valeurs et 
r6duisant 

L = Ai(n'~Bk + C~+,)--,n;B;A,--niOi(,,,i& + B~) + niCi+,B~ 

_ n~Bk(C'k+~ - -  O;) + B;(Ck+~ - -  Ok) + ni(Ck+,C'k+, - -  CkOi) 
t 

I - -  nk  

La relation (z 6) 
k = p  

Z L  = o, 
X k = l  

peut done s'6erire 

(17) 
k = p  t -n t ~ ,  ~ B j k = p  

I - -  97 k k = l  k=l 

! 

I n +1 +I  ~ 0 

off la sym6trie 
la somme 

se r6duit 

se met ais6ment en 6vidence. 

k=p 

Z (Ck+,CL,--Ckc;) 

c,+~C;,l--ClC; 
c'est k dire k ~gro, puisque 

? l o,  = c', = c~+, = c ; + ,  = o .  
Aefa ma|hemattca.  13. Imprimt le l l  mars 1890. 

En effet remarquons que 

6* 
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Ajoutons alors la moiti6 de cette somme nulle ~ la relation (i7) , nous 
aurons 

~ ~'kBk(C'~+1 --  C'k) + B'k(Ck+1 - -  Ck) 
¢ 

I ~ ' ~ k  k=l 

I I Jv 
+ 2k=~ I - -  . +1C~ .+1- -  ~ O, 

relation dont le premier membre ne fair que changer de signe quand 
on remplace. B;,, C~, m;~, n~ par Bk, Ch, ink, nk et inversement Bk, Q ,  ink, nk 

! t par B', , C'h , mk , nk. 

Ainsi , en supposant le genre p 6gal ~ 2 on a la relation suivante, 
puisqu'alors 

( ) . . . . . .  e , e ;  + I + o. 18 nt Bt C, + Bt C, n, B, C~ + , C, + --2-- I 
t ! 

l n t e g r a l e s  de t ro is ieme espece. 

Soit $ (z )  une fonction aux multiplicateurs mk et nk, l ' int6grale de 
cette fonction 

f q)(z)dz 

est de trois@me esp6ce , lorsqu'en eertains points z , , z ~ , . . ,  de la surface 
de Riemann elle devient infinie comme 

K 1 l o g ( z - -  zl), K 2 l o g ( z - -  6 )  , • • • 

K~, K 2 , . . .  d6signant des constantes. 
L'int6grale la plus simple de troisi~me esp6ce sera celle qui reste 

fin@ sur toute la surface de Riemann, saul en un seul point z o oll elle 
devient infinie comme 

log (z - -  6)" 

Une telle int6grale existe toujours, except~ dans le cas special off les multi- 
plicateurs mk et nk sont ceux d'une exponentielle de la forme 

E(z)  = e -~'~'(')+~'~")+'''+~'~'(')]. 

Dans ce cas sp6cial, route int6grale de troisi6me esp~ee a au moins deux 

infinis logarithmiques z o e t  z,, comme nous le verrons plus loin. 
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En laissant de e6t6 ee eas sp6cial, nous allons former l ' int6grale 

annoncde qui devient infinie en un seul point z 0 et cela comme 

Soit 

log (z - -  z0). 

cette intdgrale. La fonction ~(z ,  z0) devra ~tre uniforme et r6guli6re 
sur la surface de Riemann /~°b, admettre  les mult ipl icateurs donnds mk 

et n+ et devenir en chaque point ~ l'infini infiniment petite comme ~ ;  

cette fonction pourra devenir infinie en certains points de ramification ~" 

comme une puissance de ~ inf6rieure h runi t6;  enfin elle devra de- 

I 
venir infinie au point z o comme . Pour former cette fonction ~(z, zo), 

Z - -  Z o 

• dGsignons comme prdc6demment par 

une int6grale ab61ienne de premi6re esp6ce, et par 

T1, r2, • "",  T2~-~ 

lea ( 2 p -  2) z6ros de la fonction alg6brique w(~) qui sont situds ~ distance 
finie, z6ros qui v6rifient les p relations connues (page 22) 

Le rapport  

j=2p--2 

j = l  

~'(~) 

(kff i l )  2p . . . ,p )  

sera une fonction[r~guli6re sur la surface de Riemann R.b, admettant  les 
multiplicateurs m k et nk, et devenant infinie aux ( 2 p -  I) points 

z0 , r l ,  r2 , "" ", r:v-~" 

D'apr~s ce que nous avons vu dans la premi6re partie, cette fonction 
aura aussi ( 2 p - - I )  z6ros 
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et son expression sera 

~ ( z ,  Zo) _ . . 1 Ce W Z~o(D T ~iSflt ( z ).i- .., T a1~p_~flcp_~( z )-F ~ [wt(z) log m~ T w¢( z) log ra~ Jr ... T w~(%) log m~,] 

"W'(Z) 

les infinis et les z~ros ~tant li~s par les 19 relations 

j=2p- -2  

w (flo)- + Y. 
j = l  

oh 

I 
= -~2 log nk - -  ~ [b~k log m, q- b2k log m~ + . . .  + b,k log mr] 

k - -  I )  2 , . . . ) p .  

Comme ron a 
j=2p- -2  

Z - 
j = l  

ees relations peuvent s'4crire 

j f 2p--2 

I I [b,~ log m 1 + b~ log m2 + • + br~ log m y ]  ~w~(Zo) + Gk + ~ l o g n k - - ~ /  . . 

off 
k = i , 2 , . . . ) p .  

On conclut de lk que l'on peut choisir arbitrairement ( p - - I ) z ~ r o a ,  
/qr,/~r+s, ...,/9~p_~ par exemple, et d~terminer les ~v zdros restants rio, 
/91,...,/9p_1 en fonction des premiers et de z 0. 

I1 est essentiel de montrer que la fonction 

~(z, z°) 
w'(~) 

ainsi ddtermin~e devient effectivement infinie au point donnd ~o; pour cela 
il faut montrer que, les zdros tip, fl~+l,...,/92p_2 ~tant choisis arbitraire- 
ment d'une mani~re convenable, aucun des p z4ros restarts/90,fll ,...,/~r_x 
ddterminda par lea (iquations (I9) ne co~'ncide avec z o. Si l'un de ees 
zdros, /~o par exemple, coincidait avec z0, lea ~quations (I9) deviendraient 
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j--2p--$ 

Z w (fl ) 
Jffil 

I 
--- G~, -t- ~ log he- -  ~ [b,~ log m~ q- b2~ log m, -t- • • • -!- b,~ log %] 

(k=l,$,...,p) 

et elles d6termineraient ill, f l ~ , . . . ,  flp_~,/?p en fonetion de/?p+~,~p+2, . . . ,  
~2r-,; elles 6tabliraient donc une relation entre fl~ et flp+~,/5'~+2, ...,/~,p-2, 
ce qui est impossible puisque nous choisissons arbitrairement fl~, fl~+~, 
tip+2,...,/92p_.2. I1 est donc absurde de supposer que flo coincide avee 
z o quand on choisit arbitrairement tip, fl~+~, . . . ,  f l ~ r - 2 .  

I1 est eependant un cas spdcial off les relations (20) ne ddtermi- 
neraient pas £ ,  £ , . . . ,  fl~,_~, fl~ en fonction de /~+~, /~+~, . . . ,  fl~_~: 
c'est le cas oh les seconds membres des relations (2o) se rdduiraient aux 
constantes Ge, k des multiples pr6s des modules de pdriodieit6 des intd- 
grales abdliennes w~(z), w s ( z ) , . . . ,  w~(z), c'est k dire oh ron aurait 

(2I) i [b,k log ml + b2~ log m,, + "Jr" bpk log % ]  - o. ~log nk ~ ~ . . .  • 

Les dquations (20) prdsenteraient alors le eas d'inddtermination d6jk signal6 
(BmOT, Th~orie des fonctions ab~liennes, page 96, n ° 56), et elles permet- 
traient de prendre arbitrairement tip,/~p+l, . . . ,  fl2p's; il n'y aurait doric 
plus une absurdit6 k supposer que fl0 coincide avee %. Mais, lorsque 
les multiplicateurs mk et nk satisfont aux relations (2I), ils sont iden- 
tiques aux multiplieateurs d'une exponentielle de la forme 

E(  z ) = e -~[~'~'<')+~'~')+'''+~w'(,)] 

comme nous rayons vu dans la premi6re partie (page x5). Donc, en 
~cartant ce cas spdcial qui sera examind ~ part, on pourra former une 
fonction 

S°(z" z°) = Ce ,,,:oC,)+%B,(,)+" - ...+ %,,_,p,,_~<,)+ ~[~,(~) log,~,+~¢,)~ogm+...+,~,¢,)~og,,,] 
~'(~) 

r6guli6re sur //,b, admettant les multiplicateurs donn6s, devenant infinie 
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du premier ordre au point z 0 et aux points 71, r 2 , . . . , T v - 2  qui sont 
les z6ros de w'(z) situ~s ~ distance finie. La fonetion 

~ [wl(z ) logml+...+w~(~) log rap] (z , Zo) = cw'(z)e ~z+o+÷%~,+÷'''÷ ~'~-~-~(')+ ' 

a done, comme seuls infinis, le point z o et les infinis de w'(z); de plus 
i 

elle devient £ l'infini infiniment petite de l'ordre de ~-. D4terminons le 

facteur constant C de telle fa~on que le r6sidu de ~(z, z0) relatif au 
point z 0 soit 6gal ~ l'unit~, c'est ~ dire que la difference 

( . ,  ~o) 
Z - -  Z o 

reste finie pour z = z o. Alors l'int6grale 

~(~, ~ o ) = f ~ ( ~ ,  ~o)d~ 

sera une int4grale de troisi~me esp@e devenant infinie au seul point z o 
de telle fa~on que la difference 

~(~, zo) - -  l o g ( . - -  Zo) 
'1 

reste finie pour z----z o. Nous employons, pour d6signer eette int~grale, 
la lettre N que l'on emploie aussi pour les int6grales ab61iennes de troi- 
si~me esp@e: mais il ne pourra pas y avoir de confusion, car l'int6grale 
ab61ienne de troisi~me esp~ee est d~sign~e par Nz+,(z)et la n6tre par 

~(~, ~o). 
Si nous appelons II(z ,  Zo) l'intSgrale la plus g6nSrale d'une fonc- 

tion aux multiplicateurs donn6s, admettant un seul infini z o de telle faTon 
que la difference 

II(z , Zo) - -  log (z- -  Zo) 

reste finie au point zo, cette int~grale sera de la forme 

n(z,  ~o) = ~'(~, ~o) + Zl~',(') + Z,' ,(~) + ' . "  + Z~-1%-1(~) + C", 

oh / l l , /~2 , . . . ,p~_x  sont des constantes, wl( z ) ,  e o 2 ( z ) , . . . ,  o~_a(z) les 
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intdgrales de premi6re eap~ce de fonctions aux multiplicateura donn6s. 
En effet la diff6rence 

- -  

eat une int6grale 19artout finie, c'est ~ dire une intdgrale de premi6re esp6ce. 
(3as spdoial. Examinona maintenant le cas sp6cial oh lea multiplica- 

teura mk et nk sont ceux d'une exponentielle de la forme 

E(z)  = e -~[~,~,(~)+~'~*:~)+...+~,(~)]. 
i 

Alors une fonction r4guli6re sur la surface de Riemann R.b et admettant 
les multiplicateura mk et nk eat de la forme 

R(s,  z) d6signant une fonction alg6brique rationnelle en s et z. Comme 
le facteur E(z) eat partout fini et diff6rent de z6ro, lea infinis du produit 
E ( z ) R ( s , z )  sont ceux de R(s,  z). L'on salt que, si la fonction alg6- 
brique R(s,  z) est en chaque point ~ l'infini infiniment petite de l'ordre 

I 

de ~ ,  la somme des r~sidus de cette fonction R(s,  z)sur route la surface 

de Riemann eat. nulle; cette fonction admet donc au moins deux r6sidus 
diff6renta de z6ro, si tous ses r6sidua ne sont pas nula. _Par consequent, 
si le produit E ( z )R ( s ,  z) n'a que des infinis d'ordre inf~rieur au second, 
il a au moins deux infinis du premier ordre, ou bien il n'en a aucun. Si 
donc rintdgrale 

• fE( )R(s, 

ne doit avoir que des infinis logarithmiques, elle en a au moina deux, ou 
bien elle n'en a aucun et eat de premi6re eap6ce. 

Voici comment on obtiendra une int6grale de cette forme avec deux 
infinis logarithmiquea. Soit, comme pr6cddemment 

l'intdgrale ab61ienne de troisi6me esp6ce devenant infinie aux pointa z o et 

~, eomme l o g ~ -  z, et 
- -  Z 0 
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la fonction alg6brique qui est la d6riv6e de cette int6grale: cette fonc- 
tion devient infinie aux points de ramifcation d'un ordre inf4rieur k 
l'unit6, elle devient infinie du premier ordre aux points z 0 et z 1 avec les 
r & i d u s -  i et + I. L'int6grale 

~(z, Zo, zl) =fE(z)~:,,(z)dz 
sera l'int6grale de troisi~me esp&e la plus simple form& avec une fonc- 
tion aux multiplicateurs sp6ciaux mk et nk. Cette int6grale est finie 
partout, saul aux deux points z o et zl off elle devient infinie de telle 
fa~on que la diff4rence 

~(z,  Zo, z,) + E(zo) log(z - -  zo) - -  E(z~) log(z - -  z,) 

reste finie. 
L'int6grale la plus g6n6rale poss6dant cette propri&6 est 

~(z ,  Zo, zl) + ~,~,(z)  + ~ ( z )  + . . .  + ~ ( z )  + const., 

/ q , / l~ , . . . , / ~p  d&ignant des constantes, % ( z ) , % ( z ) , . . . ,  %(z) les int& 
grales de premi&e esp&e aux multiplicateurs sp&iaux mk et nk, int6grales 
qui sont au hombre de p. (Page 25.) 

M o d u l e s  de p~r iod ie i t~  des  in t~gra le s  de t r o i ~ e  esp~ee. 

Prenons d'abord le cas oh les multiplicateurs mk et nk ne sont pas 
ceux d'une exponentielle E(z);  soit, comme pr6c6demment, $ ( z , z o ) l ' i n t &  
grale de troisi6me esp6ce qui devient infinie au seul point z 0 de la sur- 
face de Riemann //ab de telle fagon que la diff6rence 

~(~, ~o) - -  log (~ - -  Zo) 

reste finie pour z-----z 0. Si l'on suppose trac6es les coupures 

a 1 , a ~ , . . . , a p ;  b 1 , b ~ , . . . , b p ;  c~,c 8 , . . . , c ~ ,  

de la m6me fagon que plus haut (page 3I), on volt que l'int6grale 
$(z ,  z0) n'est pas uniforme sur la surface de Riemann R.bc ainsi obtenue; 
car, si le point z tourne autour de zo, cette int6grale augmente de 27d. 
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En suivant In m6thode ex.pos6e par C. NEUMA~N (1OC. cit. pages 22o et 
suivantes) nous ajouterons aux coupures ak, b~, c~, un ]acet l entourant 
le point s o et nous supposerons, pour simplifier, que ce lacet 1 aboutisse 
au point de croisement des coupures a~,b~, c2, comme le montre la 
figure. Sur cette figure le bord gauche du lacet 1 est marqu6 d'un 
trait plus gros; A d6signe, comme pr6c6demment, un point du bord gauche 
de ce lacet ou d'une coupure quelconque et p le point situ6 en face de 
A sur le bord droit; enfin a et fl d6signent les deux points off la circon- 
f6rence e de rayon infiniment petit entourant le point s o se raccorde avec 
les deux bords de 1. 

o - - - - - ,  

L'int6grale $(z ,  zo) est alors uniforme sur la surface de Riemann 
ainsi d6coup6e que nous d6signerons par B,,b~. On voit, comme on l'a 
fait pour l'int6grale de premiSre esp~ce (page 32), que l'on a: 

le long de la coupure ak: 

le long de la coupure bk: 

le long de la coupure ch: 

~ ( ~ ,  S o ) -  m, ;~ (p ,  s0) = a,:, c~=1,~ ..... ~,, 

~ ( ~ ,  ~ 0 ) -  " ~ ( p ,  s0) = ~s,;, ,~=~,~ ..... ~, 

~ ( ~ ,  s 0 ) -  ~ ( p ,  So) = ~,,, ~,,o-0,~ ..... ~, 

les lettres ~k, ~Bk, ~h d6signant des constantes que nous appellerons mo- 
dules de p&iodicitg de l'intgyrale $(z ,  Zo) le long des coupures ak, bk. ch. 

Reste le lacet 1. L~ diff6rencc 

des valeurs que prend l ' int6grale sur les deux bords de ce ]acet 1 est 
aussi constante, ear sa diff6rentielle est nulle. Cette diffdrence constante 
le long du lacet 1 est 6gale en particulier 

~(~, ~o) - -  ~ ( f l ,  ~o) 
Acta mathematica. 13. Imprlmd le 1 avrll  1890. 7 "  
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(voyez la figure dc la page pr6e6dente), e'est h dire g l'int6grale ~( z , zo )  

prise dans le sens n6gatif sur la petite circonf6rence e entourant le point 
z0: elle est done 

ear la dgrivde de $(z ,  Zo) admet le point z o eomme p61e de rgsidu + I. 
Ainsi, l'on a, le long de la coupure 1, 

~ ( a ,  Zo) - ~ ( p ,  *o) = - ~ i .  

En r6sum6, l'int6grale $ ( z ,  Zo) admet 3p modules de p6riodieit6, k 
savoir 

~ l , ~ t ~ , ' . ' , ~ p  sur les coupures, a ~ , a ~ , . . . , % ,  

~ , , ~ , . . . , ~  sur les coupures b ~ , b ~ , . . . , b ~ ,  

~ 2 , " ' , ~ p  sur les coupures q , . . . , c p ,  

- - 2 ~ i  sur 1~ coupure 1. 

J t e la t ions  en t re  ees m o d u l e s  de p d r i o d i v i t &  

En appliquant ~ l'int6grale $(z ,  z0) les raisonnements appliqu6s aux 
pages 33 et 34 ~ l'int6grale de premi&e espSce co(z), nous d6duirons, de la 
consid6ration de chacun des points de croisement des coupures, une rela- 
tion entre les modules de p6riodicit6 et les multiplicateurs correspondants. 

Le point de croisement des coupures al ,  bl, c 2 et l, (voyez la figure 
de la page pr6c6dente) donne ainsi la relation 

~,(x--,,,)--ct,(i--n~) + 2m~n~i + n ~ ,  = o;  

le point de croisement des coupures a2, b2, c2, c a donne de m6me la 
relation 

et ainsi de suite. 
On obtiendra en tout, eomme aux pages 33 et 34, le syst~me des 

p relations suivantes 

olt l'on fait 
k ~ I ~ 2 ~ . . . ~ 2 )  
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en convenant que 
~ p + l  ~ Oo 

L'~limination de ~.~, ~ , . . . ,  ~ entre cos p relations fournira facilement 
l'6quation 

( :3)  + . - =  o, 
~'bt ?~ s q ~ k  ?lk, k = l  " ' "  

qu'il est int~ressant de rapprocher de l'~quation analogue relative a-ux 
int~grales de premiere espSce (voyez page 34, ~quation I3). 

_Remarque. I1 serait absurde de supposer ici les multiplicateurs m~ 
ct nk tous ~gaux h l'unit6, car, dans cette hypothSse, l'int~grale de troi- 
siSme esp~ce $(z ,  z0)avec un seul infini logarithmique n'existerait plus, 
comme il est bien connu par la thSorie des intggrales abSlienncs. 

Rela t ions  entre les modules  de ~driodicit~ de l ' int~grale $(z , Zo) et 
ceux d'~ene intdgrale de p r e m i e r e  esp~ce a u x  malt~pl icateurs inverses.  

D~signons, comme plus haut, par P.(z) une int~grale de premiSre 
cspSce d'une fonction aux multiplicateurs m~. et n~ inverses de mk ct nk, 
et appelons 

, , { k = l , ~ , . . . , p ~  

les modules de p~riodicit6 de cette int4grale relatifs aux coupures ak, bk, ch. 

L'int~grale 
J 

prise dans le sens positif sur le contour de la surface de Riemann /~.bct 
(voyez page 49) est nuUe; car, sur cette surface R.bo~, la fonction 

est r~gulidre et a tous ses r6sidus nuls. 
Si l'on appelle 2 un point du bord gauche d'une coupure et p le 

point situd en face de 2 sur le bord droit, les 516ments de l'int~grale J 
correspondant ~ ces deux points seront: 
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car les deux bords de la coupure sont parcourus en sens contraire par 
la variable d'int6gration. Comme, outre les deux bords des coupures 
a, ,  b~,ct, et l, le contour de 1~ surface R~¢~ comprend encore lu circon- 
f6rence infiniment petite a entourant le point z o et raccordant les deux 
bords de la coupure l, il faudra avoir soin de prendre l'int6grale J sur les 
deux bords de toutcs les coupures et sur la circonf6renee a. On a done 

J = ~ [9(,~)d$(,~ , So) - -  [2(p)d$(p , Zo)] 
k=l  

+ f[~(~)d~(~, So) - a(p)d~(p, So)]j 
b~ 

h=p 

+ ~ f[a(~)d~(~, So)-  a(p)d~,(p, Sol 
h = 2  ch 

+f[a(~)cl~(~, So)-  e(p)d~(p,  So)] + f~2(z)d~,(s, So); 
$ a 

les indices dont sont affect6s les signes d'int6gration signifiant que les 
premi6res int6grales sont prises le long des coupures marqu6es par l'in- 
dice et la derni6re le long de la petite circonf6rence a dans le sens de 
la fl6che. Cette derni6re int6grale est facile ~ calculer. En effet, dans 
l'int6rieur de eette circonf6rence a la fonction soumise ~ l'int6gration 

admet le pble simple z 0 avec le r6sidu 9(Zo) , car le facteur d$(z,Zo) 
dz 

admet ee p61e avee le r6sidu + I. On a done, puisque la circonf6- 
rence a est parcourue dans le sens n6gatif autour de So, 

ff 

Quant ~ l'int6grale affect6e de l'indice l 

f[~(~)d~(~, s0) - -  ~(p)d~,(p, s0)], 
1 

elle est nulle; car le long de la coupure l on a 

e(~) = e(p), d~(~, s0) = d~(p, So). 
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Enfin, la somme des (3P ~ ~) premi6res int6grales relatives aux eoupures 
a~, b~, c~,, qui figurent dans l'int6grale J de la page pr6c6dente, peut 
~tre d6duite de la somme des intdgrales analogues qui constituent l'int6- 
grale I envisag6e ,~ la page 36 , en rempla~ant dans cette derni~rc 
somme to(z) par ~(z,  z0). On en conclut, en r6p6tant la suite des trans- 
formations que l'on a fait subir k l'int6grale I aux pages 37 et suivantes, 
que l'int6grale J a pour valeur 

o - -  

k=p 

Cette int4grale J ~tant nulle, on a la relation 

k=p 

(24) k~l[A'k(n'~gk + ek+,) - -  mk'~'S,k ~.. - -  nkC~..(mka.k' ". ' + 03k) + n;,b';+,O3k] 

: 2 i (Zo), 

dont le preinier membre se ddduit du premier membre de la relation 
16 (page 4o) en remplagant dans cette relation les modules de p6riodicitd 
Ak, Bk, Ch de l'int~grale de premiSre espSce to(z) par les modules de 
p6riodicit5 ~k,O3k,~,  de l'int~grale de troisiSme esp~ee $ ( z , z o ) .  ]l 
faudra bien entendu faire 

Cx - ~  p+l --~ +1 ~ o .  

Quant [ la constante @, elle dolt ~tre consid6r6e comme 6gale b~ --2~rf 
qui est le module de p6riodicit6 de  ~(Z ,Zo)  sur la eoupure l, comme 
nous l'avons d6j[ dit k la page 5I. 

Cas s p e c i a l  o~t les m u l t i p l i c a t e u r s  mk et nk son t  c e u x  d ' u n e  
e x p o n e n t i e l l e  de la f o r m e  

Dans ee cas, comme nous l'avons vu plus haut (page 48), l'int6- 
grale la plus simple de troisi~me esp~ce d'une fonction aux multiplica- 
teurs sp~ciaux mk et nk est donn6e par la formule 

Zo, zl) = f 
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~,°,,(z) d6signant l'int6grale abdlienne de troisi6me csp6ce devenant infinie 
aux points z 0 ct z~ comme 

log ~ _ Zo 

~ 1  ~ • r 9 o P ct w,.,.(,~) 6t~nt la d6rivde do cette mtegrale. Lmtegrale ~(Z,Zo,Z~) cst 
partout finie saul aux points z o , z  ~ oh tile devient infinie comme 

E(z~) log(z - -  z~) - E(zo) l o g ( z -  z0)" 

Pour obtenir une surface sur laquelle rint6grale 

z0, z,) 
reste uniforme, nous suivrons encore la mdthode expos6e par C. NEUMA~ 
(1OC. cir. pages 220 et suivantes) et nous ajouterons aux coupures a,, b,, ca 

~ \ ,  !1/ 
. . . .  I :  --+ 
. . . .  7- q a, 

a 
o 

un lacct 1 A-m dont les deux bords sont infiniment rapproch6s et qui 
renferme deux petites ouverturcs circulaircs % et al entourant les points 
s 0 et zl. Nous supposerons de plus que ce lacet parte du point de 
croisement des coupures alibi, C2, comme le montre la figure; nous d6- 
signerons, avec C. Nnu~A~,  par R,bCz,~ la surface de Riemann ainsi d6- 
limit6e. 

L'int6grale de troisi6me csp6ce 

So, 

est rdguli6re sur cette surface R.~. ,:  elle poss6cle (3_P + i) modules de 
p6riodicit6 k savoir: 
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C t l , ~ I ~ . , . . . , ~ ,  lc long des coupures a , , a l , . . . , a p ,  
i 

~ 1 , ~ 2 , " ' , ~ p  le long des coupures b ~ , b ~ , . . . , b p ,  

~2,"',~p le long des coupures c ~ , . . . , c ~ ,  

e ,915  le long des coupures l ,  m. 

Les constantes ~ et 9V~ sont faciles ~ calculer. 

55 

En appelant a et b les 
deux points oh la circonf6rence a o entourant z 0 se raccorde avec les 
bords de la coupure l, on aura 

b 

= ~(b,  ~o, ~,) - ~ ( a ,  ~o, ~1) = f ~ ( ~ ) ~ : ~ . ( z ) d z ,  
a 

l'int6gration 6tant faite sur la circonf6rence e o dans le sens marqu6 par 
une fl6che. Comme, K l'int6rieur du cercle ~0, la fonction int6gr6e poss$de 
le pble z = z 0 avec le r6sidu - -E (zo )  , l'int6grale qui est prise autour 
de ce p61e dans le sens n6gatif a pour valeur 

= 2~ . iE(zo) .  

Quant ~ la constante ~ elle est 6gale ~ la diff6rence des valeurs de 
rint6grale ~(z ,  zo, z,) aux deux points 3 et a oh les deux bords de la 
coupure m se raccordent avec la cireonf6renee ~r o. (Voyez la figure de la 
page pr6c6dente.) 

= ~ , (~ ,  zo ,  z ,)  - -  ~ , (~ ,  Zo, ~1). 

D'autre part on a aussi, cn consid6rant les deux points fl et ~-oh les deux 
bords de la coupure 1 rencontrent cette circonf6rence al, 

= ~ ( r ,  ~o, ~ )  - ~ ( f l ,  ~o, ~);  
d'oh en retranchant 

v r c  - -  ~ = ¢ , (~  , Zo , z~) - -  ¢ ' ( r  , Zo , z~) + ¢ , ( f l  , Zo , z , )  - -  ¢ , (~  , Zo , z , ) .  

Or le second membre de cette relation n'est autre chose que l'int6grale 
$(z ,  zo, zl) prise sur la circonf6rence e~ clans le sens de la fl~che. Comme 
la fonction 

a, dans le cerclc a~, le seul pble z~ avec le r6sidu E ( z l ) ,  l'int6grale de 
cette fonction prise dans le sens n6gatif sur la circonf6rence a~ est 

- -  2 ~ E ( z ~ ) .  
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On obtient donc la relation 

d'ofi, d'apr6s la valeur trouv6e auparavant pour ~: 

~ = :~ ,~[E(~o)-  E(~,)]  

R e l a t i o n s  entre  les m o d u l e s  de p6r iodic i t6  de l ' in t6grale  ~ (z , z o , z~). 

La consid6ration des p points de croisement des eoupures donnera, 
eomme pour lmt%rale  de premmre esp&ce (page 34), les p relations 

o f f  

avec la convention que 

e I = 2 7 ~ : [ E ( ~ 0 )  - -  E(~Yl ) ] ,  e p +  1 = O, 

L'61imination de ~2, ~3, " ' ,  ~p entre ces p relations fournira l'gquation 

~=~ ~ k ( '  - -  *nk) - -  a1,.(i  - -  ~k) I 
(~5) ~ [ E ( ~ , ) -  E(~o)] + ~ ~ . - =  o ' 

k = l  " '  

analogue k la relation (23) de la page 5I. 

R e l a t i o n  en tre  les m o d u l e s  de p~r iodie i t6  de l ' ln t6grale  ~ ( z ,  zo, zl) 

et e e u x  d ' u n e  in t6grale  de p r e m i e r e  esp~ce .Q(z) 

a u x  mml t i p l l ea t eur s  inverses .  

En 6crivant que l'int6grale 

prise sur le contour de la surface de Riemann R.b.z~, est nulle, et trans- 
formant eette int6grale comme on l'a fait pour une int6grale du in ,me 
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genre ~ propos des int6grales de premi6re (pages 35 k 40) ou de troi- 
si6me esp6ee (pages 5I k 53), on obtiendra la relation 

(26) 
k=p 

Z [ . 4 ; ( , ; ~  + e,.+,) - -  , , ; B ; ~  - -  , ;  C;. (~; a~ + m,.) + ,;c;+,$,] 
---- 2 ~ r i [ ~ ( z , ) E ( z , ) - -  B(zo)E(zo) ]. 

Comme v6rification, supposons que les multiplicateurs m, et n~. de- 
viennent tous 6gaux ~ l'unit6, leurs inverses m~ et n~, deviendront aussi 
l'unit6, l'exponentielle E(z) se r6duira 6galement k l'unit6, enfin 9(z) et 
$(z ,z  0 , z~) deviendront des int~grales ab~liennes l'une de premi6re l'autre 
de troisi6me esp6ce. Comme, dans cette hypoth6se, les constantes ~ ,  
e~, e 3 , . . . ,  ~p et C',, C ~ , . . . ,  C~ deviennent nulles, les constantes ~p+~ 
et C~+~ 6rant nulles par convention, la relation (26) que nous venons de 
trouver se r6duit ~ la relation bien connue 

k=p 

Z ( A ; a . -  B;a,) = ~ [ n ( z , ) -  9(z0)] 
k - 1  

qui lie les modules de pSriodicit6 ~k, ~k, d'une int6grale ab61ienne de 
troisi6me esp6ee, aux modules de p6riodieit6 A; et B~ d'une int6grale 
ab61ienne de premi6re esp6ce 9(z). 

lntegrales de seconde espece. 

Soit ¢P(z) une fonction aux multiplicateurs m, et n, (k=  ~,:,...,2), 
rint6grale 

f ¢(~)d~ 

ser% de deuxi~me esl~ce si elle n'admet que des infinis alg~briques. D'apr6s 
eela, rint6grale de seconde esp~ce la plus simple qu'on puisse imaginer est 
eelle qui ne devient infinie qu'en un point z 0 et eela comme 

I 

Z ~ Z o " 

Une telle int~grale existe tonjours, quelle que soit la position du point 
Acta matl~m~t(ta, 18. Imprim/~ Io 9 a v t i l  1890. 8*  
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z 0, d condition que les multiplicateurs ne soient 1)as ceux d'une exponentielle 
de la forme 

E(z) = e -~'~'(~)+~':~(~)+' ' '+;' '° '( ')j 

non rdduite d une constante. 
Supposona d'abord que lea multiplicateurs ne aoient paa ceux d 'une 

exponentielle telle que E(z). Noua formerona alors, comme il suit, l'intd- 

grale de seconde esp~ce avec un seul pSle du premier  ordre de rdsidu -a t- i. 

Appelons, comme plus haut,  w(z) une int~grale abdlienne de pre- 

miSre eapSce et w'(z) la fonction algdbrique q u i  eat la d~riv~e de cette 

int5grale. Cette fonction alg~brique w'(z) devient nulle  ~ distance finie 

en ( : p -  2) points 

rl , r~, • • • , r:p-: 

li6s par  lea p relations bien connues 

j=2p- -2  

E w,(r  ) = 
j = l  

(k= 1,2,. . . ,p) 

Formona une fonction ¢ (z )  admettant  les mult ipl icateurs m, et n,,  

devenant infinie du premier ordre aux points 
* 

et infinie du second ordre en un point z 0 donn6 arbitrairement.  Cette 

fonction ~,(z) ayant  2p infinia, p u i a q u e  z 0 eompte pour deux, aura  auaai 
t 21) zeros qlle nous nommerona 

U ~  V~ / ~ l '  ]~2 ? ° ' ~  ~2p--'2" 

I)'apr~a at que noua avona vu dans la premiere partie, cette fonction 

¢(z)  aera 

. . . .  ] 
¢ (z) = Ce %'(~) +'%'(z) +,or,~,(,)+... + ~'~,-~, -,(') + ~ [,~,(z) lo~,,~ +,~<,) ~og ~+... + ,~,(,) log mp] 

lea z~roa 

et lea infinia 

Zo ~ Zo, T1 , T2, " "", T2p-2 
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6tant li6s par les p relations 

j=2,v--~ 

w,(,~)-w,(~o) + w.(v)-  ~,.(~o) + X [w,(fl~) -w.(r,)] 

= ~ ~og , , -  ~ [b,, log m, + b~, ~og,,~ + . .  + ~, ~og,,,~], 

oh 

Comme la somme 

k = i :~ 2 ~ . . . ~ .  

j=~p--2 
X w,(rj) 
j = l  
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--2wk(zo) + Gk + ~ l o g n k - - ~ [ b , k  logml--[-. . .-]--  b~,,~ log mp], 

oh 
k ~ i ~ 2,~ . . . ~ 9 .  

Ces relations montrent que, z 0 6tant donn6, on pourra choisir arbitraire- 
ment p z6ros 

~,  v,  fl~+l, t i p ÷ , , . . . ,  fl~p-: 

et d6terminer par ces relations les p z6ros restants: 

A,A , . . . , f l~ .  
On pourra toujours choisir les z6ros arbitraires 

~,  v,  tip+,, t i p + , , . . . ,  A~-, 
de telle fagon qu'aucun des z6ros restants 

A,A, . . . , f l~  
ne coincide avec le point z o. Alors la fonction ¢(z) 'deviendra effective- 
ment infinie du second ordre au point z 0. Si l'on consid~re lc produit 

¢(z)w'(~), 

est 6galc k la constante G~, les relations ci-dessus s'6crivent plus siml)lc- 
ment 

j ffi 2p - 2  

Wk(~) + Wk(V) + j~--1 Wk(flJ) 
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on voit qu'il ne devient plus infini en aucun des points T1, ~ '2 , . . . ,  T~-~ 

qui aont les z~ros de w'(z); ce produit devient infini du second ordre 
au point Zo; il devient aussi infini aux infinis de w'(z) et eela comme 
w'(z); enfin ce produit est, en ehaque point k l'infini, infiniment petit de 

z 
l'ordrc de ~ .  On pourra disposer du facteur constant C qui figure dans 

l'expression de ¢(z), de mani6re que le produit 

( ~ -  Zo)'¢(z)w'(~) 

tende vers - -  z quand z tend vera z o. Alors, dana le voisinage dc z = z o, 
on aura pour ¢(z)w'(z) un d6velop~ement de la forme 

' P° + Bo + C o ( Z - - z . ) +  , ¢(z)w'(~)  = (~--~o)' + ~--~----: "'" 

Po, Bo, C o , " "  6rant des conatantea dont la premi6re eat le r6sidu de 
¢(z)w'(z) au p61e z 0. D'apr6s toutes cea propri6t~s du produit ¢(z)w'(z), 
l'int6grale 

f¢(~)~'(~)d~ 

reste partout finie except6 au point z o oh elle devient infinie comme 

+ P0 l o g ( z -  Zo). 
Z - - -  Z o 

Puisque, par hypoth6se, lea multiplicateurs mk et n, ne sont pas ceux 
d'une exponentiellc E(z), il existe une int6grale de troiai6me esp6ce 

~(z, Zo) 
dont la d6riv6e admet les multiplicateura m~ et nk et qui devient infinie 
au point z o comme 

log (z ~ z o). 

Done la difference 

t(~, ~o) = f¢ (~ )w ' (~ )d~-  2'o~(~, ~o) 

deviendra infinie au seul point z 0 et eela comme 

I 

$ - -  '~o 
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Nous avons ainsi form6 l'int6grale de seconde esp6ce 

partout finie except6 au p61e z = z o de r6sidu + I, NOUS d6signons 
cette int~grale par la lettre t que RI~Ma~N et NEum~s  emploient pour 
d6signer l'int6grale ab61ienne de seconde esp6ce. Cela ne pourra pas 
amener de confusion car notre int6grale est appel6e t(z, Zo)et l'int6grale 
ab61ienne avee le pble simple z o est appel6e par N~.UMANs t,.(z). 

Cas special oct les mul t ip l i ca teurs  sont ceux  d 'une  exponentielle E (z). 

Dans ce eas on pourra toujours former comme pr6c~demment l ' in~- 
grale 

f ¢(z)w'(z)dz 
qui devient infinie au seul point z o eomme 

I"-"L+ Po l o g ( z -  zo); 

mais alors il n'existe plus d'int6grale de troisi6me esp6ee ~(z,  zo) deve- 
nant infinie en un seul point z o comme l o g ( z -  Zo). On ne peut donc 
plus former l'int6grale t(z, zo) comme clans le cas g6n6ral qui pr6c6de. 
Dans le cas actuel cette int~grale n'existe plus: la constante P o n e  peut 
gtre nulle que pour des positions particuli6res du point z o. En effet, clans 
le cas pr6sent, la fonction 

¢(~)w'(~) 
E(z) 

est une fonction alg~brique devenant k l'infini infinlment petite de l'ordre 

de z~; et l'on sait que la somme de tous les r6sidus d'une pareille fonc- 

tion alg6brique est nulle. Or le seul pble de cette fonction, ayant un 
r6sidu diff6rent de z6ro, est le point Zo: dans le voisinage de ce point on a 

I Po + B o +  , ¢(z)w'(z) = (~-~o)' + ~ - ~ - - ~  " ' "  

I ~ e~[;qwl(z)+;qw~(~)+...+art~r(,)] 
E(~) 

I z(Z--Zo) . . . . .  ; 
"= E(~o) + ~(~.~ tA, w,~z0; + ~,w;(z0) + . . .  + ~%(zo)] + . . . .  
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Si l'on forme le produit 

P. Appell. 

I ¢(~)~'(~).~(~) 

et si l'on 6crit que dans ce produit, le r6sidu, c'est K dire le coefficient 

de - - ,  est nul, on a la relation 
Z - -  Z o 

( 2 7 )  P o  = 2 [ ~ ' w ; ( z 0 )  " ~  ~ 2 w ; ( z 0 )  -~" " ' "  + ~pwp(Z'0)]  

qui montre que P0 n'cst nul que pour des positions exceptionndles du 
point z o. 

Ainsi, dans le cas sp6cial dont nous nous occupons ici, il n'existe 
pas d'int6grale de deuxi6me esp6ce devenant infinie cn un point arbi- 

i 
traire z o et cela comme - - .  Une telle int6grale ne peut exister que 

Z - -  Z o 

pour des positions exceptionnelles du point z 0 v6rifiant l'6quation 

,~,w;(zo) + ~w;(zo) + . . .  + ~w'~(Zo) = o. 

Mais, quel que soit zo, il existe alors une int~grale 

~(~, ~o) =f¢(~)w'(~)d~ 
devenant infinie au seul point z 0 et cela comme 

' + Po log(~-- Zo), 
z - -  z o 

Po ayant la valeur (27) ci-dessus. Cette int6grale r(z, Zo) est, d'apr6s 
notre classification, de troisi6me esp6ce; elle peut aussi gtre formde de la 
fa(;on suivante. Si l'on appelle, avec NEUMAN~, 

t,.(z) 
l'int~grale abdlicnne de seconde csp~ce admettant lc scul pSle z o au pre- 
mier dcgr~ et avec le r~sidu ~ I, on aura 

I r(z, Zo) = F~(~o)f E(z)dt,.(z). 

En effet la fonction sous lc signe f 
E(z) ~t~ (z) 
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est une fonction aux multiplicateurs sp6ciaux mk et nk: dans le voisinage 
du point s o on a, en appelant /i~'(z) la d6riv6e de /i~(z), 

= + + . . . ,  

dt,o(Z) = 
dz 

! 

( ,_~0), + % + ~ ( z - -  Zo) + . . . ;  

d'ofi, en multipliant membre k membre, puis divisant par E(zo) , 

L'int6grale 

E(z) d t , . ( z )=  I E'(zo) I 
E(Zo) d~ (~-- 'o) '  E(~.) (~-- ~o) 

I 

 (Zo) ) 

. . . .  

devient done infinie au seul point z o et cela comme 

Z - -  Z 0 
- -  + ~o log (z - -  Zo), 

car la constante appel6e /)o est pr6cis6ment 

_ E ' ( ~ ° )  

E(zo) " 

Cette int6grale est, par suite, 6gaie k r(z ,  zo), ou n'en diffSre que par 
une somme d'int6grales de premiSre esp~ce. 

Puisque, dans ce cas sp6eial off les multiplicateurs sont ceux de 
l'exponentielle E(z) ,  il n'existe pas d'int6grale de deuxi~me espSce avec 
un seul pble du premier ordre, l 'int6grale de deuxiSme esp~ce la plus 
simple aura  au moins deux p61es du premier ordre z 0 et z 1. Pour la 
former, appelons r (z ,  zl) l 'int6grale qui devient infinie au seul point z~ 
comme 

I 
- - "  + / ) 1  l o g ( z -  z,), 
Z - -  Z I 

/ 

P1 = 2[~,w',(Zl) + ~2w;(z,) + . . .  + ~pw;(z,)], 

et consid6rons rexpression 

t(z , Zo, z,) ---- PiE(zo)r(z , Z o ) -  PoE(z l ) r (z ,  zl) + PoP,$(z  , Zo, z,) 



64 P. Appell. 

oh $ (z ,  zo, z~) est l 'int6grale de troisiSme 
points z 0 et z~ comme 

esp6ce devenant infinie aux 

~(,1) log(, - -  , . ) -  E(~0) log(~ - -  ,0). 

Cette int6grale t ( z ,  Zo, z~) n'a p lus  d'infinis logarithmiques: en 
point z o elle devient infinie eomme 

effet au 

+ ,o+(+- +o>]- ,o++ I+-+o> 

e'est h dire, en r6duisant, comme 

P,E(z+). 
Z - -  Z o 

de mgme au point z 1 elle devient infinie comme 

I - PoE(+,)[:-:-~+, + P, tog(+--  +,)] + +P0+P,.E(+,)tog(++-- +,,) 

e'est k dire comme 
_ P o E ( Z , )  

Z - -  Z 1 

Remarque.  Si l 'on suppose que, dans l 'exponentielle 

E ( z ) = e - 2~,'~,(') + ~'~,(~) +''' + ~''~'(~)1 

toutes les constantes 21 , 22 , . . . ,  2p sont nulles, cette exponentielle se rgduit 
k l 'unit6 et t o u s l e s  multiplicateurs m+ et n, (k = I ,  2 , . . . , p )  devien. 
nent aussi dgaux k l'unit6. Alors la constante Po est nulle quel que 
soit z o et l ' int6grale r(z,  zo) se r6duit ~ l ' int6grale ab61ienne de seeonde 
esp~ce t,°(z). 

Modules de p~riodlcit~ d'une lntJgrale de de~xi&me esp~ce. 

:Nous venons de voir que, dans le cas g6n6ral oh les multiplieateurs 
m, et n+ ne sont pas ceux d'une exponentielle E ( z ) ,  il existe une int6, 
grale de deuxi6me esp~ce 
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partout flnie except6 au point z o qui est un pble simple de r6sidu + I. 
Cette int6grale est r6guli6re sur la surface B.b~ de RIElVIANN: elle poss6de, 
eomme une int6grale de premi6re esp6ce, (3P--I)modules de p6riodicit6 
h savoir: 

le long de la coupure a, le module de p6riodicit6 dI;, 

le long de la coupure b, le module de p6riodicit6 ~B~, 

le long de la coupure ch le module de p6riodicit6 ~ .  

( k = l ,  2, ..., p) 

(h = 2, 3p . . ,  p) 

Cela signifie que l'on a: 

le long de a,: 

le long de bk: 

le long de ch: 

t (2 , Zo) - -  m , t ( p  , 'zo) = 5t'~, 

t ( a ,  ~o) - n , t ( p  , ~°) = ~ ; ,  

t(,~, Z o ) -  t ( p  , zo) -~ e'h. 

( k = l ~ 2 , . . . , p )  

(h=~,8~. . . ,p)  

R e l a t i o n s  e n t r e  ees  m o d u l e s .  

La consid6ration des points de croisement des coupures fournira entre 
ces modules de p6riodicit6 des relations identiques k celles qui ont 6t6 
6tablies pour les modules de p6riodicit6 des int6grales de premi6re esp6ce. 
(Pages 33 et 34.) 

L'on obtient ainsi les ~ relations 

(~8) 

oh 
k - - - -  i ~ 2 ~ . , . ~  

et oh l'on convient de remplacer ~ e~ ~+1 par z6ro. 
i t  • • * i i t De ces relations l'on d6duit par lehmmahon de ~2, ~3, . . . ,  ~ 

l'6quation 

Z ~ 0 .  
k = l  t / ~ t  ~Y/~S " " " Trtk ~bk 

, Aeta mathemal~a. 13. lmprim6 le 19 avri l  1590. 9* 
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R e l a t i o n s  e n t r e  les  m o d u l e s  de  p $ r i o d i e t t ~  de  l ' in t~g~ 'a le  d e  s e e o n d e  

e sp~ee  t ( z ,  Zo) et  ceu~c d ' u n e  i n t ~ g r a l e  d e  p ~ ' e m i ~ r e  e sp~ee  auae 

m u l t i p l i c a t e u r s  i n v e r s e s .  

Soit, comme plus haut, ~2(z), une int6grale de premi6re espSce aux 
multiplicateurs m~ et n~ inverses de m, et n~, admettant les modules de 

I t t p6riodicit6 Ak, Bk, C~. 
L'int6grale 

I' - -  f g.(z)dt(~ , ~o) 
~ a b c  

prise dans le sens positif sur le contour de la surface de Riemann /~ab, 
est 6gale k 

- ~ e ( ~ o ) ,  

en d6signant par i f ( z )  la d6riv6e de J2(z)par rapport ~ z. 
sur la surface /tab ~ la fonction 

dt(z ,  Zo) 

En effet, 

k 

est unif0rme et rdguli6re: elle admet le p61e z 0 et, dans le voisinage de 
ce point, on a 

~(~)  = ~(~o) + ( ~ -  ~0)~'(~0) + . . . ,  

dt(z , Zo) __ I 
dz (z--zo) '  "~- a -~- b (z ~ Zo) -~- . . .  ; 

done, dans le produit 9 ( z )  dr(z" Zo) dz , le r6sidu relatif au p61e z o est 

- -  ~(~o). 

Ce produit a d'autres pbles aux points de ramification mais leurs r6sidus 
sont tous nuls; de plus il est ~ l'infini infiniment petit de l'ordre de 
i 
~. Done l'int~grale T prise dans le sens positif sur le contour de la 

surface Rab~ est 4gale ~ la valeur de cette mdme int4grale prise dans le 



m~me 

dire k 
sens sur 
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une petite eireonf6rence entourant le point z0, c'est k 

- -  2 ~ g ( Z o ) ,  

eomme nous ravions annonc6. 
D'autre part l'int6grale I '  se transformera exactement comme l'int& 

grale I que nous avons trait6e aux pages 35 et suivantes; et l'on trou- 
vera que cette int6grale est 6gale k 

kffip 

X [~i( . i~i  + ei+d - -  m'~Biai - -  ,~;Ci(mieti + ~i) + n i c L ~ i ] .  
k=l 

On a done la relation 

k=p 

(29) X=~[Ai(nigi + eZ~)--m'~Bie~i--ni6i(m'~ai + g'~) + niCi+,g;] 

= - -  2~ria'(Zo) 
avec la convention 

c' c' e '  e~ 
1 ~ p + ,  ~ "  I ~ +1 ~--- O.  

C a s  s p e c i a l  o~e les  m u l t i p l i c a t e u r s  mk et  nk s o n t  e e u x  d ' u n e  

e x p o n e n t i e l l e  E ( z ). 

Dans ce cas l'int6grale de seconde esp~ce t (z ' ,  zo) avec nn seul pble 
simple z 0 n'existe plus. I1 faut la remplaeer par l'int6grale appel~e 
t ( z ,  z o , z~) d6finie par l'6quation (page 63) 

t(z  , z o , z,)  = P 1 E ( z o ) r ( z  , Zo) - P o E ( z l ) r ( z  , zi) + P o P , ~ ( z  , zo , zl), 

ou encore, d'apr6s les expressions des int6grales 

~(~, ~o), ~(~, ~,), ~(z, ~0, ~,), 

t(,, Zo, z~) = P~f E(z)dt,o(z)- Pof .E(z)dt,,(z) + PoP~ f E(z)d~,,,,,(z). 

Les constantes Po et /)1 ont les valeurs 

Po = 2[~wi(zo) + ~wi(zo) + . . .  + ~ w ; ( z 0 ) ] ,  

-PI  = 2 [ ~ l W t l ( Z l )  + ~2W2(Z1)  + " ' "  + ~pW;(2¢1)]"  
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Cette int6grale de seconde esp6ce est, comme route int6grale de seconde 
esp6ce, uniforme et r6guli6re sur la surface R~¢ de Riemann; elle admet 
les deux p61es simples z 0 et z~ avec los r6sidus respectifs 

PlE( 0), - -  

Appelons encore ~I~, $3~, ~ les modules de p6riodicit6 de cette int6grale 
r~=~': ..... P~ Ces modules sont t(z, Zo, zl) le long des coupures ak, bk, ch ~h-2.3 ..... pj. 

li6s entre eux par.les p relations 

oh 

et 

k =  i ~ 2 , . . . , ~ o ,  

e ;  = e ; + l  = o.  

Enfin, ces modules de p6riodicit6 Ct~, ~ ,  ~ sont li6s aux modules de 
p6riodicit6 A'k, B'k, C~ d'une int6grale de premiere esp~ce ~(z), aux 
multiplicateurs inverses, par la relation 

k=p 

k=l  

----- 2 7 ~ [ ~ g o E ( z l ) J ~ ( Z l )  - -  A D 1 E ( Z o ) g ( Z o ) ] ,  

que l'on obtient par la consid6ration de l'int6grale 

1{abe 

prise dans le sens positif sur le contour de 18 surface R~bo de Riemann. 

For~nule de ddeamposition d'une fonetion ~ mu~tiplieateurs 
en ~Idments sOnples. 

De m~me que, par la formule de RIE~[_~I~I~-R0cH ( J o u r n a l  de 
Cre l l e ,  t. 84, pag. 294 , et C. NEI~MAm~ 1OC. cir. page 258), toute fone- 
tion rationnelle de s et z, c'est k dire toute fonction r6guli~re sur la 
surface R de Riemann, peut s'6crire sous la forme d'une somme d'int6- 
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grales ab41iennes de seconde esp4ee, de faTon que les pSles et les parties 
principales correspondantes se trouvent en 4vidence; de m~me toute fonc- 
tion ~ multiplicateurs peut s'~crire sous la forme d'une somme d'int~- 
grales de fonetions ~ multiplicateurs de premiere et seconde esp~ce, de 
fa?on ~ mettre en 6vidence les pbles et les parties principales corres- 
pondantes. Cette formule que nous allons (itablir remplace avantageuse- 
ment la formule donn~e par M. AP•ELL ( J o u r n a l  de m a t h ~ m a t i q u e s  
pures  et  a p p l i q u 4 e s ,  publi6 par M. RESAL, t. 9 (I883), page II). 
La formule de M. APPELL pr6sente cet inconvenient que l'5l~ment simple 
devient infini en ( p -  I) points dtrangers ~ la question, tandis que notre 

\ 

~l~ment ne devient infini qu'en un point. 
Soit (P(z) une fonetion admettant les raultiplicateurs mk et nk 

(k = i ,  2 , . . . , p )  non spdciaux c'est ~ dire ne pouvant pas ~tre iden- 
tifi~s avee ceux d'une exponentielle E(z) ;  cette fonction est r~guli~re sur 
la surface R.b de Riemann et admet sur cette surface un certain hombre 
q de pbles 

Z 1 ,  Z 2 ,  . . . ~  Zq 

que nous supposons d'abord simples et distincts des points de ramification: 
soient 

R1, R ~ , . . . , R ~  

les r~sidus relatifs ~ ces pSles. Consid~rons la difference 

A = ~ ( ~ ) _  R,t(~,  z~) - ~ t ( ~ ,  ~ ) - . . . -  R~t(~, ~), 

oh t (z ,  z.) d6signe, comme plus haut, l'int~grale de seeonde esp~ce, d'une 
fonction aux multiplicateurs donn6s, qui devient infinie au seul point 

z. et cela comme . Cette difference A est uniforme sur la surface 
Z ~ Z~ 

R.b~ de l~iemann, car chacun de ses termes rest; elle demeure sur cette 
surface partout finie, car dans le voisinage du point z = z~ par exemple 
on a par hypothSse 

¢(z)  - R, + ~0 + ~ ( z - - z , ) + . . .  
Z - -  Z 1 

et 

Rlt(z , zl ) ' R, 
--g--Z1 + flo + ill(Z--zl) + . . . ,  



70 P. Appell. 

ee qui montre que la diff6rence A reste finie pour z = z~; enfin la 
d6riv6e de A par rapport ~ z est r6guli6re sur R,b et admet les multi- 
plicateurs mk et nk, puisqu'il e n e s t  ainsi de la d6riv6e de chacun des 
termes de A.  Cette diff6rence A est donc l'int6grale d'une fonction 
multiplicateurs et, comme elle est ?artout finie, c'est une int6grale de 19re. 
mi8re esp~ce: elle peut, par cons6quent, se mettre sous la forme 

~,,o,(,) + s,,,,(,) + . . .  + ~_1,0~_,(4 + c,,, 

S~,/z, ,  . . . , / ~ _ ~  6tant des constantes, eo,(z),eo,(z),.. . ,eo,_~(z) les ( p - - l )  
int6grales de premi6re esp6ce lin6airement ind6pendantes. En 6galant A 

cette derni6re expression, on obtient la formule cherch6e 

(30) ~(Z)  = l~lt(Z , '~'1) -~ l~ , t ( z ,  Z,9) + , , ,  + l~qt(Z1~ ~q) 

+ s~,o,(~) + z,,o,(z) + . . .  + z~_~,o~_~(~) + c',,  

enti6rement analogue ~ la formule de RIEMA~-Rocm (Voyez C. Ns.v- 
m ~ ,  loc. cit. page 258. ) 

Pour 6tablir cette formule, nous avons suppos6 les pbles z~,z 2,...,z~ 
du premier ordre: si l'un de ces p61es, par exemple z~, 6tait d'ordre n, 
il faudrait remplacer l'616ment 

l~,t(z,  z,) 

par une expression de la forme 

Rl ( z ,  z,) + 1~'1 u(È" ~') ,, ~'t(~, z,) 
" '"  n--1 ' 

comme il arrive dans routes les formules de ce genre. Nous avons aussi 
suppos6 les points zl, z 2 , . . .  , zg distincts des points de ramification. I1 
serait trop long d'indiquer les modifications bien simples que devrait 
subir la formule, si certains des pbles z l , z ~ , . . . ,  zq coincidaient avec des 
points de ramification; ces modifications sont identiques ~ celles qui se 
pr6sentent dans des conditions analogues pour les fonctions alg6briques 
et les int6grales ab61iennes de seconde esp~ce. (Voyez une Note de M. 
GOURSAT Sur la tMorie des int~grales ab~liennes, Comptes  r e n d u s  des 
s6ances  de l ' A c a d 6 m i e  de Par i s ,  t. 97, page 1281.) 

On peut, comme v6rification, d6duire de cette formule de d6composi- 
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tion, les ( p - - i )  relations qui lient les r6sidus R1, R ~ , . . . ,  R~ 
pbles correspondants z,, z , , . . . ,  zq, relations que nous avons 
directement (page 28).  Pour cela, d6signons par 

a , , ,  . . . . . . .  , 

l r ~  2 r ~  . . . . . . .  ~ p r ~  

¢, e, e; 2 r  , 3 r  ~ " " " , r 

les modules de p6riodicit6 de l'intSgrale t ( z , z ~ ) ,  

et par 

f = I ~ 2 ~ . . . ~ ;  

71 

et les 
6tablies 

oh 
k =  1 ~ 2 ~ . . . , p ~  h = 2 ~ 3 , . . . ~ p .  

Soit, comme dans tout le eours de ce travail, 9(z) une int6grale 
de premi6re esp6ce d'une fonction aux multiplicateurs m~, et n~, inverses 
de mk et nk, et soient 

t t t [ k ~ l , 2  . . . . .  p ~  
Ak , BE , C'h ~,hfs, s ..... ~/ 

A l j  ~ A~j  ~ . . . . . . .  , A r j  ~ 

B I j  , B v  , . . . . . . .  , Bpj  , 

C, j  , Osj , . . . , Ovs , 

les modules de p6riodicit6 de l'int6grale de premiere esp~ce eo~(z), 

j =  x,  2 , . . . , ( p - -  i). 

Comme les modules de p6riodieit6 de la fonetion #(z)sont n u l s ,  puisque 
¢(z) 'est une fonetion ~ multiplicateurs, la formule de d6eomposition 
6tablie pr6e6demment (page 7 o) donnera imm6diatement les ( $ P - - I )  
relations 

/~1~1 + /~ , a~  + . . .  + / ~ ; q  +/~lAkl +/~A,~ + ...+/~_lAk,~_l = o, 

(3~) R,~;, + R , ~  + ... + R ~ q  +/~B~ + Z~B~, + ... + ~_,B~,~_~ = o, 

R,e~, + i~ei~ + . . .  + i ~  + z~c~, + z~ c',,~ + . . .  + ~_~c,,~_, = o, 
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les modules de p~riodicitg de cette int~grale. La relation qui lie les 
modules de ptriodicit~ des deux int~grales de premiere esp~ce 

o+(~), ~(~) 

aux multiplieateurs inverses est, comme nous l'avons vu (page 4o) 

k=p 

Z[A;(niB,+ + Q+,.j) - -  miB;a,j--n;q(miA,+ + B,~) + n ; E , ~ B . j ]  = o.  
k = l  

ou, en ordonnant eette relation par rapport ~ Ak~, Bk~, Q+~,j et ehangeant 
les signes 

k~jo 

(32) Z[A~j(m'kB'k n t- m'~n'~C;) 

oh 

" v I ! I 

C I , j  ------ ~p-] - l , j  ---- C~ = ~; . ] .1  = O .  

En faisant suceessivement 

j = I , 2 , . . . ,  ( ~ 9 - -  I )  

on obtiendra ( p -  I) relations de eette forme. De m6me la relation 
qui lie les modules de p6rodieit6 de l'int6grale de deuxi~me esp@e 
t ( z , z~)  et de l'int6grale de premi6re esp6ee L2(z) aux multiplieateurs 
inverses (page 67) peut s'6erire, si on l'ordonne par rapport aux modules 
de p6riodieit6 de t ( z ,  z~) et si on change les signes 

k=p 

(33)  [a~(mkBk + m~kO;) + &(~kC~--~A~ '~k ~+O ~+,,,--~j 

oh 
e ;  - -  e ; + l  = 

En faisant sueeessivement 

C'1 --- C' p + l  ~ O .  

on obtiendra q relations de eette forme. Cela pos~, multiplions eette 
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derni~re relation (33) par /~ et la relation pr6c6dente (32) par /~j et 
raisons la somme des q q - p - - I  relations ainsi obtenues 

( r ~  i ,  2 , . . . , q ; j ~  i ,  2 , . . . , p - - i ) .  

l)ans cette somme, le premier membre est nul, en vertu des relations 
qui expriment que les modules de p6riodicit6 de ¢(z) sont nuls (cq. 3I, 
page 7I), et il reste 

ce qui est la relation 6tablie directement (page 28) entre les pbles et los 
r6sidus d'une fonction ~ multiplicateurs. Cette relation, comme nous 
l'avons vu, se d6compose en ( p - - i )  relations distinctes. 

Cas sp~chd o~t les mul t ip l i ca teurs  sont ceux d 'ane  expo~wntielle 
de la for~ne 

E(z) ----- e -~p''~'(~) + ~(~) +'''+ ~'~'(~)]. 

Dans ce cas, la formule de d6composition que nous avons 6tablie 
ci-dessus n'est plus applicable, car l'int6grale de seconde esp~ce t (z ,  Zo) 
avec un seul infini simple n'existe plus. On pourrait alors 6tablir une 
autre formule de d6composition en 616ments simples, cn prcnant pour 616- 
ment l'int6grale de seconde esp6ce t (z ,  Zo, z~) avcc dcux infinis simples 
qui devient infinie en ces deux points comme 

On aurait ainsi la formule 

P,E(zo) PoE(z~) ~ 
z ~ z o z ~ z I 

~(z) =~=q-lx PqE(zr)R" t(z , Z r , Zq) + /LI(/)I(Z ) -~- /A~2(/.)2 (Z) + . . . - - [ -  / ~ l ) ( l ) p (Z )  - ~  C re, 

Pq d6s]gnant la constante z[ilw;(z,~) + 22w;(zq) -k . . .  q- 2;w;,(G)], (/)l(Z), 
w ~ ( z ) , . . . ,  e%(z) les int6grales de prcmi6re esp6ce qui sont actuellement 
au hombre de/9. 

1 Voir  page 63. 
Acta mathematica. 15. Imprim4 le 19 avril 1890. 10" 
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Mais il est bien plus simple de remarquer  qu'une fonction aux 
multiplic,qteurs sp6ciaux m, et ~ est de la forme 

= 

R(s,  z) ddsignant une fonction rationnelle de s et z, et d 'appliquer en- 
suite ~ cette fonction rationnelle R(s, z) la formule de RIEMANN-ROCH, 
eomme le fait M. AprEIm. ( , l o u r n a l  de m a t h 6 m a t i q u e s ,  publi6 par 

M. RESAL, annSe ~883, page I3, N ° 7.) 

Expres.~io~ la plus g~ndrale d'~t~e int~grale de t"onctio~s 
~t multiplieateurs. 

On (]6montre sans peine, comme on le fait pour les int6grales abd- 
liennes, que route int6gra.le de fonction h, multiplieateurs est une somme 
dmtegrales  de premiere espece, ' . . . . . .  '" ' ' d mtegrales de trolmeme espeee, d'intd- 
grales de seconde espeee et de demvee~ de ces derniSres par rapport  au 
I)aram&re. C'est ce qui rdsulte de ce fait, qu'en retranchant,  d'une int6- 
grale de fonetion ~ multiplicateurs, des int6grales convenaMes de troisiSme 
espSce et de ,¢c~conde eSl)~,ce et des (]~,rivd~es de ees dernidres par rapport  
au paramStre, on am~nera la diffdrence ~ rester partout fi~Tie. 
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T r o i s i ~ m e  p a t t i e .  

D~ivoloppomonts des fonctions ab~lionnes on s~!ries 
trigonom~triques. 

Pour montrer, par un exemple simple, comment les int6grales de 
fonctions ~ mult ipl icateurs s'introduisent dans le probl6me du d6veloppe- 
ment des fonctions ab61iennes en s6ries trigonom6triques, nous traiterons 
d'abord un exemple relat if  aux fonctions elliptiques qui fera bien saisir 
l 'esprit de la m6thode. 

Consid6rons le relation alg6brique 

,i !I 

II L...~ ..... 
i !  
, I ~ ~  
t !  
" ~ 
ii . . . .~ . . . . .  .~. . . . .  , . . . . .  "-~- . . . .  -~- . . . . . .  1~' 

oh nous supposons k rdel et plus petit que l'unitd. La surface de Riemann 
correspondante poss6de deux feuillets et quatre points de ramification 

I i situ6s sur l 'axe des quantit6s r~elles Ox. On passe 
+ I ' - - I ' + k '  k 



76 P. Appell. 

d'un des feuillets £ l'autre en traversant l'une ou l'autre des lignes de 

passage ( (lbergangslinien) 

p t  I I 
+ i ,  P ,  , - - I ;  + ~ ,  Q, Q ' , - -~ .  

On transformera cette surface de Riemann en une surface Rab simple- 
ment connexe ~ l'aide des coupures a e t  b, comme le montre la figure. 
Le point de croisement des deux coupures est b~ l'origine O qui appartient 
au bord droit de la coupure a e t  au bord gauche de la coupure b. 
Enfin nous supposerons que, dans le feuillet sup6rieur, la wdeur de s 

est positive pour z = o. 
L'int6grale elliptique de premiere esp&ce 

w ( z )  = = ~/( ,  - ~ ' ) ( ,  - -  k ' , ' )  

0 0 

est uniforme sur la surface de Riemann Rab figur6e ~ la page pr6c6dente. 

Le long de la coupure a, on a 

w ( 2 ) - - w ( p )  = 4K 

et le long de la coupure b 

w(,~) - -  w(p) = 2ig' ,  

K et K'  ayant la signification que leur donne JACOBI et les lettres 2 ,p  
d6signant Comme toujours deux points situ~s ell face l'un de l'autre sur 
les deux bords d'une coupure, 2 sur le bord gauche et p sur le bord 
droit. En effet, si Yon d(%igne par o ,  a , /~ ,  ~" les sommets des quatre 
angles form6s par les bords des coupures a e t  b e n  leur point de croise- 
ment, la valeur constante de la diff6rence w ( , ~ ) - - w ( p ) l e  long de la 
coupure a est 6gale en particulier ~ W(T ) - - w ( o ) ,  c'est b~ dire k l'int6- 
grale w(z) prise le long du bord gauche de la coupure b depuis le point 
o jusqu'au point ~-, ce qui donne bien 4K; de m~me la valeur constante 
de w ( 2 ) -  w(p) le long de la coupure be s t  6gale en particulier 

= - - w ( o ) ]  
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et la quantit6 entre crochets est l'int6grale prise de O en a sur le contour 
I 

L qui contourne les deux points A- I ct A-~ dana le scns positif, int6- 

grale 6gale ~ - - 2 i K ' .  
En vue de ce qui suit, calculons les valeurs de l'int6grale w ( z ) a u x  

points ~ l'infini dans les deux feuillets que nous d6signcrons par ]0 e t j l ,  
le point 2"0 6rant ~ l'infini dans le fcuillet supdrieur ct jl  dans lc feuillet 
inf6rieur. Pour cela remarquons que le long de l'axe Ox des quantit6s 
r6elles on a, pour s, la suite des valeurs suivantes: 

feuillet sup6rieur: 

entre o et -[- I, s >  o, 

I s 
entre I et - [ -~ ,  ~ < o ,  

I 
entre ~ et ~-¢x~, s > o ;  

feuillet inf6rieur: 

entre o et -{- I, s < o ,  

I 8 
entre I et -{-~, ~ > o ,  

I 
entre ~ et -1-0,9, s < o .  

Les raisonnements qui conduisent ~ ces signes sont bien connus: ils sont 
d6taill6s plus loin ~ l'occasion d'une question analogue, ~ la page 88. 

D'apr6s cela l'on a pour l'intdgrale w ( z ) l e s  valeurs suivantes aux 
I 

points ~- I et q-~:  

w(i )  = K ,  (') w ~ = K - -  iK', 

car, pour aller le long de l'axe des x de l'origine au point k '  il faut 

partir du point -Jr- I suivre l'axe dans le feuillet inf6rieur de fa~on 
I 

passer sous la coupure b. Si maintenant ~ partir du point -I-~ on 
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s'6loigne k l'infini le long de l'axe Ox, on aura si l'on s'41oigne dans le 
feuillet sup6rieur 

(i) 
W(]o) = w ~ + 

T 
1 

s 6tant pris positivement, et si on s elo~gne dans le feuillet inf~rieur 

oo 

w ( j ~ ) - - w  ~ + T '  

1 

s 6 t a n g  noatif .  O r  o n  a 

+® 

f dz ---=- K; 
+ q(, - ~')(t - k~ ') " 

1 

les formules pr6c6dentes donneront done 

W ( J o )  - -  2 K - -  i K ' ,  w ( j , )  = - -  i h " .  

Ces pr61iminaires 6tant pos6s, raisons 

g 

~ = w(~) = / ~ /  ~° 
(, - ~')(~ - k'--~ 'T'  

0 

d'oh par l'inversion 
Z --~ SnU~ 

la fonction snu admettant los deux p6riodes 4K et 2iK'. Lorsque u 
var ie 'par  valeurs r6elles de o k 4 K, la variable z d6crit sur la surface 
Rab de Riemann un therein C compos6 de la portion o ,  + I de l'axe 
des quantit6s r6cllcs Ox dans le feuillet supdrieur, de la portion -F I, - - I  

de ce m6me axe dans le feuillet inf~rieur, enfin de la portion - - i ,  o 
de ce mSme axe dans le feuillet sup6rieur. La fonction p6riodique snu 
cst done pour ces valeurs de u d6veloppable en une s6rie de Fourier de 

la forme 

z =  s n u =  ~. l)~e "Tff 
y =  - -  zt~ 
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avec 
4 K  

p ~  - -  ze ~ du, 

0 

l'intdgration 6tant faite par un <.heroin rdel ou un chemin infiniment 
voisin. Pour 5v'duer cette int6grale ddfinie, faisons-y le changcment de 
variable 

dz 
u = w ( z ) ,  d . ,  = - ; 

,g 

n o u s  a u r o n s  

(34) 
i fzdz-. .~, , ,(:)  

C 

l'indice C rappelant que la variable z dolt pareourir, sur la surface de 
Riemann R,,b, lc chemin appet6 ff et d6fini k la page p%cddcnte, ou un 
chemin infiniment voisin comme cclui que nous figurons ici ct qui va, 
du point O au point 7, apr6s avoir contourn6 los deux points + I , -  
en s'6cartant infinimcnt peu de l'axe Ox. 

| t 

Dans l'intdgrale (34) qui donne p,, la fonction sous le signe d'int6- 
gration 

Z -- ~ ,e(z) 
= e  

8 

cst une fonction h multiplicateurs, rdguli~re sur la surface de Riemann R.b. 
Comme l'int6grale w(z) admct le long des coupures a ct b les modules 
de p~riodicit6 4K et 2iK', la fonction 4~(z) admet lc long de ces mdmes 
coupures les multiplicatcurs 

9}'~ 1 ~ I~ ~ I  ~---q--~ 
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e'est k dire que cette fonction v6rifie les relations: 

le long de la eoupure a,  ¢ ( 2 ) =  ¢(p), 

en faisant, eomme il est d'usage, 

q ~ e  

Cette fonetion h multiplieateurs $(z)  rentre dans le eas sp6eial 
examin6 ~ ia page 14, ear ses multiplieateurs sont eeux de l 'exponen- 
tielle 

PT:i 
. . . .  U'(Z) 

2 K  
e 

L'int6grale 
z v ~ l  

( 
~ ( z ) =  v W e  = ,,, ¢(z),z~, 

0 0 

est done une intdgrale de fonetion k multiplieateurs. C'est une int6grale 
de troisi&ne esp(~ee admettant  pour points critiques logarithmiques les 
deux points J0 et Jl situ6s h l'infini dans les deux feuillets. En effet, 
dans le voisinage du point J0, e'est h. dire pour des valeurs de z apparte- 
nant au feuillet supfrieur et dont le module surpasse un nombre suffi- 
samment grand, on a 

Z I 6~ t (/~ 
- k z + ~ + ~ + ' " ,  

Comme 

v ~ i  vrri 

- o)~ ,~(z) - . . ,~  , , ' (Ja  _ _ _ _ _ _  f i t  t~.~ 
e = e +-.-~-r-; . . . .  

~(Jo) = 2 K - -  iK ' ,  

ainsi que nous l 'avons 1nontr6, on a, en mult ipl iant  les d6veloppements 

ei-dessus, 
y 

- e '~ ' "  *) - -  + + + 
~(z) = z ---= < (-- I)~q 2 3, 3,, 

s ~'z F ~ . . . .  
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=/ 
0 

devient au point Jo infinie comme 

P 

(-- i)~q~ logz. 
k 

81 

On verra de mgme que, dans le voisinage du point ]1, on a 

Y 

et que l 'int6grale $ (z )  devient au point ]1 infinie comme 

V 

q2 
k log z. 

Nous pourrons appliquer ~ cette int6grale ~(z) ce que nous avons dit 
aux pages 53 et suivantes: il suffira de supposer les points critiques lo- 
garithmiques z 0 et z 1 plac6s ~ l 'infini aux points 2"o et Jl" 

L'int6grale $ (z )  n'est pus uniforme sur la surface de Riemann R.b: 

• u m | m m i m u m m m m  m -- 

X 

I |  
I!  
I J  I I  

I n n m l u ~  I n l j m l l J  I 

elle est uniforme sur la surface R.b~ que l 'on obtient en entourant les 
deux points 3"0 et 2"1 d'un lacet 1 + m, commen~ant et finissant au point 
de croisement des coupures a et b. Ce lacet est repr6sent6 duns la 
figure schdmatique ci-dessus o(t les points ~ l'infini J0 et 3"1 sont repr6- 

Acta mathemat~¢a. 18, I m p r i m , !  le  21 av r i l  1890. 11" 



82 P. Appell. 

sent6s comme s'ils 6taient ~ distance finie, l'un .J'0 dans le feuillet sup6- 
rieur, l'autre 2'1 dans le feuillet inf6rieur. Appelons 

les modules de pdriodicit6 de l'int6grale 

¢J( z) = e - ~ ' ( ' '  , 

0 

c'est k dire, supposons que ron aft 

le long de la coupure a: 

le long de la coupure b: 

le long de la coupure l:  

le long de la coupure m: 

car les multiplicateurs sont I et q-~. La formule qui donne p~ (page 

79) est 

C 

l'int6grale 6tant prise le long du contour C qui va du point O au point 
~- apr~s avoir entour6 les deux points + i e t  - -  I en s'6cartant infini- 
ment peu de l'axe Ox; on a donc 

i gt 
(35) P. = ~ [ ~ ( r )  - -  ~(o)] = 2 "  

oO-'- ~ . v 6 j  

rant les points Jo et Jl" 

Ainsi le calcul de p~ se ramSne au calcul du module 
de p6riodicit6 6t. Or ce module est facile k calculer 
par les relations g6n6rales que nous avons 6tablies 
et que nous allons reprendre pour le cas particulier 
actuel. Figurons les coupures l et m raccord6es par 
deux circonf6rences infiniment petites a o e t  al entou- 

On a, pour le module de p6riodicit6 le long de l: 
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Ce module £ est donc l integrale $(z)  prise sur la circonf6rence a~ dans 
le sens de la fl6che: or, dans le voisinage du point j~, on a (page 81) 

donc l 'int~grale 

Y 

~ , + ; r + ~ + . . . ,  

prise sur la petite circonf6rence a 1 dans le sens de la fl6che est 

On trouve ainsi 

La figure donne aussi 

k q~" 

• Y 

~ =  ~ q .  

d'oh en retranchant  

ce qui montre que ~ - - ~  est l ' int6grale ~(z) prise dans le sens de la 
fl6che sur la circonf6rence a 0 entourant  le point 2"0. Comme, clans le 
voisinage de J0, oll a (page 80) 

Y 

¢(z) ( - ' /~  a'+ *'+ 
- -  kz + z ~ z -~ " " "  

l ' int6grale 

~(,) =f¢(~)d~ 
prise sur la circonf6rence a0 dans le sens de la fl6che est 

. Y 

, v 27Yb ~- O r e -  ; = (--  i) -z-q-. 

On aura donc, d'apr6s la valeur que n o u s  venons de trouver pour £: 

= - z -  r ( - -  I) ~ -  '-I~ z. 
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I1 va de sol que, comme les points 2"o et j~ sont g l'infini, la petite 
circonf6rence ~ entourant le point j~ est en r6alit6 une circonf6rence 
tr~s grande de centre 0 situ6e dans le feuillet inf6rieur et parcourue de 

P jusqu'en ~ dans le sens positif autour de O; il enest  de m~me pour a 0. 
Le point de croisement des coupures a ,  b, m donne la relation 

off 

~ ( i  - -  m , )  - -  a ( ,  - -  n l )  - m p ~  = o 

m I --~ I~ n l  = q--V. 

t~  

| i 

C'est ce qui r6sulte de la relation g6n6rale de la page 55; en voici 
d'ailleurs la d6monstration. On a, d'apr~s la d6finition In,me des mo- 
dules de p6riodicit6, les relations suivantes 

~(r)  = 5(0.) + a ,  

¢ , ( r )  = q-~c,(fl) + ~ ,  

¢ , (~ )  = ¢ , (~ )  + a ,  

¢,(~) = ¢,(~) + ~ ,  

~(o) = q -~ (~ )  + ~. 

Multipliant ces relations respectivement par --t- I , - -  I , - - q - ~ ,  q-~, + I 

et ajout'mt, on a la relation cherch6e 

d'ofi 

a (~  - - q - ' )  + Vl~q --~ = o, 

d = q-~ 915, 
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c'est ~ dire, d'apr6s la valeur trouv6e pour ~ L  

85 

v 

2 

Enfin comme le coefficient p~ est 6gal 

on a 

Pv ----- 2 K k  ~ _ L  

Ce coefficient est nul quand v eat pair, et quand  v e s t  impair, 

il a pour valeur 

+L _ L  

On a donc pour le d6veloppement cherch6 

v = + c~ V r C u i  

~=+~ ~ul  ~ri ~ e " ~  ~ p ~ e  ~r _ 2 = s n u  ~ , = _ ~  Kk 2--, +~_ _5' 
,=_®q __q 2 

v ne prenant que des valeurs impaires 2n + I. En r6unissant lea termes 
qui correspondent b~ des valeurs de ~ 6gales et de signes contraires, on 
obtient enfin 

Z ~ q n . (2n  + I ) r tu  
I ~ . + i  sin 2 K  ' 

n = 0  

ce qui est le d6veloppement bien connu que JAcom a donn6 pour sin amu.  
I1 nous parait remarquable que l'on puisse ainsi obtenir ce d6veloppe- 
ment  sans se servir des fonctions g ni de la th6orie des fonctions elliptiques. 

La m6thode que nous venons de suivre donnerait, de m~me, lea d6- 
veloppements en s6ries trigonom6triques de route fonction de u exprim6e 
par une fonction rationnelle R(s,  z) de s e t  z, c'est ~ dire de toute 
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fonction elliptique. Le calcul des coefficients se ram~nera au calcul des 
modules de p6riodicit6 des int6grales de fonetions ~ multiplicateurs de la 
forme spelciale 

wri  

R ( s ,  z)dz.  e - "~ ( ' )  

Ces modules se calculeront par les m~thodes g6n~rales que nous avons 
donn6es dans la deuxi&ne partie. 

Plus g6n6ralement on pourrait, en suivant la mdme vole, calculer 
les coefficients du d6veloppement en s6rie trigonom6trique d'une fonction 
doublement p6riodique de seconde esp~ce admettant la p6riode 4K et se 
reproduisant, multipli6e par un facteur constant arbitraire, quand la va- 
riable u augmente de 2iK'.  

Mais nous laissons de c5t6 ce cas particulier, oh p-- - - I ,  qui ne 
pourrait nous donner que des d6veloppements plus i'aciles ~ obtenir par 
d'autres m6thodes, et nous entrons dans un ordre de recherches enti~re- 
ment nouveau, en abordant les probl~mes analogues pour les intdgrales 

ultraelliptiques (p ~- 2) et les fonctions ab61iennes de deux variables qui 
naissent de leur inversion. 

I n $ $ g r a l e s  u l t r a e l l i p t i q u e s  et  [ o n e t i o n s  a b ~ l i e n n e s  de  g e n r e  2.  

Employons les notations de ROSENHAII~ dans son M~moire couronnd 

(M6moires p r6sen t6s  pa r  d ive r s  s a v a n t s  ~ l ' A c a d ~ m i e  des sci- 
ences  de Par i s ,  Tome I I ,  i85I ,  page 36I), et consid6rons l'(~quation 
alg6brique 

s = z ( i  - -  - -  - -  - -  z2 ) 

ou en abr6geant 

La surface de Riemann correspondante poss~de deux feuillets et six points 
de ramification 

I I I 
O ,  I , k~ ~ ~ , [~ ~ 

Figurons ces points en supposant les quantit6s k ,  27 # r~elles positives et 

I > k > 2 > p ;  



Sur les intdgrales de fonetions k multiplicateurs. 87 

de plus figurons le point k l'infini eomme s'il &ait k distance fini~ sur 
la partie n6gative de l'axe des quantit6s r6elles. I1 y aura trois lignes 

o ~  A 

de passage d'un feuillet k l'autre (~bergangs l in ien  d'apr~s C. NEUMX~), 
k savoir les lignes 

i QQ, ~ _I RR 'o , z .  o P P ' I  , -~ , l ? 

Nous conviendrons de prendre la valeur posit ive de 

s = 

en tous les  points du feuillet sup&ieur  situ~s sur  l 'axe des quanti tgs r~elles 

Ox entre o et i .  Alors les valeurs de s aux cliff, rents points de 1'axe 
Ox des quantit& r&lles sont de la forme suivante: 

Feuillet sup~rieur. 

z r&l. 

o < z < I  . . s > o ,  

I 8 
t < Z < k - -  i . . . ~ : < o ,  

I I 
~ < z <-2~ . . s < o, 

I I s 
~ < z < ~  . . . , _ > o ,  

! 
-~ < z < -F oo . . .  s < o, 

8 
- - o o < z < o  . . . _ > o .  
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O ~ Z < !  ~ ¢-" c i  • . ~ . . ~ ,  

I 8 
I < Z < ~  . . . _ > %  

?, 

Feui l le t  inf6rieur. 

z r6el. 

I I 
p < z < F  . . . s > o ,  

I I $ 
~ < z < ~  . . . + = < o ,  

I 
~ < z < + ~  . . . s > o ,  

$ 
- - ~ < Z < O  . . . ~<0. 

Les valeurs  de ce tableau rdsul tent  de la proposit ion 616mentaire suivante. 

Soit un  point  a sur Ox e t ~  une d6terminat ion du  radical  ~ / z -  a en un 

point  ¢ inf iniment  voisin de a situ6 k gauche de a; si la variable z 

d6crit  au tou r  de a comme centre, avec a+* comme rayon, un  demi-cercle 

situ6 au dessus de Ox, ¢C¢', la valeur  d du  radical  x /z - -a  au point  ¢' 

sera 
~ '  - ~  - -  i ~ .  

En effet sur le cercle on a 

O~ 

- = ¢ ; e  

Supposons qu 'au  point  ¢ on prenne 6 ~ 7r, alors 

I 
7ti 

= ¢ ;e+  = i ¢ ; ;  

quand  z d6crit  le demi-cercle ~C¢',  0 d6crolt de l r k  o, et le radical  

x / z -  a prend  en e' la va leur  

On a donc, comme nous l 'avons annonc6, 

0 'p ~ - -  ~ 0 ' .  

Si, au lieu de d6crire de e e n ¢ '  un  demi-cercle au dessus de Ox, la 
variable  z d6crivait  un  demi-cercle au dessous de Ox, la va leur  de x/~---a 

au  point  e' serait + ia. 
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I1 suffira d'appliquer ce r6sultat  successivement ~ chacun des points 
I I I 

de ramification o ,  I , k "  ~' ' t? pour avoir les valeurs de s e n  tous les points 

de Ox, telles qu'elles sont indiqu6es dans le tableau des pages pr6c6dentes. 
Surface de Riemann R.bo. Pour rendre la surface de Riemann con- 

sid6r6e simplement connexe, il faudra tracer deux coupures aa et %, deux 
coupures b 1 et b,, enfin une coupure c~. Figurons ces coupures avec la 
disposition que nous sommes eonvenus d'adopter (page 3t). 

R J 

> f+l]~ .. . , . .m 
p Q I I I I l i l l l l l l  N a i l  i l i l  i 
I ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - ] 1  
! I  ~ a~ , i  I I l l n n i m l l l l l l ~ l  I I | 
I 1 7  . . . . . . . . . . . . . .  l I  I a 
I I I I  I l - 
u i  I t l  a., 
| ~ ~ '  I f  I I  

~ I l , I  
f l l  II ~ P , ,  I'. I!. 

II I" I+I a ,  ~ ~.+ ~ ,,,[, ,!.,L 
Ill ~ . . , ~ " ' , , ~  III " \ u s -  I ' - -  • ,g t .  !0,. 

I I  " I I + l'I/f \\II \ ,, ,, 
- .  1 7 1 - - .  ~---.VI ~ X , ,u 

) - - 2 q l  I I  + :: ;: 
" - _ , - " 7  - ~ ' ~  " - ' ~  " '1 'n ~ . . ,  I I  I I l 

t m ,  I I  I I  • 
A l l  I L  . . . . . . . . . . . . . . . .  ~1 , I  
T I  I I = l n l . l  . . . . . . . . .  i ] I 

Ill a~- ,, 
j L  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  j I  

I I 
La eoupure b t entoure les points k-s, ~-+ et se trouve sur le feuillet 

sup6rieur; la coupure b~ entoure les points o ,  I e t  se trouve sur le 
feuillet sup6rieur. Les coupures a a e t  a 2 sont en patt ie  sur un feuillet, 
en partie sur raut re :  les portions de ces coupures situ6es sur  le feuillet 
inf6rieur sont ponctu~es. Enfin la coupure c 2 va du point de croisement 
des coupures a l ,  b 1 k celui des coupures a s , b 2. 

Appelons V(z) et W(z) les int6grales ab61iennes normates de pre- 
miere esp~ce correspondant k la relation alg6brique 

Ces int6grales sont, en adoptant les notations de RosE~HxI~ (M6moire 

couronn6 loe. cit. pages 4 3 2 - - 4 3 5 )  

v(z) = /  B - c+ 
0 0 

Aeta mathemat~ea. 13. I m p r l m 6  le  12 aof i t  1890, 1 2 "  
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B , C ,  B', C' ddsignant des eonstantes ddfinies par les 6quations 

(36) 

1 1 1 1 

f? f? . . . .  , 0 -~ B' -- C' , 

0 0 0 0 

1 1 1 1 

o = -- --, - - = B '  
2 ,~ 

1 1 1 1 

off les intdgrations sont faites le long de l'axe des quantit'6s rdelles et 
oh s est pris positivement. 

Ces relations montrent que B e t  C sont des quantit6s purement ima. 
9inaires positives, c'est k dire des quantit~s de la forme 

iP, 

En effet la troisi6me de ces relations 6crite sous P dtant rdel positif. 
la forme 

1 

o = f B  -s Cz dz 
1 

montre que ( B -  Cz) s'annule pour une valeur r6elle de z comprise entre 
I I B 

k- i et ]z: done le rapport U est rdel et sup6rieur k I. La premi6re rela- 

tion (36) montre alors immddiatement que B e t  C sont de la forme iP, 
la quantit6 P dtant rdelle positive. 

De mdme l'6quation 
1 

o = f B ,  - .  o,. a~ 
0 

B' 
montre que le rapport ~ est r~el positif et moindre que I, et alors l'6quation 

1 1 

T = B '  - - C '  
1 1 
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montre que B' et C' sont purement imaginaires nggatifs e'est k dire de 
la forme 

- -  i P ,  

P &ant r6el et positif. 
Les valeurs de ces quatre eonstantes B ,  C, B', C' sont d'ailleurs 

donn6eg par ROSENHAIN (loe. cit. page 433). 
On a de plus les quatre 6quations 

(37) 

1 

=ff-, %, =if-. %, 
--00  1 

V 

L 
0 ,u2 

A =  B' ' ~ B' --O'~ dz 
8 ~ 8 

S 
avec -: < o. (Ros~NHAI~', M6moire couronne, loc. cir. page 435.) Ces in- 

t6grations sont encore faites le long de l'axe Ox des quantit& r&lles, s 
est alors purement imaginaire et son signe est fix6 comme il suit• 

• , i logp  la quantit6 Dans la premiere mtegrale qui est 6gale k ~ 

( B - -  Cz) est purement imaginaire positive d'apr& ce qui pr6cfide; comma 
la valeur de l'int6grale est nggative, puisque p est r&l positif et moindre 

que l'unit6, il faut prendre pour s une valeur imaginaire telle que =s soit 

n6gatif. Dans la derni~re int6grale qui est 6gale ~ 10gq, la quantit6 

B ' - - C ' z  est purement imaginaire positive; comme la valeur de l'int& 
grale est n6gative puisque q est r&l positif et moindre que l'unit6, il 

faut aussi prendre dans cette int~grale s n6gatif. Enfin, dans les deux 

int6grales qui donnent A, les num&ateurs 

B m C z ,  B ' - - C ' z  
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restent purement imaginaires n6gatifs; nous prendrons, dans l 'une et 

l'autre, le signe de s de faqon que ~ soit n~gatif; alors A sera positif. 

En r6sum6 dans les quatre int~grales (37) de la page pr~c6dente, 
8 

nous prenons _ n@atif. 

Modules de p~riodieitd des tntdgrales normales. 

Les deux int6grales 

z 

0 

sont uniformes sur la surface de Riemann Ra~o figur6e ~ la page 89. 
Leurs modules de p6riodicit6 le long de la coupure c~ sont nuls, d'apr6s 
une propri6t6 g6n6rale des int6grales ab61iennes. (Voyez C. N~.uMA~)r, 
loc. cir. p. 2 i6.) Calculons les modules de p@iodicit6 de ces intdgrales 
le long des coupure s a 1 , a~, bl, b~. 

Prenons d'abord l'int6grale V(z). Le module de p6riodicit6 de V(z) 
le long de la coupure a~ est la diff6rence V ( 2 ) - - V ( p )  constante tout 

Y 

i _  

,t? ° ,t?' 
I I  I I  T 

~ ~ ~ 1 : 1 i  ~ ~  C " .................. "~4~ I:, ~C 

• .-. ...... J ...." 

le long de al; ce module est donc en particulier V(f l ) - -  V(a), a et fl 
6tant les points oh raxe Ox rencontre les bords de la coupure a 1. Or 
cette diff6rence 

v @ -  
est l'int6grale 
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prise du point a jusqu'au point/~ sur un contour entourant les deux points 
I I 

~ ,  k~, comme celui que nous avons figur6; et cette int6grale est 6gale 

1 

2 f B --s Cz dz 
¢/  

1 

prise le long de l'axe Ox sur le feuillet sup~rieur. Mais cette derni~re 
int~grale est nuUe, en vertu des dquations (55) de la page 9o. Donc le 
module de p~riodicit~ de V(z) le long de a 1 est nul. 

Le long de a 2 le module de p~riodicit~ de V(z) est de m~me 
V ( 3 ) -  V(T), r et d ~tant les points oh l'axe Ox rencontre les bords de 
la coupure %. I1 est donc dgal ~ l'int~grale 

. 1 

B ~ Cz 
2 - - 7 - -  dz 

0 

prise le long de l'axe Ox dans le feuillet sup~rieur (s > o), c'est ~ dire ~ w/. 
Pour l'int~grale 

$ 

W ( z ) = _ _ / (  U' --sC'z) dz 

0 

le module de p~riodicit~ le long de al est W ( f l ) -  W(a) c'est ~ dire 
l'int~grale 

1 

B' -- C'z 
7 dz 

1 
iz 

prise le long de l'axe Ox dans le feuillet sup~rieur (s < o) (d'apr~s le 
tableau de la page 87); ce module est donc m, car l'int~grale 

1 

1 

ks 



94 1:'. Appell. 

off s est ioositif est ~gale k --."ri Enfin le module de p~riodicit~ de W(z) 
2 

le long de a 2 est nul. 
Passons maintenant aux coupures b 1 et b~. Le long de b 1 le module 

de p~riodicit~ de V(z) est ~gal k 

c'est k dire k l 'int~grale 

B -- Cz dz 
$ 

prise depuis le point e jusqu'au point a sur le contour sTT'd qui entoure 
I I 

les deux points de ramification ,i' '/~'" 

Cette intdgrale se rdduit k son tour 

1 

2 f " -s cz dz, 
1 
g 

l ' int6gration 6tant faite le long de l'axe Ox des quantit6s r6elles sur le 

feuillet sup~rieur, c'est ~ dire s = dtant pris posilivement (tableau de la 

page 87). Or on a 
1 

7 

A = f B  -. cz dz 
1 

its 

tl 

avec = n~gatif: donc le module de p6riodicit6 de V(z) le long de b 1 est 

2A. 
Le module de p~riodicit6 de W(z) le long de la coupure b 1 est 6gal 

rint~grale 
a 

£ 
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prise sur le m~me contour ~TT'a, c'est g dire b~ 

95 

1 

_ 2 f  B' -, C'Zdz 
1 

l'int~gration ~tant faite le long de l'axe des quantit~s r~clles dans le 

~ou~o~ ~u~r~our (~ > o). Oommo o~a ( ~ °  ~) 
1 

f~'-°"~,=:,o~,, (~<o) s 2 
1 

le module cherch6 est log q. 
I1 nous reste ~ calculer les modules de p6riodicit6 de V(z)et  W(z) 

le long de la eoupure b 2. Le module de p6riodicit6 de V(z) est 6gal 
la diff6rence V ( d ) -  V(~), c'est g dire g l'int~grale 

f B - -  CZdz 
8 

prise sur le contour 7qSS'3 qui entoure les deux points de ramification o 
et - - o o .  Cette int~grale se r~duit, comme il est bien connu, 

f B  -- Cz 2 dz 
$ 

prise dans le feuillet sup~rieur le long de l'axe des quantlt& r~elles 

( ~ > o )  Or oo ~ /~go ~ /  
0 

f I B -- Oz dz ------ ~ log p, 
8 

(~ < o), 

le module de p6riodicit6 cherch6 est done logp. 
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De m~me le module de p6riodieit6 de W(z) le long de b 2 est 

f ' -%,  ) - - 2  s > 0  , 

0 

c'est ~ dire (page 9I) - - 2 A .  
En r6sum6 les modules de p6riodicit6 des int6grales g(z) et W(z) 

sont donn6s par le tableau suivant 

I 
Sur la coupure Sur la coupure Sur la coupure.] Sur la coupure 

a 1 a~ b~ l bs 

V(z) o ~'i - -  2A logp 

W(z) m o logq - -  2A 

I1 importe, en vue de ce qui suit, de calculer les valeurs des int6- 
grales 

Z £ 

0 0 

I 
aux points de ramification cx9 et p .  

Calculons d'abord V(oo) et W(c~). Pour aller du point o b. l'infini 
sans traverser une coupure, il suffit de suivre l'axe des quantit~s r6elles 

n~gatives dans le feuillet inf&ieur (s < o). On aura donc 

V ( c ~ )  --- - -  Oz d z ,  W ( c x 3 )  = _ _  B '  - -  C'z d z ,  
8 $ 

0 0 

l'int6gration 6tant faite le long de l'axe des quantit~s r&lles et "= 6rant 
$ 

pris nggativement. On a done, d'apr& les formules (37) de la page 9I 

V(~)  = - -  ~logp, W ( ~ )  = A. 
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(I) (i) 
Nous avons de mSme V p et W ~  en allant du point O au point 

i 
k- i le long de l ' axe  des quantig6s r6elles Ox dans le feuillet inf6rleur, de 

fagon k passer sous les coupures. Done 

I 

1 k 2 

( I )  f=_+,==+f=_+,,=, 
0 1 

1 
1 T-'  

. --f=-+",,.., -f=-+", 
0 1 

- -  d z ,  

les int6grations 6tant faites sur l 'axe Ox et s 6rant pris n~gativement 

s posit ivement entre i et ~ .  Dans ces conditions on ,~ entre o et I, 

l ! 

_ _  ~ ----- O .  

2 S 

0 0 

Puis, d'apr6s des formules dues k JACOBI et reproduites par ROSENHAIN 

(M6moire couronn6, loe. cir. page 381, formules 29) , on a 

1 1 
o 

B - -  Cz dz = B - -  Cz dz -4- 
8 8 8 

1 1 

j -----F--{B' -- O'Z dz = flB' --  C'Z dz f B' s + s 
1 - - ~  1 

C~z 
- -  dz 

ou on prendra partout -:s> o. Done, en vertu des (~quations (37) de la 
$ 

page 9i  darts lesquels s - est n@atif ,  on aura actuellement:  

Aeta mathernattca. 13. I m p r t m ~  le  13 aofit  1890. 1~* 
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Par consequent 
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1 

f B - -  Cz dz = I log p - -  A ,  
s 2 

1 

1 
v 

f B' --_ C'~ dz ~_- __ A ~ ~ logq. 
8 

( I )  r,i i logp - -  A, 
V V  = 2 2 

( i )  i W V = A + ~ l o g q .  

Cela pos~ les ~quations diff~rentielles de JAcoBI sont les suivantcs 
(d'apr~s ROSENI:A:~, 1OC. cit. page 432) 

O U  

dv - -  dV(z , )  + d r ( z , ) ,  

dw --~ d W ( z , )  + d W ( z 2 )  

dv ~ B - -  Cz~ dz 1 jr. B - -  CZ, dz2, 
81 8,~ 

d w  ----- 

en faisant, pour abr~ger, 

B r  - -  C*z2 7 B' - -  C'z~ dz: az2, 
81 s ! 

Dans ces ~quations on remarquera que le second membre de la seconde 
a un s]gne contraire au signe du second membre de la seconde (~quatlon 
de ROSENHAIN: ce petit changement nous est impos~ par la disposition 
des coupures et le choix des int~grales normales V(z )  et W ( z )  qui en 
relsulte. La variable que nous appelons w e s t  donc 4gale k celle que 
ROSE,gAIN appelle w chang~e de signe. Nous n'en pourrons pas moins 
appliquer toutes les formules de ROSEN~A:S k condition d'y changer partout 
le signe de A. Ainsi nous 5crirons la fonction ~8,3(v, w), (voyez RosE~- 
RA:~, M~moire couronn~, page 388) 

m = + ®  n = + ~  
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en mettant  - - 4 t u n a  au lleu de 4mnA; et de m4me pour les autres 
fonctions ~ , , .  En effet, changer le signe de A revient k changer le signe 
de w, comme on le volt en changeant n en - - n .  

Int4grons maintenant  les ~quations diff~rentielles de JACOBI ~crites 
la page pr~c6dente, et prenons pour valeur initiale de z 2 la valeur o 

et pour valeur initiale de z~ la valeur ~ ;  nous aurons, puisque 

V(o) = W(o) = o, 

(38) 

(") 
V = V ( Z l ) +  V(2J2) -  VIkV ' 

-(,) w = w ( ~ , )  + w ( ~ )  - w ~ .  

L'inversion de ces ~quations donne, d'apr~s ROSENHAIN (Mdmoire couronn~, 

page 42 ~), 

(39.) 

2 
I ; ~,.0(v, ~o) _-- __ k,~pzxz2 ' 

3; Q,(__A,_w) ;l~ ( k~zl)(, k%) 

oh nous n'dcrivons que la premiere et la troisi~me formule de ROSENHAIN. 

Les fonctions 
~,,0(v, w) ,  ~, , , (v,  w) 

s 'annulent pour 
V ~ W - ~ - O ,  (ROSENItAIZq, loc. tit. p. 4x 6) 

de sorte qu'alors on a 
I 

Z 2 ~ O ,  Z 1 ~ ~ 

ce qui est bien d'accord avec la fa~on dont nous avons fix6 les valeurs 

initiales de z, et z 2 en ~crivant les ~quations (38). 
Reprenons la surface de Riemann de la page 92 et appelons, comme 

plus haut,  a , / 9 , 7 ,  3 les points oh l 'axe Ox des quantit~s r~elles ren- 
contre les bords des coupures a I et a s. Si l 'on suppose z 2 -----7, zl ----a, 
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les variables v e t  w prennent des valeurs v o et w o donndes par les ~qua- 
tions 

~o = V(r) + v ( ~ ) -  v p ,  (') Wo = W(r)  + w ( ~ ) -  w ~ . 

Supposons ensuite que z 2 parte de F, d6crive la portion TI de l'axe Ox 
dans le feuillet sup6rieur, la portion I , o d u  m6me axe dans le feuillet 

inf6rieur, et enfin la portion o3 du m~me axe dans le feuillet sup6rieur; 
i 

supposons en m~me temps que z 1 parte de ~, ddcrive la portion a T de 

, . I I 

l 'axe Ox dans le feuillet supemeur, la portion ,~ ' k '  du m~me axe dans 

i 
le feuillet  infdrieur, et enfin la portion p f l  du m~me axe dans le feuillet 

supfrieur. Alors les variables v e t  w d~finies par  les 6quations de J~t- 

C O B I  

v = v ( z l )  + v ( z , )  - -  v ~ ,  

(i) w = W(zl)  + w ( : , ) -  w p 

partent des valeurs v o et w o qui sont purement imaginaires (c'est fi, dire 
sans partie rdelle) et varient par une suite continue de valeurs purement  

imaginaires de v o et w o ~ v o -[- i~ ct w o -[-izr. Cela r6sulte imm~diate- 
ment  de ce que, sur l 'axe des quantit6s r6elles, dans l 'un et l 'autre 
feuillet, les intdgrales 
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Z. 2 

J * B - -  Cz~ dz~ 
V( z2) = s,~ ' 

0 

Zl 

1 

Cz, d z  I , 

2 2 

J ' B '  ' W ( _ - c dz , 
8~ 

0 

Zl 

w ( z , )  - -  w = - -  , ,  

O < Z  2 < I,  

I I 

p = 

1 

sont purement  imaginaires, (pages 90 et suivantes) et de ce que l 'on a 

V ( f l ) -  V(~)  = o, V ( ~ ) -  V ( r  ) = ~,~, 

w ( f l ) -  w ( ~ )  = , = i ,  w ( ~ ) -  w ( r )  = o. 

Inversement, comme, par l'inversion, zlz 2 et z 1 + z~ deviennent des fonc- 
tions uniformes de v et w, lorsque v e t  w varient par valeurs pure- 

ment  imaginaires de v 0 et w o k v 0 + T d , w  0 + ~ ,  les points z 1 et z 2 
restent sur l'axe Ox des quantit6s r6elles et d6crivent: le point z~ un 
therein L~ form6 de la droite TI dans le feuillet sup6rieur, de la droite 
I ,  o dans le feuillet inf6rieur, enfin de la droite o~ dans le feuillet 

i dans le sup6rieur, et le point z 1 un chemin L1 form6 de la droite a2- ~ 

, . I I 
feuillet supemeur, de la droite f f ~  dans le feuillet inf6rieur, enfin de la 

I t • 

droite ~ f l  dans le feuillet supermur. Nous avons, dans la figure de la 

page pr6c6dente, repr6sent6 ces chemins L~ et JL 2 par des contours 
ferm6s voisins de l 'axe des quantit6s r6elles: d'apr6s ce que nous venons 
de dire, ces contours doivent ~tre suppos6s infiniment voisins de cet axe. 

La fonction ab61ienne 

~,~ o(v, w) 
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admet par rapport k chaeune des variables la p6riode rri et reste finie 

quand v e t  w partent  des valeurs purement  imaginaires v o et w o et va- 

rient par valeurs purement  imaginaires de v o et w o k v oq- m e t  wow z'/. 
On a donc, par la s6rie de Fourier, 

2 
(4o) f,.0(v, w) __ m=+: .=+® 

~00(,,o) Z Z P e -~=~-~"~ 

m e t  n 6tant des entiers qui prennent toutes les valeurs de - - o o  k "k- 
et P.,,, un coefficient ind@endant  de v et w. 

Ce d6veloppement est valable pour toutes les valeurs purement  ima- 
ginaires de v e t  w: il aura encore lieu pour des valeurs de v et w suffi- 

samment voisines de valeurs purement  imaginaires. En d'autres termes, 
si l 'on fait 

v = v' + iv", w = w' + iw" 

et si l 'on repr6sente les variables imaginaires v et w sur deux plans 

v'Ov" et w'Ow", le d6veloppement sera valable pour les valeurs de v 

tds Uf p 

® N 
m' 

situ6es dans une bande parallSle k l'axe Ov" et les valeurs de w situ6es 
clans une bande parall61e k l 'axe Ow". Ces deux bandes sont ombr6es 

sur la figure. 
• Le coefficient P,,,, est donn6 'par  rintdgrale double 

Voq-~ Wo+ rri 

I / ~¢~,o(V. w) e~,,,~+~.Wdw ' (4~) P = , . =  ,;, d v  , - 
J¢o ,o(  , w) 

Vo ~o 

l 'int~gration 6tant 6tendue k des valeurs purement  imaginaires de v e t  w, 
de sorte qu'il suffirait de poser 

v = v o + iv", w = w o "4- iw" 

pour avoir une int6grale double 6tendue k des valeurs rdelles v" et w". 
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Le calcul de cette int~grale double se ram~ne au calcul des modules 
de p~rlodicit~ d'int~grales de fonctions ~ multiplicateurs. Pour le montrer, 
faisons-y le changement de variables d~fini par les ~quations de JACOBI ~ 

v = V ( z , ) +  r(z2)--v ~ ,  

(') w = W ( z , )  + w ( z ~ ) - - w  p ,  

en prenant pour nouvelles variables z~ et z 2. Comme nous l 'avons expliqu~ 
en d~tail, pour faire varler v e t  w par:valeurs purement imaginaires de v o 
et w 0 ~ v 0 -[-it= et w 0 -b iz ,  il suffit de faire varier z 2 par valeurs r~elles 
de T ~ I dans le feuillet sup~rieur (voyez la figure de la page Ioo), 
puis de I k o dans le feuiliet inf~rieur, puis de o ~ 3 dans le feuillet 

i 
sup~rieur, et de faire varier z I par valeurs r~elles de a ~ ;  dana le 

, , I I 
feuillet superleur, puis de ~; k ~ dana le feuillet inf~rieur, enfin de 

I 
k~ ~ fl dans le feuillet sup~rleur. Ainsi que nous en sommes convenus, 

nous dirona, pour d~signer d'une mani~re abrdg~e ces successions de va- 
leurs r~elles de z~ et z2, que lea variables z I et z 2 d~crivent lea contours 

L~ et /'2" 
Nous devrona alors, en appliquant  les r~gles ~l~mentaires du change- 

ment de variables r~elles dans une int~grale double, remplacer 

dv dw 

par 

Or les ~quations 
(i) v - -  V~z,) + V ( z ~ ) -  V -~ , 

(') w = W(z , )  + w ( z : )  - - w  -~ 

i voir page 99. 
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donnent, puisque 
Z 

v(,) =/B-.  
0 

d'oh 

P. Appell. 

CZ di, W(z) = __/B'--s O'z &, 

0 

a v  B - -  C z  t a v  B - -  C z ,  

~Z 1 8 t ~ ~Z 2 8 s 

a w  _ _  B '  - -  C ' z  t a w  _ _  B ' - -  C'z~ 

~Z 1 S t ~Z I 8~ 

a .  a w  a ,  a~,  = ( B e '  - -  C B ' ) ~ '  - -  "'. 
~z t ~z~ ~zo ~z I s~.~ a 

Nous devrons done faire, dans l ' int6grale double, 

dv dw = (BC' - -  CB') z, - -  z, dz 1 &2" 
8 t .~f~ 

Comme dv et dw sont purement imayinaires positifs, le produit  dvdw est 
r&l ndgatif; dans le second membre, le facteur ( B C ' -  CB') est r6el po- 
sitif d 'apr& les valeurs de B ,  C,  B',  C', la diff6renee z 2 - - z  1 est n6gative 

i 
puisque G est r6el et compris entre o e t  I, z 1 r6el et compris entre 

I d z  t dz~ , , 
et ~;, enfin - -  et - -  sont tous deux positifs d awes ]a suite des valeurs 

81 8 2 

clue prennent za et z 2 dans les deux feuillets, sl 6rant pris positivement 
quand z 1 croit et n6gativement quand z 1 d6croit, et de m6me s 2 k l '6gard 

de z~. Comme on a de plus 

v ~  ~,,o( w) __ 
~p~,o(V , w )  

k ~ Z  1 Z 2 , 

l ' int6grale (41) qui donne le coefficient P.,,. devient, aprSs le changement 
de variables, 

v o . =  Ae 
' d d  8,.~ 

Zi L2 

la lettre A d6signant le facteur constant 

A = ( B C '  - -  CB') 
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et les indices L~ et L s rappelant que les variables rdelles zl et z 2 doivent 
ddcrire sur 1~ surface de Riemann les chemins ddfinis plus haut et appelds 
L~ et L~. I1 se prdsente une petite difficultd ~ propos de cette trans- 
formation, c'est que les dl(~ments des deux intdgrales se correspondent 
bien deux ~ deux, mais les dldments appartenant k la limite de l'une 
n'appartiennent pas k la limite de l'autre. Pour montrer la ldgitimitd 
de la transformation, nous allons vdrifier que la nouvelle intdgrale (42) 
est bien dquivalente k la premidre (4~). Si l'on pose: 

I ! 
z~ ~ V cosSul -a t- ~ sinful, 8~ ~--- s inu~ c o s u  s /ksus ,  

, z 1 = sin2u2, s 1 ----- sinul cosu 1 Alum, 

oh /X~u 1 et /X2u s sont des quantit4s qui restent r~elles et positives pour 
toutes les valeurs r(~elles de u~ et us, on fera d~crire k z~ le chemin L1 
et k z s le chemin L s e n  faisant varier ul et u s de o k ~r par valeurs 
r~elles. L'int~grale double (42) deviendra ainsi une int~grale double 
~tendue aux valeurs rdelles de u 1 et u s telles clue 

o < u a  < ~ r ,  o < u ~ < ~ r .  

D'autre part, posons eomme pr~e~demment 

v --- v o + v " i ,  w --- w o -{- w " i ,  

v" et w "  ~tant r~els, et ddsignons par / ) u n  point ayant pour coordonn~es 
v" et w" par rapport k deux axes rectangulaires O"v" ,  O"w" .  

¢, 

O" ~' 

On peut alors dire que l'int(~grale (4I) est ~tendue k l'aire du carr~ 
O " A " B " C "  dont les cot(~s sont (~gaux k ~r. Les 61&nents des int~grales 
(4 i) et (42) sont ~gaux; pour comparer les champs d'int(~gration, donnons, 

A¢~a matheraatica. ]8, I m p r l m ~  le 31 octobre 1890. 14" 
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dans l ' intdgrale (42), k u~ une valeur constante et raisons varier u I de 
o k ,-r: le point P de eoordonn6es v" et w" d6erira une eourbe PoPP1 
telle que le segment PoP1 soit paralldle k l 'axe O"v" et ait pour longueur 
~r; ear si, dans les dquations (38) de JACOBI, on laisse z~ constant en 
faisant d6crire k z I le contour L1, w revient k la m6me valeur et ~ aug- 
mente de ~ri. A ehaque valeur eonstante donnde k u~ correspond ainsi 
une eourbe PoPPI dans le plan v"O"w"; si l 'on fait varier eette valeur 
eonstante donn6e ~ u 2 de o ,~ z:, la eourbe PoPP1 se d6plaee et se dd- 
forme d'une mani6re continue depuis la position O"QoA" eorrespondant 

u~ = o, jusqu'k la position C"~10 B" eorrespondant b~ u~ = 7:, de fagon 
. . . .  t9 C"P 0". Cette k reeouvrir une fois et une seule lois l'aire O"QoA P~B .~ o 

aire est. limit6e par quatre courbes: la courbe C"QtB" se ddduit de O"QoA" 
en augmentant  les ordonndes de cette derni6re courbe de ~- (QoQ~ = ~), 
et la courbe A"P1B" se d6duit de O"PoC" en augmentant  les abscisses 
de eette derni6re de ~" (POP1 --= ;r). L' intdgrale double (42) est done 6gale 

l ' intdgrale double (4~) 6tendue k l'aire curviligne O"QoA"PIB"Q~C"PoO"; 
reals, comme la fonction de v et w qui figure dans l ' intdgrale (4 I) admet 
par rapport  k v" et w" la p6riode ~, la valeur de cette intdgrale 6tendue 
k l 'aire curviligne est dgale k la valeur de cette m~me int6grale 6tendue 
au c a r r 6 0 " A " B " C " ,  c'est ~ dire aux valeurs 

0 < v" <_~ 7r, 0 < W" < ~.  

C'est ee qu'il fallait  ddmontrer. 
I1 est done bien 6tabli que la premi6re intdgrale double (4i) donnant 

P,~,, peut ~tre remplacde par la nouvelle intdgrale (42); mais, et c'est 
1~ un premier point d'une grande importance, dans cette nouvelle intdgrale 
double, les variables se s6parent., et l'int~grale se ramdne it quatre int@rales 
simples. En effet, si l 'on pose 

on a 

d "~ ' Y ", ' 
Li L1 

L2 Lz 

1)m,n = A e-2mV(1-")--2nw(;)(AI(~ - -  .Au~ l )  , 
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ou encore, puisque (d'apr& pag. 98) 

( I )  7d I 
V /~ = 2 ~ l o g p - - A ,  

(43) 

(i) W p = A -Jr- ~ logq,  

Pro,,, = ( - -  I ) ' n A p m q  - 'e=(  ...... ) ' t (Alg]  ~ - -  A 2 ~ 1 ) .  

107 

Le calcul du coefficient P,,,,,, est ainsi ramen6 au calcul des quatre 

n l  ~ 9.,?m q2n 

e -2A _~ ~.. 

C'est ce qui r6sulte imm6diatement du tableau des modules de p~riodicit6 
des int6grales V(z) et W(z) tel que nous l 'avons donn6 h ht page 96. 

Ainsi, le long de la coupure ai, on a 

E ( 2 ) _ e~m[ v(a)- v(p)] +~[ w(a)- w(p)] 
E(p) 

et, comme le long de am, 

V ( a ) - -  V(p) = o, W ( a ) -  W(p)  = ~i, 

n2 ~ .~)2mr2n i I ~ I~ m~ = I ,  

en faisant pour simplifier 

int6grales d6finies 

A 1, A : ,  ~t 1 , ~2" 

Or ces quatre constantes sont les modules de p6riodicit6, le long des 
coupures a 1 et a2, des int6grales de fonctions it multiplicateurs 

' 8 " -  

P o u r  le montrer, consid6rons l 'exponentielle 

E ( z )  = e 

qui est, ainsi que V(z) et W(z), uniforme sur la surface R,,b de Riemann 
avec les coupures a 1 , a 2 , b~, b=. Cette exponentielle admet le long des 
coupures a~, a 2 , b~, b= les multiplicateurs respectifs 
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on a 

u(a__!) , E(a) F(z);  E ( p ) =  ' ---- 

ce qui montre que le multiplicateur m~ relatif g la coupure a~ est l'unitg. 

On volt de m~me que le multiplicateur m 2 relatif g la coupure a 2 est 
l'unit~. 

Le long de la coupure bl, o n  a 

E(,~) --__ e2=tv(a)_ v(p)l+2.[w(a)- w(e)] 
E(p) 

e'est k dire, puisque 

V ( a ) -  V ( p ) = - -  ~A, 

E(a) 
E(p) 

w ( a ) -  w(p) = logq, 

- - =  r== q=.; 

ce qui montre que le multiplicateur n~ relatif g la coupure bl est r~mq ~". 

On volt de m4me que le multiplicateur n 2 relatif g la coupure b 2 est 
p~,, r =." 

Alors la fonetion 

~(,)  = ~- e"~("+="w<" = ,  ~ E(,)  

est aussi uniforme sur la surface R,b de Riemann et admet le long des 
coupures a l ,  a 2 , bx, b 2 les m4mes multiplicateurs quel'exponentielle E ( z )  

g savoir 

~n I ~ I ,  m 2 = I ~ ~1 ----- r2mq 2n~ % -~ P ~mr:"" 

L'int~grale de cette fonction 

z 

0 

est uniforme sur la surface de Riemann R.bo avec les coupures a l ,  a2, 

b l , b 2 ,  c~, telle qu'elle est figur~e g la page IOO. Cette int~grale est de 
premi&e esp~ce, car elle est partout finie. Le module de pdriodicit6 de 
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cette int6grale co(z) le long de la coupure al est la valeur constante 
que poss6de la diff6rence 

~ ( ~ ) -  ~ ,~(p) ,  

c'est ~ dire w(;t)--co(p) puisque m~-~ I, le long de la coupure al. 
Or cette diffgrence est 

,o(~) - o~(~), 

a et fl d~signant comme plus haut les points oh l'axe Ox rencontre les 
deux bords de la coupure a I . Le module de pdriodicit~ de o)(z)le long 
de a~ est donc la valeur de l'int~grale 

I I 
prise de a ~ fl sur un contour L~ entourant les deux points ,t" k ~' et 

pouvant ~tre pris infiniment voisin de l'axe des quantit~s r4elles. Ce 
module de pSriodicit~ est donc la constante appel~e pr~c~demment A1 
(page Io6) 

.A 1 ~ f zldzl e~mV(zz)+2nW(zl) 
] 81 

Zz 

On verra de m~me que le module de p4riodicitg de cette int~grale ~o(z) 
le long de a~ est la constante appel6e pr~cddemment A 2 (page io6). 
Nous appellerons en outre /71, B~ et C 2 les modules de p~riodicit6 de 
cette int~grale co(z) le long des coupures bl, b~, c~, de sorte que l'on 
a u r a  

le long de al: 

le long de a~ : 

le long de bl: 

le long de b~: 

le long de c2: 

~(~)-- ,o(p)= A1, 

~ ( a ) - -  o~(p)= A,, 

~ ( a ) - - ~ l ~ ( p )  = B~, 

~ ( ~ ) - - ~ o ( p )  = B,, 

. , ( ~ ) -  ,o(p)= c,, 
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les multiplicateurs m I et m 2 6tant 6gaux ~ I ct n~ et n 2 ayant les 

valeurs 
n 1 = r~'q ~", n~ = p~r"r~". 

Les modules de p6riodicit6 et les multiplicateurs de l 'int6grale de premi6re 
esp6ce to(z) sont li6s par les deux relations suivantes, d6duites de la con- 

sid6ration des points de croisement des coupures a~, b l , c~  et a2, b2, c2, 

B l ( I - - m l ) - - A l ( I - - n l ) - } -  nlC' ~ = o ,  

B : ( I  - -  = o .  

Ce sont 1~ en effet les relations g6n6rales (12) de la page 34 appliqu6es 
au cas actuel off le genre est 6gal ~ 2. D'apr6s les valeurs des mul- 

tiplicateurs m , , m ~ , n ~ , % ,  on a I - - m ~  = o ,  1 - - m ~  = o  et il vient 
les deux relations 

(44) 
- -  A~(x - -  r'~"'q '~') + r'~"q:"C2 = o ,  

- -  A2(I - -  p~"r "2") - -  p~"r2"C~ = o. 

Consid6rons maintenant la fonction 

¢ ' ( z )  = = - E ( z ) .  
8 8 

Cette fonction est uniforme sur la surface Rab de Riemann et admet le 

long des coupures a 1 , a 2 , bl, b 2 les mdmes multiplicateurs m~, m 2 , n : ,  n~ 
que l 'exponentielle E ( z ) .  

L'int6grale de cette fonction 

z z 

0 0 

est partout finie except6 k l'infini oh elle poss6de un point  critique loga- 

rithmique; c'est donc une int6grale de troisi~me esp~ce qui n'est plus uni- 

forme sur la surface Rab c de Riemann comme l'int6grale pr6c6dente to(z). 

Cette intdgrale ~(z)  sera uniforme sur la surface l~abcl obtenue en ajoutant 

aux coupures a 1 , a 2 , bl, b~, c 2 un lacet 1 commengant et finissant au point 
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de croisement des coupures a~, bl, c 2 et tournant  deu'x lois autour du 
point co,  comme le montre la figure sch6matique suivante oh le point 
cx~ est figur5 par un point ~ distance finie. 

,11 ,I, ~ ,t,% 

On volt, sur cette figure, comment le lacet 1 se termine par un 
contour ferm6 a tourn'mt deux lois autour du point oo en passant 
(Fun feuillet ~ l 'autre chaque lois qu'il traverse la ligne de passage 

~ / ~ R ' ~ .  

L'int6grale N(z) uniforme sur eette surface de Riemann R.~z poss6de 
six modules de p6riodieit6 relatifs aux six eoupures al ,  a~,/)1, b2, c~ et l; 
les modules de p6riodieit6 relatifs aux eoupures a~ et a~ sont lea eonstantes 
appel6es pr6e6demment ~1 et g2 (page I o6) 

Pz~dz,. ,  ~. , ~ f z]dz,, (~1 ~ | - - - -  e~m (q)+'zn w(zo ~2  e~m v(z.~)+~n w(r2) 
j s, ' j s, ' 

lea indices L 1 et L~ signifiant que les intdgrales sont prises sur les c o n -  

I I 
tours L 1 et L 2 qui entourent le premier les points k "  ,~' le second les 

points o ,  I ,  infiniment pr6s de l 'axe Ox des quantit6s r6elles. Ces con- 
stantes ~t 1 et ~t~ 6tant les modules de p6riodicit6 de l ' int6grale 

z 

d ~ 
0 
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le long des coupures a, et a2, nous appellerons en outre ~ , ~ , ~ 2 ,  £ 
les modules de p6riodicit6 de cette int6grale le long des coupures b~, b~, c~, 1. 
De sorte que l'on aura: 

le long de la coupure a, :  $ ( ) t ) - -  ~(p) - - - -~ , ,  

le long de la coupure a~: ~ ( 2 ) - -  $ ( p ) =  ~I~, 

le long de la coupure bl: ~ ( 2 ) - - , h ~ ( p  ) = ~, ,  

le long de la eoupure b~: ~ ( 2 ) - - % $ ( p ) =  ~ , ,  

le long de la coupure c2: O ( g ) - -  O(p) = ~2, 

le long de la coupure 1 : O ( 2 ) - -  O ( p ) = g ,  

les multiplicateurs m 1 et m~ 6tant 6gaux k I e t  les multiplicateurs n, et n~ 
k r~q  2" et p ~ r  ~". 

Le point de croisement des coupures a 1 , b I , c~) l c t  celui des coupures 
a~, b2, c 2 fournissent chacun une relation entre les modules de pdriodicit6 
et leo multiplicateurs, ainsi que nous l'avons montr6 dans la deuxi6me 
partie (page 5 6 par exemple). Ces relations sont les suivantes 

off il faudra faire 

m 1 -= I )  m 2 ---~ I )  ~ i  = r°'mq ~n~ TI'2 ~ P ~mr'~n" 

On aura donc 

D'ailleurs on a trouv6 pr6c6demment (page I i o  6q. 44) 

nlC ~ %C~ 
A, - -  , ~ ,  A~ . . . .  

- -  I - -  ~ ' a  

Donc le coefficient P~,, 
l'on fait e - ~ a =  r, 

donn6 par la formule (43) de la page io7, off 

pro,. = ( -  A,a,) ,  
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devient 

ou encore, en remplagant 

(45) P,~,. 

P~'" = - -  ( - -  I ) ' ~ A p " q - " r " - ' ~ ( x  - -  n~)(,  - - , ~ , )  

~b~C 2 
par sa valeur - - A  2 et n~ par r'~q ~", 

I - -  ~ s  

= ( -  

Ce coefficient P~,, est ainsi exprim6 ~ l'aide de A 2 et £ seulement. Or la 
constante £ est ais6e b~ calculer. Cette constante est (~gale ~, la diff6rence 

~ ( ~ ) - - ~ ( p )  

tout le long de la coupure h elle est done en particulier 6gale 

~(o) - -  ~(z),  

6 et Z 6tant les points oh le contour a qui entoure deux fois le point 
cx9 se raccorde avec les bords de la coupure l (Voyez la figure de la 
page I i , ) .  La constante £ est done la valeur de l'int6grale 

0 

Z 

prise sur ce contour a dans le sens marqu6 par une fl6che. 
Dans le voisinage du point ~ ,  e'est k dire pour des valeurs de z 

dont le module d6passe un hombre suffisamment grand, on a 

1 1 1 1 

; - / ~ = k ~ . .  i , - -  x - - ~  , - -  ~ - -  

I 
d'oh en d6veloppant en s6rie suivant les puissances croissantes d e - :  

, .  ] ~-= -~ x + ¥ + ; ~ +  . . . .  
s k @  

La fonction 

f 2mB -- 
0 

Acta mathemattca.  18. I m p r i m ~  le  ti n o v e m b r e  1890. 

2riB' - -  ( 2mC - -  2nC,')z d z  

15" 
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sera done, pour  ces m&nes va leurs  de z, d6veloppable  en une s6rie de 

la forme 

2 m V ( z )  "4- 2 .W(z)  = K -31- 2(2m~--]2.~ ')[ i  21_ _ . ~ _ _  21_ . . ~  ~, ] 
L~Zz, z ~ 

oh K d6signe une eonstante d ' in t6grat ion et oh nous n 'avons caleul6 
x 

e x a c t e m e n t  que le coefficient du t e rme  en -T. La constante K est ais6e 
Z ~ 

d6terminer :  en effet en faisant  z = cx9, on a 

2mV(cxv) + 2 n W ( c x v ) =  K,  

et eomme  (voyez page 96) 

on a 

v ( ~ )  = - - 
I 
2 logp ,  W(cxv) = A,  

K - - - - - - m l o g p +  2hA. 

D'apr6s cela l 'exp0nent ie l le  
K+ ~(:'~c-2"e) [1+~' + ] 

~ ( z )  = e ~ " ) + ~ " ' ( ' ) =  e .~--i ~ 7 " ' ~ ,  

se d6veloppe en urie sdrie de la fo rme 

kiZz ~ z ~ z ' 

car  
e I¢. ~ e-mlogp+ 2nA ~ .~--mr--n . 

En ver tu  de ces d6veloppements  de i et E ( z ) ,  on a, pour  les mgmes 8 
valeurs  de z, 

Z~-~(Z)8 - -  ']~--mr-nk~ 11 .31_ :(Zr/tC]f#l _,1,C) Iz -4----~ ~ z  Ii -~ . . . .  

La constante £ est, comme nous l 'avons vu, l ' int6grale 

0 

x 
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prise sur un contour a entourant deux fois le point cx9 dana le sens 
n6gatif (figure de la page i i i), c'est b, dire sur une circonf6rence tr6s 
grande de centre O parcourue deux fois dans le sens positif autour de O. 

Or cette derni6re int6grale est le produit de 4r, i par le coefficient de -~ 
Z 

Z ~ 
clans le d6vcloppement ci-dessus de -E ( z ) .  On a donc 

8 

= . "(mC--nC') k%pt~, p -  r- 

La constante £ 6tant ainsi calcul6e, l'expression (4,5) trouv6e pour pro,, 
la page I 13 devient 

p~,~ = (__ i),~ ,6~iA q~r m 
kU'tt' ( m e -  nO') 

ou encore, puisque 

(Be'-- CB') & = --~- (page Io4), 

(4 6 ) 

oh il ne reste plus d'inconnu que le coefficient A 2 exprim6 par l'int6grale 
d6finie 

A, = ? ~ J e  ''V(~'+'~'(~' 

g ,  

prise de y e n  3 sur le contour L~ infiniment voisin du segment de droite 
OI (figure de la page X l i) .  

Cette derni~re int6grale peut s'6crire d'une fagon 
un peu plus commode. Figurons le contour L~ form6 
de l'axe des quantit4s r6elles de ~- en I dans le feuillet 
sup6rieur, de I en O dans le feuillet inf6rieur (partie 
ponctu6e) et de O en ~ dans le feuillet sup6rieur. 
Appelons z un point de raxc des quantitds r6elles 
situ6 darts le feuillet sup6rieur entre O et I, et z' 
le point d u  m4me axe situ6 au dessous de z dans 

az e~t 
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le feuillet inf&ieur, et soient s e t  s' les valeurs correspondantes de s, 
de sorte que s ' - - - - -  s. L'int~grale qui donne ,4~ pourra s'dcrire 

e~ 1 0 

f z'dz_~' E(z'). 
0 y 1 

Comme l'exponentielle ]~(z) admet le multiplicateur m 2 = I le long de 
la coupure a2, elle ne change pas quand on franchit cette coupure, et, 
par consdquent, les deux premi&es intdgrales peuvent 4tre r4unies en 
une seule 

1 

fV 
0 

D'autre part on a le long de la droite Oa 

, ' =  , ,  , ' = - - , ,  v ( , ' )  = -  V ( z ) ,  w ( / )  = - -  w ( z ) ;  

car on a, par exemple 

f,7 = - d , ' = -  d ,  = -  V ( , )  

0 0 

et de mdme pour l'int6grale W. Puis le long de la droite ~-I, on a 

, ' =  z, ,' = - -  s ,  v ( , ' )  = - -  ~ - -  v ( , ) ,  w ( , ' )  = - -  w ( , ) .  

En effet on a, sur cette portion de l'axe Ox, 

v(+) = v(,)+ . B  o+~,, = V( , ) - -  B - -  CZ d z  

*2 " S 
1 1 

et 
z 

v ( z )  = v(,) + f B -  c~ 
1 

- -  d z  

d'oh en ajoutant 

v(,') + v(~)= ~ v ( , ) - - -  ~; 
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on trouvera de m~me 

W(z') + W ( z ) =  2 W ( I ) =  o; 

ear 

v(~) = ~ w 0 )  = o 2~ 

I1 r6sulte de lg que ron a entre 0 et r 

~.cz '~  = e ' ' ~ ( ' ' , + ' " ~ ' ' ' ,  = e--2m V(z)--~r, W(*) 

et entre T et i 
.E(z ' )  = e =mv(*')+2'~w(*') - -  e -2mv(*)-2nw(*) 
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Donc, en posant 

(47) 

1 0 1 1 

0 I 0 0 

1 

0 

Hnt6gration 6tant faite le long de l'axe Ox dans le feuillet sup6rieur en 
traversant la coupure a~, on aura 

~ = ¢ ( m ,  ~) + ¢(-  m,--~) 

et l'expression de P=,. deviendra 

(48) P,~,. = ( - -  I ) " ' 6 (BO ' - -CB ' ) i (mC- -nC ' )C(m 'n )  + ¢ ( - - m , - - n )  
lrk2/, r-'~q -" --,rm~" 

off il n'entre plus que Hnt6grale simple rectiligne ¢ (m,  n) d6finie ci-dessus. 
Le d6veloppement de la fonction ab61ienne consid6r6e est doric 

9L(v , w) 
(49) ' v ~0.0( ,w) 

I 6 ( B O ' - -  CB' ) i  m''=+** = ~,k~ ~ (--')"(mC-"°')¢(":"A+¢(----e~'--")~-'"'-"" 
ra,.=-® r -m q-n  - -  rm~n 

ear le facteur e -2m~* 6gale i .  On a ainsi la m~me expression de /i~(z') 
entre O et I ,  et la formule qui donne A~ peut s'6crire 
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les constantes B,  B', C,C'  ayant les valeurs que donne ROSE~tI.~I~ k la 

page 433 de son Mdmoire. Comme le premier membre est une fonction 
paire de v e t  w, il dolt en ~tre de mdme du second. C'est ce qu'on 
v~rifie ixnm6diatement, car si l'on change v e t  w en - - v  et - - w ,  puis 
m et n en - - m e t  - - n ,  le second membre ne change pas. En rSunis- 
sant dans la s6rie les termes qui correspondent ~ des valeurs de m e t  n 
6gales et de signes contraires, on aura la s6rie trigonom4trique suivante 
ne contenant que des cosinus 

~,',o0,, ~o) 
~o~,0(v, w) 

32 ( BC' --  ~B')i ~,®/.., "=~ ÷ ® 
== ( . )  ( ) cos(2miv + 2niW) ~ ~ x , ~ , m C - -  nO', ¢(~' ' ' )  + ¢ ( - ' ~ '  - " )  

= - -  n = O  t . - -m ~ - - n  _ _  ~.m ffn 

I1 faut remarquer que, dans ces formules, le coefficient P0.0 corres- 

o On obtiendra pondant ~ m-- - -n-~  o se pr6sente sous forme illusoire o" 

directement ce coefficient en faisant dans la formule (42), page io4, 
m-----n----o. On a ainsi 

ou bien 

en faisant 

t S tZ2(Zs - -  

tJ J 1 2 

19o, 0 = k , t / l ( B C '  - -  C B ' )  [ A o ~ o  o o 

= fo,.., = 

J ~, ' A ° y ~, ' 
L~ I~ 

L I L~ 

Le coefficient Po.0 est ainsi exprim5 k l'aide de quatrc constantes dont 
les deux premieres A~ et A~ sont les modules de p4riodicit6 de l'int6grale 

abJlienne 
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le long des coupures a~ et a2, et les deux derni6res 6t~ ° et 6I~ les modules 
de p6riodicit6 de l'int6grale ab61ienne 

le long des mdmes coupures a~ et a~. Les deux premieres constantes 
A~ et A~ se calculent imm~diatement ~ l'aide des ~quations (36) de la 
page 90; il est inutile d'insister sur ce calcul. 

D d v e l o p p e m e n t  de  la  f o n c t i o n  a b d l i e n n e  q u i  d o n n e  la  s o m m e  z, + z~ 

e x p ~ d e  e n  v e t  w.  

Nous venons de trouver le d~veloppement de - -k ,~#z~z 2 en s~rie 
trigonomdtrique: nous formerons de mdme eelui de --k]t#(zl 4" z~). En 
supposant 

+ z,)= Z 0 e 
~ t n ~ - - a o  

on trouve, comme pour P,~,, (pages IO2--Io4) ,  

(50) Q,.,. --- Ae-2"v(~")-2" w(~) / / (z '  + z.)(z~-zl)s,s, e~m[ v(.,,+ r(.~)]+~.[..(.,)+ ~("]dz, dz~, 
/,1 la 

formule qui se d6duit de la formule (42) de la page IO 4 en y rempla- 
~ant zlz  ~ par z I -Jr- z~. L'int6grale double ainsi obtenue se d6compose en 
quatre int6grales simples dont deux 

~1 = f ~:~l egmV(zt)+gnW(zl) 
, J  8t 
LI 

, J  s~ 
~s 
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aont les m~mes que pr6c6demment et dont lea deux autrea 

.All m f~le2mF(zl)+2nW(ll) 
L] 81 

L1 

se ram~nent facilement k celles que noua avons appel6es A l e t  A~. 
cea notations, la formule qui donne Qm,. s'6crit 

Q.,. = ( - -  ~)'kaz B e ' -  cB' 

Avec 

car 

A = ~ ( B C '  - -  C'B'), 

() (') i 
V ~/x ___ ~ri2 2Xl°gp--A'  W ~ = A + ~ l o g q .  

En r6p6tant lea calcula qui ont 6t6 faits pour la d6termination de 
P.~.. on trouvera la formule 

, • A /  Q,,,,, ~_ ( - -  I ) " ' 6 ( B C ' - - C B ) Z ( m C _ _ n C q  _ L  
zrk,(,u " r - " q - "  - -  r"q" 

ne diff~rant de la formule (4 6) de la page I I 5 que par le changement 
de A~ en A~. Cette constante A~ 

fi" ----- e~m F(z)+~n W(t) 

J 

peut s'~crire plus simplement 

en poaant 

a; = ¢'(m, ~) + ¢ , ( - - m , - - ~ ) ,  

1 

o 

e~ra V(*)+ 2n W(f) . 
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il suffit, pour le voir, de r6p6tcr le raisonnement fait pour A~ aux pages 
115--117. On aura donc le d6veloppement 

(5~)  -- k,~z(~, + ~,) 

I 6 ( B C '  - -  CB')i "'~+~ ~,~ (_ i)~(~c_ ~c,) ¢,(~, ~) + ¢,,(- m, 
r--ra ~--n _ _  rm ~n 

~in=--O0 

- -  n )  e_2mv_2n ~ 

que l'on pourrait ordonner suivant les cosinus des arcs (2miv + 2niw). 
Le coefficient Q0,0 devra 6tre calcul6 k part, comme nous l'avons fait 

pour P0,0. 
I1 est important de remarquer que la fonction ¢ ' (m, n) peut se ra- 

mener ~ ¢(m,  n); cela. revient k dire que les constantes A~ et A~ peuvent 
s'exprimer en fonction de .41 et A 2. En effet, comme 

V(z) =/B --8 C~ dz, 

Z 

( )  / B ' - - c ' ~ d . ,  Wz - - - -  
8 

o 

l'on a, pour l'exponentielle E(z) ,  l'expression 

z z 

E ( z )  ---- e ''~'''+'"'~'' = e o o 

d'oh l'on dgduit, en diff6rentiant, 

dE(z) . . . .  2(mB nB') ~ ECz) 2(mC nC")-Tzdz E(z). 

Int6grons cette identit6 de o ~ I,.!'int6grale du premier membre sera 

~ ( ~ )  - E ( o )  = ( - i ) m  _ i ,  

c a r  

V(o) = W(o) = o, V(I) -- 2 '  W(~) = o; 

on aura donc 

( - -  i ) m - - i  = 2(mB--nB')~b'(m ~n)-- 2(mg--nC')~(m, n), 

formule qui exprime ~b'(m, n) en {onction de ¢(m,  n) k condition toutefois 
que (mB ~ nB') ne soit pas nul. En retranchant de la relation ci-dessus 

Aata mathemativa. 13. Imprim~ le 25 septembre 1890. 16" 
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eelle qu'on en dSduit par le changement de m et n e n  - - w , - - n ,  
o n  a 

(,n~ - ~F,)[¢'(,,, ,  ,~) + ¢'(--,,~, --, , ,)] 

= ( , , c - -  ,,0,)[¢(,,~, ,,) + ¢ ( - - , n ,  -- , , , ) ] ,  

formule qui permettra d'expri,ner [ ¢ ' ( m , n ) q - ¢ ' ( - - , n , - - , ~ , ) ]  en fone- 
tion de [~,(.m, n ) - I - ~ ( - - m , -  n)], k condition que ( , uB- - ,TB ' )ne  soit 

pas nul. 
Connaissant ainsi lea ddveloppements en sSrie de z,z 2 et ,:~ -t-z~, on 

&rira  imm5diatement les dSveloppements en a&ics trigonom6triques des 
einq fonetions ab61iennes 

v ,  9'~,o(v ~o) ' , ~,,.o( w) '  , ~,~.0(v w) ' ¢~,o(V , w) ' ~,00(~ v, ~v) 

qui, d'apr6s les formules donndes par ROSENHAIN ~ la page 422 de son 
M6moire, s'expriment routes lin6airement en zlz ~ et z 1 + z~. (Nos variables 
zl et z~ sont eelles que ROSa~tIAIN appelle xl et x.). Dans ees einq 
d6veloppements figurera la aeule int6grale d6finie appelde ¢ (m,  n) 

1 

0 

le ehemin d'int6gration 6tant rectiliyne. 
I1 eat easentiel de remarquer que les modules des int6grales 

1 I 

,2 ~ , . I S  
o 0 

restent finis quand ~n et n eroiaaent ind6finiment par valeurs positives ou 
n6gativea. En effet, ees deux int6grales sont prises le long de l 'axe O;r, 
des quantit6s r6elles: or, le long de cet axe les int6grMes 

z z 

t J  

0 0 
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sont purement imaginaires, puisque lea constantes B ,  C, B', C' le sont 
(pages 90 et 91); le module de l'616ment diff6rentiel de l'int6grale ¢(m,  n) 

Cette remarque permet de 
avons obtenues. 

Z clz e~,n F(z)+2n w(z) 
8 

est donc 6gal 
z d z  

8 

et, le module de l'int~grale ¢(m,  n) 6tant plus petit que la somme des 
modules des 61&nents diff6rentiels, on a 

1 

z 

o 

oh, d'apr& la notation de M. WI~IE~STICASS, nous appelons [u I le module de 
la quantit6 imaginaire u. On ttouve de m~me, pour le module de ¢'(m, u) 

1 

0 

voir comment convergent les. s&ies que nous 

S u r  ~en cas  p a r t i e u l i e r  darts  l e q u e l  e e r t a i n s  eoelTie ients  des  s6r i e s  

p r 6 c 6 d e n t e s  se p r 6 s e n t e n t  s o u s  f o r m e  i n d 6 t e r m i n 6 e .  

Dans la d6termination des coefficients Pm,~ et Q~,. nous avons suppos6 
que le d6nominateur de ces coefficients 

I - -  r~m~ 2" 

est diffdrent de z&o. Ce d~nominateur est toujours nul pour ~n = n = o; 
aussi faut-il, comme nous l'avons vu, calculer g part les coefficients /)0,0 
et Q0.0. Mais, si l'on ne se trouve pas dans un cas de r6duction des fonc- 
tions 8 de deux variables g des fonctions 6 d'une variable, ce d6nominateur 

I - -  r2mq ~n 

ne sera nul que pour m = n = o.  
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En effet, supposons-le nul pour m = m', n ~ n' 

r ~ m ' ~  "2n' ~ I 

alors, comme on a pos6 r-----e - ~ ,  on aura 

e -4m 'A+2n ' l °gq  ~ I 

d'oh, A et log q 6tant r6els, 

- -  4m'A + 2n' log q ---- o. 

Dans ce cas, il y aurai t  done r~duction pour les fonctions 0 et les fonc- 
tions ab61iennes correspondantes. J 'en rappelle rapidement la raison. 
Les fonetions ab61iennes pr6c6dentes de v e t  w adlnettent les couples de 
p6riodes suivants: 

pour v: logp , - - 2 A  

et pour w: - -  2A,  logq.  

En appelant  F ( v ,  w) une de ces fonetions, on aura done 

]~(v + m l o g p -  2nA,  w ~ 2mA + n log q) = T'(v, w), 

m et n d6signant des entiers queleonques. Si l 'on fait, en particulier, 
m ---- m', n = n', la quantit6 ajout6e k w devient nulle d'apr~s l 'hypoth~se 
faite, et il vient 

F(v + m' l o g p -  2n'~4, w ) =  r ( v ,  w) 

comme on a aussi 

P(v + w) = w); 

on voit que la fonction abdlienne F ( v ,  w) est une fonction doublement 

pdriodique de v aux p6riodes m' l o g p -  2n'A et ~ri. I1 y a done r6duction, 
comme nous rayons annonc6. La quantit6 

m' log p - -  2n'A 

ne peut pas 4tre nulle  en m6me temps que 

- -  2m'A + n ' l ogg ,  



car on aurait 
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4 A~ - -  l o g p .  log q = o 
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et les s6ries de ROSENHAII~ qui d6finissent les fonctions ~, , (v ,  w) seraient 

divergentes. 
Supposons-nous plae6s dans un eas de r6duction de ce genre, c'est 

dire supposons 
- -  2m'A + n ' l ogq  = o, 

m' et n' 6tant premiers entre eux. La quantit6 

r-"q-"  - -  r"q" = r -~q-" ( I  - -  r2mq 2") 

qui figure au d6nominateur du coefficient P~.. dans la s6rie de la page 

II7,  est nulle pour toutes les valeurs de m e t  n de la forme 

le num6rateur 

m ----- ~ ,  n = IJnr~ (v=±1,±2,...,±:0) 

~ = ¢ ( m ,  ~) + ¢(--m,-~) 

est alors nul aussi et le coefficient P.,.. se pr6sente sous une forme illusoire 

, qu'il est ais6 d'6viter, comme nous allons voir. 

En effet, nous avons 6tabli les relations suivantes, pages I IO et 112 

- -  A , ( ~  - -  r ~ q  ~") + r~q~"C% = o ,  

- -  A~(~ - - p ' m ~ " )  - p ~ " c ~  = o ,  

- -  ~ (  ~ - -  p"~r  ~") - -  p ~ ' r ~ " C ,  = o .  

Puisque nous supposons 

et que ( i - - p ~ r  ~) ne 

I - - r ~ q  ~n ---- 0 

peut pas 6tre nul en m6me temps, comme nous 
l'avons vu k la page pr6c6dente, ces relations donnent 

~rm~ n 
. C 2 = ° ,  A s = ° ,  ~2 = £ ,  ~2 ~ ' r " - - f ' r - "  



126 P. Appell. 

Le coefficient P~,., donn6 par la formule 

devient alors 

P,.,. = ( - -  ~)~Ap~"q-"r '" -m . . . .  1 ,-~, .- .  

ou, d'apr& la valeur de ~ (page 115) 

i6zi -m - , .  C nC'), £ = 1 ¢ , - ~ , p  r t m --- 

;t . F  ~/ 1 I67ri A (too nG) ~ ~ , ,  ; 

cette formule 16ve rind6termination qui se pr&entait avec la premi6re 
expression de P.,,n" La eonstante A 1 est ddfinie par l'intdgrale 

Zl 

I I 
l'int6grale &ant prise sur le contour L 1 qui entoure ]es points ~ ,  ~ figur6 

Vl (* )  = 

k la page I I I .  
Si ron pose 

(') v ( . ) - -  v p = 

Z 

1 
V 

(i) w~(z) = w ( , ) - -  w 

en remarquant que 

= _ f B '  -~ c'o az, 
1 

(,) I ~rl I l o g p _ _ A ,  W ~ ----- A +  ~logq, 
2 2 

on obtient 

A1 
/,l 
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Cette derni6re int6grale peut s'6erire 

¢,, (,~, ~) + ¢ , , ( - -  m,  

si l'on pose 

- -  n )  

1 

1 
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l'int6grgle 
aux pages 

6tant rec t i l iqne:  e'est ee qu'on voit eomme nous l'avons fait 
x I6 et II  7 pour une intSgrale analogue. On aura done enfin 

p _ _  _ _  

ftr 

lc" 2~I? pmr" - -  p ... .  r - "  

I1 serait d'ailleurs aisd de voir que cette formule convient pour toutes 
les valeurs de m e t  n; de sorte qu'on a deux formules pour d6velopper 

eL(,, ,  ,,,) 
't V~ ¢o,o( w) 

suivant qu'on prend l'aneienne expression de P. , , .  off celle que nous venous 
d'obtenir. Ces deux dSveloppements se reconnaissent imm~diatement comme 
dquivalents h cause de la relation 

A,  = p " q - ' r " - "  A ,  
'~ . . . .  i f -"  - -  r'~ q" p '*r"  - -  f F " r  -'~ 

qui se dSduit des rdlations (44) de la page I I o par l'61imination de C2: 
puisqu'on a 

-L = ¢(,, , ,  ,0 + ¢ ( - -  m,  - -  . ) ,  

.A 1 : ( - -  I)m~--m~(nr--n4"m[¢H('~, ~,) -{'- ¢ " ( - - m ,  - - n ) ] ,  

on aura la relation 

( _  I)~ ¢( .~ ,  ,,) + ¢ ( - -  m ,  - -  ~) = ¢" (m ,  ,~) + ¢ " ( - -  .~,  - -  ,0 
r - ~  q . . . .  r'* q" 2 ~  r" - - - p - m r - "  

qui montre l'6quivalenee des deux d6veloppements et permet de lever 
l'ind6termination chaque lois qu'elle se pr&ente. 
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On pourrait  faire les m~mes remarques sur le coefficient Q,,,,. 
Mais nous laissons cette question de c6t6 pour revenir au d6veloppe- 

ment en s6ries trigonom6triques de fonctions ab61iennes autres que celles 
que nous venons de consid6rer et qui se ram6nent k z~z 2 et z~ n u z~. 

D 6 v e l o p p e m e n t  d ' u n e  l"onetion de v e t  w s y m d t r i q u e  et en t i~re  
en  z, et z~ , s, et s~. 

Une fonetion symdtrique et enti6re en  ~'1 et z~, s x et s~ est une 
somme de termes de l 'une des trois formes suivantes 

v p up p y v '~ 

ZlZ2 + ZCZ~ ' 81ZlZ2 + 82Z1~2 ' S182(ZlZ2 + zPz;)' 

les exposants ~ et p 6tant des entiers positifs ou nuls. 
d6velopper en s6rie chacune de ces trois expressions. 

Appellons f(z~, z~) l 'une de ces expressions et soit 

I1 suffira done de 

f(Zl,Z~) = ~ Rm.,,e-.2 .... 2,w 

d6veloppement valable pour des valeurs purement imaginaires de v et w 
et des valeurs voisines. On verra, d'apr6s la m6me m6thode que ci-dessus, 
que le coefficient R,,,~ est donn6 par l 'intdgrale double 

2) /~,,,,,= ( - - I )  m B C ' -  CB' / /  ~' p,,q_,r,._ m f(z,, z~)(z 1 -  z~) e~,4 v(,,)+ ~-(~,)1 + 2,,[ ~v(~,)+ ,.(,.)1 dz~ dz 2 
8182 

Z1 Z2 

I 
obtenue en" remplat;ant, dans l 'int6grale de la page Io4, zlz 2 par ~ f ( z l ,  z~). 

Les indices L1 et L~ signifient, comme plus haut, que l ' int6grale est 6tendue 
aux valeurs r4elles de z~ et z~ repr6sent6es par les contours L~ et L 2 
suppos6s infiniment voisins de l 'axe Ox. D6signons par E(z)  l 'exponentielle 

E ( z )  = e 

alors en supposant 

f(Zl, Z2) = Z~Z~ -'[" p ~ ZiZ2~ 
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nous serons ramen6s g calculer l'expression 

f __Z~l'{"lEk,l/d,~,l Z2 Z 1 Z, - -  ; E(z,)dz, < E(Zl)dZ~ 7 
J 81 ,./ ~ 
L l L~ Lx L2 

_ _  z, E ( Z l )  dZl 

Ll L~ L~ 

form& d'int6grales simples. 
De m6me en supposant 

E(z,)&, 

Z,~ E(z,)dz, E z, dz.2, 
L~_ 

nous aurons, pour calculer R,,:, ~ calculer l'expression 

/ z ~ + ' E ( i ~ l ) d ~ l / ~ E ( z g ) d ~ ¢ 2  - -  :ZlE(~'l)Clzl/zy2+lE(z2)dz21 81 

Ll L2 Z 1 L~ 

D p+t D 
v ~2 - -  I z, E(z,)dz  I - -E(z , )dz , ,  + / ~ E ( Z l ) d Z l  / z;E(z2)( . lz~ 2 [~ if, p+l 

a * a J d ' ~ ,  
L l L~ k I L= 

compos& d'int6grales simples. 
Enfin si nous supposons 

f(Zl ,  Z,) --~- 818~ (Z~ Z~ "~ ZPl Z;) 

nous aurons g calculer l'expression 

f f zgE(z, )dz.,- f z~E(z,)dZl f 
L! L~ L l L= 

.~ ,o+1 ( + fz;+'E(z,)dz, fz;E(z,)dz=--f lE(z,)dz, E,z,)dz~, 
L l L= L~ Z= 

form6e d'int4grales simples. 
Si l'on consid~re l'int6grale de fonction b~ multiplicateurs 

Aeta  mathemaaca ,  la. Imprlm~ le 29 septembre 1890. 
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les constantes 

sont 

a 1 

P .  Appell .  

sont lea modules de p6riodicit6 relatifs aux coupurea a~ 
de fonction k multiplicateurs 

Cdz) = f SE(z)dz. 

Ces fonctions ~ multiplicateurs 

Z v 

-; E(~) , z~E(z) 

, d S ~  , d ~  
£1 L2 

lea modules de p6riodicit6 de cette int6grale le long des coupures 
et %; de m6me, les constantes 

A' f ~E( )d A' = f z;z(z,)dz~ 
LI L2 

et a~ de l'int~grale 

(~0) 

ont d'ailleurs les m6mes multiplicateurs que l'exponentielle E(z) ,  c'est 
dire lea multiplicateurs 

d6finis pr6e6demment (page 

m l , m 2 ~  ~1~ ~ 

io8) 

9n 1 = I~ m2 z I ~  n I ~ r2mq2"~ 

On voit que le calcul des coefficients R.~,. 
d6terminants de l'une des trois formes suivantes 

AI,~A2,p--AI,,oA:,~, 

ol, , > o , p > o .  
Toutes ces int6grales 

A I A '  ~ A A' ,v 2,p 2,v 1,p ~ 

off 

~2 ~ p2m~.2n • 

se ram~ne au caleul de 

f Z  v 
¢~= sE(Z)dz '  =fz E(z)dz 

P~O~ I~ 2~ ...~OC 



gut les int4grales de fonetions ~ multiplicateurs. 

se ramOnent ?~ trois d'entre elles. En effet raisons, pour abr~ger, 

Z 

F M+ Nz dz 
d s 

E ( z )  = e:mV(z)+:nw(*) = e ° 

a v e c  

M=2(mB- -nB ' ) ,  N = - -  2(mC--nC'). 

L'identit~ 

dE(z) = ME<z)s dz + N~ E(z)dz 

donne par l'int6gration 

(53) E(~)  = ~¢'o + N¢I 

ce qui ram6ne le calcul de ¢o k celui de ¢1. 
Puis l'identit6 

Z v 

dz~E(z)=~#-lE(z)dz q- M-E(z)dz  q- Nz~+IE(z)dz 
8 8 

oh ~ > i donne par rint6gration 

(~4) ~ E ( ~ )  = ~ _ 1  + ~±¢~ + iv¢~+,, 

formule qui ram&m le caleul des fonctions 

k eelui des fonetions 

D'autre part, soit 

~ o ,  f l ,  f ~ ,  "'" 

¢1 , ¢2:1 ¢3 ~* . . . .  
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d'ofi 
d s  5aoz  ~ + 2 a ,  z 8 + 3a, z ~ + a3z + a , .  

d z  8 

la differentiation de l'expression sz~E(z) donne 

~ =  ~(~ - ~)(, - k~)(~ _ ~ ) ( ,  - - ~ ) =  ~o  ~ + ~,z ' + ~ z  ~ + ~,~z ~ + ~ , ~  
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ou en r6duisant 
d[sz~E(z)] 

: (2~ + 5)(10 zv@4 "~ (IJ -J~ 2)0~1 zv+3 + (21, I + 3)a,y+' + (u + Qa,z ~+' + (2v Jr I)a,z" E(z)dz  

+ Mz~E(z)& + ;vz-' E(z)&. 

L'intdgration de eette identit6 donne: 

(55) ~.E(~) = (~ + 5)~o¢~+, + (~ + ~)~¢.+~ + (~ + 3)~,¢., 
+ (~ + ~)~3¢,,+1 + (~ + ~)~,¢~ + M~ + ~Vfv+,; 

rempla~ons, dans eette relation, 9~ et 9'~+1 par leurs expressions d6duites 
de la relation (54) de la page pr6c6dente dans laquelle on changerait 
sueeessivement v en v + I et ~ + 2: 

z'~+lE(z) M ~)~+1 N ¢~+2, 

~v+l : V Jr 2 Y Jr 2 Y J r  2 

~Tous a u r o n s  

(56) (sz~ .~/ Z,+I " .N" ) + ~ ~ + 2 z'~+~ E ( z )  (2~ + 5)~,o¢v+, 

lwJ [( :~1~v M N  

Jr- (V -Jr- I)a;~ v ..-I.- I J  

relation exprimant l'int6grale ¢~+4 en fonction des quatre pr6e6dentes 
¢~+3, ¢~+~, ¢~+l, ¢~. En faisant successivement dans cette relation 

l ~ = O )  I ) 2 ,  . . .  

on exprimera toutes les fonctions ¢~ k l'aide des quatre premi6res 

¢0, ¢1, ¢,, ¢~; 

et comme ¢0 et ¢1 sont li6s par une relation 6tablie pr6c6demment, (re- 
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lation (55) de la page I3I) ,  ou pourra exprimer toutes les fonctions ¢~ 
k l'aide des trois 

Comme ehaque fonction 9% se ram6ne aux fonetions 0~ par la fornmle 
(54) de la page I3I  , on voit que routes les intdgrales appel6s 9~ et ¢,, 
(v = o,  i ,  2, 3 , . . . ,  cx9) s'expriment en fonction lin6aire k coefficients 
constants de 

¢ , ,  

et de fonctions connues. 
Ces fonctions connues sont de la forme 

et leurs modules de p6riodicit6 sont nuls. Les modules de pdriodicit6 
d'une quelconque des int6grales 9'v et ¢v sont done des fonctions lindaires 
homog~nes des modules de pdriodicit6 correspondants des trois int6grales 

Par exemple 

Done 

AI,~ = aAl,1 -I- a'Al,: +-a"A1,3, 

Au,~ = aA~,l "-I- a'A:,2 + a"A2,3, 

Al,e = bAl,1 + b'Xtl ,~ + b"Al,~, 

A2,p ~ bA2,1 + b'A:,2 + b"A:,3. 

A , , v A 2 ,  ? - -  A 2 , ~ A j ,  p = ( a b '  - -  b a ' ) ( A 1 , 1 A : , :  - -  A2,1A1,2) , 

+ - -  

+ (a'b" - -  b'a")(A,,:A,~,~ - -  A:,:A~a ). 

Le calcul du d6terminant 

se trouvc ainsi ralnen6, quels que soient les entiers v e t  p, ~ celui des 
trois d6terminants 

(57) A w A 2 , ~ - -  A.2,1A1,2, Al,lA2,3 - -  A 2 , 1 A 1 , 8 ,  AI,~A2,~-- A~,2AI,.~. 
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I1 en sera de m6me des d6terminants tels que 

A A '  - -  A A '  l~v 2~p 2# l ,pl 

qui peuvent aussi figurer dans l'expression de 1t ...... . (Voycz page I3o ). 
On sera donc toujours ramenS, par voie r6eurrente, au ealcul des 

trois ddterminants (57) de la page prdc6dente. 
Or le premier de ces trois ddterminants n'est autre chose que celui 

.qui a 6t6 d&ign6 g la page IO6 par 

en effet on a 

A, = A,,,, 

Aid12 - - -  A 2 ~  , ; 

ce d4terminant a 6t4 calcul6 ct exprim6 ~ l'aide de l int%talc  d6finie 
rectiligne 

1 

Z ~/Z ¢(m, n) =/7- ,  
I /  

0 

Le second des ddterminants (57) 

A,,1A: ,3  - -  A: ,1Al,a  

peut, par les m4mes mdthodcs, dtre exprim6 g l'aide de la mSme in- 
t6grale d6finie rectiligne ~b(m, n). 

Enfin le troisi6me de ces ddterminants 

AI,:A: ,a  - -  A 2 , 2 A I , a  

exige pour son expression deux nouvelles int6grales rectilignes analogues 
¢(,,,, .) 

1 1 

0 0 

En effet les dcux int~grales 
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dont la premi6re n'est autre chose que l'int6grale appel6e pr6c6demment 
~(z) (pages ~ o  et suivantes) 

z) E( z) 

sont des int6grales de troisi6me esp6ce de fonetions aux multiplicateurs 

m I = i~ m 2 ~ I~ ~1 ~r~m~t:"~ ~ = p ~ r " r ~ " ;  

ces int6grales ont pour point critique logarithmique le point cx9. Elles 
sont uniformes sur la surface de Riemann /~,b~ figur6e ~ la page I I I. 
Appelons £ et £' les modules de p6riodicit6 de ces int6grales d, 2 et ~b 3 
le long de la coupure l; nous avons calculd £ pr6c6demment aux pages 
I I 3 - - I  I5; en suivant la mgme m6thode on aura £'. Le d6veloppement 
que nous avons 6tabli ~ la page I I4  

donne imm6diatement 

[' ] z"  E ( z )  - -  z ~  ~ o ,  - - r + - + . . .  ; @~ + Oo + ~ 

alors 
. l ) - - m  r - - n  

= . 

Nous avons 6tabli les deux relations suivantes entre les modules de p6riodi- 
cit6 ~1, ~2, ~2, • de l'intdgrale 02(z) ou N ( z ) ,  modules que nous ap- 
pelons ici, pour plus de symdtrie dans les formules, A~.2, A~.2, C2.2, 
(voyez page i x 2) 

I - -  ~1  ~ I - -  ~l, 2 " 

On aura de m~me, en appelant 

A~,~ , &,~ , C~,~ , f? 
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les modules de p6riodicit6 de ¢a(z) 

. a l  3 - -  ~'1 C 2 , 8  - -  ~[~I 5~t ql~O C o  3 

I i l, l ~ A 2 a - ~  - -  "' " ' - -  ' I - -  ot~ 

D'oh l'on tire 

ou encore 

'n't 'D'2 "r A,,:A~,,- A,,,A,,~-{~ -,,76 -,,,~)(ec,,,~- e%,,) 

' ' I - - 9 ~ ,  t I - - ~ , ~  

Le calcul du troisi6me des d6terminants (57) est ainsi ramen6 au calcul 
des deux modules de p6riodicit6 

L,a L.~ 

Si l'on pose 
1 1 

ttf 'q 
0 0 

les int6grales 6tant rectilignes, on volt, comme aux pages I I 5 ~ I I 7 ,  

que l'on a 

&= = z ( m ,  n) + z ( - -  ~ ,  - -  n), ~,,~ = ~ (m,  n) + O(- -  m,  - -  n). 

En r&umd, le calcul des coefficients des d&eloppements en s&ie trigono- 

mdtrique d'une fonction ab~lienne exprimde par u ne fonction sym6trique enti&e 

de z I e t  z 2 , s 1 et s:, se famine toujours par des op&ations algdbriques 616- 

mentaires au calcul des trois intdgrales d6finies rectilignes 

1 1 1 

0 0 0 

o~ 
E(z)  ~--- e ~m vo)+2, w(,). 

I1 serait, par exemple, bien facile d'appliquer cette m~thode g&16rale 

au ddveloppement de sis 2 ou de s 1 + s 2. 
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On peut, par les mdmes m6thodes, calculer les coefficients des dd- 
veloppements en sdries trigonomdtriques de fonctions abdliennes de rune  

des deux formes 

R ( s ,  z) d~s~gnant une fonction rationnelle de s et z. Pour que ces d~- 
veloppements soient convergents comme les pr4c~dents, il faut et il suffit 

que R(s ,  z) reste finie quand z varie par valeurs rdelles de o ~ i et de 
I I 

D ~ v e l o p p e m e n t s  de  f o n c t l o n s  n o n  s y m d t r t q u e s  e n  z , ,  s~ et z~, s~. 

Les mdthodes que nous avons appliqudes au ddveloppement des fonc. 
tions abdliennes en sdries trigonomdtriques procddant suivant les puissances 
de e s' e t e  ~ ,  peuvent, dans certains cas, donner les coefficients du ddvelop- 
pement en sdries trigonomdtriques de fonctions non-symdtriques en zj,  s 1 
et zs, s2, fonctions qui s 'expriment par des racines carries de fonctions 
abdliennes. 

Prenons, par exemple, la fonction 

Z s --Z I 

oh nous supposons z~ r~el et compris entre o et I, z I r4el et compris 
I I 

entre 1~ et ~ .  Cette fonction s'exprime par une racine carrie de fonc- 

tions ab~liennes, car 

z~ -- z, ~/(z I + z,)' - -  4zlz ~ ' 

la racine ~tant prise positivement. Nous avons vu que, si les variables 
v e t  w partent de valeurs purement imaginaires v o et w o et varient par 
valeurs purement  imaginaires de v 0 et w o ~ v 0 ~ m ,  w 0 -]- 7ri, lea variables 
z~ et z I oscillent sur l'axe des quantit~s r~elles la premiSre z 2 entre o 

I I 
et i ,  la seconde z 1 entre ~ et ~ de fa~on ~ d~crire les lacets appel~s 

Aeta mathemat~ca. 13. Imprim6 le 10 no~embre 1890. 18" 
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L 2 et L x. (Page :oo.) 
et % + m, la fonetion 

P. Appell. 

Lorsque v e t  w varient ainsi de v o 

k~ 
- -  Z l Z  ~ 

Z 2 -- Z t 

et w o k v o + zi 

est done uniforme, finie et continue. Elle est pour ees valeurs purement  

imaginaires de v e t  w d6veloppable en une s6rie de la forme 

avec  

k,~p z 'z--~-='~'~.  ~ - ~ - _ _  ~, . . . . . . .  X,,,,,e -~ . . . .  ~ " "  

S,~,. 

vo+ ~ri wo+ rrl 

.~__ l¢),a f dv f z,z, e2mv+enw(lw. 
7 ( 2 J '  J Z 2 - - Z  1 

V o U~ 

En faisant, dans cette intdgr:ale double, le ehangement de variables d6fini 

par les 6quations d'inversion de JAcom 

(') (') w =  W(z,)  + W ( z ~ ) -  w ~ , 

on trouve, eomme pour P,,,,,, (pages IO2--IO4),  

' d d  8 ,8 ,  ' 

formule qui se ddduit de la formule (42) de la page xo4 en y rempla- 

9ant zlz. ~ par z,z, . L'on aura done, d'apr6s les valeurs des intdgrales 
Z~ - -  Z t 

s,,,,,, = ( - -  I)"k#~ Be ' - -  Cv' 
r? l?" q " ~ ....... A~ A~ , 

oll A: ct A~ ddsignent eomme pr6c6demment (pages lO6 et suivantes) 
les intdgrales 

A 1 = ;ZltlZl_e2ml:(zt)+?nW(z,) 12 = iaz2(tZ~ e_,2mV(z2,+2nW(zx) 
d "% ' d "% ' 
1.1 1,, 
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dent Its valeurs sent li6es par les relations (44) dc la page 

- - A , ( I - - -  r~"~q 2") + r~"q~"C2=o,  

- -  A , ( I  ~ p ' ' r  ~") ~ p 2 " r 2 " 6 ' ~  -~-  o ,  

qui donnent par l%limination de C 2 

~)--m r - -n  
n - -m~.m--n  t - - - 2 ~ m r n  A 2  " A~ = - - q  p ~ _ _ ~ .  

On a done 

et comme 

- -  C B '  . l"~mr " - -  p - " r - "  s,., .  = ( - -  ,)mk.~#BC' ~ ~ _ ~ _ . _ _ ~ . , ~ ,  A~, 
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I I 0 :  

~ = ¢ ( m ,  n) + ¢(-- ,., - -  n), 

on volt que le coefficient Sin,, est encore exprim6 k l'aide de l'int6grale 
d6finie appel~e ¢(m,  n). 

On trouverait de m6me les d6veloppements de fonctions de la forme 

f(.~, , z 1 ; .~, z~) 
Z~ - -  Z 1 

off le num6rateur f(s, , Zl; s2, z~) d6signe une fonction sym6trique entiSre 
de s , ,z ,  et s~,z~. 

Sans insister davantage sur ces d6veloppements, j 'arrive k une autre 
question int6ressante, k savoir celle de l'inversion d'une int6grale ultra- 

I V(z) par exemple, pour des valeurs r~elles de z et de l'intdgrale. elliptique, 

Les  in t$gra les  ddf lnies  appel$es ¢(m, ~), z(m, n), ~(m, ~) se pr~sen ten t  
darts u n e  a u t r e  esp~ce de p r o b l ~ m e s  qu i  se posent  souven t  

en m d e a n i q u e  rat ionel le .  

Soit, pour fixer les id6es, lo relation 

g 

o 
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off B e t  C sont les mdmes constantes purement  imaginaires que prdc6dem- 

ment  et oh s est lid k z par la m~me relation que ci-dessus 

- - - - -  

Supposons que t ddsigne le temps et z une variable rgelle servant ~ fixer 
la position d 'un mobile au t e m p t .  Alors les variables z et t doivent 

rester rdelles, et t aller toujours en croissant. 
B C 

Dans ces conditions, comme - et _,sont des constantes rdelles positives 

B C 

z eroitra de o k I, le radical 

s =  

6tant pris positivement; puis Z d6croitra de I k o, le m6me radical s 
6tant pris ndgativement;  puis z croitra de nouveau de o k I, s 6tant 

positif; et ainsi de suite inddfiniment. Nous avons vu (page 9o) que l'on a 

~r I f B - -  
= ~ j  8 oz dz; 

d'apr~s eela, si dans la relation (5 8) de la page prdcddente 

(5 8) t = ~ f B --s Cz dz 

0 

on veut prendre le temps t comme variable inddpendante et la variable 
rdelle z comme fonction de t, on volt que z est une fonction rdelle de t 
admettant  la pdriode ~r et restant finie (comprise entre o et I) pour toutes 
les valeurs du temps t. 
mdtrique de la forme 

On pourra donc d6velopper z en sdrie trigono- 

Z :  ~, pine -:mt~ 
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convergente 

coefficients 
de vue sp6cial, l'inversion de l'int6grale (58). 
par l'int6grale d6finie 

t o + ~r 

to 
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pour toutes les valeurs r6elles de t. La connaissance des 
de ce d6veloppement permettrait done de r6aliser, ~ ce point 

Le coefficient p~ est donn6 

on, en faisant, dans cette int6grale, le changement de variable 

0 

f (B Cz)zdZe~V(, ) 
P~ ~- i n /  s 

II 

l'indice L 2 signifiant comme pr$c6demment (page l OI et figure de la 
page IOO) que le point z d6crit un chemin form6 de la portion TI de 
l'axe Ox dans le feuillet sup6rieur (s > o), de 

a d  

la portion I ,  o du mgme axe dans le feuillet ~ ~ a _ ~ ,  
inf6rieur (s < o), enfin de la portion 03 du m~me __ x 
axe dans le feuillet sup6rieur (s > o); 3 6tant a ~  
infiniment voisin de T. Pour pouvoir figurer ce 
chemin L~, nous l'avons repr6sent6 non comme confondu avec le segment 
o I (ce qu'il est en r6alit6), mais comme infiniment rapproch6 de ce segment. 

Nous avons vu pr6c6demment que l'on a 

~'~*~'m~("÷~nW("=X(,~, n)+ Z(--m,--'0" 
I* 2 

On aura donc, pour d6terminer _,v,~, l'6quation 

B G po=~[¢(m, o) + ¢ ( - m ,  o)]-- ~[x(~, o) + x ( -  ~,  o)], 
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oh 

P.  Appel l .  

1 

0 

1 

z(m o) =/ '* '~ t"  _ ] 8 e~mV(z). 

,2 
0 

On est donc bien ramen6, pour cMeuler p,,,, aux m4mes inl6grales que 
pour d6velopper les fonctions ab61iennes pr&6dentes en s6ries trigono- 
m&riques. 

On verra de mdme que si l'on veut d6velopper non seulement z 
mais z" o u  bien sz ~ (v entier positif) en s&ie trigonom&rique ordonn6e 
par rapport aux puissances de d",  le culcul des coefficients se ramSne g 
celui des trois int4grales 

¢(~, 0) 7 z(m, o) ,  ~(,,,, o) 

en vertu des formules de r6duction des pages I3I et suiv,mtes. 
On arrive donc d celte conclusion remarquable que, si l'on suit d6velopper 

en s6ries trigonom6triques les fonctions ab61iennes 

~, p P ',, 

on suit en mdme temps faire l'inversion de l'int6grale ultraelliptique 

z 

0 

z et t r6els) et d6velopper 

Z ~ ~ • . . Z ~ . . . . . . . .  

en s6ries trigonom&riques proc&lant suiwnt les t)uissanccs de e TM. 

Ces r6sultats s'6tendraient sans peine g l'inversion d'une int6grale 
ultraelliptique de la forme plus g6n6rale 

Z 

; z 0 s z , /  s 
0 0 
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et p 6tant des entiers tels que l'expression 

~ ( B -  Cz) + p(B ' - -  C'z) 

ne s'annule pas entre o et x. 
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Les intdgrales ¢(~,, ~), Z(m, n), gs(m, n) comprennent comme vas 
trOs-particuliers les fonctions de Bessel. 

Dans les calcul,~ pr&6dents (pages 13i et suivantes) relatifs ~ la 
r6duction des int6grales de la forme 

¢(,) "' f 
, ~(z) z~dze ' '~'( '+~" 

oh ~ est un entier positif oll nul, ~ trois d'entre elles ¢~, ~'2, ~ba, nous 
avons suppos6 m et n entiers, d'apr& la nature de la question qu'il 
s'agissait de r6soudre. Les formules de rdduction que nous avons dtablies 
sont les m4mes lorsque m e t  n ne sont plus des hombres entiers, mais 
d&ignent des constantes qudconques. 

On en conclut que, quels que soient m et n, entiers ou non, les 
int6grales d6finies 

1 

fz~dze2mV(z)+,aw(,) ' 

0 

1 

f z ~ dz e TM V(z)+~n w(,) 
o 

se ram6nent aux trois que nous avons appel6es 

¢(m, n), z(m, n), n). 

Ces derni&es int6grales sont des fonctions de m e t  n qui comprennent 
comme cas limltes les fonctions de BESSET,. 

Par exemple m et n 6rant quelconques, l'expressiOn 

2my(z) + 2  W(z) 
est de la forme 

f a + fl"dz 8 

0 
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a et ~ d6signant des eonstantes arbitraires lin6aires et homog6nes en m 
et n. L'int~grale ~(m, n) devient alors 

off 

z 

1 fa+f l z  dz 

0 

s ' =  z ( ,  - -  ~)( ,  - k ~ ) ( i  - -  ~ ) ( ~  - ~ ) .  

Supposons, comme cas limite, 

k ~ - 2 = ~ u = o ,  

l'int6grale ci-dessus off l'on fait 

z ~ sin 2 F, 

s ~ = z ( I  - -  z ) ;  

d~ 
s----~ sinFcosF,  s - -  2d~ 

prend la forme 

: f s i n  ' ¢. d~. e(~°+~*-~ "'°2~, 
0 

int6grale qui darts l'hypoth6se 

2 a  -[-/~ ~--~i, (~ entier) 

se ram6ne imm6diatement k des fonctions de BESSnL de la variable fl-. 
2 

(Voyez, par exemple, le Trait6 de TODHU~TER: On Laplace's, Lamd's and 
Bessel's Functions (pages 287 et suivantes). 

La m6thode employ6e dans le chapitre pr6c6dent s'applique aux 
fonctions ab61iennes les plus g6ndrales. Dans un suppl6ment, nous 
montrons en particulier comment cette m6thode s'dtend aux fonctions 
ab61iennes qui naissent de l'inversion d'int6grales hyperelliptiques d'un 
genre quelconque. Puis nous indiquons comment nos recherches sur les 
int6grales de fonctions k multiplicateurs peuvent dtre dtendues k l'6tude 
de l'int6grale g6n6rale d'une classe importante d'6quations diff~rentielles 
lin6aires ~ coefficients alg6briques. 
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S u p p l e m e n t .  

lJ6voloppomonts on stifles trigonom6triquos do fonotions abfilion- 
nos rfisultant do l'invorsion d'intfigralos hyporolliptiquos. 

La m6thode que nous avons suivie dana le premier cahier, pour calculer 
les coefficients des d6veloppements en s6ries trigonomgtriques de fonctions 
ab61iennes r6sultant de l'inversion d'int6grales ultraelliptiques, peut ~tre 
6tendue ~ des intggrales hyperelliptiques dont le genre p est quelconque. 

C'est ce que nous allons montrer en supp0sant, pour simplifier, p---~ 3 
et en partant de la relation alg6brique 

oh gl ,  hx, g: ,  h: ,  g~, h~, g~, h e ddsignent des constantcs in6gales. La surface 
R,b, de Riemann correspondant b~ cette relation se trouve figur6e dans 
l'Ouvrage de C. NEUMASN (1OC. cit. page 179); nous la reproduisons ici 
en donnant aux coupures c 2 et c a la disposition particuli6re que nous 
sommes convenus d'adopter: 

b ,----- 

%--~_-: :ry_----_.a~ 
(~ 

_ . ° .  . . . . .  . 

,,t" \ ~ , - 5 1 1 ' ~ / - - ~  - -  "----,~, 
.a, I ~ I l l  

t i l  ' i~. 
I |  - -  I =  

. . . . . . . .  : . ' ~ = . T = .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ' 

c5.~ 
Aeta mathemat~ea. 13. Imprim6 le 11 novembre 189&. 19" 
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Soient alors 

P .  Appe l l .  

Z 

w,(z) = f v, + q'~ + ~'~dz, 
£0 

w (z) _ f + q z. + " dz, 
2 0 

Z 

Z o 

les int6grales ab61iennes normales de premi6re esp6ce relatives ~ cette 
surface de Riemann, p~, q~, r~, p~, q2, r2, P3, q3, r3 6tant des constantes 
convenables. Les modules de p6riodicit5 de ces int6grales sont (C. NEU- 
MAN~, page 246 ) donn6s par le tableau suivant 

Coupures-~ a I a 2 a 3 b 1 bu 5 3 

w,(~) 

w~(~) 

w~(~) 

7:i o o 

o ~i o 

o o ~'i 

bll bl~ bl3 

b21 b22 b~3 

b31 ~32 b33 

avec 

b j / •  ~ bkj o 

Consid~rons les 6quations de JACOBI 

~, = ~,(~) + w,(~) + w,(~), 

(~) ~ = w~(z,) + w,(z~) + w,(z~), 

u3 =w~(zl) + w3(z~) + w3(z~), 

d~finissant z 1 , z~, z 3 en fonction de u I , u~, u 3 . 
Appelons a~ et fll les points oh la droite glh 1 rencontre les deux 

bords de la coupure a~ (voyez page I45), a2 et fl~ les points oh la droite 
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g2h~ rencontre lea deux bords de la coupure a2, a~ et f13 les points off la 
droite go h 8 rencontre les deux bords de la coupure a 8. Alors, d'apr~s les 
valeurs des modules de p~riodicit~, on a 

w , ( A ) - -  w,(~,)--  =~, 

wl(fl,) - w , ( ~ ) - -  o, 

w,(fl~)-- wl(~,) = o, 

w~(A) - -  w J ~ , ) = o ,  

w d A ) - -  w~(:~)--- o, 

w ~ ( A ) -  w~(~,) = o, 

w ~ ( £ ) -  w~(~)- -  o, 

w~(Z~) - -  w~(~)--  =~. 

Supposons que les variables z l , z~ ,  za partent respectivement des points 
a 1 , %, a 3 et d~crivent des contours L~, L , ,  L 3 aboutissant aux points 
ill, fl~, f13, ces contours ~tant choises de telle fa~on que les differences 

~ , -  (~,)o, ~ -  (U,)o, u~ - (~)o 

varient par valeurs purement imaginaires de 0 ~ rri quand z~, z~, z 3 d~crivent 
lea contours L I , L 2 ,  L 3. Par exemple, dans le can particulier oh les 
constantea gl ,  h~, g2, h2, g3, h~, 94, hA sont r~elles, et rang~es par ordre 
de grandeur, les contours L~, L~, L 3 sont infiniment voisins des segments 
de droites algl, a~g~, %g3 dans le feuillet sup~rieur, 91hl, g2h~, 93h3 dans 
le feuillet infSrieur, h~fl~, h2fl~, h3/? 3 dans le feuillet sup6rieur (voycz la 
figure de la page I45 ). C'est sur ce cas particulier que nous exposerons 
la m~thode qui s'applique imm~diatement au cas g~n~ral, ~ condition que 
lea contours L1, L2, L 3 ne se coupent pas. 

est une fonction 
chaque variable. 
des differences 

D~veloppemen$ de la fonc t ion  ab~lienne zlz~z 3. 

La fonction ab~liennc 

Z 1 Z~ Z 3 

uniforme de ul ,  u2, u 3 aux p6riodes rd par rapport 
Cette fonction scra pour les valeurs purement imaginaires 

u, - ("1)o ,  u , -  (u,)0, u ~ -  (u3)0 
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d~veloppable en une s~rie trigonom~trique de la forme: 

ZIZ~Z a ~ ~_, lOylv~ e -2vlul-~2u2-:~a"3 

oh la sommation est 5tendue aux valeurs enti~res des indices u~u2u~ de 
- - c ~  ~ ~- c~. Le coefficient P~,~ est donn6 par la formulc 

(~) 
(u~)o+ ~ri (uz)o+ r,; (ua) o q- 7r~ 

(u~)o (u.~)o (Ua)o 

los diff6rences 

" , -  (~)o, u~ - -  (~,)o, . ~ -  (U,)o 

prenant, dans l'int~grale triple, des valeurs purement imaginaires. 
Suivant la mSthode employee dans la troisi~me partie, raisons dans 

cette int~grale triple (2) le changement de variables d6fini par les dquations 
de JAconI 

~1 : Wl(Zl) + Wl(Z2) + Wl(Z3) '  

.~ = w~(z,) + w~(~) + w~(z~), 

us = w~(~,) + w~(~) + w~(~) 

et prenons pour nouvelles variables z l , z 2 ,  z 3. Comme ce changement 
de variables se ram~ne imm6diatement ~ un changement de variables 
r6elles, puisque le long des contours ~L 1 , L~, L 3 les variables z 1 , z 2 , za 
peuvent dtre regard6es comme d@endant chacune d'une variable r6elle, 
il suffit, d'apr~s les r6gles 61dmentaires bien connues, de remplacer 
duldu2du ~ par 

dzldz~dz3 , 
D (zl, z , ,  ~) 

la notation 

D(%, %, u.~) 
n(~,, ~, ~) 
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d6signan~ le d6terminant fonctionnel 

~u~ ~ t  2 ~u s 

~z t ~z s ~z s 

~.tt s ~u s ~u a 
3z~ Oz~ Oz 3 
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C o m m e  n o u s  a v o n s  pos6  

w~(z) f P' + q'" + r,z'.  --~ az, 
8 

1,0 

Z 

w,(z) = f P' + q,z s + v'z'dz' 
4 

Z 

ZO 

n o u s  a v o n s ,  en  

z ~ z 2 ~  z = z a ~  

D(u,, %, %) I 

appelant s~,s2,s 8 les valeurs que  prend s pour z----~, 

p~ + q~zl + r~zI 

p, + q~z2 + r~z~ 

2 P8 + qaz2 + raz~ 

p, + q~z8 + rlzl 

A 
815~8 a 

I ~1 

I Z 2 

I ~s 

A 
81818 s 

( z . -  z.), 

oh A d6signe une constante 

A _ 

Pl ql r l  

t 

p~ q~ r~ 

P3 q8 ra 
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Posons en outre 

P. Appell. 

E ( z ) = e 2y,~,(*)+2~(z)+~w3(~). 

alors l'6quation (2) qui donne P~,~,~, devient 

Li /,2 £s 

I `31 `3~ 

I z~ 3̀~ dz,, 

I Z 8 "̀ 3~ 

les indices L1,  L2 ,  Z 3 dont sont affect6s les signes d'int4gration signifiant 
que les variables `3~z2z 8 doivent prendre la suite des valeurs figurdes par 
les contours L I ,  L2 ,  L 3 d~finis h la page i47. 

L'int6grale triple ainsi obtenue se d~compose en int6grales simples. 
Nous pouvons l'6crire en faisant entrer les facteurs z~, z,, z 3 dans le d6- 

, 

S 18 a 8 a 

Ll Lz La 

terminant 
`31 3̀21 

2 ,32 Z~ 

`33 `32 3 

8 Zl 

z] dz, dz.flz~ . 

Z3 "d 

Consid6rons les int6grales simples 

, ]  s, 
Zi 

----_ ~,E(z,) d .  

, ]  s 
I, a 

off ~ est un entier _~ositif ou nul. 

( 3 )  p ,v,v _ A 

L'expression ci-dessus de Pv,v~v~ deviendra 

An A~I A81 

Al2 A22 As~ 

A .  A28 A .  
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et se trouvera ramen6e ~ un d6terminant de neuf int6grales simples; ce 
qui constitue la g6n6ralisation imm6diate de la formule trouv6e h propos 
des int6grales ultraelliptiques. 

L'int6grale 

est une int6grale de fonction ~ multiplicateurs; et les constantes 

A,1 , 21,~ , A,3 

sont les modules de p6riodieit6 de cette int6grale le long des eoupures 

a 1 , a~, a a . 
En effet l'exponentielle 

E ( z )  = 

est uniforme sur la surface de Riemann /~.b~ figur~e ~ la page 145. Les 
vateurs que prend cette exponentielle aux deux bords d'une coupure ne 
diff5rent que par un facteur constant qui se ddduit imm~diatement du 
tableau des modules de p~riodicit~ de w~(z), w2(z), w3(z ). Appelons, 
comme dans la th6orie g6nerale, ml, m~, m 3 les multiplicateurs de E(z) 
le long des Coupures al fa l fas ,  et n~,n~ ,n  3 ses multiplicateurs le long 
de bx,b 2 ,b  8. Nous aurons 

(4)  { m z ~ e ~v~ ~ I ~ ~ s  ~ e~Y~ ~ -  I ~ m3 ~ e :~:~ ~ I 

~1 ~ e2vlbn-1"2v2b21+2uabsl~ ~ ~ e2vlbtsT2vub~T2uaba~ ~3 ~ e?vabla'l-2v'~b~T2utbss" 

La fonction 
~Y ;E(z), 

~tant un entier positif ou nul, admet les mgmes multiplicateurs quo 
E(z);  cette fonc~ion est, pour des valeurs tr6s grandes de z, d6veloppable 
en une s6ric ordonn6e suivant les puissances d6croissantes de z, et le 
premier terme du d6veloppement est de l'ordre de 

z.-4 
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Donc les int~grales de fonctions k multiplicateurs 

~,~(s) = / ~  E(z)dz, 

sont de premiere esp~ce eomme restant partout finies; tandis que 

¢3(s) ~ f ~ E(z)dz 

est de troisi~me esp~ce, car cette int6grale a pour points critiques loga- 
rithmiques les deux points 3"0 et Jl situ6s ~ l'infini, le premier dans le 
feuillet sup~rieur, le second dans le feuillet inf6rieur. 

Appelons 

21~1, Av2, A~3, B~1, B,~ , Bus, C,~ , Q3 

les modules de p~riodicit~ de l'int~grale 

¢~(z) ~-/~ E(z)dz, 

le long des eoupures a 1 , a  2 , aS ,b  1 , b , , b  3 ,c~ ,c  3. Si ~ es t~galk  i ou 2, 
cette int6grale est de premiere esp~ce, et, d'apr~s les relations ~tablies 
dans la deuxi~me partie entre les modules de p6riodicit~ et les multipli- 
cateurs d'une int~grale de premiere esp~ce (page 34), on aura 

B, , ( ,  - -  ~ , )  - - . 4 , , ( ,  - - , , , )  + n , C , , = o ,  

B, , ( ,  - - m , ) - -  .~,,(x - -  n,) - -  . , .~.,C,, + . ,C,,---- o,  

B,,(~ - - m , ) -  ~_,,(x - - . , ) -  ~ , . ,C' , ,  = o .  

Mais actuellement m, = m2 m_ m3 ~--- i ; donc 

(s) 
- -  . a .  ( I - -  n,) + n, C,, 

A,,(I  - -  . , )  - -  n~C,, 

~-O,  

= 0 ,  
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On a de m~me pour l ' intdgrale ¢~(z) 

153 

- -  2 t , ,  ( i  - -  h i )  + . ~  02 ,  = o, 

(6) - - / ~ ( I -  ,i~2) -3 I- R2(C2B - -  ~ )  = O, 

- -  A . ~ ( ~  - - n ~ ) -  ~ C ~ 3  = o .  

L'intfgrale ~b3(z ) qui esg de troisidme espdee n'est plus uniforme sur la 
surface de Riem'mn R.t,~: mais elle devieng uniforme sur la surface/~.~, .  
obtenue en tra~ant sur B.b, les deux eoupures nouvelles 1 eL m que nous 
figurons ei-dessus eonform6ment ~ la disposigion adopgde dans la thdorie 

g6n6rale: 

dans eette figure nous avons repr6sent6, eomme 6taint h distance finie, les 
points critiques logarithmiques 3o et ]~ qui sont situ6s k l'infini. 

Appelons 

A31 , A,~ , A3.~ , B31 , B32 , B83 , C3~ , C33 , £ , O1L 

les modules de pdriodieit6 de l ' int6grale Cs(z) le long des eoupures 

a I , a~, (*'3, bl, b~, 1)s, e 2 , c~, 1 et m. Les modules de p6riodicit6 £ eg 
song aisds ~ ealculer, eomme nous l'avons montr6 d'ms la thdorie ggn~rale 
des int6grales de troisidme espdee. De plus, les relations entre les modules 
de pgriodieit6 et les multiplieateurs d'une intdgrale de troisi6me esp6ee 
deviennent iei, puisque m 1 = m 2 = m 3 = ~ : 

(7) 

- -  -433(I - -  n3) - -  ~3 c~3 = o .  
Aeta mathematl, ea. 13. Imprim~ le 12 novembre 1890. 20* 
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Les relations pr6e6dentes (5), (6) et (7) vermettent de simplifier l'expres- 
sion (3) de P. .~  indiqu6e h la page ~5 o. En effet, si l'on remplaee 
Ar t ,  A ~  , A t , ,  A ~  , A ~  , A.2~ , A~  , A~  , A ~  par leurs valeurs tir~es de ees 
relations (5), (6), (7), on a 

~ltl  ./it2 

A,2t A2~ 

-At3 

.L~t,2 3 : 

~.133 

(l - -  , , , / ( I  - -  ~,,.)(t - -  ..p 

ou, en 
ceux de la seconde, 

ajoutant les 615ments de la premi6re et de la derniSre colonne 

ce qui donne en d6veloppant 

C12 0 - -  C,3 

- -  

On a done enfin, pour le coefficient P~,~, l'expression 

qui, en vertu des relations (5) et (6) des pages I52 et ~53, peut aussi s'~crire 

A "-' . ~. ( A ,  A~.~ - -  .A,A.:,). (9) P " ' " ~ -  ( , ~ i f , -  % 

Le calcul de ce coefficient se trouve ainsi ramen6 ~ celui d'un d6ter- 
minant de quatre int6grales simples. Ces quatre int~grales simples 

f'z',dz, ~ ,  , __ £Z]{lz~ 

_ - _ j  -T-, _ . ]  ss 
L l L,~ 

['z'dzl E"  " f zflz~ 

I,  t I ,  3 
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se ram~nent imm6diatement k des int6gmles rectilignes d'apr~s la d6fini- 
tion m6me des contours L~ et L~ (page 147). I1 suffit de leur appliquer 
la m6thode dont nous nous sommes servis d~ns la troisi6me partie, pour 
ramener des int6grales analogues k la forme 

¢(,,~ , n) + ¢ ( -  ,,~ , - ~). 

D ~ v e l o p p e m e n t  de  z, + z~ + z~. 

Si l'on fait 

ylpy2~y3= @ ot~ 

0 e -2vdq-2v2u2-2v*ua 
~1 + Z2 + Z3 = v  v ~ 00 "Ivv'Iv~'v3-- 

I) 2) 3 ~ -  

on trouvera comme ci-dessus, en prenant garde ~ l'identit6 

3 
I ~i Zt 

e,3 
I Z 2 ~'2 

I Z 3 Z~ 
2 

I z t Z 1 

2 I Zl Z2 

l I Z a Z 8 

Q~,v . . ,  - - -  A f f - ( ~ 3 j j  j 
I, 1 Z 2 La 

E ( z , ) E ( z 3 )  

81 $2 83 

I Zl 

I Z 2 

I Z 3 

z ~  

z] dz 1 dz~ dz 3 , 

z~ 

ou encore 

?~,~- (~ 
-'4Ol All A~l[ 

Ao~ A12 A~ , 

Ao3 A13 A ~  

avec les notations de la page 15o. 
Les constantes 

Aol, Ao2, Ao~ ; All, A12, Al~ 
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sont les nmdules de p6riodicit6 des int6gmles de fonctions k multiplicateurs 

le long des coupures tt 1 , a,~ , (t~; ees deux int6gr~les sont de premiere espbce. 

Les constantes 
A3., A~,  A~. 

de p6riodicit6, le long de ces mOnes eoupures, de sont les modules 
l ' int6gralc 

qui est 
l 'infini. 

de troisi~me esp~ce ~vec deux points critiques logarithmiques k 
Cette int6grale ~/,3(z) est uniforme sur 1~ surface de Rieinann 

~,~c~,, repr6sent6e h, la page i53 ;  appelons ~ et ~ ses modules de p6- 
riodicit6 le long des eoupures 1 et m; nous verrons, comme nous l 'avons 

fLit aux pages 153 et 154, que l'on a 

A ~*' .~ .  (AoiAr~ - -  A0~AI1). ( i  o) Q~,~ - ( ~ i ? ,  - ,~ 

Le calcul de ce coefficient peut d'ailleurs se ramener ~ celui de IL,~:~. 

En effet on a 
E (  z) = e ~'~'(~)4-~'-w~(')+'~'(z) 

OU 

en faisant pour abr6ger 

Done 

et en int6grant 

f a+bz+cz'2dz 

E(z)  = e "  " 

a = 2vlp 1 + 2v.~p,~ + 2v.~p.~, 

b ~- 2vlq 1 .-~ 2v.2q ~ + 2v.jq,j, 

C-~-- 2Vlr I + 2P2r 2 -21- 293~" 3. 

dz z<lz z" dz 
dE(z) = ~,-E(z) + b E(z) + c - - ~ ( ~ )  

8 8 8 

E(~) = a¢o(~) + b¢,(z) + ~¢,~(~) + (:e. 
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Les modules de p6riodicit6 du premier membre E ( z )  6rant nuls, 

il en est de m~me de ceux du second membre et l'on a, entre autres 
relations, 

aA(,1 + bAH + cAo.I = o,  

aAo2 + hA12 + cA,22 = o,  

aAo~ + bA13 + cA23 = o,  

d'ofi en 61iminant b entre la premi6re et la derni6re, 

(,  ,) a ( A o , A , 3 -  A03All) -{- c (~21A13-  AH.A~) = O, 

forInule qui ramSne le calcul du coefficient Q~,~,~ ~ celui de Pv,~,~. 

D ~ v e l o p p e m e n t  de  zlz ~ + z,z 3 + z,z 3 . 

En faisant 

zlz~ + z2z3 + zlz.j = ~, R~,~.,ve-~,",-"-v,',-2~,'3 
yl~Y2~y3 ~ - -aO 

et prenant garde h l 'identit6 bien connue 

2 3 
I Z a Z 3 

ZiZ 2 + Z~Za + ZaZ 1 ~- 
I Z 1 Z~ 

I Z~ z] 

I Z a Z] 

on trouvera, comme ci-dessus pour les d6veloppements de ZlZ~Z. ~ et 

z 1 + z~ + z3, 

= (, o"JJJ 
Z1 L2 La 

i 

3 
I Z~ Z 2 

2 Z3 I Z 3 3 

dzl dz2 dz3, 
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ou encore 
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[A,,1 A:l A~I 

A I 
/t~,~ --  (Tri)3]A0: A22 A82 

1 A03 A23 A33 

Les 616ments de ce d6terminant sont les modules de p6riodicit6, le 
long des coupures a 1 , a 2 , a3, des int6grales de fonctions k multiplicateurs 

¢0(~) = E(~) ,  ¢~(~) = E(~),  ¢3(~) = T E(~) .  
t /  

En transformant ce d6terminant, comme le dSterminant analogue (3) 
de la page i5o  , nous aurons 

A '"~ .-~. (Ao, A3 - -  .~ ,  Ao~), 

formule qui ramSne aussi le caleul de ce coefficient k celui de/~v,~. En 
effet les relations entre les modules de p6riodicit6 6tablies ~ la page I57 

aAoi -~- ban + cA~1 = o, 

aAo3 + bA13 + cA~3 ~ o ,  

donnent par l 'el imlnation de c 

( i2)  a(Ao, A:3--  A2tAo3) + b(AHA:a-- A2~A~3) = o. 

D'apr~s cela, on a 

aB~,v~v~ + bPv,v:~, = o; 

la formule ( i i )  de la page 157 nous donne de m6me 

Done enfin 

(/, (~ - - b  ~ 
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dans cette formule importante a ,  b, c ont les valeurs d6j~, indiqu6es 

(page 156 ) 
a = 2 + + 

b ---- 2 ( v i q  1 -31 - v~q~ -]- V3q3) , 

C = 2 ( 1 / l r  I + l¢ur 2 + Y3r3)'~ 

on voit que cette £ormule (I3), qui ram6ne les trois coefficients P~,~, 
(~)~,~, R~,~ ~ Fun d'entre eux, est l'extension, au cas actuel, d'une forlnule 
analogue 6tablie pour les fonctions ab61iennes de genre 2 et ramenant 
les d6veloppements de z~ + z 2 et z,z 2 l'un ~ l'autre. 

Ddveloppements  d 'autres  fonc t ions  ab~liennes ~'dsultant 
de l ' invers ion des m~mes  Jquations. 

On pourra appliquer la m6me m6thode au d6veloppement en s6rie 
trigonomftrique d'une fonetion ab61ienne des variables u~, u2, u~ exprim6e 
par un polyn6me sym6trique en zl, z2, z~ et Sl, s2, s 3. 

Si l'on suppose une fonction de cette forme 

d6velopp6e en s6rie 

f(2~ 1 , Z 2 , Z 3 ; 8 1 , 8 2 , 8 3)  

VDV2~Va~+ oo 
~_~ ~ ~-- 2VlUl-- 2V~Uz-- 2V~U3 

"~PlYgV3~ YD~2~73 ~ - o o  

le caleul du coefficient S~,~.,~ se ram6nera par les m6mes m6thodes au 
calcul d'intdgrales simples qui ne sont autre chose que les modules de 
p6riodicit6 d'int6grales de la forme 

t~ 
(v=O,l,~,... ,~) 

le long des coupures a l , a ~ , a .  ~. 

Comme l'on a 

f a+bz+Cz2dz 

E ( z )  = e J  " 
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la differentiation des expressions 

o{1 

z~E(z), s :E(z)  

p ~ 0 ~ I ~ 2 ~ . . .  CX3~ 

fournira des formules de rSduction pour ccs intSgrales ¢~ et f:~, formules 
enti&rement semblables ~ celles que nous avons 5tablies h h~ fin de 
la troisi~me partie. 

Par exemple, on ~ identiquement 

d:E(z)  = W-'E(z)dz + ~(" + ~'~ + ~:) ~(z)dz, 
8 

d'oh en int6grant 

formule qui ram6ne toutes les intdgrales ~(z)  K des int6grales ¢~(z). 
Puis la diffdrentiation de 

donnera une formule ramenant, par vole r6eurrente, toutes les int6gr,~les 
¢~(z) aux premieres d'entre elles. I1 est inutile de donner le d6tail de 
ces formules qui est enti6rement 616mentaire. 

On conclut de l~ que routes les int6grales d6finies qui figureront 
dans les coefficients tels que S~,~:~ se r~m~neront par vole r6currente ,"~ 
un nombre fini d'entre elles. 

On ram6nerait de mdme au calcul d'int6grales simples ]a d6termination 
des coefficients du d6veloppement en sdrie d'exponentielles e ~'~,',+"':~+'%~. 
d'une fonction ab61ienne ayant l'une ou l'autre des formcs 

n(8,, ~,) + R(s~, ~) + ~(s~, ~), 

R(8,, ~,)n(8~, ~) + R(~, ~)R(~, ~) + R(s,, ~,)R(~, ~), 

R(~,, ~,)R(8~, ~)R(~, ~), 

oh R(s,  z) d6signe une fonction rationnelle de s et z, ~ condition, bien 
entendu, que ce d6veloppement soit possible. 
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Ces nouvelles int6grales d6finies simples seront encore les modules 
de p6riodicit6 de certaines int6grales de fonctions ~ multiplicateurs: reals 
elles ne peuvent plus, par vole r6currente, se ramener ,~ un nombre fini 
d'entre elles. On leur appliquera lcs th~or~mes g6n6raux indiqu6s dans 

la seconde partie. 

D $ v e l o p p e m e n t s  de  e e r t a i n e s  f o n e t i o n s  a l g d b r i q u e s  

de  f o n  e t ions  ab~ l i ennes .  

On peut d6velopper par ]a m6me m6thode eertaines fonctions ration- 

nelles mais non sym~triques de s 1 , z 1 ; s 2 , z~ ; s:~, z3, c'est t'~ dire certaines 
fonctions alg6briques de fonctions ab61iennes. 

Prenons par exemple la fonction 

I 

f(zl , z2 , z~) : (z. - -  z,)(z~ - -  z~)(z~ - -  z , ) - -  2 
I Z t 2~ 

I Z 2 Z~ 

I Z 3 Z 3 

qui reste finie et continue quand zl ,  z2, zj d6crivent les contours appel6s 
L1,  L2, L a. Cette fonction, qui est la racine carr6e d'une fonction 
ab61ienne, sera d6veloppable en une s6rie trigonom6trique de la forme 

Vl ~2jy3  ~ - - o o  

convergente, comme les pr6c6dentes, pour des valeurs purement imagi- 
naires des diff6rences 

- -  ( u , ) 0 ,  u:, - -  ( u . J 0 .  

On trouvera imm6diatement, en suivant la m4me m6thode que plus haut, 

__ (A_~ f f j j j  )E (z~)E(z.~) 
dZldZ~dz 3 , 

. . 81 82 83 

LI £2 La 

c'est ~ dire, d'apr~s nos notations de la page I5O , 

A 
Tv,~, = (~i) ~ AolAo2 Ao3. 

A a a  mathematica. 18. Imprim~ le 18 novembre 1890. 21" 
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Le coefficient T~,~:~ est ainsi exprim6 en fonction des trois modules de 
p6riodicit6 

2f01 , A02 , A0~ 

de l'int6grale ~,o(Z). Si l'on appelle 

Co~ , (:o.~ 

les modules de p6riodicit6 de cette int6grale ¢o(Z) l e l o n g  des eoupures 
c 2 et c3, on a, comme ~ la page 152 , 

d'oh 

- -  . a01( I  - -  n l )  + n i t 0 2  = o ,  

--Ao~(I--.~) + ,~(Co3- C'o:): o, 

- -  A o ~ ( I  - -  ~,.~) - -  n ~ C o 3  = o ,  

I - - ~ t  A01 2g I --~_.____~2Ao 2 + i - -  n ~ A o  3 = o .  

I1 restera donc ~ calculer A02 et A08. 
On ram~nera au caleul des modules de p6riodicit6 de ces m(~mes 

int6grales ¢,(z), le ealcul des coefficients des d6veloppeme.nts en s6ries 
trigonom6triques de route fonction 6gale h u n  polynbme non symStrique 
en s l , z l ;  s~, z2; s 3,z~; ou du produit d'une pareille fonetion par 

f(zl , z~, z3). 
Mais il nous parait sans int6r6t d'insister davantage sur ce sujet, et 

nous terminerons par quelques remarques, qui nous semblent fondamen- 
talcs, sur une classe d'6quations diff6rentielles linSaires ~ coefficients 
alg6briques. Voyez un M6moire de RIEMANN intitul6: Zwei allgemeine 
St~tze i~ber linedre Differentialgleichungen mit aOebraischen Coefficienlen, et 
les recherches de M. PoI~cAR~ sur l'int6gration des 6quations diff(~rentielles 
lin6aires k coefficients alg6briques. 
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Sur une classe d'dquations diffdrentielles lindaires coefficients 
algdbriques. 

Soient, comme prtc~demment, s e t  z deux variables li~es par une 
relation alg~brique de genre p et R la suri:ace de P~ieinann correspondante. 
Consid~rons une ~quation lin~aire d'ordre n 

({n % t~n--1 (t~ dn--  2 ,[¢, 

d z  n [- ~z~I(S, . ~ ' ) ~  7[- ~2( 8 , , ~ ) ~  + . . . + ~n(8, ~ ) g =  O, 

les coefficients ~1(s, ~) , ~1(o ° , z) ,  . . . ,  ~t~n(8 , ~) ~ a n t  des fonctions ration- 

nelles de s e t  z. 
L'int6grale g6n6rale u de cette 6quation peut cesser d'dtre uniforme 

dans le voisinage de deux sortcs de points: I ° les points de la surface 
de Riemann off certains des coefficients f i ( s ,  z) deviennent infinis; 2 ° les 
points de ramification de cette surface de Riemann. 

I ° Prenons d'abord un point a de la surface de Riemann off ccr- 
rains coefficients f,~(s, z) deviennent infinis, co point dtant distinct des 
points de ramification. Nous supposons que, dans le voisinagc de ce 
point, l 'dquation diff6rentielle admette un syst~me fondamental d'int6grales 
dont tous les (~l~ments restent finis, pour z =  a, quand on les a pr(~ala- 
blement multipli4s par une puissance convenable de z - - ~ ;  et nous sup- 
posons de plus que l'dquation fondamentale ddterminante de M. Fucas  re- 
lative au point singulier z = a ne poss~de que des racines entiOres. (Voyez 
le M4moire de M. FucHs, J o u r n a l  de C r e l l e  T. 66, ou la ThSse prd- 
sentde par M. T~_NNEaY ~ la Facult~ des Sciences de Paris I874, pages 
4I  et suiv.) Nous supposerons ces conditions remplies en t o u s l e s  points 
ordinaires de la surface de I~iemann off certains coefficients f,i(s, z) dc- 
viennent infinis, les points k l 'infini compris. Alors, dans le voisinage 
de chacun de ces points, z = a, de la surface de Riemann, l 'int6grale g6- 
n6rale, ou bien sera uniforme ou bien contiendra darts son expression des 
puissances de l o g ( z - - a ) ;  dans ce dernier eas nous dirons que le point 
z - ~  a est un -point critique logarithmique de l'int~grale gd~drale. 
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2 ° Prenons maintenant un point de ramification z-~-c et supposons 
que ce soit un point de ramification d'ordre m. Alors pour ~tudier l'in- 
t5grale g~n~rale dans le voisinage de ce point, nous ferons avec C. NEU- 
MAI~N, d'apr6s RI~MAs~, 

r) 
I 

(C. NEUMAS~, 1OC. cir. pages 73--74), ¢" grant une nouvelle variable in- 
dSpendante et i" une constante. Duns le voisinage de ~ '~  T, lea coefficients 
de l'Squation diff~rentielle d~finissant u en fonction de ¢'seront uniformes. 
Nous supposerons ces coefficients tels que l'dquation admette, dans le 
voisinage de ~'----~, un syst~me fondamental d'int~grales dont les (~l~ments 
restent finis pour ~'m-~ T quand on lcs u pr~alablement multipliSs par une 
puissance convenable de ~--~-, et que l'dquation fondamentale ddterminante 
n'admette que des racines enti~res. Alors, dans le voisinage de ~ '~ ~-, ou 
bien l'intSgrale gSn~rale scra uniforme, ou bien elle contiendra dans 
son expression des puissances de log(~'--~-) et, duns ce dcrnier cas, nous 
dirons que le point de ramification z ~ c est un point critique logarithmique 
de l'intdgrale. 

Telles sont les conditions que nous supposons remplies et qui carac- 
tdrisent la classe d'4quations diffdrenticlles lin~aircs dont nous nous occu- 
pons. D'apr~s les mSthodes donn~cs par M. FucHs, on pourra toujours 
reconnaltre si uric 6quation diff6rentielle lin6aire "~ coefficients alg~briques 
donn6s rentre duns cette classe sp5ciale. On pourra de plus, d'aprSs ces 
mdmes m5thodes, reconnaitre si duns le voisinage d'un point de la surface 
de Riemann l'int~grale g6n~rale est uniforme ou si elle admet ce point 
pour point critique logarithmique. Enfin, en supposant l'intSgrale ggndrale 
uni~ormc dans le voisinage d'un point de lu surface de l%iemann off cer- 
rains coefficients deviennent infinis, on pourra, d'aprds lcs racines de l'6qua- 
tion fondamentale d~terminante, voir si cette intSgrale reste finie au point 
consid5r6, ou si elle y devient infinie auquel cas le point, qu'il soit de 
ramification ou non, sera dit un pble de l'int6grale. 

Classification des dquations di l~rent ie l les  l indaires ~ coefficients 
alg~briques qui  v iennent  d'etre d~finies. 

En nous pla~ant duns le m~me ordre d'id~es que pour 1~ classifica- 
tion des intdgralcs abSlicnnes, nous dirons: 
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I ° qu'une de nos 6quations diff6rentielles est de premidre espdce ou 
encore que son intdgrale g~ndrale est de premiere esp~ce si cette int6grale 
g6n6rale est partout finie et n'a pas de points critiques logarithmiques; 

2 ° qu'une de nos 6quations diff6rentielles est de deuxidme esp~ce ou 
encore que son int~grale g~n~rale est de deuxidme esp~ce si cette int6grale 
g6n6rale a des p61es mais n'a pas de points critiques logarithmiques; 

3 ° enfin qu'une de nos 6quations diff6rentiellcs est de troisidme espdce 
ou encore que son int6grale g6n6rale est de troisidme espOce si cette int6- 
grale g6n6rale poss6de des points critiques logarithmiques. 

Les intdgrales de fonctions b~ multiplicateurs, 6tudi6es dans la deuxi6me 
partie, fournissent des cxemples simples de ces trois esp6ccs d'6quations 
diff6rentielles. 

Soit par exemple 

une int6grale de premi6re esp6ce de fonction ~ multiplicateurs: sa d6riv6e 

d~ 

sera une fonction k multiplicateurs, et, comme la d6riv6e logarithmique 
d'une fonction k multiplicateurs est une fonction alg6brique rationnelle 
cn s e t  z, on aura enfin 

(I4) 
d~u ~ du 
dz 2 + ~,(s ,  z ) ~  = O, 

Fl(s,  z) d6signant la fonction rationnelle de s et z 

d logoJ(z) 
dz 

L'(~quation diff(~rentielle du second ordre en u ainsi obtenue rentre dans 
la classe que nous consid6rons ici. Son int6grale g6n6rale est 

u =  A (z) + B, 

A et B 6tant des constantes arbitraires: elle est donc de premikre espkce 
comme restant finie et n'ayant pas de points critiques logarithmiques. 
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De m6me si l'on fair 
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u ~ t ( z ,  Zo) 

oh t ( z ,  Zo) d6signe une int6grale de seconde esp6ce d'une fonction ~ mul- 
tiplicateurs, u v6rifie une 6quation lindaire de la forme ci-dessus (I4), {~ 
coeficient algdbrique, ayant pour int6grale g6ndrale 

u =  At(z , Zo) + B; 

,eette nouvellc 6quation serait done de s e c o n d e  e s p ~ c e .  

Enfin une int6grale de troisidme espdee d'une fonction '~ multiplicateurs 

~ -  ~(~,  ~0) 

v6rifie aussi une 6quation de la forme (14) ayant pour intdgrale 

u = .4,~(z,  z0) + B; 

cette ~quation diff6rentielle scrait donc de t r o i s i ~ m e  es29~ce. 

On pourrait, plus g6n~ralement, former ainsi des 6quations diff6ren- 
tielles lindaires de la classc indiqude admettant pour int6grales des fonc- 
tions alg6briques entidres d'int6grales ab61iennes et d'int6grales de fonc- 
tions b~ multiplicateurs. Mais nous laissons de cot6 ces exemples pour 
6tudier les propri6t6s de l'int6grale g6n6ralc d'une de nos &luations, cn 
suivant la m6thode employ6e pour lcs intdgrales de tbnetions 5 mul- 
tiplicateurs. 

E q u a t , i o n s  d i l T ~ r e n t i e l l e s  d e  p , r e m i ~ r e  o u  d e u x i ~ m e  e s p ~ c e .  

Supposons que l'dquation diffdrentMle 

d n u d n - 1  u d n - 2  ~, 
d,n + ~,(s , z) ~ - ;~  + ~ ( s  , z) ~- ;~  + . . .  + ~,,(s, z ) u = o  " 

soit de premiSre ou de deuxi&ne esl)See. Alors l'int6grale gSndrale u est 
une fonction uniforme de z sur la surface de Riemann Bah0 rendue simp- 
lement connexe k l'aide des coupures 

a l  , a2 , . . . , ap ; bl , b2 , . . . , br ; c~ , c~ , . . . , cl,. 
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NOUS supposerons que ces coupures pr&entent la disposition particuli(~re 
que nous avons adopt6e dans la deuxibme partie et qui se trouve re- 
produite ~ la page I45; la coupure ch partant du point de croisement 
des coupures ah_~ et bh_l pour aboutir au point de croisement des 

coupures a h e t  bh ( h ~  2, 3, . . . ,  P). 
Soient u,(z), u s ( z ) , . . . ,  u.(z) les 51(!ments d'un systbme fondamental 

d'intbgrales, 2 un point du bord gauche d'une coupure et p le point situ6 
en face sur le bord droit. On aura le long de la coupure a~ 

(k)?~ ul(~) = a~',,~(p) + A~',,~(p) + . . .  + -~1. ~(p), 

(k) 

les quantit& fli~) &ant des constantes. En d&ignant par S, la substitution 

= 

A(k) ACD 
11 aXl2 

~ 2 2  

. • .  . . •  

Am ,t(k) nl ~ n 2  

• O • 

O P • 

A(k) In 

2 n  

• • • 

B(k) ]q(D /~(k) 
1 1  ~ 1 2  * • a t ~ ' l n  

~ 2  " L ' 2 n  

• • • • • • • . • • • ° 

B~/ Bf;  . . .  /~£' 

' " b ' g  nous ecrlrons pour a re er 

pour rappelcr que l'on obtient los valcurs ul (2) ,%(2) , . . . , u , ( ,~  ) en 
faisant, sur ul(p) , % ( p ) , . . . ,  un(p), la substitution Sk. 

Ainsi l'on a 

le ~onq de a,: u ( ~ ) =  S~u(p)  ,k=,,~, ,,, 

On aura de m(~me, en d6signant par Tk une certaine substitution 



168 

le long de la eoupure b, 
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u(a)= T,u(p). 

Enfin, en d6signant par 2h une substitution 

~h 

C(~) fy(h) fyh) 
v 1 2  • • • V l n  

v 2 2  • • • C ( 2 n  

• • • • • • • • • • • . 

( ~ = l , 2 , . . . , p )  

on aura le long de la coupure ch: 

Ces ( 3 P - - I )  substitutions 

T,, 

formeront ce que l'on peut appeler le groupe de l'6quation. 
Ces substitutions sont li6es par des relations qui se d6duisent de la 

consid6ration des points de concours des coupures 

ak ~ bk ~ Ck ~ (?k+l" (k=l,2,a,...,p) 

Voici comment on obtient ces relations. 

Rela t ions  entre les subst i tut ions Sk, Tk, Xh. 

Figurons le point de croisement des coupures a~, b~, ck, ch+l 
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et appelons a , /~ ,  7, 3,  e ,  ~7 les sommets des six angles form6s par les 
bords des coupures, les bords gauches 6tant marqu6s d'un trait plus fort. 
On aura successivement 

(15) 

.(p): 

Dans ces relations qui r6sultent imm4diatement de lu d6finition m~me 
des substitutions S~, Tk, Z,, nous d6signons, conform6ment ~ l'usage, par 

Si  -1 , T ;  -1 , 2:i -~ 

lea substitutions inverses de Sk, T~, Xk. Par exemple, le point fl 6rant 
sur le bord gauche de la coupure ak et le point 7 en face sur le bord 
droit, on aura 

u( f l )= &u(r) 

d ou, comme nous l'avons ecrlt, 

u(r) = 

On tire des relations (15) la relation suivante entre lea substitutions 
consid~r6es 

(16) Tk~k+l Sk~'kl Tkk l Sk  1-~-- I ,  

qui signifie que ees substitutions faites suecessivement dans l'ordre indiqu6 
conduisent k la substitution unitL On peut 6erire cette relation (I 6) de 
fa~on que l'une queleonque des six substitutions soit la premiere, l'ordre 
dans lequel elles se suivent restant d'ailleurs le m8me. Ainsi 

s ;  -~ L 2 . + ,  s : . ' ~ : '  L : '  ---- I ,  

T~ -~ s ;  ~ T ~ + ,  8~Y,; ~ ~ 1, 

:~;~ T ;  -~ S-: ~ TkZ~+~ S, = ~ , 

etc. 
Ac4a ~ $ t ~ , ' a ~ .  13. Imprim~ le 26 novembre 1890. 2~* 
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En faisant k ~ x, 2, . . . ,  p on aura ainsi p relations analogues ~ (I6). 
Comme les coupures c~ et c~+~ n'existent pas, il faudra supposer 

C o n s e q u e n c e  de ces r e l a t i o n s .  

conelut de 1~ que, les 2p substitutions Sk, Tk (k ~ I ,  2 , . . . ,  p) O n  

une lois connues, les ( p -  I) substitutions 

~'h ~ (h=2,3,...,p) 

s'en d~duisent imm~diatement. 

En effet on peut aussi ~crire, 

comme il r~sulte directement des relations (x S). Faisant alors k---- I et 
27~-1 = x, comme nous venons de le dire, nous aurons 

ce qui donne Z~. 

Faisant ensuite, dans la relation (I7), k = 2, nous aurons 

et X~ -~ se trouve d~termin~e. En faisant de m~me successivement, dans 

(I 7), k ---- 3 ,  . . . ,  P - -  I on ealculera de proche en 10roche les substitutions 

R e l a t i o n  e n t r e  les  2p s u b s t i t u t i o n s  S , ,  Tk (k ----- i ,  2 ,  . . . ,  p). " 

Apr~s avoir calcul~ les substitutions ~:2, ~:3, • • •, 2:~, comme nous 
venons de le voir, en fonction des substitutions Sk et :T,, on aura, en faisant 
k = p  dans la relation (I7) et se rappelant que 2:p+1 = I,  la relation 

(,8) , = s ~ z ; '  r ; '  S ; l  r~, 

qui donne une relation entre les substitutions S, et T,, puisque ~:~-1 est 

connu en fonction de ces substitutions. 
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Cas particuliers. 

Si nous supposons le genre p = i nos 6quations de premi6re et de 
deuxi6me esp~ce se ram6nent imm6diatement aux ~quations lindaires 
coefficients doublement pdriodiques et ~ intdgrale g6n@ale uniforme que 
M. PICARD a intdgr~es k l'aide de fonctions doublement p~riodiques de 
seconde esp6ce. Dans ce cas il y a une coupure al ,  une coupure b~ et 
deux substitutions S~ et :/'1. La relation (IS) entre les zp substitutions 
S , ,  Tk (k = I ,  2 , . . . ,  p) se rdduit 

OU 

qui montre que les substitutions $1 et T~ -1 sont permutables; ce qui est 
le fondement du th~or~me de M. PicArm. 

Supposons maintenant 19 ~ e. I1 y aura alors 5 substitutions 

s l , s , , r , , r , , & ,  

et  l 'on aura, d'apr6s la relation (17) de la page pr~c~dente oh l 'on fair 
successivement k ---- I ,  k ----- 2 ,  

271=  SI T-~'x l S~l T,, 

d'o•, par l'61imination de 2~ "1, 

(20) i = 

Par  exemple, si S 1 ----- i ,  on a aussi Z= = I,  puis d'apr6s (2o) 

i = S T 'ST'T:, 

ce qui montre qu'alors les substitutions S~ et T~-2 ' seraient permutables. 
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~ o r m a t ~ o n  d e s  ~ q u a t i o n s  les  p l u s  f f $ndra l e s  de  p r e m i e r e  

et d e u x ~ m e  espOce d ' u n  d e g r ~  d o n n d .  

Premiere esp~ce. En appliquant les th~or~mes de M. FUCHS, on 
arrivera sans peine ~ former routes les 5quations d'ordre n dont l'int~.grale 
g~nSrale est de premiere espSce. I1 existe de ces 5quations dans chaque 
ordre n. Nous en avons formd une du second ordre h la page I65. 
Si ron appelle co(z) une intSgrale de premiere esp~ce de fonction ~ mul- 
tiplicateurs et E(z) une exponentielle de la forme e -~[~'~'°l(~)+~'~(~)+'''+~'~'(z)~, 
le produit 

= ~ ( z ) ~ ( ~ )  

satisfait de mgme ~ une 6quation lin6aire du second ordre ayant pour 
int6grale g6n6rale 

= ~ (~ ) [A~(z )  + B], 

A e t  B ~tant des constautes arbitraires. (Cette exponentielle . E ( z )  a, 

comme dans tout ce qui pr~cgde, pour exposant une expression lin~aire 
coefficients constants d'int~grales ab~liennes de premiere esp~ce). 

Le produit 
= E(~)~'-'(~),  

n 6taut un entier positif, v6rifiera une 6quation lin6aire d'ordre n, qui 
sera par suite un exemple d'6quation de pre mere espece. Cette equation 
aura pour int~grale g6n6rale 

. = E(~) [&o--I (~)  + A,o"-'(~) + A , ~ ' - ' ( , )  + . . .  + A._ ,o(~)  + A.], 

A1,  A2 , . . . , A,, ~tant des constantes arbitraires. 
Equations de deuxi~me esp~ce. On pourra de m~me former les 

~quations d'ordre n de deuxi~me esp~ce dont l'int~grale g~n~rale admette 
des pbles donn4s d'avance. II est facile d'en donner des exemples ana- 
logues aux prSc4dents, compos~s avec des intSgrales de seconde esp~ce de 
fonctions ~ multiplicateurs ou les d~riv~es de ces int~grales par rapport 
au param~tre. 
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Equations diffOrentieRes lin~aires de troisi~me esp~ce. 
\ 

L'int6grale g6n4rale d'une 6quation diff~rentielle de troisi6me esp6ce 
admet des points critiques logarithmiques a~, %, . . .  , %. Elle n'est done 
plus uniforme sur la surface R,b~ de l~iemann: mais elle dcvient uniforme 
sur la surface B,b~z obtenue par l'adjonction d'une coupure l~l~. . ,  lq 
partant du point de croisement des coupures a~b~c 2 et rdunissant les unes 
aux autres des circonf~rences infiniment petits a~, a ~ , . . . ,  aq de centres 
a~, %, . . . ,  %. Nous avons figur6 ci-dessous cette coupure l~, l~, . . . ,  lq. 

Si, comme plus haut, on appelle 

. . . ,  

un syst6me fondamental d'int6grales, 2 un point du bord gauche d'une 
coupure et p le point situ6 en face sur le bord droit, on aura, comme 
pr6c6demment, 

le long de la coupure ak: 

le long de la coupure bk: = r , u ( p ) ,  
(kffil,2,...,p) 

le long de la coupure ch: u(~l)-----,~hu(p), (h-,,3,...,,) 

S, ,  Tk, Zh d6signant certaines substitutions lin6aires. 
Enfin on aura ici le long des nouvelles coupures 11, l~, . . . ,  lq, 

le long de la coupure l~: u(2)----Lju(p) ,  z=l,~,...,q, 

Lj d6signant aussi une substitution lin~aire ~ coefficients constants. 
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La substitution L~ est c o n n u e  car on connait ]a forme d'un syst~me 
fondamental d'int6grales dans le voisinage du point critique logarithmique 
aq oll toutes les racines de l'6quation fondamentale d6terminante sont 
enti~res. 

Les substitutions 
S,, Zh 

sont li6es entre elles par des relations identiques ~ celles que nous avons 
6tablics aux pages 169 et I 7 O  , avec cette seule diff6rence que la sub- 
stitution 2' 1 n'est plus, dans ]e cas actuel, 6gale ~ I mais bien ~ LI,  
ainsi qu'il r6sulte de la figure de la page pr6c~dente. 

Ces indications sommaires nous paraissent suffisantes pour montrer 
comment la m6thode de RIEMA~S que nous avons employ6e avec succ~s 
pour l'6tude des int6grales de fonctions ~ multiplicateurs, peut, de 1~ 
m6me fa~on, servir ~ r6tude des int6grales d'une classe 6tendue d'6qua- 
tions diff6rentielles lin6aires ~ coefficients alg6briques. 




