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Introduection.

Les fonctions algébriques et leurs intégrales ont fait 1'objet, depuis
ABeL et RiemMawy, des plus profondes recherches des géométres. En se
placant au point de vue de Riemany, on peut définir les fonctions algeé-
briques comme étant wniformes sur une surface de Riemann et n’admettant
pas d’autres singularités que des piles; les intégrales de ces fonctions algé-
briques ne sont pas uniformes sur la surface primitive de Riemann, mais
le deviennent aprés.qu'on a tracé sur cette surface des coupures appropriées;
sur les deux bords d'une de ces coupures, les valeurs de l'intégrale ne
différent que par une constante.

De méme qu'a coté des fonctions doublement périodiques ordinaires,
viennent se placer les fonctions que M. HErRMITE a nommées fonctions
doublement périodiques de seconde espéce et qui se reproduisent, multipliées
par des facteurs constants, quand la variable augmente de I'une ou l'autre
des périodes; de méme & coté des fonctions algébriques viennent se placer
des fonctions qui sont uniformes sur une surface de Riemann rendue
simplement connexe, qui n'admettent pas d’autres singularités que des pdles
et dont les valeurs aux deux bords d'une coupure ne différent que par
un facteur ou multiplicateur constant. Nous nommerons ces fonctions: fonc-
tions o multiplicateurs.

Ces fonctions ont fait l'objet d’'un mémoire de M. ApPELL intitulé
Généralisation des fonctions doublement périodiques de seconde espéce (Journal
de mathématiques pures et appliquées, publié par M. REsaL, jan-
vier 1883).

Dans le présent travail, nous nous proposons d’étudier les intégrales
des fonctions & multiplicateurs, ce qui constitue une recherche entiérement
nouvelle’ comprenant, comme cas particulier, la théorie des intégrales

! Nous devons cependant éiter un Mémoire de, M. PRYM qui se trouve dans le Tome
70 du Journal de CRELLE (p. 354) et dont nous n’avons eu connaissance que dans le
courant de I'année 1889.
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abéliennes, lorsque les multiplicateurs deviennent tous égaux a l'unité.
Les intégrales des fonctions ¢ multiplicateurs fournissent donc une extension
naturelle des intégrales abéliennes. |

Ces intégrales se présentent aussi, comme nous le montrerons, dans
la résolution d’'un probléme d’une haute importance qui a, depuis long-
temps, attiré l'attention des géométres, & savoir le probléme du développe-
ment des fonctions abéliennes en séries trigonométriqgues. On n'a jusqu'a
présent rien publié sur ces développements qui doivent avoir, dans la
théorie des fonctions abéliennes, un réle aussi important que les beaux
développements en séries trigonométriques donnés par Jacosi dans la
théorie des fonctions elliptiques. En traitant plus particuliérement le cas
des fonctions abélicnnes de genre 2, nous calculons le coefficient du terme
général de leurs développements en séries trigonométriques; ce coefficient
est d’'une nature plus compliquée que celui des développements de Jacosr:
il contient dans son expression une intégrale définie qui ne parait pas
pouvoir se réduire aux fonctions élémentaires et qui comprend comme cas
trés particulier les fonctions de BESSEL. |

* Cette méme intégrale définie reparait lorsqu'on veut, a l'aide d'une

série trigonométrique, faire l'inversion d'une intégrale hyperelliptique en se
restreignant & des valeurs réelles de l'intégrale et de la variable d'inté-
gration." La résolution de ce probléme trouve de nombreuses applications
en mécanique rationnelle.

Pour bien faire saisir l'esprit de la méthode, nous traitons d’abord
le développement en série trigonométrique de la fonction

snuw,

cest a dire de la fonction # de w définie par I'équation

" _f dz .
)V =20 — k)
0

et cela sans nous servir ni des propriétés des fonctions # ni de 1a theorie
des fonctions elliptiques.

Voyez un Mémoire de M. WEIERSTRAss: Uber eine Gattung reell periodischer
Functionen, Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1866,
p. 97
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La méthode que nous appliquons aux fonctions abéliennes peut aussi
servir a développer en séries trigonométriques certaines racines carrées de
fonctions abéliennes du genre 2, et certaines fonctions de plusieurs va-
riables analogues aux fonctions doublement périodiques de seconde espece.

Ce travail est divisé en frois parties: la premiére contient un résumé
des principales propriétés des fonctions ¢ multiplicateurs, la seconde est
consacrée & l'étude des intégrales de ces fonctions, la troisiéme aux appli-
cations et principalement au développement des fonctions abéliennes en
séries trigonométriques.

Nous suivons, dans ce travail, les notations et la terminologie de
M. C. Neumaxy dans louvrage intitulé: Vorlesungen diber Riemann’s Theorie
der Abel'schen Integrale, von Dr. C. Newmann, zweite Auflage; Leipzig,
Teubner, 1884.



Premiére partie.

Sur les fonctions 3 multiplicateurs.

Soit une équation algébrique
F(s,s)=o0

du genre p et R la surface de Riemann correspondante. Désignons, avec
C. NeumanN (loc. cit. pages 175—185), par R, cette surface de Rie-
mann rendue simplement connexe par les coupures

a .,a a3 by by, b

gy enes Oy 55 Cgy Cyyovey Cpe

1

Nous appellerons fonction -& multiplicateurs une fonction uniforme et ré-

guliére (c’est a dire, d'aprés NEuMANN, n'admettant que des péles) sur la

surface R,,, cette fonction étant telle que ses valeurs sur les deux bords
d'une coupure ne différent que par un facteur ou multiplicateur constant
tout le long de la coupure.

a, Il est aisé de voir que, le long
de chacune des coupures ¢, Cy, ..., Cy,
ce multiplicateur est égal & Uunité. En
effet, reprenons la figure de C. Nrv-
MANN (loc. cit. page 216) avec quel-
ques additions, et supposons qu'une
fonction a multiplicateurs @(z) ad-
mette le long de la coupure a, le
multiplicateur m,, sur la portion &
de la coupure b, le multiplicateur
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n!, sur la portion by de cette méme coupure le multiplicateur ny’, enfin
le long de la coupure ¢, le multiplicateur k,. Cela veut dire que, si I'on
appelle, avec NEUMANN, A un point du bord gauche d’une coupure et p
le point situé en face de A sur le bord droit, l'on a les relations suivantes:

le long de «,: @(2) =m, P(p),
le long de b;: @(2) = nid(p),
le long de b): @() = ) d(p),
le long de c,: () = k,d(p).
Nous allons démontrer que
ky = 1, ny == 1y,

Au point de ecroisement afyo des coupures @, et b, on a (voyez la fi-
gure page 8) -

O(a) = m,®(3), ®(B) = m, d(y),

D(y) = n &(0), O(F) = n)’ D(a),

d’ot Pon tire immédiatement en éliminant @(a), D(5), @), 9(7)

7”" (7/; — H;’) == O

done
ny == ny,

ar aucun multiplicateur ne peut étre nul. De méme au point de croise-
ment epf des coupures b, et ¢,, on a, en appelant maintenant n, la va-
ieur commune de #; et ny’,

O) = n 0(7),  O(e) =n,0(8).  D(g) = F,0(6),

d'ou 1l résulte

Ainsi, comme mnous l'avons annoncé, le multiplicateur le long de la
coupure ¢, est l'unité; la fonction @(z) prend les mémes valeurs sur les

deux bords de ¢,. Il en est de méme pour les coupures ¢,, ¢, ..., ¢,.
Acta mathematica. 13. Imprimé le 4 février 1890, o*
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On pourra donc supprimer toutes ces coupures ¢,,c,,...,(, sans
que la fonction @(z) cessc d'étre uniforme.

En résumé, une fonction a multiplicateurs @(z) est uniforme sur la
surface que C. Nepumaxn appelle R, et que l'on obtient en tracant sur
la surface B de Riemann les scules coupures

d,

27"

b

Ay Gyyonnytty; b -

p 17

Le long de chacune de ces coupures la fonction &(z) admettra un certain

maultiplicateur:
le long de a,, le multiplicateur m,,
) (=129
le long de &, le multiplicateur n,.

Cela veut dire que, en appelant A un point du bord gauche d'une coupure
et p le point situé en face de A sur le bord droit, 'on a:

le long de a, @) = m,@(p),
le long de b,  @(4) —= 0, ®(p).

Il y a ainsi en tout 2p multiplicateurs

n n

ey ey R

Uy y By y ov oy B3 -

Le probléme que nous avons maintenant & résoudre est celui-ci:

Former toutes les fonctions & multiplicatewrs m, , n, (b= 1,2,...,p)
donnés d'avance.

Pour cela, désignons avec NEUMANN par

w, (2), w,(2), ..., w,(2)

les intégrales abéliennes normales de premicre espéce relatives i la relation
algébrique F(s, ¢) = o, et appelons (loc. cit. page 246)

azl’“z?""7azp; bzl’bz‘l""’bzp

les modules de périodicité de lintégrale w, le long des coupures

bbb,

Uy Aoy ooy s b, '
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Nous aurons alors le tableau suivant pour les modules de périodicité

Coupures a,, Y b, U,, > by
W, ay, Ty (g o, s by = O by bys s 5 blp
w, Ay == O, (lyy ==y +,., Uy, = O R
w0, Uy =0, (g =0, vl =T | by by i by,
avec
b == b

Les intégrales normales que Brior désigne, dans sa Théorie des fonctions
abéliennes, par
Wy, o,

sont respectivement égales a

20, , 2W, , . ..y 2W0,.

En continuant & suivre les notations de M. C. Neumasx (loc. cit. page
271) désignons par
‘T)U.ﬁ(’?)

l'intégrale abélienne normale de froisiéme espéce qui devient infinie aux
deux points a et # comme

log (: — f§) — log (¢ — a).
Les modules de périodicité de cette intégrale sont
le long de a2 @,,(A) — @,;(p) = o,
le long de b @,..(4) — @,:(p) = 2[w(f) — w.(a)]

Donc la fonction
d)a,i(z) — ewaﬁ(z)

est régulicre sur la surfuce L,,: elle posséde sur cetle surface un pile du
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premier ordre a et un zéro du premier ordre B; de plus elle vérifie les rela-
tions suivantes

le long de la coupure a,:  @,5(2) = 0,.(p),
le long de la coupure by D,5(0) = @O ==@lg (o).

Cela posé, désignons par @(z) une fonction réguliére sur la surface
R,, de Riemann et admettant le long des coupures @, b, des multipli-
cateurs domnés m, ,n, (k= 1,2,...,p). La dérivée logarithmique de

cette fonction
d log @(2)
dz

est une fonction de z uniforme et réguli¢re sur la surface B de Riemann,
cest & dire une fonction algébrique de z rationnelle en s et z; cette
fonction admet pour podles du premier ordre les zéros et les infinis de
@(z), les premiers avec les résidus 4 1, les seconds avec les résidus — 1;
cette fonction peut dailleurs avoir d'autres poles placés aux points de
ramification, mais les résidus correspondants sont nuls, car l'intégrale

fd log @(2)

est finie en tous les points distincts des zéros ct des infinis de @(z).
Cette intégrale est donc une intégralec abélienne n’ayant que des infinis
logarithmiques: en la décomposant en intégrales normales de premiére
et troisiéme espéce, on la mettra sous la forme

[a10g0(2) = B () + B2 + -+ B ()
— 2[Qw, (2) 4+ A, (2) + ..+ A, (2)],

. A, désignant des constantcs. On tire de la en intégrant

A, A

19899 0

(I) (D(J) —_ vcijdh;l(:) }-rbuw;;(:)'%... {-(TJM‘;‘;V(;) =2l Ayt A2 !-...J~}.1/u:l,',z)}’

C étant une constante. Cette fonction @(z) admet ¢ infinis o, a,,...,q,
et g zéros B, ,f,,..., [, Il reste & exprimer que cette fonction @(z)
admet les wmultiplicateurs donnés m, ct n,. D’apreés les expressions pré-
cédemment rappelées des modules de périodicité des intégrales abé-
liennes de premiére et troisieme: cspéce (page 11), on a:
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le long de la coupure «,

o)

_ p— i
¢(p) ’
ct le long de la coupure J,
5 . . .
(p( A) A_.[‘.’zck{,!j)»-—J)wk(aj)[-v‘.’a}.‘hk-{ Aebart . 4 Xphpk)
A = p )
P(p)

En écrivant que le long de @, le multiplicateur est m, et que le long
de b, il est n,, on aura

I

(2) e — i, Ay = — —log my, k=1,2,..,)

27

puis
Z[?wk(ﬁj)'— 2wi{ag)]—20 b1+ Aebor+ ...+ 2pbpr)

e’ = 1,

d’ou Yon tire en prenant les logarithmes des deux membres et remplacant
I
27

I
Ay Ay ooy A, par les valeurs (2) —-——logm,, ——5;.logm2 Y e

3 T [wi(5) — ()]

I 1
= Elog =5 [0 logm, 4 by logm, + ... + b, logm,]

Ek=1,2,...,p
On a ainsi le théoréme suivant:

Toute fonction ®(z) aux multiplicateurs donnés m, , n, admet autant
dinfinis a, ,a,,..,,a, que de 2éros 3, B,,...,[,; ces zéros et ces in-
finis sont liés par les p relations (3) et la fonction clle-méme est donnée par
Uexpression

N N R 1.
(U(‘l“’j‘(z)'+ w(m;z(f.)»}— oot maw;q(zH- i [uy() Yog my 4w (2) log my +...-Fwp(2) log mp)

(4) o) = ,

les logariihmes ayant les mémes déterminations que dans les équations (3).
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Réciproquement, étant marqués sur la surface R de Riemann deux
systémes de pomts o, , 0,, ..., 0, e B, f,, ..., 53, qui vérifient les p rela-
tions (3), il existe une fonction @(z) réguliére sur R, , devenant infinie aux
points o, oy, ..., a,, nulle auw points B, B,, ..., 3, et admettant les mul-
tiplicateurs m, et m,; cette fonction est donnée par Uexpression (4).

Les relations (3) constituent, pour les fonctions & multiplicateurs,
un théoréme analoguc au théoréme d’ABEL pour les fonctions algébriques
rationnelles en s et 2. On obtient le théoréme d’ABEL en supposant que
les multiplicateurs m, et », deviennent tous égaux a l'unité.

Remarque. Le quotient de deux fonctions aux mémes multiplicateurs
est évidemment une fonction uniforme et réguliére sur toute la surface
R de Riemann, c’cst & dire une fonction algébrique de z rationnelle en
s et 2. On en conclut que:

Si @(z) est une fonction déterminée aux multiplicateurs m, et n,, lex-
pression générale de toutes les fonctions aux mémes multiplicateurs est

O(2)R(s, 2),
R(s, 2) désignant une fonction rationnelle de s et 2.

Cas spécial. Supposons que les multiplicateurs m, et n, puissent
étre identifiés avec les multiplicateurs d’une exponentielle de la forme

E(Z) — c—?[’lml(z)»{-Azuv.‘,(z)+...+ Iptrp(2)]

o A, 4,...,A, désignent des constantes: en d’autres termes, supposons
qu'il existe p constantes A, 4,,..., 2, telles que Von ait

(5) '))Z,C = ewekkm., ”'?’;; = ew‘)[hbyﬁ-Zzbzk+..,~{-l,,b,,k]-

Alors l'exponenticlle E(z) est une fonction partout finie possédant les
multiplicateurs m, et #,; toute autre fonction réguliere possédant les
mémes multiplicateurs sera égale au produit de cette exponentielle par
une fonction rationnelle de s et z.

Ce cas spécial se présentera lorsque les multiplicateurs m, et n,
vérificront les p relations que nous allons former en éliminant 4,4, .., 2,
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entre les équations (5). Désignons par N,, N,, ..., N, des nombres
entiers: nous aurons

logm, = — 27 — 2N, 7i;

puis, si nous désignons par M,, M,, ..., M, des nombres entiers, nous
aurons de méme

logm, = 2Mimi — 2[Aby + Aby 4 ... + 2,0,

L’élimination de A, 4,,..., 4, donne donc

(6) "21‘10gnk—-2—:;i[bm logmy =+ by logm, + ... + b, logm,]

= M,z + Niby + Nyby, + ... 4 N, b,

ou
Ek=1,2,...,p.

Telles sont les p rclations, entre les multiplicateurs, qui caractérisent le
cas spécial dont nous nous occupons. Dans ce cas, les relations (3) entre
les zéros et les infinis d'une fonction aux multiplicateurs m, et n,, se
réduisent aux relations bien connues entre les zéros et les infinis d'une
fonction algébrique rationnelle en s et z. (Voyez C. Nrumaxw, loc. cit.
page 275.) '

Si l'on suppose le genre p égal 4 l'unité, on retrouve les fonctions
doublement périodiques de seconde espéce d'une forme spéciale, qui ont
été signalées par M. Mrrrag-LerrLer. (Comptes rendus des séances
de "Académie de Paris, Tome 9o, page 177.)

En revenant maintenant au cas général o les multiplicateurs m, ct
n, sont quelconques, nous allons démontrer quelques propriétés fondamen-
tales des fonctions & multiplicateurs.

Nous avons vu précédemment que les infinis o, a,,..., a, et les
zéros B, f3,,..., 3, dune fonction aux multiplicateurs 2, et =, sont liés
par les p relations (voyez page 13)

) () — wa)]

I I
= Elog 1y —— 2,—~n‘[b”‘ logm, 4 by logm, 4 ... 4 b, logm,),
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k=1,2,...,p.

Si q est supériewr ou égal & p, les infinis a, , ay, ..., a, et (4 -——p)
des 26v05 fB,.1, Boyas -0 3, DeUVENRt étre choisis arbitraivement; les p autres
2éros ., f3,, .-+, f, sont déterminés par les équations ci-dessus (3).

La fonction &(z) aux multiplicateurs m, et n, avec ces zéros et ces
infinis est donnée par la formule (4)

: 1
‘7’111,91(3) +<Daﬂ92(z) +"'+‘Duq,9 (z)+ pue [ () Yog my4-rep(2) Yog my 4.0 w2} log iy .

(4)  oz) = Ce ;
elle contient done (2¢ — p + 1) constantes arbitraires i savoir

. - )
Uy Ry vvns @3 Bosts Pores oo B3 O

On tronve ainsi l'extension, aux fonctions & multiplicateurs, de théorémes
bien connus de la théorie des fonctions algébriques (voyez C. NEUMANN,
loc. cit. pages 258 a4 265).

Examinons d’abord les cas particuliers de ¢ == p ¢t ¢ =p + 1.

Si g est égal & p, on peut choisir arbitrairement les infinis o, a,...., a,:
alors les zéros sont déterminés, et la constante C seule reste en outre ar-
bitraire. Une fonction aux multiplicateurs donnés devenant infinie seule-
ment en p points est donc déterminée, 4 un facteur constant pres, par la
connaissance de ces p infinis.

Si g est égal & p 4 1, on peut choisir arbitrairement les infinis
Ay tyy. ..y, et un zéro §,,,: alors les autres zéros sont déterminés,
et il reste & prendre arbitrairement la constante €. Une fonction aux
multiplicateurs donnés, devenant infinie seulement en (p 4 1) points
donnés, contient encore deux constantes arbitraires f,,, et C. Il existe
deux fonctions @ (z) et @,(z) linéairement indépendantes admettant les mul-
tiplicateurs donnés et les (p 4 1) infinis donnés a, , a,, ..., a,,,; foule
autre fonction @(z) ayant les mémes multiplicateurs et les mémes infinis est
une fonction linéaire homogéne a coefficients constants de @, (z) et @,(2)

(D(z) =N (Dl(z) + 1 (02(5),

ou g, et pu, désignent des constantes. En effet, supposons que la fonction
®,(#) soit obtenue en donnant au zéro arbitraire f,.; une certaine posi-
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tion et la fonction &,(z) en donnant au zéro arbitraire f,,, une autre
position ne coincidant avec aucun des zéros de &, (z). Ces deux fonc-
tions @ (z) et @,(2) sont linéairement indépendantes puisqu'elles n’ont
pas les mémes zéros. Lexpression’

1 @ (2) + 1, 9,(2)
admet, quelles que soient les constantes s, et s, les maultiplicateurs
m,, #, et les infinis @, a,,...,a,,,; on pourra toujours disposer du

rapport ‘/I-ji de facon que cette expression admette un des zéros d’une fonc-
2

tion quelconque @(7) aux mémes multiplicateurs et aux mémes infinis,
Le rapport des constantes p, et g, étant ainsi déterminée, I'expression

/'(1 @l(z) + /12 $‘)(Z)

aura les mémes zéros que @(z), puisque les (p + 1) zéros sont détermi-
nés dés que V'un d’eux l'est. Cette expression ayant les mémes zéros et
les mémes infinis que la fonction @(z) n'en différe que par un facteur
constant, pouvant étre supposé égal a I'unité, puisque jusqu’a présent le
rapport de g, & g, est seul déterminé. On a done, comme nous I'avons
annonce,

@(z) =K (Dl(z) + n, (D2<Z)

pour lexpression générale d'une fonction admettant les multiplicateurs
donnés my,, n, et les (p 4+ 1) infinis a, a,,..., @,,;.

D'une maniére générale, si U'on suppose
g=1p+1,
il existe (r ++ 1) fonctions linéairement indépendantes

?, (Z), @2(2), M (I),.'+1(z)

admeltant les multiplicateurs donnés my , n, et les infinis o, 0,, ..., a,,,.
Toute autre fonction @(z) ayant les mémes multiplicateurs et les mémes in-
finis est de la forme

D) = iy () + 1m0y(2) + -+ b (2),

B My ooy Moy désignant des constantes.

Acta mathematica. 13. Imprimé le § février 1890. 3%
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Ce théoréme général se démontre comme le cas particulier (» = 1)
que nous venons de traiter d'une fagon détaillée. On peut aussi le rat-
tacher a un théoréme connu relatif aux fonctions algébriques ration-
nelles en s et 2.

Soit, en effet, ¢(2) une fonction déterminée ayant les multiplicateurs
m , n, et les infinis donnés a,, a,, ..., a,,,; soit, comme ci-dessus, &(z)
la fonction la plus générale admettant ces mémes multiplicateurs et ces
mémes infinis. Le quotient

O(z)
¢(z)

est une fonction algébrique rationnelle en s et 2 admettant (p + ) in-
finis & savoir les zéros de ¢(z). Or on sait que la fonction la plus gé-
nérale rationnelle en s et z admettant (p + ») infinis donnés est une
fonction linéaire homogéne & coefficients constants de (r 4 1) fonctions
particuliéres rationnelles en s et z et admettant ces mémes infinis, en
convenant de compter parmi ces fonctions particuliéres une constante
comme admettant les infinis donnés et des zéros identiques aux infinis.
Nous pouvons toujours appeler

¢1(2) d)z(z) d)r'}-l(z)

plz) 7 @la) 7777 o(2)

ces (r -+ 1) fonctions particuliéres rationnelles en s et z, et nous avons
la formule

O, (=)

. (z ?O,(z)
M)

¢(2)

@ry1(2)
+"‘+ﬂr+1 50(2) ’

+

qui, aprés suppression du dénominateur ¢(z), donne la relation & dé-
montrer.
La formule

¢(z) =M (pl(‘z) + 22 @2(2‘) + et + /‘r+1¢r+l(z)

que nous venons d'établir, contient comme cas particulier la formule de
décomposition en éléments simples indiquée par M. AppELL (Journal
de mathématiques de M. REsar, 3*™ série, Tome 9, page 8, § 5).
Nous ne reproduirons pas ici cette formule qui, tout en étant intéressante,
est encore imparfaite, car I'élément simple de M. ArpErLL devient infini,
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non pas en un seul point, mais en p points dont (p — 1) sont étrangers
a la question. Nous donnons dans la deuxiéme partie une formule
beaucoup plus satisfaisante destinée & remplacer celle de M. AppgLL.

Les théorémes que nous venons d’établir sont (comme les théorémes
analogues sur les fonctions algébriques) sujets a des exceptions, quand
les (p + ) infinis donnés sont des groupes particuliers de points. Il
arrive alors qu'il existe plus de (r -+ 1) fonctions linéairement indé-
pendantes admettant les infinis et les multiplicateurs donnés. En effet,
le raisonnement qui sert & établir ces théorémes repose sur ce fait que,
les (p + ») infinis «,, a,, ..., a,,, ¢tant donnés, on peut choisir arbitrai-
rement v 28v08 B,y Buray .-y Py, €6 déterminer les p zéros restants a
laide des équations

) Zwu(4) — m(a)]

1
log nk—%[l)l,‘ logm; + b, logm, + ... 4 b, logm,], @=12..»

ISENC

ce qui conduit & la résolution du probléme d’inversion de Jacosr. Mais
il cst bien connu que les ¢quations d’inversion présentent une indétermina-
tion dans certains cas (voyez Brior, Fonctions abéliennes, p. 96); dans
ces cas d’indétermination un zéro de plus peut étre choisi arbitrairement
et il existe plus de (r 4+ 1) fonctions linéairement indépendantes admet-
tant les multiplicateurs et les infinis donnés. . Quand, par la suite, nous
appliquerons les théorémes précédents, nous devrons vérifier chaque fois
que ce cas d'indétermination ne se présente pas.

Nous venons d’examiner ce qui se passe quand le nombre des in-
finis simples a,, @,, ..., a, est supérieur ou égal & p. Si ce nombre ¢
est inférieur a p, les infinis a , @, ..., @, ne peuvent plus étre pris arbi-
trauirement, ainsi qu'il résulte des p relations (3) rappelées plus haut.
Une fonction admettant les multiplicateurs donnés ne pourra alors de-
venir infinie gqu'en des groupes particuliers de g points. Nous laissons de
coté I'étude de ce cas (g < p) et la recherche de ces groupes particuliers
de ¢ points. Cette question est d’ailleurs entiérement semblable & celle
que M. WEIERSTRASS traite dans son cours a propos du probléme ana-
logue relatif aux fonctions algébriques.
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Dans lc cas spécial on les multiplicateurs sont ceux d'une expo-
nenticlle de la forme

L‘(Z) — e—‘.’[}.llv,(z)+7.,_,wz(z)+..‘+).pwy(z)]’

si I'on cherche une fonction admettant ces multiplicateurs et devenant
infinie en p points arbitraires o, a,,..., a,, on trouve que les zéros
BisPys---, B, de cette fonction sont confondus avec ses infinis et que
cette fonction se réduit a l'exponentielle E(z) qui n’a ni zéros ni infinis.
Une fonction admettant ces multiplicateurs spéciaux et devenant effecti-
vement infinie en p points ne peut exister que si ces points sont choisis
d'une fagon particuliére. Nous n’insistons pas sur ces théorémes qui se
rameénent immédiatement aux théorémes analogues relatif aux fonctions
algébriques, puisque toute fonction admettant les multiplicateurs de Z(z)
est égale au produit de cette exponentielle E(z) par une fonction algé-
brique rationnelle en s et 2.

M. ArrerL a montré que, dans le cas ot les multiplicateurs sont
quelconques, les poles ct les résidus d’une fonction a multiplicateurs sont
liés par (p — 1) relations: et que, dans le cas ol les multiplicateurs sont
ccux d’une cxponentielle comme E(z), les poles et les résidus sont liés
par p relations (Journal de mathématiques de M. Resar, 3®™° série,
Tome 9, page 22, § 11). Nous dirons un mot de ces relations & propos
des intégrales de premiére espéce.
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Deuxieme partie.

Sur les intégrales de fonctions a4 multiplicateurs.

Soit @(z) une fonction uniforme et réguliére sur la surface R, de
Riemann, admettant le long des coupures @, et b, les multiplicateurs
respectifs m, et m, (k= 1,2,...,p). Lintégrale de cette fonction

fd)(z)dz

posséde des propriétés intéressantes qui la rapprochent des intégrales abéli-
ennes.

Tout d’abord, nous pourrons étendre a ces intégrales la classification
des intégrales abéliennes. Nous dirons d'une intégrale de fonction a multi-
plicateurs:

qu'elle est de premiére espéce, si elle est partout finie,

qu'elle est de deuxiéme espéce, si elle n'a que des infinis algébriques,

qu'elle est de troisiéme espéce, si elle a des infinis logarithmiques.

Intégrales de premieéere espece.

Pour que l'intégrale

Jo(z)dz

soit de premiére espéce, il faut et il suffit: (en supposant comme d’habitude
que linfini n’est pas un point de ramification)
1° que la fonction @(z) devienne & linfini infiniment petite de

I
Tordre de el



o
S
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2° que les infinis de @(2) coincident avec des points de ramification
et que, dans le voisinage d'un de ces points z = ¢, la fonction

® devienne infinie comme une puissance de . inférieure a
k]

'unité.
En désignant par w(z) une intégrale abélienne de premiére espcce et par
w'(2) la fonction algébrique qui est la dérivée de cette intégrale, on voit
que les conditions précédentes reviennent a celle-ci:
Le rapport ;Uwi—z)) est fimi & Uinfini et aux points de ramification; il ne

devient infini qu'aux zéros de w'(z) situés & distance finie.

Nous allons, d’aprés cela, former I'expression de ce rapport qui est
évidemment, comme son numérateur ¢(z), une fonction aux multiplica-
teurs m, et n,.

On sait que la fonction algébrique w’'(z) devient nulle a distance
finie en (2p — 2) points

TisToseevs JTop—

dont (p— 1) sont arbitraires; ces points sont liés par les rclations sui-
vantes bien connues

(7) Cwlp) ) F ot ) =G Gt

les lettres ¢, , G,, ..., G, désignant des constantes et lc signe = indiquant
que l'égalité a lieu a des multiples prés des modules de périodicité.
(Voyez Brior, Théorie des fonctions abéliennes, p. 147 et 149, ou ces con-
stantes sont désignées par K, et 2C,.)

?(z)
w(z)’
générale réguliére sur R,, admettant les multiplicateurs i, , n, et deve-
nant infinie aux (2p — 2) points

Pour former le rapport il faut donc former la fonction la plus

Tis72s s Fop—2e

Cette fonction admettra aussi (2p — 2) zéros

ﬂnﬁn-“’ﬂu-d
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et sera donnée par l'expression

1
&(z) Cp SO F OOt ot By gy o OF LD 108 M40 10g M F 02 1ou e
w'(z) ’

les zéros et les infinis étant liés par les p relations

j=2p—2
2 [w(8) — wi(r)]
= é log nl.——-z-;—i[bu log m; + b, logm, + .. by, logm,]

En vertu des relations (7) de la page précédente qui lient les infinis
Vis7Tas -+ Japs, les relations ci-dessus s'écrivent plus simplement

F=2p—2

(8) El wi(B;)

=G, + ;log n,‘.——é—lﬁ[bw logm, + b, logm, + ... + b, logm,]

k=1,2,...,p.

Ces relations montrent que, sur les (2p — 2) zéros

/31’,82;---’,32;:—2

, on peut en prendre (p — 2) arbitrairement, par ex-

)
(

de la fonction —
w'(z)

emple B,.15 Boias ooy frps; les p zéros restants

ﬂl’ﬂ?""’ﬂ}’

seront déterminés par les équations (8) au nombre de p. La fonction la

, Oz . .
plus générale a}—((;—; contiendra donc dans son expression (p — 1) constantes
arbitraires, & savoir les (p — 2) zéros arbitraires fB,.1, Boyas - fop—s €b
le facteur constant C. Comme nous l'avons fait remarquer a la page

19, il faut g’assurer que les relations (8) déterminent effectivement p des
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zéros B, f3,, ..., /3, dés qu'on connait les (p—2) autres B,,1, fryays e+s
f2,—s. Pour cela écrivons ces relations sous la forme

i=p
Eiwx(ﬁ,)
1 1 : 7=
=G, + 5 log n, — P [y log my, + by log iy + v+ b, logm, ] — j=§1wk(ﬁj);
(k=1,2,...,p)

or, lon sait que des équations de cette forme déterminent 3, 3,,...,f3,
excepté dans le cas spécial ow les quantités

%lognk—[blk logm, + by logm, + ...+ b, logm,)

seraient nulles & des multiples prés des modules de périodicité. (Voyez
Briot, Théorie des fonctions abéliennes, page 96, § 56.) Ecartons pour le
moment ce cas spécial qui a été examiné aux pages 14 et 15 de ce mé-
moire et dans lequel les multiplicateurs sont ceux d'une exponentielle de
la forme E(z); alors, ce cas étant écarté, on peut choisir arbitrairement
(p— 2) #ros Boyiy fpsas -+ Pops €t déterminer les p zéros restants a
I'aide des équations (8) de la page précédente. En donnant aux (p— 2)
zéros arbitraires différentes positions, on obtient une infinité de fonctions
ayant les infinis et les multiplicateurs donnés. Soient

¢:(2), 02(2) -5 9 (2)

(p— 1) de ces fonctions supposées linéairement indépendantes: 'expression

la plus générale de la fonction g% ayant les mémes infinis et les mémes
multiplicateurs sera

o(

20— ga(a) + mgu() + -+ paaga(2),

oW g, s ..y Myy désignent des constantes arbitraires. En effet, cette
fonction

1 2,(2) + e, (2) + o+ g (2)

posséde les infinis et les multiplicateurs donnés et I'on pourra disposer
des constantes g, g, , ..., #,_, de facon qu'elle f'annule en (p — 2) points
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donnés. Il est d'ailleurs évident qu'il existe au moins (p— 1) fonctions
linéairement indépendantes admettant les infinis et les multiplicateurs
donnés, puisque (p — 2) zéros peuvent étre pris arbitrairement. (Voyez
a ce sujet les théorémes des pages 16 et 17.)

En résumé:

Pour que Uintégrale f O(2)dz reste finie il faut et il suffit que la fonc-
tion @(z) soit de la forme

@(z) = w'(z)[/‘lfpl(z) + /‘25%(5) + e + #p—1¢p—1(z)]

My Moy oo Moy Gtamt des constantes arbitraires.

Théoréme. En dehors du cas spécial ou les multiplicateurs my; , n, sont
ceur dune exponenticlle E(2) (page 14), il eriste (p — 1) intégrales de
premicre espéce linéairement indépendantes

fw 2)da, o, fw 2)dz,
ey @, fw 2) @, 1{2)dz;

toute autre intégrale de premiére espéce w(z) est de la forme

0(2) = po,(2) + t,0,(2) + ... + pa0,4(2) + O,
Moy Mgy - ooy My €lant des constantes.

Cas spécial. Placons-nous maintenant dans le cas spécial examiné
précédemment (page 14) ou les multiplicateurs sont ceux d'une expo-
nentielle de la forme

E(Z) —_ e-—?[l,w\(z)+lzw2(z)+...+l,,wp(z)]’

Ay Ayy ...y A, désignant des constantes. Alors toute fonction, réguliére
sur la surface de Riemann R, et admettant ces multiplicateurs spéciaux,
est de la forme

E(2)R(s, 2)

o R(s,s) désigne une fonction algébrique rationnelle en s et 2. Pour
Acta mathematica, 13. Imprimé le 5 février 1890, 4%
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obtenir les intégrales de premiére espéce, il faudra déterminer cette fonc-
tion R(s, 2) de facon que l'intégrale

fE R(s, #)dz

soit partout finie. Comme l'exponentielle F(#) n’a ni zéros ni infinis,
pour que lintégrale ci-dessus soit finie, il faut et il suffit que I'intégrale

fR(s , &)dz

le soit, c’est & dire que cette derniére intégrale soit une intégrale abéli-
enne de premiére espéce

fR(s, 2)dz = pow (2) + pw,(2) + ... + pw,(2) + C°;
d'oli en différentiant et appelant wi(z) la dérivée de w,(#)

R(s, 2) == mwi(2) + mwi(2) + ... + pw,(2).

Si Tintégrale
f I(2)R(s, 2)dz

est de premiére espéce, elle est donc de la forme
mo,(2) + poz) + ...+ po,(e) +

a condition de poser
= [Ewi(2)dz,  ou(e) = [E(2)wy(e)de,
= [E(#)w)(2)dz

Dans ce cas spécial il y a donc p intégrales de premicre espece linéaire-
ment indépendantes et non (p — 1) comme dans le cas géneral.

Mais, dans ce cas spécial, il y a entre ces p intégrales de premiére

espéce une relation fort simple qui permet d’exprimer l'une d’entre elles
au moyen des (p — 1) autres et de I'exponentielle E(z). En effet, en

différentiant 1'équation

E(Z) — e——?[l]wl(z)+A2un_,(z)+...+lpw,,(z)]
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on a

dE(z) = — 2L(2)[Awi(2) + Awi(2) + ... + Aw,(2)]de;
d’on, en intégrant,
(9) E(2) = — 2[Ao,(2) + Lo,(2) + ... + Lo,(2)] + C

ce qui est la relation annoncée.

Relations entre les piles et les résidus d’une fonction O(z) aux
multiplicateurs donnés m; et n;.

Soit unc fonction ®(z) aux multiplicateurs m, ct n, admettant les
poles «,,a,, ..., @, que nous supposons, pour simplifier, du premier ordre,
distincts des points de ramification et situés & distance finie: appelons
R ,R, ..., R, les résidus relatifs & ces poles. Construisons par la mé-
thode que nous venons d'indiquer, une fonction £(2) ayant les multipli-
cateurs inverses de m,,n;, cest a dire admettant le long de la coupure

I

a, le multiplicateur m,

et le long de la coupure ), le multiplicateur

;I—; formons en outre cette fonction £'(z) de telle facon que lintégrale
k

0(2) = [ @(2)dz
soit finie partout, c'est & dire soit de premiére espéce, Cette fonction £(2)
devient alors & linfini infiniment petite comme ;-2; elle devient infinie
aux points de ramification, mais de telle fagon que son intégrale reste
finie. Dans ces conditions le produit
D(2)4(2)

est unc fonction réguliére et uniforme sur la surface R de Riemann, par
suite une fonction algébrique rationnelle en s et z; en effet le long d’une
coupure, «, par exemple, on a, en appelant comme toujours A un point

du bord gauche de la coupure et p le point situé en face de 2 sur le
bord droit:

0() = mb(p), ()=o),

My
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d’oit Ton conclut

o)) = 0(0)2(p)
On pourra donc supprimer la coupure a, sans que le produit
D(2)2(2)

cesse d’étre uniforme; on pourra répéter la méme chose pour la coupure
b,. Donc ce produit est uniforme sur la surface primitive B de Rie-
mann; il est une fonction rationnelle de s et z. Cette fonction rationnelle

\ . .« . . . I
de s et z devenant & l'infini infiniment petite comme — la somme de

ses résidus est wnwlle d’aprés un théoréme bien connu. Or les pdles de
ce produit
?(2)¥(2)
sont:
1° les poles @, ,a,,...,a, du premier facteur @(z); en ces poles
le produit a pour résidus respectifs R &'(a,), R, 2'(a,), ..., B,2(a,);
2° les poles du second facteur &'(2) qui sont tous situés aux points
de ramification; en ces poles tout les résidus sont nuls puisque
U'intégrale £(z) est partout finie.
La somme des résidus du produit devant étre nulle, on a la relation

(10) R 2(a,) + B, (a,) + ... + R,&(a,) = o.

Lorsque les multiplicateurs m, et %, ne sont pas de la forme spéciale
(page 14) qui permet de les identifier avec ccux d'une exponentielle
E(z), leurs inverses ne sont pas non plus de cette forme spéciale. La
fonction £'(2) est alors une fonction linéaire a coefficients constants ar-
bitraires de (p — 1) fonctions particuliéres £{(2), £:(2), ..., £,_,(2), et
I'on a
(2) = m8(2) + m(2) + . oo + 181 (2),

Py Mys oo Mty désignant des constantes arbitraires. La relation (10)
donne donc, entre les poéles et les résidus, (p — 1) relations distinctes

R () + R2(2) + ...+ R (a,) = o0,
RO () + R,&(ay) + ...+ R8(a,) o,

f

RISJQ—l(al) + Rzg'—l(az) + ...+ ng.;—l(aq) = 0.
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Lorsque les multiplicateurs m, et n, de @(#) sont ceux d’une exponen-

ticlle de la forme
E(Z) — e~2[llw1(z)+/\2w2(z)+...+prp(:)] ,

. 9 . I I . I
les multiplicateurs inverses — et — sont ceux d'une exponentielle ——
mg Ng E(z)

de la méme forme. La fonction &'(z) est alors une fonction linéaire a
coefficients constants de p fonctions particuliéres

2(2) = m&(2) + pl(2) + ... + 1,82 (2),

Mis Moy sy €tant des constantes arbitraires. La relation (10) se dé-
compose donc, dans ce cas, en p relations distinctes que l'on peut écrire

R 2 (o) + B2 (ay) + ... + B, 2(a,) =0
ou
Ek=1,2,...,p.

Dans ce cas spécial, on pourrait aussi obtenir ces p relations en remarquant
que le quotient

est une fonction algébrique et écrivant les p relations bien connues qui
lient les poles et les résidus d’une fonction algébrique.

Nous n’examinerons pas ici comment il faut modifier ces relations
quand certains poles deviennent multiples ou viennent coincider avec des
points de ramification. Ces modifications sont les mémes que dans les
questions analogues relatives aux fonctions algébriques. (Voyez le Mé-
moire de M. ApperLL, Sur les fonctions uniformes dum point analylique,
Acta mathematica, Tome 1, et une Note de M. Goursar, Sur la théorie
des intégrales abéliennes, Comptes rendus de ’Académie des Sciences
de Paris, Tome 97, page 1281.)

Pour avoir un exemple trés particulier des théorémes précédents,
prenons le cas de p = 1. Nous verrons alors qu'il n'y a aucune relation
entre les résidus d'une fonction doublement périodique générale de seconde
espece, mais qu'il y a wme relation entre les poles et les résidus d’'une
fonction doublement périodique de seconde espéce de la forme spéciale
e"“f(u), f(u) étant doublement périodique et A constant,
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Modules de périodicité des intégrales de premiére espeéce.

Pour simplifier I'étude des modules de périodicité, nous allons par-
ticulariser le systéme des coupures a,,a,,..., a,,0,,0,,...,0,,¢,,¢,,
de RieMaNN reproduit par C. Neumany. En nous reportant a la figure
schématique donnée par C. Nrevmann (Riemanw's Theorie der Abelschen
Integrale, zweite Auflage, Leipzig 1884, page 184), figure que nous re-
produisons ci-dessous,

e €

nous voyons que mnous pouvons faire partir la coupure ¢, d’'un point
quelconque de b, pour la faire aboutir en un point quelconque de a,;
nous conviendrons, dans tout ce qui suit, de faire partir la coupure c,
du point de croisement des coupures b, et a, pour la faire aboutir au
point de croisement de 0, et a,; puis nous ferons partir la coupure ¢, de
ce dernier point pour la faire aboutir au point de croisement de b, et
a,; et ainsi de suite, comme le montre cette nouvelle figure

Pour achever de préciser la disposition que nous adoptons pour les cou-
pures ¢,,¢,,..., ¢, reprenons lexemple traité par C. Nrumanx (loc.
cit. page 178) dans lequel I'équation entre s et z est

st = (Z’ _gl)(z - hl)(z —92)(2" - hn)(z '—-93)(2 - h3)(2 — 94)(2 - k4>'
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L’on modifiera alors la figure donnée par NeumanN (loc. cit. page 179)
comme il est indiqué ci-dessous:

Pour ne pas surcharger la figure, nous n'avons pas tracé en entier les
coupures @, et a, sur le feuillet inférieur de la surface; nous avons,
comme NEUMANN, marqué d’'un trait plus épais le bord gauche des cou-
pures et ponctué les coupures situées sur le feuillet inférieur.

Cela posé, soit.

w(7)= [(z)dz

une intégrale de premiére espéce formée comme nous l'avons vu plus
haut, la fonction w’(2) admettant les multiplicateurs m, ct #,. Comme
cette fonction «’(2) est uniforme sur la surface de Riemann R, rendue
simplement connexe a l'aide des coupures

1

Ay Qyyveny @y,
by b,y ..., 0,
Cys o nvy Cpy

et comme les résidus de cette fonction sont tous nuls, l'intégrale w(z)
est aussi uniforme sur la surface de Riemann R, et d'aprés sa formation
méme elle reste finie partout.

Considérons la coupure @, et appelons A un point situé sur le bord
gauche de cette coupure, p le point situé en face de A sur le bord droit.
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La fonction w'(#) admettant le long de cette coupure g, le multiplicateur
M, on a

o'(2) = m,o'(p).
Pour un déplacement effectué le long de la coupure on a
d\ = dp,
puisque les points A et p sont en face 'un de l'autre. On a donc aussi
o'(A)dA — m0'(p)dp = 0
et, en intégrant, on a tout le long de la coupure,
w(2) —mo(p) = 4,

la lettre A4, désignant une constante. Nous appellerons cette constante le
module de périodicité de D'intégrale w(z) le long de la coupure g,.

De méme, les deux valeurs de lintégrale w(2) en deux points A et
p, situés en face l'un de l'autre sur les bords gauche et droit de la
coupure b,, sont liées par la relation

o(d) —mno(p) = B,

ou B, désigne une constante que nous appellerons module de périodicité de
lintégrale w(z) le long de la coupure b,.

Enfin, sur les deux bords d'une coupure c,, on a comme nous l'avons
vu & la page 9 pour toute fonction a multiplicateurs

0(d) = '(p),  W(A)dd— o'(p)dp = o,
d’'on
o(Q)—ow(p)=C,

C, étant constant tout le long de la coupure ¢,. Cette constante C, sera
appelée module de périodicité de lintégrale w(2) le long de la coupure c,.

Donc:

Lintégrale de premiére espéce (z) posséde (3p — 1) modules de pé-
riodicité, & savoir les modules

A, 4,,..., 4, le long des coupures «a,,a,,...,q,
B,B,,...,B, le long des coupures 0 ,9%,,...,0,
C,,...,C, le long des coupures Coy ey Cps
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cest & dire que Uon a

le long de a,: () —mo(p) = 4;, t=1,2,.,p)
le long de b,: () — mo(p) = B, *=1,2,...,p)

(h=12,8, wn )

le long de ¢,: w(A)— o(p) =C,.

Mais ces (3p — 1) modules de périodicité sont liés par p relations
linéaires et homogeénes permettant d'exprimer p d’entre eux & l'aide des
(2p — 1) autres. Voici comment on obtient ces relations.

Figurons le point de croisement des coupures a,, d,, ¢, ¢,y et ap-
pelons '
a’ﬂ’)';a,s;’?’

les sommets des six angles formés par les bords de ces coupures, comme
le montre la figure suivante: |

b

Tk

/ ck+t

a—>»

=R

e
/L-
b

Nous aurons, d'aprés la définition des modules de périodicité, et puisque
Pépaisseur des coupures est infiniment petite, les relations suivantes

Multiplions ces équations respectivement par 4+ 1,n,,%,, — mn, , — mn,,

Acta mathematica. 13. Imprimé le 6 février 1850, . 5%
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— I, puis ajoutons-les membre a membre. La somme des premiers
membres est nulle et I'on obtient la relation

(11) B.(1 —m) — 4,(1 —n,) — mn,C, + n,C,,, = o.

En supposant, successivement, k= 1, 2,..., p, on aura ainsi p relations.
Comme il n'existe ni coupure ¢, ni coupure ¢,,,, il faudra dans ces rela-
tions considérer les constantes C, et C,,, comme étant nulles. En écri-
vant ces p relations en détail, nous aurons

B(1—m)—A4,(1 —n) + n,C, = o,
B,(1 —m,)— A, (1 — n,) —mn,C, + n,C, = o,
B(1 —m) — A,(1 —n,) — mn,C, + n,C, = o

. 3 . . . . . . . . . . . . . .

B, (1t —m,_)— A, (1 — Np_q) — Mp_ 1My C, 1 + n, ,C,=o,

B,(1 —m,) — 4,(1 — n,) — m,n,C, = o.

Ces relations permettent d’exprimer C,, C,, ..., C, en fonction des modules
de périodicité A,, B, et des multiplicateurs m,,n,. Dans le cas par-
ticulier ol tous ces multiplicateurs m, , n, seraient égaux & lumité, l'inté-
grale w(z) deviendrait une intégrale abélienne de premiére espéce, ct les
relations ci-dessus montreraient que les constantes C,, C,
toutes nulles dans ce cas.

En éliminant les (p — 1) constantes C,,C,, ..., C, entre les p rela-
tions (12), on obtiendra une relation entre les modules de périodicité

4,,4,,...,4,, B, B,,...,DB,. Pour cela, multiplions la premiére

y««.y C, seraient

m,m

! . 11
des équations (12) par — la seconde par
[FRLeY 1"

I s e

-—, la troisieme par
‘2

1 I I 1

——— ... la F*" par ——————.—, ..., et ajoutons-les: nous ob-
mmym,; n, m My .. Mg Ny

1772
tiendrons 1'équation

(13) = Bi(1 — my) — A (1 _"").i— o
mm, ... My T

]

»

=1

équation qui est unc identité dans le cas particulier des intégrales abéli-
ennes, puisque dans ce cas tous les multiplicateurs sont égaux & l'unité,
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L’intégrale
() = [o'(2)dz

prise sur tout le contour de la surface de Riemann R, est é¢videmment
nulle. Or la valeur de cette intégrale est facile a calculer en fonction
des modules de périodicité et des multiplicateurs. Si I'on égale cette va-
leur & zéro, on obtient une relation qui n’est pas nouvelle mais qui est
une conséquence des relations précédentes (12).

Cas spécial. Lorsque les multiplicateurs m, ¢t n, (k=1,2,...,p)
gont ceux d'une exponentielle de la forme

E(Z) — 6—2[11w,(z)+7tng(z)+..‘+lpwy(z)]’
il existe, comme nous l'avons vu, p intégrales de premicre espéce
o, (2) =fE(z)w,:.(z)dz. #=1,2,..,9)

Une quelconque d’entre elles, w(z), aura (3p — 1) modules de périodicité
liés par les relations que nous venons d'indiquer. Les modules de pério-
dicité de l'intégrale 2,w,(2) sont égaux et de signes contraires aux sommes
des modules de périodicité correspondants des (p — 1) autres intégrales
ho(2), hao(2), ..., 4w, ,(2). Cest ce quirésulte immédiatement de
I'identité (p. 27) '

(9) 2 w,(5) + Zo,(2) + oo + B (2)] = — E(2) 4 €

dans laquelle les modules de périodicité du second membre sont tous nuls.

Relation entre les modules de périodicité de deux intégrales
de premiére espece aux multiplicateurs inverses.

La relation que nous allons établir est I'extension, & nos intégrales,
de la célébre relation qui lie les modules de périodicité de deux inté-
grales abéliennes de premiére espece. Nous la démontrerons en suivant
la méthode que Riemaxn a donnée pour les intégrales abéliennes.

Soit, comme précédemment, w(z) unc intégrale de premicre espcce
d'une fonction aux multiplicateurs m, , n,, et soient ‘

k=1,2,..,
4, B, C, (h=2:3:...:2)
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les modules de périodicité de cette intégrale. D’autre part, désignons
par £(z) une intégrale de premiére espéce d'une fonction aux multi-
plicateurs m, et n, inverses de m, et m,:

m, == —, Ny, == n—; (*k=1,2,..,p)

et soient
4;, By, €, (=25:7)
les modules de périodicité de cette scconde intégrale £(2).
L’intégrale

(14) I=[0(2)dw(?)

prise sur le contour de la surface de Riemaxny R, est nulle, car la

fonction
2(2)0'(7)

est sur cette surface uniforme et réguliére et a tous ses résidus nuls.

Pour calculer cette intégrale I, appelons avec C. NEUMANN, A un
point du bord gauche d'une coupure et p le point situé en face de 2
sur le bord droit. Lorsque la variable d'intégration z parcourt le con-
tour de la surface R, dans le sens positif, elle parcourt les deux bords
d'une méme coupure en sens contraire. Les parties de l'intégrale rela-
tives aux deux bords d'une méme coupure seront

JT2(R)do(2) — 2(p)do(p)],

I'intégration étant faite dans' le sens positif le long du bord gauche.
L’intégrale I sera donc

I I;‘ZU[Q“ dev (2) — Q<p)(]w(p)]-]-J[.Q(A)dw(/l)—'Q(P>dw(p)]]
+hi:f[g )dw () — L(p)dw(p)],

les indices «,, b,, ¢, signifiant que les intégrales qui en sont affectées sont
prises le long des coupures @, b, ¢,.  Or, sur la coupure @, on a

QA) =m 2(p) + 4;, w(d) = mo(p) + 4,
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d’ou l'on déduit
QN do(X) — L(p)dw(p) = Aido(X) 4+ (mymy, — 1)2(p)dw(p);

mais, comme les multiplicateurs m, et m, ont été supposés inverses l'un

de T'autre, on a
mym, — 1 = 0

et I'équation ci-dessus prend la forme plus simple
2(2)dw(2) — (p)dw () = Aido(2)
On a de méme le long de la coupure b,
Q) = m2(p) + By o)) = ne(p) + By,
d’oi Y'on déduit, puisque n,n, — 1 = o,
2(2)dw(2) — 2(p)dw(p) = Bido ().
Enfin le long de la coupure ¢, on a
Q)= 2p) + Gy w(A) = w(p) + G
d’ou lon déduit
L(2)do(X) — L(p)do(p) = Cidw(A).
D’aprés cela, l'intégrale I devient
i=p h=p

(15) I=;[A;fdw(/1) +B;bfdw(/1)}+;0;,fdw(z).

Nous allons transformer cette expression et l'amener & ne contenir que
les modules de périodicité des deux intégrales 2(z) et w(2). Pour faire
cette transformation, figurons les coupures a,, b, ¢, ¢y, et les points
de croisement des coupures ¢, , b1, Ciyy Coy @eyyy Diyr s Copry Coper Ape
pelons (voyez la figure de la page suivante) a, 2,7, d, ¢, 5 les sommets
des six angles formés par les bords des coupures «,, b, ¢, ¢, en leur

N7 ~

point de croisement; o', #, 7, &', &', %' et ", 87, 7', 0", ", %" les sommets
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des angles analogues aux points de croisement des coupures a,_,, b;_;,

Cie1y Ck €0 Gy, bl:+1 » Cey1y Cigae

S -
B T R
¢
A
o, —»TI72IIT
k
¢
ay ,—=TTTIET

Nous aurons
fda)(/'\) = w(a) — o), ‘[dw()\) = 0(y) — o(a),
JloW=o(&)—o(f),  [lod) = of)— ()

Crtl
car toutes ces intégrales sont prises sur les bords gauches des coupures
dans le sens indiqué par les fleches. (Les bords gauches sont marqués
d’un trait plus gros.)
En calculant ainsi tous les termes de l'intégrale I

(15) 1 =§[A,;fdw(/\) + B,’,‘j‘dw()\)} + hfc;, [dw(2),

on aura lintégrale I exprimée par une somme de termes ou figureront
les valeurs de l'intégrale (z) aux sommets des angles tels que a,/3,7,7, 2,7,
formés par les bords des coupures en leurs points de croisement. Evaluons,
dans cette somme I, les termes qui contiennent les valeurs de I'intégrale
w(2) en Tun des six points a,f,r, d,c, situés au point de croiscment
des coupures a,, b,, ¢, ¢,;,: nous désignerons ces termes par I,. L'inté-
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grale I sera la somme des quantités analogues & I, évaluées successive-
ment pour tous les points de croisement des coupures, et Yon aura

I=21I,.
k=1

D’aprés les intégrales évaluées & la page précédente, les termes de
Vintégrale I qui contiennent les valeurs de w(z) en l'un des six points
a,B,r,0,¢c,n, sont

I, = 40(a) — o ()] + Bilo(s) — o(@)] + CGo(s) — Cipo(f).

Mais la figure de la page précédente donne d’aprés la définition méme
des modules de périodicité

o(a) =mo(f) + B, o(f) = o(r) + Cip,
o(a) = mao(y) + 4, o(y) = no(e) + By

I'on tire de ces relations, en exprimant

(), o(r), w(e), o(y)

en fonction de w(a) et faisant comme plus haut

M, ! n
— = My, {7 T}
my N

o(f) = no(a)—mnB, o(r) = no(a) — B, — Cy,y,
o(p) =mo(a)—md,, o(c)=umno(a)—n(md,+ B).
D’aprés cela, la quantité I, devient:
I, = o(a)[4:(1 — n;) — B(1 — my) + mn, G — 0, Gy
+ A B, + Cup) — m, Bidy — n,Cilmi 4, + B + n,Cy, B.
Le coefficient de w(a)
Ay (1 — n)) — By(1 — my) 4 myn, Cp — m, Gy

est mul, en vertu des relations (12) (page 34) appliquées aux modules
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de périodicité de l'intégrale &£(z) dont les multiplicateurs sont m; et n;.
Il reste alors

I, = A;:(n;Bk + Cipy) — B A, — m.Ci(m 4, + B) + n.C,1 By.

Tels sont, dans Vintégrale I, les termes provenant du point de croise-
ment des coupures «,, b,, ¢, ¢,,,: l'intégrale I sera, comme nous I'avons
déja dit,
. k=p
I=2X1,.
k=1

Puisque cette intégrale I est nulle, on a donc la relation cherchée

k=p

(16) EI[A;‘(MB" + Ck+1) — m B A, — ";0/:(”@;141: + Blr) + ";O;HB/:] =0

entre les modules de périodicité 4,, B,, C, et 4;, B;, C, des deux inté-
grales w(z) et £(z) aux multiplicateurs inverses. Comme les coupures
¢ et c,,, wexistent pas, il faudra, suivant des conventions déja faites,

supposer ’ ,
01=01= p+1=Cp+1=O-

Comme vérification, supposons que les multiplicateurs m, et n, devien-
nent tous égaux a l'unité, alors leurs inverses m; et u, deviennent aussi
égaux & l'unité, et les deux intégrales w(#), £(2) deviennent deux inté-
grales abéliennes de premiére espéce. Dans ce cas limite, les constantes
C, et C, sont toutes nulles, et la relation (16) que nous venons d’établir
devient

k=p
3 (4;B,— 4,B) =o,

ce qui est la relation bien connue liant les modules de périodicité de
deux intégrales abéliennes de premiére espeéce.
Remarque. La relation (16) établie plus haut peut étre transformée
& l'aide des relations (12) de la page (34):
A, (1 — ) — B(1 — my) + mn,C, — 0,0, = 0,

k=1,2,...,p
4;(1 — m) — By(r — my) + mn.C, — m,Cppy = 0.

Cest en se servant de ces relations que l'on pourrait montrer que la
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relation (16) est symétrique par rapport aux deux intégrales w(z) et
8(z), c’est & dire que cette relation ne change pas quand on y remplace
4., B, C,, m,, n, par A, B, C;, m;, n, et inversement.

Supposons, par exemple, les multiplicateurs », et n; différents de
l'unité (k =1,2,...,p). Alors on pourra écrire les relations que nous
venons de rappeler

4 — 13 Crpr — myng G + Bip(1 — my)
kT ’

I — ng

’ ’ 7 7 7 ’ 7
A 1 g1 — mpnz Cp + Br(1 — my)
k = 7
I —n;

.y I I
ou, en remplagant dans la premiére #, et m, par — et
k k

4, = _’ml'cok+1 — Cp — . Bp(1 — my)
k mi(1 — ng)

L'on aura donc, en remplagant dans I,, 4, et A, par ces valeurs et
réduisant '

I, = Ay(mB, + C,yy) — my By A, — m,Ci(m 4, + By) + 0, C;,, B,
_ 1t Br(Ciy1 — Cf) + Bi(Crr1 — Or) + 1k (Cry1Cryr — CrCh) .

I —ng
La relation (16) .
kéIk =0,
peut donc sg'écrire
k=p 0 oy ) , ‘ k=p
(1) Y wAlOn = d Al =00 L 3 (0,00, — 0) = 0
k=1 k=1

ot la symétrie se met aisément en évidence. En effet remarquons que
la somme

k=p
El(okﬂ Cir — CCy)

se réduit &
{4
O +10;+1 —— 0101

p
c'est a dire a #éro, puisque

¢, =C=C,=C, =o.

Acta mathematica. 18, Imprimé le 11 mars 1890. 6%
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Ajoutons alors la moitié de cette somme nulle & la relation (17), nous
aurons

k=p 7 ’ , k=p ,
g Br(Cry1 — Cp) + Br(Cryy — Cr) |, 1 I+ nj , ,
k=1 1 — ny + 2 ’; T_"M(Okﬂ 1 — C.C) = o,

relation dont le premier membre ne fait que changer de signe quand
on remplace. By, C,, m;, n; par By, C,,m;,n, et inversement B, C,, m;, n,
par By, C;, m, .
Ainsi, en supposant le genre p égal &4 2 on a la relation suivante,
puisqu’alors
C,=0C =0C,=C; =o:

(18) n B0, + B0, m,B,C, + B,0, + 0,0, (I L né) _

I — ng I —ng 2 \I—n; 1—ng

Intégrales de troisieme espece.

Soit @(z) une fonction aux multiplicateurs m, et n,, l'intégrale de

cette fonction
Jo(2)dz

est de troisiéme espéce, lorsquen certains points 2, ,,... de la surface
de Riemann elle devient infinie comme

K, log(z — 2,), K,log(e —2,) , ...

K ,K,, ... désignant des constantes.

L'intégrale la plus simple de troisiéme espéce sera celle qui reste
finie sur toute la surface de Riemann, sauf en un seul point z, ou elle
devient infinie comme

log (¢ — 2,).
Une telle intégrale ewiste toujours, excepté dams le cas spécial ou les multi-
plicateurs m; et , sont ceux d'une exponentielle de la forme

E ( P ) — —2[A01(2) + Ag109(2) + ...+ Apwp(2)] ]

Dans ce cas spécial, toute intégrale de troisiéme espéce a aw moins deux
infinis logarithmiques 2, et z, comme nous le verrons plus loin.
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En laissant de c6té ce cas spécial, nous allons former I'intégrale
annoncée qui devient infinie en un seul point z, et cela comme

log (2 — #,).
Soit

B, 2) = [ole, 2)de

cette intégrale. La fonction ¢(z, 2,) devra étre uniforme et réguliére
sur la surface de Riemann R,,, admettre les multiplicateurs donnés m;

et n, et devenir en chaque point & linfini infiniment petite comme

z2,

cette fonction pourra devenir infinie en certains points de ramification {

comme une puissance de inférieure & l'unité; enfin elle devra de-

I
2 —C

venir infinie au point 2, comme

. Pour former cette fonction ¢(z, ¢,),

[}
désignons comme précédemment par

w(z) =fw’(z)dz

une intégrale abélienne de premiére espéce, et par

71972 oo vy Top2

les (2p — 2) zéros de la fonction algébrique w(2) qui sont situés a distance
finie, zéros qui vérifient les p relations connues (page 22)

j=2p—2

21 wi(7,) = Gy (k=1,3, ..., )
o

Le rapport
¢, %)

w'(7)
sera une fonction réguliére sur la surface de Riemann R, admettant les
multiplicateurs m, et n,, et devenant infinic aux (2p — 1) points
ZosTirTar e s s

D’aprés ce que nous avons vu dans la premiére partie, cette fonction
aura aussi (2p — I) zéros

ﬁo’ﬂ1’ﬂ2"")ﬁ2p—27
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et son expression sera

oz, 2,) C RO RN NOL G L PIIPY AP ) log my+15(2) 108 iz ... + wp(z) og my]
= le
w'(z) ’

les infinis et les zéros étant liés par les p relations

Jj= ‘210—2

wi(fo) — wi(2) + ; [Wk(ﬂ;) — w,(75)]
= élognk—z—%&[bm logm, + by, logm, + .. b, log my)

k=1,2,...,p.

Comme l'on a
J=2p—2

T w(r)= G,

ces relations peuvent s'écrire

(19) T w(f)

Il

wiy(2) + G, + Elognk-——-l—.[b,,c logm; + by logm, + ... 4 by logm,)
2 2mi

On conclut de la que Ton peut choisir arbitrairement (p — 1) zéros,

Bos Bosrs - +s Poip—s Dar exemple, et déterminer les p zéros restants fj,,
Bis -+ B en fonction des premiers et de z,.
* 1l est essentiel de montrer que la fonction

¢z, 2)

w'(s)
ainsi déterminée devient effectivement infinie au point donné z,; pour cela
il faut montrer que, les zéros B,, fp11, ..., fop—2 étant choisis arbitraire-
ment d'une maniere convenable, aucun des p zéros restants 8,, 8, ..., fou
déterminés par les équations (19) me coincide avec z,. Si l'un de ces
zéros, 3, par exemple, coincidait avec z,, les équations (19) deviendraient
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j=2p—2

(20) > wi(8)

=1

=G + ilognk—%i[b,k logm, + by, logm, + ... + by logm,)

(b=1,2, ..., p)

et elles’ détermineraient g, , §,,..., B,—1, B, en fonction de £,,1, Bpyz) -+
P23 elles établiraient donc une relation entre 8, et By, foizs--rs Pop_2s
ce qui est impossible puisque nous choisissons arbitrairement §,, 8.1,
Botas o+ s Papa- Il est donc absurde de supposer que f§, coincide avec
2, quand on choisit arbitrairement 8,, B,y1, .. -) Popos-

Il est cependant un cas spécial ou les relations (20) ne détermi-
neraient pas B, B, .-, B, P, en fonction de B, foisy -y Popst
c'est le cas ou les seconds membres des relations (20) se réduiraient aux
constantes G, a des multiples prés des modules de périodicité des inté-
grales abéliennes w,(2), w,(2), ..., w,(2), c’est a dire ot I'on aurait

(21) élognk—gi—n:[blk logm1 + bgk 10gm2 + .« + bpk logmp =0.

(k=1,2, D)

Les équations (20) présenteraient alors le cas d’indétermination déja signalé
(Brior, Théorie des fonctions abéliennes, page 96, n° 56), et elles permet-
tralent de prendre arbitrairement B,, B,y ..., By_s; il 1’y aurait donc
plus une absurdité & supposer que S, coincide avec z,. Mais, lorsque
les multiplicateurs m, et m, satisfont aux relations (21), ils sont iden-
tiques aux multiplicateurs d'une exponentielle de la forme

E(Z) = gl +huye)+...+Apup(2)]

comme nous l'avons vu dans la premiére partie (page 15). Donc, en
écartant ce cas spécial qui sera examiné & part, on pourra former une
fonction

1
@ (Z s zo) C tﬁ,oﬂo(z)+mrlﬂl(z)+...+ lezr—2ﬁ?p—2(‘)+ o [wy(2) log m, +105(2) log ma+-... 4 wp(2) log myp]
— (4
w'(z)

réguliére sur R,, admettant les multiplicateurs donnés, devenant infinie
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du premier ordre au point z, et aux points y,,7,,..., 7y, qui sont
les zéros de w'(z) situés 4 distance finie. La fonction

02, 2,) = Cul(2) e P onsO Tt Oy O L Lor(e) logmy ...+ 05(2) Jog me]
)y %o/ T

a donc, comme seuls infinis, le point 2, et les infinis de w'(2); de plus
elle devient a l'infini infiniment petite de l'ordre de :—, Déterminons le
facteur constant C de telle facon que le résidu de ¢(z, 7,) relatif au
point z, soit égal a l'unité, c'est & dire que la différence

I

50(2’" 2/’0)——

z2— 2,

reste finie pour s = z,. Alors l'intégrale

B(2, 2) _—‘ff”(z, 2,)dz

sera une intégrale de troisiéme espéce devenant infinie au seul point z,
de telle fagon que la différence

@z, ) — log(z — z,)

reste finie pour 2 = z,. Nous employons, pour désigner cette intégrale,
la lettre @ que l'on emploie aussi pour les intégrales abéliennes de troi-
siéme espéce: mais il ne pourra pas y avoir de confusion, car l'intégrale
abélienne de troisiéme espéce est désignéec par @,, () et la notre par
B2, 2,)

Si nous appelons Il(z, 2,) Vintégrale la plus générale d’une fonc-
tion aux multiplicateurs donnés, admettant un seul infini z, de telle fagon
que la différence

”(z’ zo) —log (z'—'zo)

reste finie au point z, cette intégrale sera de la forme
Hz,2)=o(,2) + po,(2) + po,2) + ... + g0, ,(2) + C°,

Ot f1yftyy - -y fpy sont des constantes, ,(2), @,(2),..., @,_,(2) les
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intégrales de premiére espéce de fonctions aux multiplicateurs donnés.
En effet la différence
”(z’ zo) - ‘7’(27 zo)

est une intégrale parfout finie, c’est & dire une intégrale de premiére espéce.
Cas spécial. Examinons maintenant le cas spécial ot les multiplica-
teurs m, et m, sont ceux d’'une exponentielle de la forme

E(Z) —_ e—?[llwx(z)-{-)‘.zwz(z)ﬁ-...—~|-lpwp(z)] .
Alors une fonction réguliére sur la surface de Riemann R, et admettant
les multiplicateurs m, et n, est de la forme

E(2)R(s, 2),

R(s, #) désignant une fonction algébrique rationnelle en s et 2. Comme
le facteur E(z) est partout fini et différent de zéro, les infinis du produit
E(2)R(s, #) sont ceux de R(s,z). L'on sait que, si la fonction algé-
brique R(s, s) est en chaque point & l'infini infiniment petite de l'ordre

de zi,, la somme des résidus de cette fonction R(s, 2) sur toute la surface

de Riemann est. nulle; cette fonction admet donc aw moins deuzr résidus
différents de zéro, si tous ses résidus ne sont pas nuls. Par conséquent,
si le produit E(2)R(s,z) w'a que des infinis dordre infériewr au second,
il a aw moins deux infinis du premier ordre, ou bien il Wen a aucun. Si
donc l'intégrale

: fE(z)R(s,z)dz

ne doit avoir que des infinis logarithmiques, elle en a au moins deux, ou
bien elle n'en a aucun et est de premiére espéce.

Voici comment on obtiendra une intégrale de cette forme avec deux
infinis logarithmiques. Soit, comme précédemment

&-)zo’l(z)
Iintégrale abélienne de troisiéme espéce devenant infinie aux points 2, et
g — 2
2, comme log L et
72—z,

E,;O‘l (Z)
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la fonction algébrique qui est la dérivée de cette intégrale: cette fonc-
tion devient infinie aux points de ramification d'un ordre inférieur a
l'unité, elle devient infinie du premier ordre aux points z, et 2, avec les
résidus — 1 et 4 1. L'intégrale

B(2,2,,2) fE @, (

gsera l'intégrale de troisiéme espéce la plus simple formée avec une fonc-
tion aux multiplicateurs spéciaux my, et n,. Cette intégrale est finie
partout, sauf aux deux points 7, et 2 ou elle devient infinie de telle
facon que la différence

‘7)(37 %) 51) + E(zo) log (z - zo) — E(zl) log (z — zl)

reste finie.
L’'intégrale la plus générale possédant cette propriété est

57, 2, 2) + 10,(2) + 1o,(2) + - . + ppy(2) + const,

[y ftyy -~y pt, désignant des constantes, ,(2), @,(2), ..., @,(2) les inté-
grales de premiére espéce aux multiplicateurs spéciaux m; et n;, intégrales
qui sont au nombre de p. (Page 26.)

Modules de périodicité des intégrales de troisiéme espéce.

Prenons d’abord le cas ol les multiplicateurs m, et n, ne sont pas
ceux d'une exponentielle E(z); soit, comme précédemment, @(z, 2,) I'inté-
grale de troisiéme espéce qui devient infinie au seul point z, de la sur-
face de Riemann R, de telle fagon que la différence

@2, 2,) — log(z —2,)
reste finie pour 2 =2,. Si l'on suppose tracées les coupures
Ay Byyenns @y byybyy oo, b5 6,0,..0,0,

de la méme fagon que plus haut (page 31), on voit que lintégrale
@(z, 2,) n'est pas uniforme sur la surface de Riemann R, ainsi obtenue;
car, si le point z tourne autour de z,, cette intégrale augmente de 27i.
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En suivant la méthode exposée par C. Neumanwy (loc. cit. pages 220 et
suivantes) nous ajouterons aux coupures &, b,, ¢, un lacet I entourant
le point #, et nous supposerons, pour simplifier, que ce lacet ! aboutisse
au point de croisement des coupures @, , b ,c,, comme le montre la
figure. Sur cette figure le bord gauche du lacet ! est marqué d’un
trait plus gros; A désigne, comme précédemment, un point du bord gauche
de ce lacet ou d'une coupure quelconque et p le point situé en face de
A sur le bord droit; enfin a et B désignent les deux points ou la circon-

férence o de rayon infiniment petit entourant le point 2, se raccorde avec
les deux bords de I.

L'intégrale @(2, z,) est alors uniforme sur la surface de Riemann
ainsi découpée que nous désignerons par R,,. On voit, comme on l'a
fait pour lintégrale de premicre espéce (page 32), que l'on a:

le long de la coupure a,: @®(4, 2,) — m@(p, 2,) = &, *k=1,2..»
le long de la coupure b,: @(4, 2,) — ma@(p, 2,) = B, *=1,%..»
le long de la coupure c,: @(A,z)— @(p,%)=C, w=235..»
les lettres d,, &,, C, désignant des constantes que nous appellerons mo-
dules de périodicité de Uintégrale @(z, z,) le long des coupures a,, b,. c,.
Reste le lacet 1. La différence
B, 2)—8(p, 2,)

des valeurs que prend l'intégrale sur les deux bords de ce lacet I est
aussi constante, car sa différentielle est nulle. Cette différence constante
le long du lacet ! est égale en particulier &

@(a,2) — &8, 2,)

Acta mathematica. 13, Imprimé le 1 avril 1890, *
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(voyez la figure de la page précédente), c’est a dire a I'intégrale @(z, z,)
prise dans le sens négatif sur la petite circonférence ¢ entourant le point

z,: elle est donc

— 27,
car la dérivée de @(z, 2,) admet le point 2z, comme péle de résidu + 1.
Ainsi, 'on a, le long de la coupure I,

@, s)—o(p,s)=— 2.

]

En résumé, l'intégrale @(z, #,) admet 3p modules de périodicité, a
savoir

a,,q,,...,d, sur les coupures, a,,a,,...,q,

B, B ,...,B, sur les coupures b ,b,,...,10,

C,,..., € sur les coupures Cyy - oy Cpy

— 27 sur la coupure /.

Relations entre ces modules de périodicité.

En appliquant a l'intégrale @(z, #,) les raisonnements appliqués aux
pages 33 et 34 a l'intégrale de premiére espéce w(2), nous déduirons, de la
considération de chacun des points de croisement des coupures, une rela-
tion entre les modules de périodicité et les multiplicateurs correspondants.

Le point de croisement des coupures a,, b, , ¢, et I, (voyez la figure
de la page précédente) donne ainsi la relation

B,(1—m) — & (1 —n) + 2mn,7i + 0,C, = o;

le point de croisement des coupures a,,,,c,,c, donne de méme la
relation
B (1 —m,) — A (1 —n,) — mn,C, + 2,8 = o;
et ainsi de suite. :
On obtiendra en tout, comme aux pages 33 et 34, le systéme des
p relations suivantes

(22) B(1 —my) — (1 — ny) — mm,C, 4 n,C,,, = 0,

ou l'on fait
E=1,2,...,p
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en convenant que

C, = — 2mi, C,.,=o.

L’élimination de C,, C,, ..., C, entre ces p relations fournira facilement
I'équation

k=2 35k(1 —_ mk) — ak(l — ny) L

2 27 Z =0
(23) i +k=l . .= O

qu'il est intéressant de rapprocher de l'équation analogue relative aux
intégrales de premiére espéce (voyez page 34, équation 13).

Remarque. 11 serait absurde de supposer ici les multiplicateurs m,
et n, tous égaux a l'unité, car, dans cette hypothése, l'intégrale de troi-
sicme espéce @(z,7,) avec wn sewl infini logarithmique w'existerait plus,
comme il est bien connu par la théorie des intégrales abélicnnes.

Relations entre les modules de périodicité de Vintégrale @(z, z,) et
ceux d’une intégrale de premieére espéce aux multiplicateurs inverses.

Désignons, comme plus haut, par £(z) une intégrale de premicre
espece d'une fonction aux multiplicateurs m;, et n; inverses de m, ct n,
et appelons

4;, By, G, (1=23:25)
les modules de périodicité de cette intégrale relatifs aux coupures ay, b, c,.
L’intégrale

J=f!2(z)dw(z, 2,)

prise dans le sens positif sur le contour de la surface de Riemann R,
(voyez page 49) est nulle; car, sur cette surface R,,,, la fonction

da(z, z,)

82(2) P

est réguliére et a tous ses résidus nuls.

Si Ton appelle 2 un point du bord gauche d’une coupure et p le
point situé en face de A sur le bord droit, les éléments de l'intégrale J
correspondant a ces deux points seront:

2)da (L, 2)— 2p)id(p, 2,)
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car les deux bords de la coupure sont parcourus en sens contraire par
la variable d'intégration. Comme, outrc les deux bords des coupures
@y, by, et I, le contour de la surface R, comprend encore la circon-
férence infiniment petite o entourant le point 2z, et raccordant les deux
bords de la coupure /, il faudra avoir soin de prendre l'intégrale J sur les
deux bords de toutcs les coupures et sur la circonférence . On a donc

7= [ (1)@, 2)— 2(p)da(p , 2,)]
+ 1000, 2) — 2(p)ds(p, )] |

h

MM

+

>
f

- [12() a0, ) — 2p)a(p , 4]
+ 1800, 2) — 2p)dalo , 2)] + [2()d0(e, 2)

les indices dont sont affectés les signes d'intégration signifiant que les
premiéres intégrales sont prises le long des coupures marquées par l'in-
dice et la derniére le long de la petite circonférence o dans le sens de
la fléche. Cette derniére intégrale est facile & calculer. En effet, dans
lintérieur de cette circonférence ¢ la fonction soumise a lintégration

do(z, 2,)

2(z) o

admet le pole simple 2, avec le résidu £(z), car le facteur __dm(;z, 2

admet ce pdle avec le résidu 4 1. On a donc, puisque la circonfé-
rence o est parcourue dans le sens négatif autour de ¢z,

f!)(z)da‘;(z ) 2,) = — 2mil(z,).
Quant & l'intégrale affectée de l'indice !

Jle()da (@, 2,) — 2(p)da(p , 2,)];

i
elle est nulle; car le long de la coupure / on a

(1) = 2(p), do(2, z,) = da(p, 2,)-
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Enfin, la somme des (3p — 1) premiéres intégrales relatives aux coupures
Wy by €,y qui figurent dans l'intégrale J de la page précédente, peut
étre déduite de la somme des intégrales analogues qui constituent l'inté-
grale I envisagée & la page 36, en remplacant dans cette dernidre
somme w(#z) par @(z, 2). On en conclut, en répétant la suite des trans-
formations que I'on a fait subir & lintégrale I aux pages 37 et suivantes,
que lintégrale J a pour valeur

J = — 2mi(z)
+ Z [Ak(”k e+ Copr) — m Bi&l, — — m G (&, 4 By) + my 18]

Cette intégrale J étant nulle, on a la relation

k=p
(24) EI[AL("/;&% + @’k+l) ny, By, — n,C; (m’k %+ °B> + ,Cipy k]
= 27mi2(z,),

dont le premier membre se déduit du premier membre de la relation
16 (page 40) en remplacant dans cette relation les modules de périodicité
4y, By, €, de lintégrale de premiére espéce w(z) par les modules de
périodicité ak,ésk,@,, de Dlintégrale de troisiéme espéece @(z, 2,). 1l
faudra bien entendu faire

Cl~01

ptt = Cpy1 = O.

Quant & la constante C, elle doit étre considérée comme égale &4 — ami
qui est le module de périodicité de @(z, 7,) sur la coupure I, comme
nous l'avons déja dit & la page 51.

Cas spécial ou les multiplicateurs m;, et n, sont ceux d’une
exponentielle de la forme

E(z) — e~2[l,w,(z)+).2w2(z)+.,.+A,,wp(z)].

Dans ce cas, comme nous l'avons vu plus haut (page 48), linté-
grale la plus simple de troisiéme espéce d’une fonction aux multiplica-
teurs spéciaux m; et n, est donnée par la formule

B2, 2y, 2,) fﬂ o, (2)dz,
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@,,,(#) désignant l'intégrale abéliennc de troisicme cspece devenant infinie
aux points 7, et 2, comme
2 -— 2

log;—; -

1

']

— ’ s Foe . . ’ ala 1 L — \
et @,,(2) étant la dérivée de cette intégrale. L'intégrale @(z, 2,,2,) cst
partout finic sauf aux points z,, 2, ou elle devient infinie comme

E(Zl)vlog (’5 - 'zl) — E(zo) log (z _ ’70)'
Pour obtenir une surface sur laquelle I'intégrale
@2, 2, 2)

reste uniforme, nous suivrons encore la méthode exposée par C. NEUMANN
(loc. cit. pages 220 et suivantes) et nous ajouterons aux coupures a, b, c,

un lacet I 4+ m dont les deux bords sont infiniment rapprochés et qui
renferme deux petites ouvertures circulaires g, et o, entourant les points
2, et z. Nous supposerons de plus que ce lacet parte du point de
croisement des coupures a,, b, , ¢,, comme le montre la figure; nous dé-
signerons, avec C. NEuMANN, par R,,, la surface de Riemann ainsi dé-
limitée.

L’intégrale de troisiéme espéce

@(2,2,,2) =fE(z)&');0,l(z)dz

est réguliére sur cette surface R,,: elle possede (3p + 1) modules de
périodicité & savoir:



T
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a,d,,...,8, lc long des coupures @, a,, ..., q,
B, B,,...,B, le long des coupures b,,5,,...,0,
C,,...,C le long des coupures Cyy v vy Cpy

£,9 le long des coupures 1, m.

Les constantes £ et 91U sont faciles & calculer. En appelant a et b les
deux points ou la circonférence o, entourant z, se raccorde avec les

bords de la coupure I/, on aura
b

S=a,2,s)—a,z,2) =fE(z)cT);o,.(z)dz,

a
l'intégration étant faite sur la circonférence o, dans le sens marqué par
une flecche. Comme, & I'intérieur du cercle g, la fonction intégrée posséde
A . s e IR , . .
le pole 2 =2, avec le résidu — FE(z,), lintégrale qui est prise autour
de ce pdle dans le sens négatif a pour valeur

£ = 2mikE(z,).

Quant & la constante 9N elle est égale & la différence des valeurs de
Vintégrale @(v, 7,,#,) aux deux points ¢ et a ou les deux bords de la
coupure m se raccordent avec la circonférence g,. (Voyez la figure de la
page précédente.)

M= @(d,2,,2) —d, 2, 2)

D’autre part on a aussi, en considérant les deux points 3 et y ott les deux

bords de la coupure ! rencontrent cette circonférence o,

£ = ‘T’(T’ Zy s '21) - (’T)(ﬂ, ) Zl);
d'ou en retranchant

M—EL=a(d,2,2)—o,4,2)+ 6(f,2,2)— o, 2, 2)

Or le second membre de cette relation n'est autre chose que lintégrale
@(2, 2,,2) prise sur la circonférence ¢, dans le sens de la fliche, Comme
la fonction

L(e)®,,,(2)
a, dans le cercle o, le seul pole 2, avec le résidu E(z), 'intégrale de
cette fonction prise dans le sens négatif sur la circonférence o, est

— 2mE(z)).
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On obtient donc la relation

M — € = — 27iE (),
d’'oun, d’aprés la valeur trouvée auparavant pour £:

M = 27i[E(z,) — E(z,)].

Relations entre les modules de périodicité de Vintégrale (2, 2, , 2,).

La considération des p points de croisement des coupures donnera,
comme pour lintégrale de premicre espéce (page 34), les p relations

B(r —my) — Ay (1 —ny) — mn,Cy + 0,8y =0
ou
L=1,2,...,p
avec la convention que

C, = 27”"[E('z0) - E(ZJ]’ @p+1 = O.

L’élimination de C,, € ,..., €, entre ces p relations fournira I'équation

k=p
(25) 2mi[E(2) — E(zo)] +Z§Bk(‘ — my) — &y, (1 — ny) I o .
k=1

mMy ..o My ny;

analogue a la relation (23) de la page ;51.

Relation entre les modules de périodicité de Vintégrale (2, 2,, 2,)
et cenwx d’une intégrale de premiére espéce 2(2)
aux multiplicateurs inverses.

En écrivant que lintégrale
Je@)do, 2, 2,),

prise sur le contour de la surface de Riemann R, est nulle, et trans-
formant cette intégrale comme on T'a fait pour une intégrale du méme
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genre & propos des intégrales de premiére (pages 36 4 40) ou de troi-
siéme espéce (pages 51 & 53), on obtiendra la relation

(26) kg (4 (m B + Cpp)) — m By — m Ci(m 8, + B) + m Gy By]
— 27 0(5) E(s,) — 8(2) E(2,))

Comme verification, supposons que les multiplicateurs m, et n, de-
viennent tous égaux & l'unité, leurs inverses m, et m; deviendront aussi
Punité, 'exponentielle E(z) se réduira également & l'unité, enfin £(2) et
@(2,2,, 2,) deviendront des intégrales abéliennes V'une de premiére I'autre
de troisiéme espéce. Comme, dans cette hypothése, les constantes €,
C,,¢e,...,& et C,C,,...,C, deviennent nulles, les constantes C,,,
et C,,, étant nulles par convention, la relation (26) que nous venons de

trouver se réduit 4 la relation bien connue

(48, — By = ami(0(s) — ()]

qui lie les modules de périodicité &,, &,, d'une intégrale abélienne de
troisiéme espéce, aux modules de périodicité A; et B, d’une intégrale
abélienne de premiére espéce 2(z).

Intégrales de seconde espece.

Soit @(z) une fonction aux multiplicateurs m, et n, (k= 1,2,...,p),
l'intégrale

[o(2)da

sera, de deuxiéme espéce si elle n'admet que des infinis algébriques. D’aprés
eela, l'intégrale de seconde espéce la plus simple gu'on puisse imaginer est
celle qui ne devient infinie qu'en un point 2z, et cela comme

I
z 3z

Une telle intégrale existe toujours, quelle que soit la position du point
Acts mathematica, 18, Imprimé le 2 avril 1890, 8+
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2y, 4 condition que les multiplicateurs ne soient pas ceuxr d'une exponentielle

de la forme
E(z) — 3—2[11“7:(1)+A2W2(2)+---+)‘pwp(’)]

non rédwite @ une constante.

Supposons d’abord que les multiplicateurs ne soient pas ceux d’une
exponenticlle telle que E(2). Nous formerons alors, comme il suit, I'inté-
grale de seconde espéce avec un seul péle du premier ordre de résidu 4 1.

Appelons, comme plus haut, w(z) une intégrale abélienne de pre-
micre espéce et '(z) la fonction algébrique qui est la dérivée de cette
intégrale. Cette fonction algébrique w’(s) devient nulle a distance finie
en (2p — 2) points

TivTes s op—2

liés par les p relations bien connues

J=2p—2

2 w(y) =G, *=1,2,p)

j=1

Formons unc fonction ¢(2) admettant les multiplicateurs m, et n,,
devenant infinie du premier ordre aux points

TysTgseers Top—

et dinfinie du second ordre en un point z, donné arbitrairement. Cette
fonction ¢p(#) ayant 2p infinis, puisque 7, compte pour deux, aura aussi
2p zéros ue nous NOMmMmErons

u?v’ﬂl’ﬂg""ﬂmr—?'

D'aprés ce que nous avons vu dans la premicre partie, cette fonction
¢(2) sera '

- - . - 1
¢’ (5) —_ C’e(uzo"(z)+w’o?'(z)+w7’u71(‘)+"'+w7'2p—2ﬁzﬂ O+ p [w0y(2) 1og my +10,(2) 1og mo-t ... + w0p(2) logmp],

les zeros
Uy Vs By fys o vy By
et les infinis

Py @ TroTar oo Tp—2
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étant liés par les p relations

Jj=2p—-2

w (u) — w(2) + w,(v) — wi(2) + El (we(f) — we(r;)]

= ;log n,‘—:—;;:[bl,, logm, + b, Yogm, 4 ... 4 b, logm,],

k=1,2,...,p.
Comme la somme

j=2p—2

El w(7;)

est égale a la constante G, les relations ci-dessus s'écrivent plus simple-

ment
j=p—2

w(u) + wi(v) + El w(f;)

= 2w, (%) + G + élog ”k'_;;{.g[blk logm; 4+ ...+ b, logm,],

Ces relations montrent que, 2, étant donné, on pourra choisir arbitraire-
ment p zéros
u?”’ﬁp+l’ﬂp+2” "9;521)—2

et déterminer par ces relations les p zéros restants:

BisbBosr-os By

On pourra toujours choisir les zéros arbitraires

u, vrﬁpﬂ ’ ,Bp+2 y oo ’ﬂap—-z
de telle fagon qu'aucun des zéros restants

BirbBarewr B

ne coincide avec le point z,. Alors la fonction ¢(z) deviendra effective-
ment infinie du second ordre au point 7. Si l'on considére le produit

¢ (2)w'(2),
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on voit qu'il ne devient plus infini en aucun des points 7, 7,, ..., 73—z
qui sont les 2zéros de w'(z); ce produit devient infini du second ordre
au point z,; il devient aussi infini aux infinis de w/(2) et cela comme
w'(2); enfin ce produit est, en chaque point a l'infini, infiniment petit de

Vordre de ;—; On pourra disposer du facteur constant C qui figure dans

I'expression de ¢f(2), de maniére que le produit

(¢ — 2,)*p(2)w'(2)

tende vers — 1 quand 2 tend vers z,. Alors, dans le voisinage dec 2=12,,
on aura pour ¢(z)w'(z) un développement de la forme

PEW() = — = b =+ By + Gl — )

P, B,,C,, ... étant des constantes dont la premiére est le résidu de
¢(2)w'(z) au pole z,. D’aprés toutes ces propriétés du produit ¢(2)w'(2),

l'intégrale
[o(2)w(2)ds

reste partout finie excepté au point s, ou elle devient infinic comme

I
7 ~—12,

+ P, log (s — 2,).

Puisque, par hypothése, les multiplicateurs m, et =, ne sont pas ceux
d'une exponentielle E(z), il existe une intégrale de troisiéme espéce
oz, 2,)

dont la dérivée admet les multiplicateurs m, et n, et qui devient infinie
au point z, comme

log (2 — 2,).

Donc la différence
e, 2) = [P()0(2)dz — Pya(s, 2,
deviendra infinie au seul point 2z, et cela comme

I
$—12,
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Nous avons ainsi formé l'intégrale de seconde espéce
t(z, 7,)
partout finie excepté au pdle 2z =2, de résidu 4 1. Nous désignons
cette intégrale par la lettre { que RizmanN et NEuMANN emploient pour
désigner lintégrale abélienne de seconde espéce. Cela ne pourra pas

amener de confusion car notre intégrale est appelée #(z, 2,) et V'intégrale
abélienne avec le péle simple z, est appelée par NEUMANN ¢, (2).

Cas spécial ou les multiplicateurs sont ceux d’une exponentielle E (z).

Dans ce cas on pourra toujours former comme précédemment l'inté-

grale
S (a)w(a)de
qui devient infinie au seul point 2z, comme

I
72—2,

+ P, log(z — 2,);

mais alors il n'existe plus d'intégrale de troisiéme espéce @(z, 2,) deve-
nant infinie en un seul point 7, comme log(s — 7). On ne peut donc
plus former lintégrale ¢(z, 7)) comme dans le cas général qui précéde.
Dans le cas actuel cette intégrale n'existe plus: la constante P, ne peut
étre nulle que pour des positions particuliéres du point z,. En effet, dans

le cas présent, la fonction
¢(z)w'(z)
E(z)

est une fonction algébrigue devenant 4 linfini infiniment petite de I'ordre
de :—,; et 'on sait que la somme de tous les résidus d’'une pareille fonc-

tion algébrique est nulle. Or le seul péle de cette fonction, ayant un
résidu différent de zéro, est le point z,: dans le voisinage de ce point on a

Pl (e) = — = ),+zf°zo+Bo ...,

23— 2,

' AN+ Agye) + .t hprp()]

E(z)
- E’(lzo) + 2(;(—25.,) (i (2) + Aws(20) + -« + Aw(2)] + .. ..
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Si Von forme le produit
H()w(3) 15
et si l'on écrit que dans ce produit, le résidu, c’est a dire le coefficient

de

est nul, on a la relation

(27) P, = 2[hwi(2,) + Ahwy(2) + ... + 2, wp(2)]

qui montre que P, n'est nul que pour des positions exceptionnelles du
point z,.

Ainsi, dans le cas spécial dont nous nous occupons ici, il n'existe
pas d'intégrale de deuxiéme espéce devenant infinie en un point arbi-

traire 2, et cela comme Une telle intégrale ne peut exister que

0

pour des positions exceptionnelles du point z, vérifiant I'équation

Ww(20) + Awh(20) + - - . + Aw)(2) = o.

Mais, quel que soit 2,, il existe alors une intégrale

(s, 8) = [P(a)u(a)ds
devenant infinie au seul point 2z, et cela comme

I

Z—2,

+ Po log(‘z — zo)’

P, ayant la valeur (27) ci-dessus. Cette intégrale z(z, 2,)) est, d’aprés
notre classification, de troisiéme espéce; elle peut aussi étre formée de la
facon suivante. Si l'on appelle, avec NEUMANN,

t.(2)
l'intégrale abélicnne de seconde espece admettant le scul pole 2z, au pre-
mier degré et avec le résidu -+ 1, on aura

I
(2, 2,) = ﬁ(;o—)fE(z)dt,’(z).
En effet la fonction sous le signe f

E(s) %ul®)

dz
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est une fonction aux multiplicateurs spéciaux m, ct n,: dans le voisinage
du point z, on a, en appelant E’(¢) la dérivée de E(z),

E(2) = E(z) + (¢ —2,)E(7,) + ...,

dt,
é:dz_(z_lzo)” + o +ale—2)+ ...

d’ou, en multipliant membre 4 membre, puis divisant par E(z,),

E(z) dt,(z) _ I B(z) 1

B(s) ds G B =) T

L'intégrale
1
7 J E(2)(2)
devient donc infinie an seul point 2, et cela comme

I
2 — 2z,

+ P, log (¢ — 2,),

car la constante appelée P, est précisément

Bz,
T B(y)

Cette intégrale est, par suite, égale & (2, 2,), ou n'en différe que par
une somme d’'intégrales de premiére espéce.

Puisque, dans ce cas spécial ot les multiplicateurs sont ceux de
I'exponentielle E(z), il n'existe pas d’'intégrale de deuxiéme espéce avec
un seul péle du premier ordre, l'intégrale de deuxiéme espéce la plus
simple aura an moins deux poles du premier ordre 2z, et 2. Pour la
former, appelons z(z, #,) lintégrale qui devient infinie au seul point z
comme

I
z—z,

+ P log(z—2), P, = 2[hwi(a) + Awi(a) + ... + Lw(a)],
et considérons l'expression

t(z ’ ZO 4 zl) = PlE(ZO>T(z ’ zO) - 'PO'E(ZI)T(Z ’ zl) + POPI(T)(z’ ZO 4 zl)
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oun @(z,7,,4) est lintégrale de troisiéme espéce devenant infinie aux
points 7, et z, comme

B(z,) log (¢ — £,) — E(e;) log (s — ,).

Cette intégrale t(z,2,,2) w'a plus d’infinis logarithmiques: en effet au
point z, elle devient infinie comme

PE(s)| ;= + Py log(e— %) | — PP, E(z,) log (s — 2,

z_..
y A » r » ’
c'est a dire, en réduisant, comme

P E(z,),

’

z — 2z

de méme au point 2, elle devient infinie comme

—PBE(s)[ ;= + P log(e —=2)| + PPE(z) log e —2,)
c’'est & dire comme
P,E(z,)
—=

Remarque. Si T'on suppose que, dans I'exponentielle

E(Z) J— e-2[l,w,(z)+/\2w¢(z)+...+A,,w,(z)]

toutes les constantes 4, 4,, ..., A, sont nulles, cette exponentielle se réduit
a l'unité et tous les multiplicateurs m, et n, (k=1,2,...,p) devien-
nent aussi égaux & l'unité. Alors la constante P, est nulle quel que
soit 2z, et l'intégrale 7(z, 7)) se réduit a l'intégrale abélienne de seconde

espéce ¢, (2).

Modules de périodicité d’une intégrale de deuxiéme espéce.

Nous venons de voir que, dans le cas général ou les multiplicateurs
m, et m, ne sont pas ceux d'une exponentielle E(z), il existe une inté-
grale de deuxiéme espéce

t(2, 2)
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partout finie excepté au point 2, qui est un pdle simple de résidu + 1.
Cette intégrale est réguliére sur la surface R, de Riemanx: elle posséde,
comme une intégrale de premiére espéce, (3p— 1) modules de périodicité
& savoir:

le long de la coupure g, le module de périodicité I,
(k=1,2, ..., p)

le long de la coupure b, le module de périodicité &,

le long de la coupure ¢, le module de périodicité C,. @-23,...n
Cela signifie que l'on a:

le long de a,: ¢(A,2) —mt(p, zo) = dy,
*k=1,2,..,p)

le long de b,: (A, 2)— mit(o,2) =3B,
le long de ¢,: t(A,4)— t(o,2)=C,. (#=2,3,ccp)

Relations entre ces modules.

La considération des points de croisement des coupures fournira entre
ces modules de périodicité des relations identiques a celles qui ont été
établies pour les modules de périodicité des intégrales de premiére espéce.
(Pages 33 et 34.)

L’on obtient ainsi les p relations

(28) By (1 — my) — A (1 — n) — mn,C + n,C;,; =0

ou
k=1,2,...,p

et ou l'on convient de remplacer C; et C,,, par zéro.
De ces relations l'on déduit par I'élimination de C;, C;,...,C;
I'équation

k= ’ ’
zpéBk(I "-""I,k)—ak(l —’nk) I =0
£ mym, ... My ne

Acta mathsmatica. 18, Imprimé le 19 avril 1890, g*
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Relations entre les modules de périodicité de Vintégrale de seconde
espéce t(z, 2,) et ceux d’une intégrale de premiére espéce aux
multiplicateurs inverses.

Soit, comme plus haut, £(z), une intégrale de premiére espéce aux
multiplicateurs m; et n, inverses de m, et n,, admettant les modules de
périodicité 4, B,, C;.

L'intégrale

r =f.Q(z)dt(z ) %)
Rape
prise dans le sens positif sur le contour de la surface de Riemann R
est égale a

abe
— 2717‘-9’(20)’

en désignant par £(z) la dérivée de £(2) par rapport & 2. En effet,
sur la surface R,, la fonction
dt(z, z,)
Q) ——

est uniforme et réguliére: elle admet le péle z, et, dans le voisinage de
ce point, on a

2(2) = 2(,) + (z—zo)‘gl(zo) + .0

dt(z;zo)z__‘.._+ a+4+blz—2z)4+...;

(#—2)"

dt(;;i‘lz, le résidu relatif au pole z, est

done, dans le produit 2(z)

— 2(z,).

Ce produit a d’autres pdles aux points de ramification mais leurs résidus
sont tous nuls; de plus il est & linfini infiniment petit de l'ordre de

zl,-. Donc lintégrale I' prise dans le sens positif sur le contour de la

surface R,,, est égale & la valeur de cette méme intégrale prise dans le
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méme sens sur une petite circonférence entourant le point 7, cest a
dire &
— 2mi2 (z,),

comme nous 'avions annoncé.

D’autre part lintégrale I’ se transformera exactement comme l'inté-
grale I que nous avons traitée aux pages 36 et suivantes; et l'on trou-
vera que cette intégrale est égale a

k=p
Z [Ai(m, + Ciy) — miBidly — m G (miCl; + &) + 0, Crp B
On a donc la relation

(20) X [0 + Cp) — miBLO; — mCilmidl; + ) + 1;0;a ]

= — 27i2(z,)
avec la convention

CY; = O}’)-{-l - @; = @;+1 = 0,

Cas spécial ou les multiplicateurs m; et n, sont ceux d’une
exponentielle E(z).

Dans ce cas l'intégrale de seconde espéce t(z‘ , 2,) avec un seul pdle
simple 2, n'existe plus. Il faut la remplacer par lintégrale appelée
t(z, 2,,2) définie par I'équation (page 63)

Lz, 2,,2)=PE()t(z,2) — PE()t(,2) + PP ok, s, 2)
ou encore, d’'aprés les expressions des intégrales
t(2,2,), t(2,2), @(,2,, 2,),
t(e, 2, 4) = P, [E(2)dt,(2) — P, [E(2)dt,(2) + P,P, [ E(2)d@,(2).

Les constantes P, et P, ont les valeurs

Py = 2[Awi(2) + dwy(z0) + ..« 4+ Awy(z)],
P, = 2[Awi(2) 4 Awi(2) + ... + Lw,(2)]
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Cette intégrale de seconde espéce est, comme toute intégrale de seconde
espece, uniforme et réguliére sur la surface R, de Riemann; elle admet
les deux poéles simples 2, et 2, avec les résidus respectifs

PlE(Zo) y T PoE(zl)'

Appelons encore &, &;, €, les modules de périodicité de cette intégrale
t(z,2,,2) le long des coupures @, b, ¢, (zy2=2). Ces modules sont
liés entre eux par.les p relations

Bi(x — my) — (1 — n) — w0, + 2,8y = 0

k=1,2,...,p,

et
C=¢, =o

Enfin, ces modules de périodicité &, B;, C; sont liés aux modules de
2 ky ¥k h

périodicité A4, B, C;, d'une intégrale de premiére espéce £(z), aux
multiplicateurs inverses, par la relation

k=p
Z [A(m + Co) — m B, — mCi(milly + &) + ., 8]
= 2mi[P E(2,) 2(2) — P, E(2,)2(,)],
que l'on obtient par la considération de I'intégrale

f!?(z)dt(z ) %45 8y)

Rase

prise dans le sens positif sur le contour de la surface R, de Riemann.

Formule de décomposition d’une fonction & multiplicateurs
en éléments simples.

De méme que, par la formule de Riemans-Rocr (Journal de
Crelle, t. 84, pag. 294, et C. NeumanN loc. cit. page 258), toute fonc-
tion rationnelle de s et 2z, c’est & dire toute fonction réguliére sur la
surface B de Riemann, peut s'écrire sous la forme d'une somme d’inté-
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grales abéliennes de seconde espéce, de facon que les pdles et les parties
principales correspondantes se trouvent en évidence; de méme toute fonc-
tion & multiplicateurs peut s'écrire sous la forme d'une somme d'inté-
grales de fonctions a multiplicateurs de premiére et seconde espéce, de
facon & mettre en évidence les poles et les parties principales corres-
pondantes. Cette formule que nous allons établir remplace avantageuse-
ment la formule donnée par M. ArreiL (Journal de mathématiques
pures et appliquées, publié par M. Resar, t. 9 (1883), page 11).
La formule de M. APPELL présente cet inconvénient que I'élément simple
devient infini en (p — 1) points étrangers & la question, tandis que notre
élément ne devient infini qu'en un point.

Soit @(2) une fonction admettant les multiplicateurs m, et =,
(k=1,2,...,p) non spéciaur c'est & dire ne pouvant pas étre iden-
tifiés avec ceux d’'une exponentielle E(z); cette fonction est réguliére sur
la surface R,, de Riemann et admet sur cette surface un certain nombre
g de pdles

By 8y e,

que nous supposons d’abord simples et distincts des points de ramification:

solent
R,R,...,R

q

les résidus relatifs a ces pdles. Considérons la différence
A= @(s)—Rit@,s)—Rie,2)—...— R, 2),

ou £(#, ) désigne, comme plus haut, 'intégrale de seconde espéce, d'une
fonction aux multiplicateurs donnés, qui devient infinie au seul point

z, et cela comme Cette différence A est uniforme sur la surface

2y

R,,, de Riemann, car chacun de ses termes l'est; elle demeure sur cette
surface partout finie, car dans le voisinage du point z = z, par exemple
on a par hypothese

O(2) = B, +oa, +a(z—2)+...

z— 2,

et
’ 'Rl
& — Zx

Rit(e,2) =

+ﬂo +ﬂl(z_—zl)+’
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ce qui montre que la différence A reste finie pour z = z; enfin la
dérivée de A par rapport a z est réguliére sur R,, et admet les multi-
plicateurs m, et #;, puisqu'il en est ainsi de la dérivée de chacun des
termes de A. Cette différence A est donc l'intégrale d'une fonction a
multiplicateurs et, comme elle est parfout finie, c’est une intégrale de pre-
micre espéce: elle peut, par conséquent, se mettre sous la forme

/11w1(z) + )uzwg(z) +.. .+ /‘p—lwp—l(z) + %,

Uiy Moy -y Mpy €tant des constantes, w,(2), ®,(2),..., w,_,(2) les (p—1)
intégrales de premicre espéce linéairement indépendantes. En égalant A
a cette derniére expression, on obtient la formule cherchée

(30) O(2) = Rt(z,2) + BRit(z,2) + ... + Rz, 2,)
+ ﬂlwl(z) + /{‘2“’2('5) +o o, (2) + €7,

entiérement analogue & la formule de Riemanx-Rocm. (Voyez C. NEu-
MANN, loc. cit. page 258.)

Pour établir cette formule, nous avons supposé les pdles z,,2,,...,2,
du premier ordre: si I'un de ces péles, par exemple z,, était d'ordre n,
il faudrait remplacer 1'élément

R t(z, 2)
par une expression de la forme

2 n—1
Bt(z,zl)_l_ RI'“(Z’Z‘)-I- L+ R(l,,_])a tfi:i),

92, 7 o

Rl(z ’ zl) + E;

comme il arrive dans toutes les formules de ce genre. Nous avons aussi
supposé les points 2, 4,,..., 2, distincts des points de ramification. Il
serait trop long d’indiquer les modifications bien simples que devrait
subir la formule, si certains des péles 2z,,¢,, ..., , coincidaient avec des
points de ramification; ces modifications sont identiques a celles qui se
présentent dans des conditions analogues pour les fonctions algébriques
et les intégrales abéliennes de seconde espéce. (Voyez une Note de M.
GoursaT Sur la théorie des intégrales abéliennes, Comptes rendus des
séances de ’Académie de Paris, t. 97, page 1281.)

- On peut, comme vérification, déduire de cette formule de décomposi-
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tion, les (p — 1) relations qui lient les résidus RB,, R,, ..., B, et les
poles correspondants z,,2,,..., 2, relations que nous avons établies
directement (page 28). Pour cela, désignons par

14 ’ ’
alr ’ a?r AR b apr’
’ ’ ’
351, ) gB?r LA ’ ngr;
!’ ’ ’
@21'7 @31" . "7@111'7

les modules de périodicité de lintégrale #(z, 2,),

r=1,2,...,¢;

et par
A‘lj , A?j , ------- b Apj,
Blj b B?j ’ ....... ’ Bpj,
02;'7 03;'7 tey ij}

les modules de périodicité de l'intégrale de premiére espéce w;(2),
J=1,2,...,(p—1)

Comme les modules de périodicité de la fonction @(z) sont nuls, puisque
O(z) ‘est une fonction & multiplicateurs, la formule de décomposition
établie précédemment (page 70) donnera immédiatement les (3p — 1)
relations

R.a, + B,y + ...+ Rqa'i'q + #1Ak1 + /12At2 + ...+ #p—l-Ak,p-—l =0,
(3 I) R &, + BB, + ...+ Rq"j?’/'cq + By 4+ By + ...+ llp—lBk,p—l =0,
Rlellzl + R2@1’;2 4.+ Rq@)iq + m Cu + Mo Co+...+ HMp—-1 Oh,p—l =0,

k=1,2,...,p, h=2,3,...,p.

Soit, comme dans tout le cours de ce travail, £(z) une intégrale
de premiére espéce d'une fonction aux multiplicateurs m; et #; inverses
de m, et m,, et soient

{, B, G Goii)

£=2,3,..,p
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les modules de périodicité de cette intégrale. La relation qui lie les
modules de périodicité des deux intégrales de premiére espéce

;(2) , £(2)

aux multiplicateurs inverses est, comme nous I'avons vu (page 40)

k=p
El [Al’c(nl’chj + Ck+1,j) — ”?’I,cBlchkj — ”llcCl’c(m/’:Akj + Blcj) + ”202+1 Bkj] = O,

ou, en ordonnant cette relation par rapport a 4, B,;, C;,, ; et changeant
les signes

k=p '
(32) . ’E[Akj (m;Bl,c + myn; OII:)

+ Bkl(n"collc — m A — ”1201,:+1) — Cip,j A/L] = 0,

C,;,=0C¢

w1 = O = Cpy = 0.

»J

En falsant successivement

J=1,2,...,(p—1)

on obtiendra (p — 1) relations de cette forme. De méme la relation
qui lie les modules de pérodicité de lintégrale de deuxiéme espéce
t(#,¢,) et de lintégrale de premiére espéce £(2) aux multiplicateurs
inverses (page 67) peut s'écrire, si on I'ordonne par rapport aux modules
de périodicité de #(z, 2,) et si on change les signes

k

=p
(33) [ (mB; 4+ miniCy) + &, (G — i di — 2. Cipr) — Chp, 4]

= 27i8'(2,)

’ ’ '’ ’
@1,1' = @p-}—l,r = (] = Cp+1 = 0.

En faisant successivement
r=1,2,...,¢,

on obtiendra ¢ relations de cette forme. Cela posé, multiplions cette
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derniére relation (33) par R, et la relation précédente (32) par p, et
faisons la somme des ¢ 4 p — 1 relations ainsi obtenues

(1‘:::I,2,.-.,q;j=1727""p~1>'

Dans cette somme, le premier membre est nul, en vertu des relations
qui expriment que les modules de périodicité de @(z) sont nuls (eq. 31,
page 71), et il reste

R () + B2() + ... + R(z) = o,

ce qui est la relation établie directement (page 28) entre les poles et les

résidus d'une fonction & multiplicateurs. Cette relation, comme nous
l'avons vu, se décompose en (p — 1) relations distinctes.

Cas spécial ou les multiplicateurs sont ceux d’une exponentielle
de la forme

E(Z’) _— e—?[).lu'l(z)-fA2w2(2)+...+lpwp(z)]'

Dans ce cas, la formule de décomposition que mnous avons établie
ci-dessus n'est plus applicable, car l'intégrale de seconde espéce ¢(z, 2,)
avec un scul infini simple nexiste plus. On pourrait alors établir une
autre formule de décomposition en éléments simples, en prenant pour él¢-
ment l'intégrale de seconde espéce #(z, 2,,2) avec deux infinis simples
qui devient infinie en ces deux points comme

P Bi(z) PE(z) 1

z— 2z, %— 2,

On aurait ainsi la formule

r=¢—1

R, e

()= Y prarstle 2 2) F mon(2) + 1o, (2) o g, () 4 O,
r=1

P, désignant la constante 2[Aw;(2,) + Awi(2,) + ... + Lw.(2,)], o,(2),

w,(2), ..., w,(2) les intégrales de premiére espéce qui sont actuellement

au nombre de p.

! Voir page 63.
Acta mathematica. 18, Imprimé le 19 avril 1890. 10*
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Mais il est bien plus simple de remarquer qu'une fonction aux
multiplicateurs spéciaux m, et n, est de la forme

d(2) = E(2)R(s, 2),

R(s, z) désignant une fonction rationnelle de s et z, et d’appliquer en-
snite & cette fonction rationmelle R(s, z) la formule de Riemans-Rocw,
comme le fait M. AprerL. (Journal de mathématiques, publié par
M. Resar, année 1883, page 13, N° 7.)

Expression la plus générale d’une intégrale de fonctions
a maultiplicateurs.

On démontre sans peine, comme on le fait pour les intégrales abé-
liennes, que toute intégrale de fonction a multiplicateurs est une somme
d'intégrales de premiére ecspcce, d'intégrales de troisiéme espéce, d'inté-
grales de scconde espéce et de dérivées de ces derniéres par rapport au
paramctre.  Clest ce qui résulte de ce fait, qu'en retranchant, d'une inté-
grale de fonction & multiplicateurs, des intégrales convenables de troisiéme
espéce et de scconde espéce et des dérivées de ces derniéres par rapport
au paramétre, on aménera la différence a rester partout finie.
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Troisieme partie.

Développements des fonctions abéliennes en séries
trigonométriques.

Pour montrer, par un exemple simple, comment les intégrales de
fonctions a multiplicateurs g'introduisent dans le probléeme du développe-
ment des fonctions abéliennes en séries trigonométriques, nous traiterons
d’abord un exemple relatif aux fonctions clliptiques qui fera bien saisir
I'esprit de la méthode.

Considérons le relation algébrique

§? = (1 —2%)(1 — k%)

ou nous supposons k réel et plus petit que Uunité. La surface de Riemann
correspondante posséde deux feuillets et quatre points de ramification

1 I . ’ e,y ,
F+1,—1,+ P situés sur l'axc des quantités réelles Oz. On passe
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d'un des feuillets & l'autre en traversant l'une ou l'autre des lignes de
passage (Ubergangslinien)

I

+I)P)P,7_I; +%9Q)Q”—§°

On transformera cette surface de Riemann en une surface R, simple-
ment connexe & l'aide des coupures @ et b, comme le montre la figure.
Le point de croisement des deux coupures est & Vorigine O qui appartient
au bord droit de la coupure a et au bord gauche de la coupure b.
Enfin nous supposerons que, dans le feuillet supérieur, la valeur de s
est positive pour z = o.

L'intégrale elliptique de premiére espéce

w(z) = zd-z -—f da
I A Y O e 23
0 0

est uniforme sur la surface de Riemann R, figurée a la page précédente.
Le long de la coupure 4, on a

w(i) — w(p) = 4K
et le long de la coupure b
w(k) — wlp) = 2iK,

K et K' ayant la signification que leur donne Jacosr et les lettres 2, p
désignant comme toujours deux points situés en face l'un de l'autre sur
les deux bords d’une coupure, A sur le bord gauche et p sur le bord
droit. En effet, si 'on désigne par o, a, 3,y les sommets des quatre
angles formés par les bords des coupures a et b en leur point de croise-
ment, la valeur constante de la différence w(d) — w(p) le long de la
coupure @ est égale en particulier & w(y) — w(0), cest & dire a l'inté-
grale w(z) prise le long du bord gauche de la coupure b depuis le point
o jusqu'au point y, ce qui donne bien 4K; de méme la valeur constante
de w(2) — w(p) le long de la coupure b est égale en particulier a

w(0) — w(a) = — [w(a) —w(0)]
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et la quantité entre crochets est I'intégrale prise de O en a sur le contour

. . I e s

L qui contourne les deux points 4 1 et 4 7 dans le sens positif, inté-
v

grale égale a — 2iK".

En vue de ce qui suit, calculons les valeurs de l'intégrale w(z) aux
points & linfini dans les deux feuillets que nous désignerons par j, et j,
le point s, étant a l'infini dans le feuillet supérieur et j, dans le feuillet
inférieur. Pour cela remarquons que le long de l'axe Oz des quantités
réelles on a, pour s, la suite des valeurs suivantes:

feuillet supérieur:

entre o et -+ 1, §> o,

entre 1 et +i, %<o,

entre - et 4 oo, $> 0;

feuillet inférieur:
entre o et 4+ 1, s<o0,

entre 1 et —l-i, §>o,

entre

et 4 oo, s<o.

Les raisonnements qui conduisent & ces signes sont bien connus: ils sont
détaillés plus loin & 'occasion d’une question analogue, & la page 38.
D'aprés cela I'on a pour lintégrale w(z) les valeurs suivantes aux

points 4 1 et +£.:

w(1) = K, w<—> = K — iK',

I

car, pour aller le long de I'axe des z de l'origine au point 7 il faut a

partir du point - 1 suivre l'axe dans le feuillet inférieur de facon &

, . . , . . 1
passer sous la coupure b. Si maintenant a partic du point --|—]~‘7 on
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s'¢loigne a l'infini le long de V'axe Ox, on aura si I'on s'éloigne dans le

feuillet supérieur

. I
w(]o) = w(;) + (—i—z—a
)
1
r

s étant pris positivement, ct si on s'éloigne dans le feuillet inférieur

w(j,) = w<;> +f(—i§,

s étant négatif. Or on a

+®

f dz iy
+ V(1 — 2*)(1 — k*%)

R

les formules précédentes donneront done
w(y,) = 2K —ilC, w(j,) = — K"

Ces préliminaires étant posés, faisons

dz
u=w(s) =f Vi =t — k)

d’ou par linversion
2 == shu,

la fonction snu admettant les deux périodes 4K et 2¢K'. Lorsque u
varie 'par valeurs réelles de o a 4K, la variable z décrit sur la surface
R,, de Riemann un chemin C composé de la portion o, 4 1 de l'axe
des quantités réclles Or dans le feuillet supérieur, de la portion 41, —1
de ce méme axe dans le feuillet inférieur, enfin de la portion — 1,0
de cc méme axe dans le feuillet supérieur. La fonction périodique snu
est donc pour ces valeurs de # développable en unc série de Fourier de
la forme

y=4w vui

z=snu= 2 pe’k

y=—2%
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avee

4K
yrit

1 ETa
ze *Fdu,

), = -

2= R

0

Pintégration étant faite par un chemin réel on un chemin infiniment

voisin. Pour évaluer cette intégrale définic, faisons-y le changement de
variable

dz
w = w(z), duy = 3
nous aurons
(34) L[ e
Po=uk | = ’
¢
(54

Vindice ¢ rappelant que la variable # doit parcourir, sur la surface de
Riemann K, le chemin appel¢ € et défini a la page préeédente, ou un
chemin infiniment voisin comme celni que nous figurons ici et qui va,
du point O au point y, aprés avoir contourné les deux points + 1, —
en fécartant infiniment peu de l'axe Oz.

Dans l'intégrale (34) qui donne p,, la fonction sous le signe d’inté-
gration

vri
~% w(z)

est une fonction & multiplicateurs, réguliére sur la surface de Riemann R,,.
Comme lintégrale w(z) admet le long des coupures a et b les modules
de périodicité 4K et 2iK’, la fonction @(z) admet le long de ces mémes
coupures les multiplicatcurs
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c’est & dire que cette fonction vérifie les relations:
le long de la coupure a, @(2) = @(p),

le long de la coupure &, 7 P(p),

D
N
p.
S~

en faisant, comme il est d'usage,

Cette fonction a multiplicateurs @(2z) rentre dans le cas spécial
examiné a la page 14, car ses maultiplicateurs sont ceux de I'exponen-
tielle

L’intégrale

est donc une intégrale de fonction & multiplicateurs. Cest une intégrale
de troisime espéce admettant pour points critiques logarithmiques les
deux points j, et j, situés 4 linfini dans les deux feuillets. En effet,
dans le voisinage du point j, c’est & dire pour des valeurs de z apparte-
nant au feuillet supérieur ct dont le module surpasse un nombre suffi-
samment grand, on a

F_ L4 n
S_IA'Z+Z2 +z3+"')

vz
YA w(z} . o (o)

thyly

Comme
w(j,) = 2K — ik,

ainsi que nous l'avons montré, on a, en multipliant les développements
ci-dessus,

D)= e N

8

q+++
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Donc lintégrale
@(2)= [ O(2)de
) a[ ()
devient au point 7, infinie comme

(:%X!_lf_ log 2.

On verra de méme que, dans le voisinage du point j,, on a

v

0(e)=—L 4544,

et que l'intégrale @(2) devient au point j, infinie comme

v

—kg log 2.

Nous pourrons appliquer & cette intégrale &(z) ce que nous avons dit
aux pages 53 et suivantes: il suffira de supposer les points critiques lo-
garithmiques 2z, et 2, placés a l'infini aux points 7, et j,.

L’intégrale @(2) n'est pas uniforme sur la surface de Riemann R,:

S B - S
.. 8 .

elle est uniforme sur la surface R, que I'on obtient en entourant les
deux points j, et j; d'un lacet ! 4 m, commen¢ant et finissant au point
de croisement des coupures a et b. Ce lacet est représenté dans la
figure schématique ci-dessus ou les points a linfini j, et j, sont repré-
Acta mathematica, 13, Imprimé le 21 avril 1880, 11*
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sentés comme g'ils étaient & distance finie, I'un 7, dans le feuillet supé-
rieur, 'autre j, dans le feuillet inférieur. Appelons

a,s,8, 9m

les modules de périodicité de I'intégrale

o) — [,

c’est a dire, supposons que l'on aft

le long de la coupure a: @(2) — @(p) =4,
le long de la coupure &: @(A) — ¢”@(p) = B,
le long de la coupure I: &(A)— @(p)=7¢,
le long de la coupure m: @(A) — @(p) = O,
car les multiplicateurs sont 1 et ¢. La formule qui donne p, (page

79) est

vri
p =y .I_ z_dz e - 2K (@)
Y 4K s ’

c

I'intégrale étant prise le long du contour C qui va du point O au point
7 aprés avoir entouré les deux points + 1 et — 1 en g'écartant infini-
ment peu de l'axe Oz; on a donc

(35) 2 =4K[‘7’(T)—‘7’(0) =%

Ainsi le calcul de p, se raméne au calcul du module

1 g@ de périodicité &. Or ce module est facile & calculer
ey . . e

" par les relations générales que nous avons établies

o'

et que nous allons reprendre pour le cas particulier
actuel. Figurons les coupures ! et m raccordées par
deux circonférences infiniment petites o, et o, entou-
rant les points j, et ;. On a, pour le module de périodicité le long de I:

= &(4) — @(p)-
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. ’ ) . . ’
Ce module £ est donc l'intégrale @(z) prise sur la circonférence o, dans
le sens de la fleche: or, dans le voisinage du point j,, on a (page 81)

5
Oe) = —L+3+3+4..,

donc l'intégrale
@(2) =f(l)(z)dz

prise sur la petite circonférence ¢, dans le sens de la fleche est

On trouve ainsi

La figure donne aussi

M=a(0)—a(y), L=a()—a(y),
d'ou en retranchant

M—L=a(0)—a(e) + [@(y) — a(x)])

ce qui montre que MU — £ est V'intégrale @(z) prise dans le sens de la
fleche sur la circonférence g, entourant le point j,. Comme, dans le
voisinage de j,, on a (page 80)

g a8
o) = T 424 A4

kz
l'intégrale
@(2) =f(b(z)dz
prise sur la circonférence o, dans le sens de la fléche est

M — ¢ = (— 1727y,

On aura donc, d’aprés la valeur que nous venons de trouver pour £:

v

M = [(— 17— 1]¢"
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Il va de soi que, comme les points j, et j, sont a linfini, la petite

circonférence ¢, entourant le point j, est en réalité une circonférence

trés grande de centre O située dans le feuillet inférieur et parcourue de

p jusqu’en A dans le sens positif autour de O; il en est de méme pour g,.
Le point de croisement des coupures a, b, m donne la relation

B(r —m,) —A(1 —n,) — mndM = o

Cest ce qui résulte de la relation générale de la page 56; en voici
d’ailleurs la démonstration. On a, d'aprés la définition méme des mo-
dules de périodicité, les relations suivantes

Multipliant ces relations respectivement par + 1, —1,—g¢”, ¢, + 1

et ajoutant, on a la relation cherchée :
A1 —g) + Mg~ = o,

d'ou

ad=—-2_or,

1—q™
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cest a dire, d'aprés la valeur trouvée pour M

v

5

2 ; -
a =Tml—?_—g:y[1 — (=}

Enfin comme le coefficient p, est égal a

a
ZK’
on a
_om I —(—1)
b=k
q?__.q 2

Ce coefficient est nul quand v est pair, et quand v est impair,

y = 21 4 I,
il a pour valeur
b = ot
K
On a donc pour le développement cherché

v=+4w yrui

y=+® yrui . bY4
. _ -EK«__ Tt e
2 =8NYuU = p.e = F]»‘ _‘T——T—)

Y= —0 — 2_q 2

v ne prenant que des valeurs impaires 2n -+ 1. En réunissant les termes
qui correspondent & des valeurs de » égales et de signes contraires, on
obtient enfin

g 2n\/§1§ q" . (2n + Dmu
Kk & 1 — g™ 2K’

ce qui est le développement bien connu que Jacosr a donné pour sinamw.
Il nous parait remarquable que l'on puisse ainsi obtenir ce développe-
ment sans se servir des fonctions # ni de la théorie des fonctions elliptiques.

La méthode que nous venons de suivre donnerait, de méme, les dé-
veloppements en séries trigonométriques de toute fonction de u exprimée
par une fonction rationnelle R(s,2) de s et z, c’est a dire de toute
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fonction elliptique. Le calcul des coefficients se raménera au calcul des
modules de périodicité des intégrales de fonctions & multiplicateurs de la
forme spéciale

Ces modules se calculeront par les méthodes générales que nous avons
données dans la deuxiéme partie.

Plus généralement on pourrait, en suivant la méme voie, calculer
les coefficients du développement en série trigonométrique d'une fonction
doublement périodique de seconde espéce admettant la période 4K et se
reproduisant, multipliée par un facteur constant arbitraire, quand la va-
riable % augmente de 2¢K'.

Mais nous laissons de coté ce cas particulier, o p = 1, qui ne
pourrait nous donner que des développements plus faciles & obtenir par
d’autres méthodes, et nous entrons dans un ordre de recherches entiére-
ment nouveau, en abordant les problémes analogues pour les intégrales
ultraelliptiques (p = 2) et les fonctions abéliennes de deux variables qui
naissent de leur inversion.

Intégrales ultraelliptiques et fonctions abéliennes de genre 2.

Employons les notations de RosenHAIN dans son Mémoire cowronné
(Mémoires présentés par divers savants a 1’Académie des sci-
ences de Paris, Tome 11, 1851, page 361), et considérons I'équation
algébrique

8* = 2(1 — 2)(1 — E%)(1 — 2%)(1 — p’%)
ou en abrégeant
st = (dkAw).
La surface de Riemann correspondante posséde deux feuillets et six points

de ramification
1 I I

o, I’EZ7A_27/1=7

.
Figurons ces points en supposant les quantités k, A, u réelles positives et

1>k>A>
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de plus figurons le point & linfini comme gl était & distance finie sur
la partie négative de l'axe des quantités réelles. Il y aura trois lignes

y R‘
R
¢ X
o (4] 1 1 1
5 EWM I

de passage d'un feuillet & l'autre (Ubergangsiinien d’aprés C. NEUMANN),
a savoir les lignes

A SN S S
OPPI,FQQ}‘;,}?RRm-
Nous conviendrons de prendre la wvaleur positive de

§ = \(ekip)

en tous les points du fewillet supériewr situés sur Uaxe des quantités réelles
Ox entre o et 1. Alors les valeurs de s aux différents points de l'axe
Oz des quantités réelles sont de la forme suivante:

o<z<1 ... 8>0,
I 8
I<Z<k—, "'Z<O’
I I
F<Z<‘A—, . 8<0,
Feuillet supérieur.
» 1 I 8
2 réel. F<z<‘u—, ...;>o,
I
/7<z<+<,\'> ...8<0,
—0<2<o0 ...%>o.
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o<z<1 oL 80,
I 8
1<z<7;, . ..Z>O,
I 1
%‘,<2¢'<}; ... 820,
Feuillet inférieur.
I 1
2 réel. F<z<;~, ...Z—<o,
I
;<z<+m ... 8>0,
—0<2<0 ...%<o.

Les valeurs de ce tableau résultent de la proposition élémentaire suivante,
Soit un point a sur Ox et ¢ une détermination du radical \z — 4 en un
point ¢ infiniment voisin de o situé & gauche de a; si la variable #
décrit autour de « comme centre, avec as comme rayon, un demi-cercle
situé au dessus de Or, ¢C¢’, la valeur ¢ du radical \z—¢ au point &'
sera
¢ = —io.

En effet sur le cercle on a W

2 — a = re’,

\/z———a=\/re2. ol E o g
Supposons qu'au point ¢ on prenne # = 7, alors
PP q p 12
o= Jre? =iyr;
quand z décrit le demi-cercle ¢Ce¢’, § décroit de = & o, et le radical
Vz—a prend en &’ la valeur

d = \/r.
On a donc, comme nous I'avons annoncé,

0 = —ig.

Si, au lieu de décrire de ¢ en &' un demi-cercle au dessus de Oz, la
variable ¢ décrivait un demi-cercle au dessous de Oz, la valeur de \z;—«
au point &’ serait - is.
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11 suffira d’appliquer ce résultat successivement a chacun des points
de ramification o, 1, 7:—;, II;,
de Oz, telles qu’elles sont indiquées dans le tableau des pages précédentes.

Surface de Riemann R,,. Pour rendre la surface de Riemann con-
sidérée simplement connexe, il faudra tracer deux coupures a, et a,, deux
coupures b, et b,, enfin une coupure ¢,. Figurons ces coupures avec la
disposition que nous sommes convenus d’adopter (page 31).

I . .
.3 pour avoir les valeurs de s en tous les points

—_ 2

La coupure b, entoure les points %,:—, et se trouve sur le feuillet

supérieur; la coupure b, entoure les points o, 1 et se trouve sur le
feuillet supérieur. Les coupures a, et a, sont en partie sur un feuillet,
en partie sur l'autre: les portions de ces coupures situées sur le feuillet
inférieur sont ponctuées. Enfin la coupure ¢, va du point de croisement
des coupures a,, b, & celui des coupures a,, b,.

Appelons ¥V(z) et W(z) les intégrales abéliennes normales de pre-
miére espéce correspondant & la relation algébrique

s =2(1 — (1 — k)1 — A%2)(1 — p2).

Ces intégrales sont, en adoptant les mnotations de RosexmalN (Mémoire
couronné loc. cit. pages 432—435)

v = [ %a, W - —[Ea,
0 0

8

Acta mathematica, 13, Imprimé le 12 aoQt 1890, 192%
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B, C, B, " désignant des constantes définies par les équations

1 1 1 1
d d d
—B[¥—cf®,  o-p[l_o[H,
§ 8 8 S
0 0 0 0
(36) x ;, i
d d ; d i
o=B[Y—cf®,  E_p[t_c[m
2 8
1 1
@ Iz i Iz

ou les intégrations sont faites le long de l'axe des quantités réelles et
ou s est pris positivement.

Ces relations montrent que B et C sont des quantités purement ima-
ginaires positives, c'est & dire des quantités de la forme

iP,
P étant réel positif. En effet la troisiéme de ces relations écrite sous

la forme
1
a

montre que (B — Cz) s'annule pour une valeur réelle de # comprise entre

B 4 s’ _* \ * 3\
]—:; et A—I,: donc le rapport = est réel et supérieur & 1. La premiére rela-

tion (36) montre alors immédiatement que B et C sont de la forme iP,
la quantité P étant réelle positive.
De méme l'équation

_’:(_J_z dz
montre que le rapport = T " est réel posmf et moindre que 1, et alors I'équation
1 1
P P
w__ (ilf _C zdz
2 8 s
1 1
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montre que B’ et C' sont purement imaginaires négatifs cest a dire de
la forme

— P,

P étant réel et positif.

Les valeurs de ces quatre constantes B, C, B', (" sont d'ailleurs
données par Rosenmain (loc. cit. page 433).

On a de plus les quatre équations

0 e
B —(C B —Cz
51ogp=f - “dz, A=f dz,
—w 1
)‘2
(37) '
0 ,Tz
B — (' I B — (=
- 1

A2

s , . , . .
avec - < O. (RosenuAIN, Mémoire couronné, loc. cit. page 435.) Ces in-

tégrations sont encore faites le long de I'axe Oz des quantités réelles, s
est alors purement imaginaire et son signe est fixé comme il suit.

Dans la premiére intégrale qui est égale a %logp, la quantité

(B — Cz) est purement imaginaire positive d’aprés ce qui précéde; comme
la valeur de l'intégrale est mégative, puisque p est réel positif et moindre

DYEE . . . 8 .
que l'unité, il faut prendre pour s une valeur imaginaire telle que - soit

négatif. Dans la derniére intégrale qui est égale a ;lo'gq, Ia quantité

B’ — (C'z est purement imaginaire positive; comme la valeur de l'inté-
grale est négative puisque ¢ est réel positif et moindre que I'unité, il

faut aussi prendre dans cette intégrale :7 négatif. Enfin, dans les deux

intégrales qui donnent 4, les numérateurs

B—Cz, B—Cxz
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restent purement imaginaires négatifs; nous prendrons, dans 'une et

lautre, le signe de s de fagon que Z.— soit mégatif; alors A sera positif.
En résumé dans les gquatre intégrales (37) de la page précédente,

8 , .
nous prenons - négatif.

Modules de périodicité des intégrales normales.

Les deux intégrales

z 2

V(2) =fB:0zdz, W(z)=—f3'—so'zdz

\
0 0

sont uniformes sur la surface de Riemann R, figurée a la page 8o.
Leurs modules de périodicité le long de la coupure ¢, sont nuls, d’aprés
une propriété générale des intégrales abéliennes. (Voyez C. Nrumann,
loc. cit. p. 216.) Calculons les modules de périodicité de ces intégrales
le long des coupures a,, a,, b, , b,.

Prenons d’abord lintégrale ¥(z). Le module de périodicité de V(z)
le long de la coupure @, est la différence V(1) — V(p) constante tout

le long de a;; ce module est donc en particulier V(8) — V(a), a et 8
étant les points ou l'axe Oz rencontre les bords de la coupure a,. Or

cette différence
V(g) — V(a)

fB—O’de
8

est l'intégrale
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prise du point a jusqu'au point 2 sur un contour entourant les deux points

I I . ’ . ’ ’ M
T i) comme celui que nous avons figuré; et cette intégrale est égale a

\‘I"‘

2

2fB_Czdz
8

1

k2

prise le long de l'axe Oz sur le feuillet supérieur. Mais cette derniére
intégrale est nulle, en vertu des équations (36) de la page g9o. Donc le
module de périodicité de V(z) le long de a, est nul.

Le long de a, le module de périodicité de V(z) est de méme
V(o) — V(r), r et o étant les points ol l'axe Ox rencontre les bords de
la coupure a,. Il est donc égal & l'intégrale

1

2fB—Ozdz
§

0

prise le long de I'axe Ox dans le feuillet supérieur (s > o), c’est a dire a 7i.
Pour l'intégrale

W(e) = __.f(B’ —80’2) dz
0

le module de périodicité le long de a, est W(B) — W(a) c'est & dire
I'intégrale

1
Fti
_fB’—Czdz
8
1
&

prise le long de I'axe Or dans le feuillet supérieur (s < o) (d’aprés le
tableau de la page 87); ce module est donc i, car l'intégrale

1
i

fB-—Czdz
8

1
¥




94 P. Appell.

out s est positif est égale a —;f Enfin le module de périodicité de W{(z)

le long de a, est nul.
Passons maintenant aux coupures b, et b,. Le long de b, le module
de périodicité de V(z) est égal a

V(a) — V(e)

fB——Czdz
P)

prise depuis le point e jusqu'au point a sur le contour eI'T"a qui entoure

cest a dire a l'intégrale

. TN S
les deux points de ramification —, —.
AT
Cette intégrale se réduit a son tour a

1

2

ZfB—OZdZ,
s

2

,\al__‘

I'intégration étant faite le long de l'axe Ox des quantités réelles sur le
feuillet supérieur, cest a dire i— étant pris positivement (tableau de la

page 87). Or on a

avec ; négatif: donc le module de périodicité de V(z) le long de b, est

— 24.
Le module de périodicité de W(z) le long de la coupure b, est égal
a lintégrale

o

_fB’—Czdz
3

&
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prise sur le méme contour eT7T'a, c’est a dire a

1
w

—2fB:Czdz

1

Az

lintégration étant faite le long de Yaxe des quantités réelles dans le
feuillet supérieur C— > o>. Comme on a (page 91)

1

o

B —C I ‘
f - Zdz=510gq, <%<o>,

1
a

le module cherché est logg.
Il nous reste & calculer les modules de périodicité de V(2) et W(2)

le long de la coupure d,. Le module de périodicité de ¥V(z) est égal a
la différence V(d) — V(3), cest & dire & l'intégrale

é

) ‘/‘B—Czdz
) 8

L

prise sur le contour #88¢ qui entoure les deux points de ramification o
et — co. Cette intégrale se réduit, comme il est bien connu, a

2fB——s-OZdz

0

prise dans le feuillet supérieur le long de l'axe des quantités réelles

<§ > o>. Or on a (page 91)

0

B — (. I
f . zdz=510gp, <:— <o>,

— 00

le module de périodicité cherché est donc logp.
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De méme le module de périodicité de W(z) le long de b, est

-~

0

c’est & dire (page 91) — 24.

En résumé les modules de périodicité des intégrales V(z) et W(2)

B — (7

s

dz,

sont donnés par le tableau suivant

t>o)

Sur la coupure | Sur la coupure| Sur la coupure | Sur la coupure
a, ay bx bz
V(z) o i —24 logp
W(z) ) o loggq — 24

Il importe, en vue de ce qui suit, de calculer les valeurs des inté-

grales

V(z) =fB—s C 4,

z

0

W(z)

— —— BI—-
- s

z

0

Czdz

. o g . I
aux points de ramification co et R

Calculons d’abord ¥(co) et W(co). Pour aller du point o & I'infini
sans traverser une coupure, il suffit de suivre l'axe des quantités réelles

négatives dans le feuillet inférieur (g < o). On aura donc
/

V(co) = B—Cs dz, W(o0) = — B—Cs de,
8 8
(1]

0

Pintégration étant faite le long de T'axe des quantités réelles et Z étant

pris négativement. On a donc, d’aprés les formules (37) de la page 91

V(co) = ———;—logp, W(co) = A.
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Nous avons de méme V<%> et W(;%) en allant du point O au point
I
E?
fagon & passer sous les coupures. Donc

le long de Taxe des quantités réelles Or dans le feuillet inférieur, de

1
1

) 5
I B—Cz B —(Cz
V(',;;) == f 5 dz +f s (Z,.’/f,

1

0

1
1 #
Br__ ’ & s U
W'(L,> =~———~f~—ofdz—]§~—0jdz,
N s 8
0 1

les intégrations étant faites sur l'axe Oz et s étant pris négativement

£ g I ..
entre 0 et 1, - positivement entre 1 ct ik Dans ces conditions on a

1 1

fB—Cde:_”_i, fwdzzo.
8 2 §

0 0

Puis, d'aprés des formules dues & JacosI et reproduites par RosexmAIN
(Mémoire couronné, loc. cit. page 381, formules 29), on a

1

1
Iz 0 ,ﬂ

/?_&M=/W*&m+j3*%@,
8 S 8
1

1 —0

& 0

1
e
BI —_ ’ BI_ ’ BI_ 14
_/-——Oz-dz =f———0—z—dz +f————0—z-a?3
. 8 8 8
1 1

—_0

ou on prendra partout %> o. Done, en vertu des équations (37) de la

page 91 dans lesquels S est négatif, on aura actuellement:

Acta mathematica. 13. Imprimé le 13 aoQt 1890. 18+
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1
k2

fB—Ozdz= —élogp—A,

§
1

1

k2

B — 'z 1
f—s——dz=—A—510gq.

1
Par conséquent

(8 =St ()= 4+ L.

Cela posé les équations différentielles de Jacosr sont les suivantes
(d'aprés Rosenuarw, loc. cit. page 432)

dv =dV(s) + dV(s,),
dw = dW(z) + dW(z,)

ou

. B — (2, B — (s,

dv = _—Sl—— le + "‘-—;—)— dz
B0y, O,
8, 8

2

dw =

dz,,

en faisant, pour abréger,

§ = \/(Zlk/l/u)’ Sy = \/(zak'{#)'

Dans ces équations on remarquera que le second membre de la seconde
a un signe contraire au signe du second membre de la seconde équation
de RoseNHAIN: ce petit changement nous est imposé par la disposition
des coupures et le choix des intégrales normales V(2) et W(z) qui en
résulte. La variable que nous appelons w est donc égale a celle que
RoseNuAIN appelle w changée de signe. Nous n'en pourrons pas moins
appliquer toutes les formules de RosENHAIN & condition d'y changer partout
le signe de 4. Ainsi nous écrirons la fonction ¢, ,(v, w), (voyez RosEx-
HAIN, Mémoire couronné, page 388)

m=+4+w n=+4w®

593’3(0, w) — 2 z em’logp+n7logq-4mn.4+2mv+2nw,

Mm—0 N=-—00
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en mettant — gmnd au lieu de 4mnd; et de méme pour les autres
fonctions ¢,,. En effet, changer le signe de 4 revient 4 changer le signe
de w, comme on le voit en changeant » en — n.

Intégrons maintenant les équations différentielles de Jacosr écrites
4 la page précédente, et prenons pour valeur initiale de z, la valeur o

o ey I
et pour valeur initiale de 2, la valeur

73> DOUs aurons, puisque

V(o) = W(o) = o,

o= V(z) + V(z)— V(kl)
(38)

Il

(1
w=W(z)+ W(z)— W(5)
L’inversion de ces équations donne, d'aprés Rosexzamn (Mémoire couronné,
page 422),
2
501,0(1’ ;_'L_Q

I;
§0§,0 (v, w)

= - kﬂﬂzlzﬂ
(39)

2
¢3’1 (U 4 w) xlll 2 9 .
3 ’ Spl(‘),o('v 3 ’LU) k;]};/l,;( 1)( 2)

ol mous n'écrivons que la premiére et la troisitme formule de RosENmAIN.
Les fonctions

551,0('”’ w) s ¢3,1(v ) w)

s'annulent pour
v=w=0, (RosENHAIN, loc. cit. p. 416)

de sorte qu'alors on a

ce qui est bien d’accord avec la fagon dont nous avons fixé les valeurs
initiales de 2, et 2z, en écrivant les équations (38).

Reprenons la surface de Riemann de la page 92 et appelons, comme
plus haut, a,f, 7, les points ou l'axe Ox des quantités réelles ren-
contre les bords des coupures a, et a,. Si I'on suppose z, =y, 2, = qa,
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les variables v et w prennent des valeurs v, et w, données par les équa-
tions

v = V() + V(@) — V(i) = W)+ W) — W)

Supposons ensuite que 2z, parte de y, décrive la portion y1 de l'axe Ox
dans le feuillet supérieur, la portion 1, 0 du méme axe dans le feuillet

Y
Y lT:CLz 'AT}(M
AR e

inférieur, et enfin la portion od du méme axe dans le feuillet supérieur;

A 4 . . I
supposons en méme temps que z parte de a, décrive la portion @z de

I

Vaxe Ox dans le feuillet supérieur, la portion %’k’ du méme axe dans

le feuillet inférieur, et enfin la portion %ﬂ du méme axe dans le feuillet

supérieur, Alors les variables v et w définies par les équations de Ja-
COBI

v=V(s) + V(z)— V(g)

w=W(z) + W) — W(%)

partent des valeurs v, et w, qui sont purement imaginaires (c'est a dire
sans partie réelle) et varient par une suite continue de valeurs purement
imaginaires de v, et w, a v, + i7 et w, 4+ izx. Cela résulte immédiate-
ment de ce que, sur l'axe des quantités réelles, dans l'un et Vautre
feuillet, les intégrales
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\ fB—CzQ
V(z,) :/—T—dzg,
0
I B—Cz
V('Zx) - V<F> :f s d 12
1 l OSZQ _<_. I’
X = “3 =
1 I
o =< <=
B/__Olzg klz 1=12
W(z,) = ———f — da,,
2
0
. 1 B’—- ’
Wi(z)— W(5) = f g,
1 1
s

sont purement imaginaires, (pages 9o et suivantes) et de ce que l'on a
V() — V(a) = o, V(o) — (1)
W) —W(a) ==,  W(o)—W()

7

ll

Inversement, comme, par linversion, 22, et 2 + 2, deviennent des fonc-
tions uniformes de v et w, lorsque v et w varient par valeurs pure-
ment imaginaires de v, et w, a v, + =i, w, + 7, les points 2, et z,
restent sur laxe Oz des quantités réelles et décrivent: le point 2, un
chemin L, formé de la droite y1 dans le feuillet supérieur, de la droite
1,0 dans le feuillet inférieur, enfin de la droite 0 dans le feuillet

- . . , . I
supérieur, et le point 2 un chemin L, formé de la droite @ dans le

feuillet quperleur, de la droite ;- dans le feuillet inférieur, enfin de la

Fd k’
droite P p dans le feuillet supérieur. Nous avons, dans la figure de la

page précédente, représenté ces chemins L, et L, par des contours

fermés voisins de l'axe des quantités réelles: d’aprés ce que nous venons

de dire, ces contours doivent étre supposés infiniment voisins de cet axe.
La fonction abélienne

Prov,w)
—¢3,o wow) kA 2,
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admet par rapport & chacune des variables la période zi et reste finie
quand v et w partent des valeurs purement imaginaires v, et w, et va-
rient par valeurs purement imaginaires de v, et w, a v, 7 et w,+ 7i.
On a donc, par la série de Fourier,

m=+ow n=4wn

) R e

ooV, W) aileni-e ™" ’
m et n étant des entiers qui prennent toutes les valeurs de — oo a 4 oo
et P, , un coefficient indépendant de v et w.

Ce développement est valable pour toutes les valeurs purement ima-
ginaires de v et w: il aura encore lieu pour des valeurs de v et w suffi-
samment voisines de valeurs purement imaginaires. En d'autres termes,
si l'on fait

v =10 4w’ w=w -+ w"

et si l'on représente les variables imaginaires v et w sur deux plans
v'0v"’ et w'Ow”, le développement sera valable pour les valeurs de v

v w*

situées dans une bande paralléle a I'axe Ov” et les valeurs de w situées
dans une bande paralléle & l'axe Ow”. Ces deux bandes sont ombrées
sur la figure.

- Le coefficient P, , est donné par l'intégrale double

vyt 7l we+ 7w
O, 0(” ’LU) 2mu+?nw
I dw,
(a1) f f fhale.

I'intégration étant étendue & des valeurs purement imaginaires de v et w,
de sorte qu'il suffirait de poser

v =19, + 0, w = w, + w"’

pour avoir une intégrale double étendue a des valeurs réelles v’ et w”.
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Le calcul de cette intégrale double se rameéne au calcul des modules
de périodicité d'intégrales de fonctions a multiplicateurs. Pour le montrer,
faisons-y le changement de variables défini par les équations de Jacosr'

I

v = V() + V() — V(E)

I
w =W(z) +W(s) —W (),
en prenant pour nouvelles variables 2, et 2, Comme nous I'avons expliqué
en détail, pour faire varier » et w par’valeurs purement imaginaires de v,
et w, & v, + ir et w, + 4w, il suffit de faire varier ¢, par valeurs réelles
de 7 & 1 dans le feuillet supérieur (voyez la figure de la page 100),

puis de 1 & o dans le feuillet inférieur, puis de o & & dans le feuillet
‘s . . , y 1
supérieur, et de faire varier 2z par valeurs réelles de a & — dans le
I
yo

1 . o
b dans le feuillet inférieur, enfin de

feuillet supérieur, puis de x

I

P2
. . . ] 14 14 .

nous dirons, pour désigner d'une maniére abrégée ces successions de va-

& f dans le feuillet supérieur. Ainsi que nous en sommes convenus,

leurs réelles de 2, et z,, que les variables 2, et z, décrivent les contours
L, et L, |

Nous devrons alors, en appliquant les régles élémentaires du change-
ment de wvariables réelles dans une intégrale double, remplacer

dvdw

par
(81} dw ov dw

—— —— — |dz,dz,.
92,02, 0z 8z> 1772
Or les équations

v = Vi) + V() — V{,})

w=W(z) +W(z)—W <7:‘>

! voir page 99.
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donnent, puisque

w  B—0Cs w  B—0q
o, s, oz, s,
ow B — (% ow — C'z,
07, 8 ’ 0z, s —

d’ou
W WM (BC'— CB) A

Nous devrons donc faire, dans l'intégrale double,

dvdw = (BC' — CB)™ - v 2 4y, da,.
Comme dv et dw sont purement imaginaires positifs, le produit dvdw est
réel mégatif; dans le second membre, le facteur (BC' — CB') est réel po-
sitif d'aprés les valeurs de B, C, B, (', la différence 2, — 2, est négative

. . . , . I
puisque 2z, est réel et compris entre o et I, 2 réel et compris entre -5

I dz dz .. . .
et —, enfin — et — sont tous deux positifs d’aprés la suite des valeurs
FEk p I
1 2

que prennent 2z, et 2, dans les deux feuillets, s, étant pris positivement
quand 2z, croit et négativement quand z décroit, et de méme s, a I'égard
de z,. Comme on a de plus

Sﬂ?,o('v , W)

o, w) A,

Vintégrale (41) qui donne le coefficient P, , devient, aprés le changement
de variables,

V -—2 W J—
(42) Pm,n _ Ae —2om U n kz ff Z Z) ')m[V(z,H— V(2] +2n] W(z})+ W(I‘Udz dz -
L, L,

la lettre A désignant le facteur constant

klp

A =(Bo — CB)
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et les indices L, et L, rappelant que les variables réelles 2, et z, doivent
décrire sur la surface de Riemann les chemins définis plus haut et appelés
L, et L,. 11 se présente une petite difficulté a propos de cette trans-
formation, c'est que les éléments des deux intégrales se correspondent
bien deux & deux, mais les ¢léments appartenant & la limite de l'une
n'appartiennent pas a la limite de l'autre. Pour montrer la légitimité
de la transformation, nous allons vérifier que la mnouvelle intégrale (42)
est bien équivalente a la premiére (41). Si l'on pose:

I, I. ., .

8y = 73€08"U, + nsin’u,, 8, = sinu, cosu, A, u,,
e 3 2 - 1

2, = sin’u,, 8§, = sinu, cosu, A u,,

N

o A u, et A,u, sont des quantités qui restent réelles et positives pour
toutes les valeurs réelles de u, et u,, on fera décrire & 2, le chemin L,
et & 2z, le chemin L, en faisant varier u, et u, de 0 & 7z par valeurs
réelles. L’intégrale double (42) deviendra ainsi une intégrale double
étendue aux valeurs réelles de u, et u, telles que

o<wu# <, o<u, <.
D’autre part, posons comme précédemment
v =19, -+ v, w=w, + W',

v" et w” étant réels, et désignons par P un point ayant pour coordonnées
v et w” par rapport a deux axes rectangulaires 0"v", 0"w".

v Q,
'k B’
P
T P
L 1
N
0 &

On peut alors dire que l'intégrale (41) est étendue & l'aire du carré
0"A"B"C" dont les cotés sont égaux a z. Les éléments des intégrales
(41) et (42) sont égaux; pour comparer les champs d’intégration, donnons,

Acia mathematica. 13, Imprimé le 31 octobre 1890. 14*



106 P. Appell.

dans lintégrale (42), & w, une valeur constante et faisons varier w, de
o a 7: le point P de coordonnées v et w" décrira une courbe P PP,
telle que le segment P, P, soit paralléle a 'axe O"v” et ait pour longueur
7; car si, dans les équations (38) de JacoBr, on laisse z, constant en
faisant décrire 4 2, le contour IL,, w revient & la méme valeur et v aug-
mente de zi. A chaque valeur constante donnée & u, correspond ainsi
une courbe P PP, dans le plan v"” 0”w”; si 'on fait varier cette valeur
constante donnée & u, de o a =z, la courbe P PP, se déplace et se dé-
forme d’une maniére continue depuis la position 0" @, A" correspondant
a u, == 0, jusqua la position C” @ B" correspondant & u, = =z, de fagon
a recouvrir une fois et une seule fois l'aire 0" Q4" P,B" Q,C"P,0". Cette
aire est limitée par quatre courbes: la courbe C” @, B” se déduit de 0", 4"
en augmentant les ordonnées de cette derniére courbe de z (@, ¢, = 7),
et la courbe A" P B’ se déduit de 0" P,C" en augmentant les abscisses
de cette derniére de 7w (PP, = 7). Llintégrale double (42) cst donc égale
& l'intégrale double (41) étendue & l'aive curviligne 0”@, 4" P, B"Q,C"P,0";
mais, comme la fonction de v et w qui figure dans 'intégrale (41) admet
par rapport a v et w” la période 7z, la valeur de cette intégrale étendue
a laire curviligne est égalc & la valeur de cette méme intégrale étendue
au carré 0”"A”B’C", c'est 4 dire aux valeurs

0<v' <7 o<w <=

Cest ce qu'il fallait démontrer.

I1 est donc bien établi que la premiére intégrale double (41) donnant
P,, peut étre remplacée par la nouvelle intégrale (42); mais, et c'est
14 un premier point d'une grande importance, dans cette nouvelle intégrale
double, les variables se séparent, el Uintégrale se rameéne & quatre intégrales
simples. En effet, si I'on pose

*2d
7, dz, £2m V(2 Wz a Z 0% £2m V) Wey)
A, = | = o Gy= ,

8 8

Ly L
2, dz Zids
M. 2 Y% 2w 12420 W(zy) a — 2Y%2 omV(z,)+2n W(z,)
A, = [ 2Ty , = [ 272 ,
2 s 2 s
2 2
Ly Ly

on a

' ALY o (U
p.= & g ga),

m,n
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ou encore, puisque (d’aprés pag. 98)

V(p)=—ZS—jlogp—4,  W(5)=d+;logs,

2
(43) Pm,n — <_ I)m Apm q—ne2(m—n)4 (Ala:Z . A‘)al)'

Le calcul du coefficient P, . est ainsi ramené au calcul des quatre

intégrales définies
Al"AZJ a/1’ a?'

Or ces quatre constantes sont les modules de périodicité, le long des
coupures a, et a,, des intégrales de fonctions & multiplicateurs

o 2.1y
adz 2m V(z)+ 20 W(2) 2" dz D 7(2) + 20 W(2)
5 ¢ A .

Pour le montrer, considérons l'ex onentielle
)
E(Z) e‘Zm V(2)+2n W(z)

qui est, ainsi que V(2) et W(z), uniforme sur la surface R, de Riecmann
avec les coupures a,,a,, b, ,b,. Cette exponentielle admet le long des
coupures @, , @,, b, , b, les multiplicateurs respectifs

m. — I, m. = I, n = 7,.‘.’mq‘2n’ nQ — 2)27n,r2n

Cest ce qui résulte immédiatement du tableau des modules de périodicité
des intégrales V(z) et W(z) tel que nous 'avons donné & la page 96.
Ainsi, le long de la coupure @, on a

E(2) _ antvoo—vip+an way—wio)
- b
E(p)

et, comme le long de q,,

V) —Vip) =0,  W(R)— W(p) = =i,
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on a

ce qui montre que le multiplicateur m, relatif a la coupure a, est lunité.
On voit de méme que le multiplicateur m, relatif a la coupure a, est
Vunité. '

Le long de la coupure b,, on a

E(2) _ pmlvor—voremma—we)

E(p)
cest a dire, I')uisque
V(2) —V(p) = — 24, W(4) — W(p) = logg,
E_(_Z) e a2m 21,
By~ "1

ce qui montre que le multiplicateur », relatif a la coupure b, est r*"¢™.
On voit de méme que le multiplicateur n, relatif a la coupure b, est
p‘zm,’.?n.

Alors la fonction

@(Z) — Z_e‘ZmV(z)+2nW(z) — EE(Z)

est aussi uniforme sur la surface R, de Riemann et admet le long des
coupures @, , @,, b, , b, les mémes multiplicateurs que I'exponentielle E(2)
a savoir

L'intégrale de cette fonction

8

2ds o
(0(2/') =f_ e.mV(z)+2nW(;)

0

est uniforme sur la surface de Riemann R, avec les coupures a,, a,,
b, b,,c,, telle qu’elle est figurée & la page 100. Cette intégrale est de
premiére espéce, car elle est partout finie. Le module de périodicité de
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cette intégrale w(z) le long de la coupure @, est la valeur constante
que posséde la différence

w(A) — ml‘”(ﬂ))

cest a dire w(d) — w(p) puisque m, = 1, le long de la coupure a,.
Or cette différence cst

w(ﬁ) — w(a))

a et B désignant comme plus haut les points ou I'axe Oz rencontre les
deux bords de la coupure a¢,. Le module de périodicité de w(z) le long
de a, est donc la valeur de l'intégrale

8

fziz V) +2n W (o)
8

-3

. ‘ N S
prise de a a f sur un contour L, entourant les deux points 7w et

pouvant étre pris infiniment voisin de laxe des quantités réelles. Ce
module de périodicité est donc la constante appelée précédemment 4,

(page 106)
Al =f_l_% 37’"V(31)+2nW(:1).

sl
L
On verra de méme que le module de périodicité de cette intégrale w(z)
le long de @, est la constante appelée précédemment A, (page 106).
Nous appellerons en outre B,, B, et C, les modules de périodicité de
cette intégrale w(z) le long des coupures & ,0,,c,, de sorte que I'on
aura

le long de a,: w(d)— wo(p) =4,
le long de a,: w(A)— w(p)=4,,
le long de b,: w(2) —nw(p) = B,
le long de b,: w(A) —n,w(p) = B,,
le long de ¢;: w(d) — w(p)=C,,
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les multiplicateurs m, et m, étant égaux a 1 ct », et n, ayant les

valeurs
2m ,2n 2m .20
n, = r’"q¢", n, = p""r*.

Les modules de périodicité et les multiplicateurs de I'intégrale de premieérc
espéce w(2z) sont liés par les deux relations suivantes, déduites de la con-

sidération des points de croisement des coupures a,,b,,c, et a,,0,,¢

17 29 Y9

BI(I —ml) _Ax(I _”1) + nlCQ = 0,

B,(1 —m,) — 4,(1 — n,) — m,n,C, = o.

Ce sont la en effet les relutions générales (12) de la page 34 appliquées
au cas actuel ou le genre est égal & 2. D'aprés les valeurs des mul-
tiplicateurs m, ,m,, n,,m,, on & 1 —m, =0, 1 —m, =0 et il vient
les deux relations

_ AI(I _ 1,2mq2n) + ",‘Zm q‘zn 02

I

0,

44
( ) . AQ(I ___p‘lmr‘ln) _p‘2n17.2n02 — O,

Considérons maintenant la fonction

2 2

qf(z) — 2";_621111/(;)+2MW(2) _ 2; E(z) .

Cette fonction est uniforme sur la surface R,, de Riemann et admet le
long des coupures a,, a,, b,, b, les mémes multiplicateurs m , m,, n,, n,
que l'exponentielle E(z).

L'intégrale de cette fonction

z z

(T)(Z) :fl,l‘-@)dz _ z’%@‘ MV + I W)

0 0

est partout finie excepté a l'infini ou elle posséde un point critique loga-
rithmique; c'est donc une intégrale de froisiéme espéce qui n’est plus uni-
forme sur la surface R, de Riecmann comme l'intégrale précédente w (7).
Cette intégrale @(z) sera uniforme sur la surface R, obtenuc en ajoutant
aux coupures a,, @,, b, b,, ¢, un lacet / commencant et finissant au point
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19 bl ’
point oo, comme le montre la figure schématique suivante ou le point
o0 est figuré par un point a distance finie.

. L4 .
de croisement des coupures a ¢, et tournant deux fois autour du

On voit, sur cette figure, comment le lacet ! se termine par un
contour fermé o tournant deux fois autour du point co en passant
d'un feuillet a l'autre chaque fois qu’il traverse la ligne de passage

1
— RR c0.
[l
L'intégrale @(z) uniforme sur cette surface de Riemann R, posséde
siz modules de périodicité relatifs aux six coupures a,,a,,b,,0,,c, et I;

les modules de périodicité relatifs aux coupures a, et a, sont les constantes
appelées précédemment d, et , (page 106)

2 2
a. — #1dz, e+ We a = 4z, 22 Ve +2n Wey)
1 7~ —Q ) h 8 b
“1

L L,

2

les indices L, et L, signifiant que les intégrales sont prises sur les con-
I I
Py }57
points o, 1, infiniment prés de I'axe Oz des quantités réelles. Ces con-
stantes &, et &, étant les modules de périodicité de l'intégrale

tours L et L, qui entourent le premier les points le second les

1

z

2
(T)(Z) ___fz (:zze‘.‘ml’(:)+2nll'(z)

8
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le long des coupures a, et a,, nous appellerons en outre &, ,8,,C,, <
les modules de périodicité de cette intégrale le long des coupures b,,8,,¢,, /.
De sorte que l'on aura:

le long de la coupure a,: ¢
le long de la coupure a,: @(A) — @(p
le long de la coupure b,: @

(
(
(
le long de la coupure b,: @(4
le long de la coupure c,: @(A
(

le long de la coupure I : @(4

les multiplicateurs m, et m, étant égaux a 1 et les multiplicateurs n, et n,
A Mgt et ptmytn,

Le point de croisement des coupures a ,b,,¢,,! ct celui des coupures
a,,b,,c, fournissent chacun une relation entre les modules de périodicité
et les multiplicateurs, ainsi que nous I'avons montré dans la deuxiéme
partie (page 56 par exemple). Ces relations sont les suivantes

B(1—m)—a (1 —mn)—mnl+nC =o,
g‘)’z(l - m?) - a2<1 - "2) - 7"’2”2@2 == O,

ou il faudra faire

On aura donc
. nxez e nxg "2@’2

al'——h—“——-—’ a2=—~

I—mn,

D’ailleurs on a trouvé précédemment (page 110 éq. 44)

A — n102 A — '"'202

1 1—mn,’ 2 I —m,

Done le coefficient P,, donné par la formule (43) de la page 107, olt
lon fait ¢4 = r,

Pm,n = ("'— I)mApmq—nrn_m(Alan - Anal)’
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devient

e o m m . —n ,n—m LU
Bon = — (=8P e = OF
ou encore, en remplacant ini—o;— par sa valeur — 4, et m, par r'"¢*,
3
m pmanm-{»n ‘
(45) P = (— 1" A T mm Aa%

Ce coefficient P,, est ainsi exprimé a l'aide de 4, et £ seulement. Or la
constante £ est aisée 4 calculer. Cette constante est égale & la différence

&(d) — a(p)

tout le long de la coupure I: elle est donc en particulier égale a

f et y étant les points ou le contour ¢ qui entoure deux fois le point
co se raccorde avec les bords de la coupure ! (Voyez la figure de la
page 111). La constante £ est donc la valeur de lintégrale

[

2
f z'dz M)+ I W)
s

X

prise sur ce contour ¢ dans le sens marqué par une fléche.
Dans le voisinage du point co, c’est & dire pour des valeurs de z
dont le module dépasse un nombre suffissamment grand, on a

. L \—
2
<"7*;> (I“ﬁ«)

, , . . . . I
d’oi en développant en série suivant les puissances croissantes de -:
Z

ST
K|

e a8 T

I I a, a, »
ey | i
La fonction

2mB — 2nB’ — (2m( — 2n0’)z~ de

2mV(z2) + 2nW(2) =f p

0
Acta mathematica. 13. Imprimé le § novembre 1890. 15%
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sera done, pour ces mémes valeurs de 2z, développable en une série de
la forme

2mV(2) + 2nW(2) = K + z(ﬂq_—,z@[l + &-I—’ij + .. ]
kAuz* # o z
ou K désigne une constante d'intégration et o nous n'avons calculé
exactement que le coefficient du terme en _1}; La constante K est aisée
4
4 déterminer: en effet en faisant 2z = 0o, on a

2mV(c0) + 2nW (o) = K,

et comme (voyez page 96)

V(co) = — -logp, W(c0) = 4,

on a
= —mlogp + 2n4d.

D'aprés cela l'exponentielle

K+ 2(2mC—2nC") [ B ]

— — |1+ —=+...
E(z) —_— e’lmV(lH—m W{z) = e “#2% z ,

se développe en une série de la forme

m 2(2mC — 20C") : A
() = pmr 1 4 2SO (1 B By ],
. kApz P 2
car
eK —_ e—mlogp+2nA — p——mr—n.

En vertu de ces développements de 5 et E(z), on a, pour les mémes

valeurs de gz,

PR _pmemrrn o, 2(@mC—2u0%1 6, | 4,
“E(2) = [Z%J“'—"—W z+z§+z,+...].

8 kAu

La constante £ est, comme nous l'avons vu, l'intégrale

fo “E(s)ds
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prise sur un contour ¢ entourant deux fois le point co dans le sens
négatif (figure de la page 111), cest & dire sur une circonférence trés
grande de centre O parcourue deux fois dans le sens positif autour de O.

Or cette derniére intégrale est le produit de 4z par le coefficient de é

dans le développement ci-dessus de ?;E(z) On a donc

67t
2 = —I—,‘—; ~myr= (MmO — nC' .
A pr ( )

La constante £ étant ainsi calculée, I'expression (45) trouvée pour P,,
a la page 113 devient

» 16mA

P,,=(—1) i mC—nC) L4

I — ,’.2m q2r_l 2

ou encore, puisque

A =" po —cB) (page 104),

w 16(BC"— CB)i

: 4,
—r (mC — nC)r

—m q—n — ym qn

(46) Ppp=(—1)

ou il ne reste plus d'inconnu que le coefficient 4, exprimé par l'intégrale

définie
2dz 4, V(2)+2n W(2)
.A2 =f——s—-e

L,

prise de y en ¢ sur le contour L, infiniment voisin du segment de droite
O1 (figure de la page 111).

\ Cette derniére intégrale peut s'écrire d’une fagon
un peu plus commode. Figurons le contour L, formé
de T'axe des quantités réelles de y en 1 dans le feuillet
supérieur, de 1 en O dans le feuillet inférieur (partie
ponctuée) et de O en ¢ dans le feuillet supérieur.
Appelons #z un point de T'axe des quantités réelles
situé dans le feuillet supérieur entre O et 1, et 2
le point du méme axe situé au dessous de z dans
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le feuillet inférieur, et soient s et s’ les valeurs correspondantes de s,
de sorte que 8 = —s. L’intégrale qui donne 4, pourra s'écrire

d d
A, zz fzz fzdz ,

Comme I'exponentielle E(z) admet le multiplicateur m, = 1 le long de
la coupure g,, elle ne change pas quand on franchit cette coupure, et,
par conséquent, les deux premiéres intégrales peuvent étre réunies en

une seule
1

8
0

D’autre part on a le long de la droite O¢
¥=2z s=—s5  V@)=—"V(e), W =—W_),

car on a, par exemple

V(z):fB—s,Cz'dz':- B — —7(s)
0 0

et de méme pour lintégrale W. Puis le long de la droite y1, on a

F=12 §=—s, V(E@)=—m—7V(), W) =—W().

En effet on a, sur cette portion de l'axe Oz,

=70+ (2% = vy — [25 %
1 1

B —
Czdz

et

V(e) = V(1) +

d’ou en ajoutant

V(@)+ V(z) = 2V(1) = — mi;
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on trouvera de méme
W)+ W(e) =2W(1) =
car _
V(i)=—=%, Wa)=o.
Il résulte de 1a que Ton a entre O et y

E(Z') — e?m V(2') 420 W(z') — e—2m V(z)—2n W(z)

et entre y et 1
.E(Z’) — e‘ZmV(;')+2nW(z') — e—2mV(z)—2nW(z)’

car le facteur ¢ égale 1. On a ainsi la méme expression de E(2)
entre O et 1, et la formule qui donne A4, peut §'écrire

’
zdz _E( ) + dz y fz dz 2m V(z)+2n W(z) +f —ﬂm V(2)—2n W(t)

Donc, en posant
1

(47) P(m, n) = f 242 amve)+anmn

8
0

Iintégration étant faite le long de 'axe Ox dans le feuillet supérieur en
traversant la coupure a,, on aura

4, =¢gm,n) + $(—m, —n)

et l'expression de P,, deviendra

. » 16(BC" — CB)s __om¢m,n) + d(—m, —mn)
(48) Pmm - (— I) T (mo n(/) p—mg—n __‘rmqn
ou il n’entre plus que l'intégrale simple rectiligne ¢(m , n) définie ci-dessus.
Le développement de la fonction abélienne considérée est donc
So’xl,o ('v ’ w)
Spg,o('v w)

_16(BC’'—CB)i ™ X" o NP(m,n) + d(—m,—n) oo g0,
_"—717417_]”,2_@(_ "m0 — nC) = o e

(49)

’
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les constantes B, B, C, (" ayant les valeurs que donne RoSENHAIN & la
page 433 de son Mémoire. Comme le premier membre est une fonction
paire de v et w, il doit en étre de méme du second. C'est ce qu'on
vérifie immédiatement, car si l'on change v et w en — v et — w, puis
m et n» en —m et —m, le second membre ne change pas. En réunis-
sant dans la série les termes qui correspondent & des valeurs de m et n
égales et de signes contraires, on aura la série trigonométrique suivante
ne contenant que des cosinus

Fiov, )
Poo(v, w)
' OB "R "R / ) bh(— —n .
W E (— 1)"(mC—nC") glm ’;_)m';_‘:(_'r:;n ”)cos(zmiv + 2niw)

m=—w n=0

Il faut remarquer que, dans ces formules, le coefficient P,, corres-
. . .0 .
pondant & m = n = 0 se présente sous forme illusoire . On obtiendra

directement ce coefficient en faisant dans la formule (42), page 104,
m=n=o0. On a ainsi

Py = "% (B0 — CB) f f whls =2 g, g,
L I

ou bien

Po,o - (Agag - Ag a?)

A0 — [ A4 dz, A0 — 2,0z,
1= 8 ’ 2 8 ’
1 2
Ly

a? — i@ﬁ, ag =fz:d21.

8

L, ) L,

__ Kju(BC'— CB)
byl 2e —O8)

en faisant

Le coefficient P,, est ainsi exprimé & l'aide de quatre constantes dont
les deux premiéres A] et 4j sont les modules de périodicité de I'intégrale
abilienne

zdz

s
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le long des coupures a, et a,, et les deux derniéres a? et A3 les modules
de périodicité de l'intégrale abélienne

2*dz
8
le long des mémes coupures a, et a,, Les deux premiéres constantes

A4} et A} se calculent immédiatement & l'aide des équations (36) de la
page 9o; il est inutile d’insister sur ce calcul.

Développement de la fonction abélienne qui donne la somme z, + z,
exprimée en v et w.

Nous venons de trouver le développement de — kluz 2, en série
trigonométrique: nous formerons de méme celui de — kdu(z, 4- 2,). En
supposant

mn=-o

— klp(z, + 2,) = )2 Quae e,

mn=—oo

on trouve, comme pour P,, (pages 102—104),

~2 V = QnW 2 —2
(50) Quo= m k u f f (2, + 2,)(2, —2,) LT+ Vel ml W)+ Wl g

8,8,

formule qui se déduit de la formule (42) de la page 104 en y rempla-
cant 2,2, par 2, + 2,. L’intégrale double ainsi obtenue se décompose en
quatre intégrales simples dont deux

2
__ [ #da VD2 Wiz
1 8 ’

L

a — f zdz, gim Vi) +3n Wiey

)

a

L,
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sont les mémes que précédemment et dont les deux autres

dz
! 1 p2m V(z,)+2n W(z,
Al —-f..s_e 1 ])’

1
I

A, = f f‘lz_* e Vi) +on Wiz)
8

2
Ly

se ramenent facilement & celles que nous avons appelées A, et 4,. Avec
ces notations, la formule qui donne @, , s'écrit

BC' — OB

Qun = (— 17 BB gyt 4, — 1, ),
car
A = "ﬂff‘ (BC' — CB),
V(%):—%L—;logp——fl, W(%>=A+;logq.

En répétant les calculs qui ont été faits pour la détermination de
P,, on trouvera la formule

 16(BC’ — CB)i

On = (— 1) v

(mC — nC') . 4

— M R ___ plh oM
q ™q

ne différant de la formule (46) de la page 115 que par le changement
de A4, en A;. Cette constante A,

A: —_ ‘E e?m ¥ (2)42n W(z)
2 8
Ly

peut g'écrire plus simplement

2= ¢'(m,n) + ¢(—m, —n),
en posant
‘ 1

¢'(m, n) =fd_ze2mr’(z)+2nn/(z);

8
0
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il suffit, pour le voir, de répéter le raisonnement fait pour 4, aux pages
115—117. On aura donc le développement

(5 I) - ]M/,L(Zl + Z?)
— 16(BO’ — CB’)l ’”’”=+f° m W ¢'(m 5 n) + 9/"(_— m, — n) —2my—2nw
T mkly ;_w<— 1) (mC — nC) Mg — g ¢

m

que lon pourrait ordonner suivant les cosinus des arcs (2miv 4 2niw).
Le coefficient ,, devra étre calculé & part, comme nous l'avons fait
pour P, ,.

Il est important de remarquer que la fonction ¢'(m, n) peut se ra-
mener & ¢(m, n); cela-revient a dire que les constantes A; et 4; peuvent
g'exprimer en fonction de 4, et 4,. En effet, comme

z

o= (258, W =—[E5 %%,
. 0

8
0

I'on a, pour I'exponentielle E(z), I'expression

z

z
2(mB—nB’)f"T’—2(mC—nc’)f#
0 1]

E(Z) — e?mV(z)+2nW(z) —
d’ou lon déduit, en différentiant,

AE(z) = 2(mB —nB) % E(s) — 2(nC — n0) % E(2).

Intégrons cette identité de o a 1, l'intégrale du premier membre sera
E(1) — E@©) = (—1)"—1,
car
V()= W()=o0, V(1)=—2,  W()=o;
on aura donc
(—1)"—1 =2mB—nB)d'm;n) — 2mC— nC)d(m,n),

formule qui exprime ¢’(m, n) en fonction de ¢(m , n) & condition toutefois

que (mB—nB’) ne soit pas nul. En retranchant de la relation ci-dessus
Acta mathematica. 13. Imprimé le 25 septembre 1890. 16%
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celle qu'on en déduit par le changement de m et » en —m, —u,
on a

(mB — nB)[¢'(m, ) + ¢'(—m, — n)]
= (mC — nC)[¢(m, n) + H(—m, —n)],

formule qui permettra d'exprimer [¢'(m, n) 4 ¢'(— m, — )] en fonc-
tion de [¢(m,n) + ¢(—m , — n)], & condition que (mB— nl¥) ne soit
pas nul.

Connaissant ainsi les développements en série de ¢,2, et 2 4+ ¢,, on
écrira immédiatement les développements en séries trigonométriques des
cing fonctions abéliennes

giolv w) e (v.w) @i (v, w)  @ia(v.w)  ¢is(v, w)
giow, w) @i, w)7 ea(v,w)’ @iy, w)’ @h(v, w)

qui, d’aprés les formules données par RosExmaiN a la page 422 de son
Mémoire, s'expriment toutes linéairement cn 2,2, et 2, 4 #,. (Nos variables
2, et z, sont celles que RoseNmAIN appelle x, et z,). Dans ces cingq
développements figurera la seule intégrale définie appelée ¢ (m , n)

1

0

le chemin d'intégration étant rectiligne.
Il est essentiel de remarquer que les modules des intégrales

1 1

zdz . dz . .
S[)(,'n , ,n) ’:f , é?nzl(z)+'2n¥V(z)’ Sl" (/”2, , ’}?/) :f_ e‘ZmI(z)+2nU(z)

8
0 0

restent finis quand m et n croissent indéfiniment par valeurs positives ou
négatives. En effet, ces deux intégrales sont prises le long de l'axe Or
des quantités réelles: or, le long de cet axe les intégrales

z z
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sont purement imaginaires, puisque les constantes B, C, B, (" le sont
(pages 90 et 91); le module de I'élément différentiel de V'intégrale ¢ (m , n)
z_dz M V(@) +2n W(z)
L
est donc égal a
2dz
hi
et, le module de lintégrale ¢f(m,n) étant plus petit que la somme des
modules des éléments différentiels, on a

1
zdz

W(m,") =

8
0
ou, d'aprés la notation de M. WeIErsTRASS, nous appelons |« | le module de
la quantité imaginaire . On trouve de méme, pour le module de ¢'(m, n)

1

dz

(g, m)| < |

8
0
Cette remarque permet de voir comment convergent les séries que nous
avons obtenues.

Sur un cas particulier dans lequel certains coefficients des séries
précédentes se présentent sous forme indéterminée.

Dans la détermination des coefficients P, , et ,, nous avons supposé
que le dénominateur de ces coefficients

2m 20

1 — ¢i"g

est différent de zéro. Ce dénominateur est toujours nul pour m =n = 0;
aussi faut-l, comme nous l'avons vu, calculer a part les coefficients Py,
et Q. Mais, si l'on ne se trouve pas dans un cas de réduction des fonc-
tions 6 de deux variables & des fonctions @ d’'une variable, ce dénominateur

2m ,2n

1 — r’"q

ne sera nul que pour m = n = O.
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!

En effet, supposons-le nul pour m = m', n = n
gt — 1,
alors, comme on a posé r = ¢*, on aura
g—imAtanlogg g
d’ou, 4 et logg étant réels,
— am'4 4 2n'logq == o.

Dans ce cas, il y aurait donc réduction pour les fonctions 8 et les fonc-
tions abéliennes correspondantes. J'en rappelle rapidement la raison.
Les fonctions abéliennes précédentes de v et w admettent les couples de
périodes suivants:

pour v: logp , — 24
et pour w: — 24, logg.
En appelant F(v, w) une de ces fonctions, on aura donc
Flv4mlogp — 2nd , w— 2md + nlogq) = F(v, w),

m et n désignant des entiers quelconques. Si lon fait, en particulier,
m = w', n = n', la quantité ajoutée & w devient nulle d’apres I'hypothese
faite, et il vient

Fv 4+ m'logp — 20’4, w) = F(v, w)
comme on & aussi
Flo+ ni,w) = F(v,w);

on voit que la fonction abélienne F(v, w) est une fonction doublement
périodique de v aux périodes m’logp — 21’4 et 7i. Il y a donc réduction,
comme nous l'avons annoncé. La quantité

m' logp — 2n'4
ne peut pas étre nulle en méme temps que

—2m'd 4 n'logg,
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car on aurait
44*> —logp.logg = o

et les séries de RoSENHAIN qui définissent les fonctions ¢,,(v, w) seraient
divergentes.

Supposons-nous placés dans un cas de réduction de ce genre, clest
a dire supposons
' —2m'4 + n'loggq = o,

m’ et n' étant premiers entre eux. La quantité

n

,r——mq——n . qu — r—mq—n ( 1 — er q2n)

qui figure au dénominateur du coefficient P, , dans la série de la page
117, est nulle pour toutes les valeurs de m et » de la forme

’

m = ym/, n = yn, (= 41,42, £%)
le numeérateur
4, = (m,n) + $(—m, —n)
est alors nul aussi et le coefficient P, , se présente sous une forme illusoire
g, qu'il est aisé d’éviter, comme nous allons voir.
En effet, nous avons établi les relations suivantes, pages 110 et 112
4. (1 — g™ 4 r*rg’"C, = o,

2m7.2n) _ p‘lm,’,?n 02 — O,

3

1 7.2mq2n) e 7'2mq2“£ + ,r.‘b’mq%@2 — O,

1

"'— Az(I -
—a (1 —

2m .21 2m ,2n —
—a,(1 — pr) —p™rC, = o.
Puisque nous supposons

’ I — r?mq% — 0

et que (1 — p™r™) ne peut pas étre nul en méme temps, comme nous
Pavons vu a la page précédente, ces relations donnent

C,=o, 4, =o, C =g, a,=- Epro

2 . pm PP — p—m P—n °
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Le coefficient P, ,, donné par la formule

Pm,n — (___ I)m Apmq—-nrn—nl (A1&2 . Agal)
devient alors

-Pm,n = (_ I)"' Ap?mq—nr%—m_ Axg

e ————
ou, d’aprés la valeur de £ (page 115)
1671

L = mp“”’r‘" (mC -— nC"),

P

n,n

= (_— I)MI_(.ZQF? (7”0 —_ n(/") _w .

cette formule léve l'indétermination qui se présentait avec la premicre
expression de P,,. La constante 4, est définie par lintégrale

Al — fﬂ‘lﬁ e?mV(z)JanW('z)’
s
L,

o L ; . . . I ,
Vintégrale étant prise sur le contour L, qui entoure les points %, o figuré

a la page 111.
Si I'on pose

I I

V<l~z-2—>=——%———alogp———A, W(k*) =A+;~logq,
on obtient

zdz .
A —_ (— 1) —m nf,.m—-n e?mh(zH—?nW,(z)'
1 ( 'p"q 5

L
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Cette derniére intégrale peut s'écrire

d"(m,n) + ¢"(—m, —mn)

si l'on pose
p
1
Az

zdz . ]
¢;r(m , n) =f_?_62m11(z)+2n “1(2),

1

k%

Vintégrale étant rectiligne: c'est ce qu'on voit comme nous Pavons fait
aux pages 116 et 117 pour une intégrale analogue. On aura donc enfin
167 g'(m,n) + &"(—m, —n)
> — . A4 o N
P = a8 (mC — nC") .

pm PN — 2)—1717.—11

Il serait d'ailleurs aisé de voir que cette formule convient pour toutes
les valeurs de m et n; de sorte qu'on a deux formules pour développer

. 97‘12.0(” ) w)
S‘O:.O (1) ] ’M))

suivant qu'on prend l'ancienne expression de P, , o celle que nous venouns
d'obtenir. Ces deux développements se reconnaissent immédiatement comme
équivalents & cause de la relation

A, A

e ATy — T —m 1
,'.—mg-—n o ,,.mgn - p q v Z}mT" . p—m,'.—-n

qui se déduit des relations (44) de la page 110 par 'élimination de C,:
puisqu’on a
A, = g(m,n) + (—m, —mn),
Al — (— I)mp—mgnr-n+m[¢)u(7n , 7?/) + Sbu(____ m, — n)],

on aura la relation

) Y ) ) ¢, — )
( ,,.—mg—-n _ ,,.mgn - Pm,rn __p—mr—-n

qui montre I'équivalence des deux développements et permet de lever
I'indétermination chaque fois qu’elle se présente.
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On pourrait faire les mémes remarques sur le coefficient @

myn*
Mais nous laissons cette question de cdété pour revenir au développe-

ment en séries trigonométriques de fonctions abéliennes autres que celles

que nous venons de considérer et qui se raménent a 22, et 2, + 2,

Développement d’une fonction de v et w symétrique et entiére
en z et z,,s et s,.

Une fonction symétrique et entiére en 2z et z,,s et s, est une
somme de termes de 1'une des trois formes suivantes

ad + A4, siad + s8a, si8,(da + A7),

les exposants v et p étant des entiers positifs ou nuls. Il suffira donc de
développer en série chacune de ces trois expressions.
Appellons f(z,, 2,) I'une de ces expressions et soit

m,n=+o0

](‘(zl , 22) — z Rm,n e—'lmv—2nw’

mn=—c

développement valable pour des valeurs purement imaginaires de v et w
et des valeurs voisines. On verra, d'aprés la méme méthode que ci-dessus,
que le coefficient R, , est donné par l'intégrale double

nBC — CB —n f(z,.2,)(3,—2 ) 2] V(2 + V)] + 20| Wizy)+ W(zp)

B, =(—1)"———p"" """ f f e e VT sy day

L L
3s ’ I

obtenue en remplacant, dans I'intégrale de la page 104, 2,2, par — " fe,, 2,).

Les indices L, et L, signifient, comme plus haut, que I'intégrale est étendue
aux valeurs réelles de 2 et ¢, représentées par les contours L, et L,
supposés infiniment voisins de 'axe Ox. Désignons par E(z) I'exponentielle

E(Z) —_ e’lmV(z)+2n W(z);
alors en supposant

f@l ’ Z,) = 2i2h + 214,
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nous serons ramenés a calculer I'expression

zi{+l z2 v+l
fsl E(z )d F ,)d2, —f E(z f y E(z,)dz,
L
,)dz, +/-E(z dzf E(z,)dz,,

v
%

L L,

formée d’intégrales simples.
De méme en supposant

fle,, 2,) = 8,815 + 8,202,

nous aurons, pour calculer &, ,, a calculer l'expression

p 2
fz‘;“E(zl)dzl z—jE(z,)dz, ——f:—l‘E(.zl)dzl/‘z;“E(.e'g)alz2
L, 2 L,

Z

p+l P

+ E( l)dzlfz;E(zg)dzﬂ— 2 E(2,)de,
L, L, Ly L,

+1
E(z Ydz,,

composée d'intégrales simples.
Enfin si nous supposons

[, 2) = $:5,(514 + #2)
nous aurons a calculer 'expression

fz”“E % dzlfz? (2,) dz,——fz”E fz;“E(z,)dz?

Ly

+ f.z’{“E(z])dz,fz;E(z?)dz2 — z;E(zl)dz,fzf;“E(z?)dzg,
L 12 L,

Iy

formée d'intégrales simples.
Si T'on considére l'intégrale de fonction & multiplicateurs

2’dz

¢.(2) = TE(z)? =0,

Acta mathematica. 13, Imprimé le 29 septembre 1890, 17*
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-A],v =fZIjZIE(Zl)’ A2,v :fﬁg@E(zg)
A

Zy

les constantes

sont les modules de périodicité de cette intégrale le long des coupures
a, et a,; de méme, les constantes

4;, =fz{E(zl)dzl, 4;, =fz;E(z,)dz2
A I,

sont les modules de périodicité relatifs aux coupures a, et a, de l'intégrale
de fonction a multiplicateurs

e,(#) =fz”E(z)dz. ' vz0
Ces fonctions 4 multiplicateurs
“E(2), 2 E(2)

ont d’ailleurs les mémes multiplicateurs que l'exponentielle E(z), cest a
dire les multiplicateurs ,

My My, By 5 Ny
définis précédemment (page 108)
2n

m =1, m, =1, n, = r*"qg™, n, == p"r*t.

On voit que le calcul des coefficients R, , se raméne au calcul de
déterminants de l'une des trois formes suivantes

! ’ I ’ !
Al,vA2,p - A1,10A2,v7 Al,u A‘Z,p - -A‘.),VAI,;)’ -Al,v-A2,p - A;,p-sz

ou y>0,p>0.
Toutes ces intégrales

&, :f?s. E(z)dz, ¢, =fz"E(z)dz

y=0,1,2,...,00
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se rameénent & trois dentre elles. En effet faisons, pour abréger,

z
M+ N.
_’L_‘d,

s
E(Z) . e?mV(z)+2nW(z) — eo

avec
M = 2(mB — nD), N=—2(mC —n().

L’identité
E(

$

IE(s) = M2 d; 4 N*E(s)d

donne par lintégration
(53) E(z) = M¢, + N¢,
ce qui ramene le calcul de ¢, a celui de ¢,.
Puis V'identité
d# B(s) = ve " E(a)dz + M B(3)ds + N*2- B(2)dz
ou y > 1 donne par lintégration

(54) 2E(2) =ve,, + Mp, + No,s,

formule qui raméne le calcul des fonctions

Cosr PryPasrene
a celui des fonctions

DirPar Pysene

D’autre part, soit
s?=z(1 —2)(1 —k'2)(1 — 2*2)(1 — p’2) = 20,2° + @, 2" + 20,2° + ;2" + 24,2

y 3
d’'ou
ds __ Sa,2* + 20,2° + 30,2 + a2 + a,
)

ds s

la différentiation de l'expression sz’ E{z) donne

d[sz E(z)] =z’j—:E(z)dz + vs2 P E(2)dz + s2' (M + Nz)%fE(z)
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ou en rédulsant
al[sz E(2)]

(2v+ 5)a0z”+‘; + v+ 2)a,zt? + (20 —l—-s?,)a.‘,‘z“’L2 + G+ Daztt + (2 4 a2 E(Z) ds

+ M2 E(2)dz + N2t E(2)dz.
L'intégration de cette identité donne:

(55) sZE(2) = (2v + 5)adiis + 0 + 2)oudiss + (20 + 3) ¢y
+ ¢+ g+ (2v + 1o, + Mo, 4 No,,;

remplagons, dans cette relation, ¢, et ¢,,, par leurs expressions déduites
de la relation (54) de la page précédente dans laquelle on changerait
successivement vy en v 4 1 et y -} 2:

_ #t1E(z) M N
&y = V1 —y+ I¢v+1"‘—y+ I¢v+2’

PPHG) M N
Ci1= T x 2 Ty + 2 Dria _‘;+—2¢”+3'

Nous aurons

M N .
(56) (sz”-—;q_—lz‘“—;—_*_—;z“> E(2)=(2v + 5)%¢, 14

+ [(” + 2)“1 #u l_::] ¢v+3 + [(2” + 3)“2 ”— Vﬂ_l*_NI - L_M_FALZ] ¢V+2

B M* -
[+ Da— 5 |+ (2 + Dt

relation exprimant 1'intégrale ¢,,, en fonction des quatre précédentes
Dossy Poras @1, ¢, En faisant successivement dans cette relation

y=0,1,2,...
on exprimera toutes les fonctions ¢, & l'aide des quatre premiéres

Gos b1y s Py

et comme ¢, et ¢ sont liés par une relation établie précédemment, (re-
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lation (53) de la page 131), ou pourra exprimer toutes les fonctions ¢,
a l'aide des trois
$is sy Po

Comme chaque fonction ¢, sc raméne aux fonctions ¢, par la formule
(54) de la page 131, on voit que toutes les intégrales appelés ¢, ct ¢,,
(v=o0,1,2,3,...,00) sexpriment en fonction linéaire & coefficients
constants de

¢rs a5 &
et de fonctions connues.
Ces fonctions connues sont de la forme

s? E(z), 2 E(z),

et leurs modules de périodicité sont nuls. Les modules de périodicité
d’une quelconque des intégrales ¢, et ¢, sont donc des fonctions linéaires
homogénes des modules de périodicité correspondants des trois intégrales

$isfar Py

Par exemple
Al,v =ad;, + a4, +a"4,,,

A2,u = aA2,1 + a’Am + a"A2,37
Al,p: bAl,l + b'Am "|" b”A],37
Az,p= bA?,l + b,Am + bl’Am*

Done

AJ,VAZ,p - A? 4

R B

(al — ba')( A Ay — Ay, 4,,),
+ (ab" — ba")(4,1Ays — 4,5, 4, ,),
+ (@b — ba")( Ay, 4,y — 45,4, ).
Le calcul du déterminant .
4,,4,,— 4,,4,,

ge trouve ainsi ramené, quels que soient les entiers v et p, a celui des
trois déterminants )

(57) A1,1A2,2 — A,,4,,, A,,4,,— 4, A5, 4, A2,3 — A2,2A1,3-
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Il en sera de méme des déterminants tels que

’ ’
Al,v 2,0 'A'?,VAI

P
47 ! ’ ’
1pep 7 2,vA1,p
qui peuvent aussi figurer dans l'expression de R, ,. (Voyez page 130).
On sera donc toujours ramené, par voie récurrente, au calcul des
trois déterminants (57) de la page précédente.
Or le premicr de ces trois déterminants n'est autre chose que celui
qui a été désigné a la page 106 par
Alaa '_" Azal;
en effet on a

Ax = Al,n A2 = Al,?’ al == A?,l az :Am;

ce déterminant a été calculé et exprimé a l'aide de l'intégrale définic

rectiligne
1

d(m, n) = @E(s)

8

Le second des déterminants (57)
A1,1A2,3 - A2,1A1,3

peut, par les mémes méthodes, étre cxprimé a l'aide de la méme in-
tégrale définie rectiligne ¢(m , n).
Enfin le troisiemc de ces déterminants

A1,2A2,3 - A2,2 A1,3
exige pour son expression deux nouvelles intégrales rectilignes analogues
1 1

a ¢(m,n)
2°dz

. y(m , n) Z/Iz?dzE(z), o(m, n)= | — E(2).

8 S
0 0

En effet les deux intégrales

S

00~ [TEBD, =[S EE
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dont la premiére n'est autre chose que l'intégrale appelée précédemment

—

@(2) (pages 110 et suivantes)
o(2) =fzzsdzE(z)

sont des intégrales de troisiéme espéce de fonctions aux multiplicateurs

m =1, Mm, =1, n, =r"g*, n, = p'"r’,
ces intégrales ont pour point critique logarithmique le point co. Elles
sont uniformes sur la surface de Riemann R, figurée & la page 1r11.
Appelons £ et £ les modules de périodicité de ces intégrales ¢, et ¢,
le long de la coupure /; nous avons calculé £ précédemment aux pages
113—115; en suivant la méme méthode on aura £. Le développement
que nous avons établi a la page 114

p-—m,'.—n

TEE =[G R ]

donne immédiatement

alors

& = 4zi _M/t

Nous avons établi les deux relations suivantes entre les modules de périodi-
cité d,,d,,C,, £ de lintégrale ¢,(#) ou @(z), modules que nous ap-
pelons ici, pour plus de symétrie dans les formules, 4,,, 4,,, C,,, £

(voyez page 112)
A _ ny Oy —n, L

1,2 7 I___nl ’ 2,2

On aura de méme, en appelant

7/
Al,3 ’ Aa,s ’ 02,3 ’ £
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les modules de périodicité de ¢,(2)

0y Chg— 0, &
‘Al,3 =TT A2,3 =

I — iy

D'ou Ton tire

A1,2A2,3 — A2,2A1,3 ::(7_—-—7%(%——_713 (Q(Jm " 53,02,2)
ou encore
A1,2A2,3 - A2,2A1,3 = e A? 253' - T A2 32-

I — ny ! I — n, ’

Le calcul du troisiéme des déterminants (57) est ainsi ramené au calcul
des deux modules de périodicité

Ayy— f “ERBe), A= | TER).
L,

Ly

Si Ton pose
1

dmsn=[“E B, s, = (T2 B,

L2

0 0

les intégrales étant rectilignes, on voit, comme aux pages 115—117,
que l'on a

Ayg=y(m,n) + y(~—m, —n), dyy==am,n) + &(—m, —n).

En résumé, le calcul des coefficients des développements en série trigono-
métrigue d'une fonction abélienne exprimée par ui.e fonction symétrique entiére
de 2z, et z,, s, et s,, se raméne towjours par des opérations algébriques élé-
mentaires au calcul des trois intégrales définies rectilignes

1 1

m, my= [ “E (), X(m,n)zfz?;le(z), a)(m,n)=fz”sz(z)

0

ou
E(z) = enVer+mie

Il serait, par exemple, bien facile d’appliquer cette méthode générale
au développement de s;s, ou de s, + s,.
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On peut, par les mémes méthodes, calculer les coefficients des dé-
veloppements en séries trigonométriques de fonctions abéliennes de l'une
des deux formes

R(s,, #)R(s,, 2,), Rls,, ) + B(s,, 2,),

R(s, #) désignant une fonction rationnelle de s et 2. Pour que ces dé-
veloppements soient convergents comme les précédents, il faut et il suffit

que R(s, #) reste finie quand z varie par valeurs réelles de o & 1 et de
I , I
P a 2—5.

Développements de fonctions non symétriques en z ,s, et z,,s,.

Les méthodes que nous avons appliquées au développement des fonc-
tions abéliennes en séries trigonométriques procédant suivant les puissances
de € et €', peuvent, dans certains cas, donner les coefficients du dévelop-
pement en séries trigonométriques de fonctions non-symétriques en 2, , s,
et 2,,s,, fonctions qui sgexpriment par des racines carrées de fonctions
abéliennes. ’

Prenons, par exemple, la fonction

by
2, —2%

zl z?’

ou mnous supposons 2, réel et compris entre o et 1, 2 réel et compris

I I . , . . , :
entre 7; et . Cette fonction s'exprime par une racine carrée de fonc-
tions abéliennes, car

klp ku
A \/(zl + za)’ — 42,7,

’

la racine étant prise positivement. Nous avons vu que, si les variables
v et w partent de valeurs purement imaginaires v, et w, et varient par
valeurs purement imaginaires de v, et w, & v, + 7, w, + i, les variables
2, et 2, oscillent sur l'axe des quantités réelles la premiére 2z, entre o

et 1, la seconde 7, entre —; et II,— de fagon & décrire les lacets appelés

I
K

Acta mathematica, 13, Imprimé le 10 novembre 1890, 18*
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L, et L. (Page 100) Lorsque v et w varient ainsi de v, et w, & v, 4 7i
et w, + =i, la fonction

LI

2, —z 12

est donc uniforme, finie et continue. Elle est pour ces valeurs purement
imaginaires de v et w développable en une série de la forme

m,n= - w0

. 2%
— ]l J) S Sl S —2mv——‘.‘nw
L DI

m, 11
1 my,n=—aw

avec

totmi wetwl
Ir)llf f va+2nwd,w.

En faisant, dans cette intégrale double, le changement de variables défini
par les équations d’inversion de Jacosr

I

ve=T(2) + V(z,) — V(p), =) + W(e) — W ()

\

on trouve, comme pour P,, (pages 102—104),

S = —2'”( 2"" u ffz 2,4z dzl ALV + Visp 120 Wz + W, \]
m,n

formule qui se déduit de la formule (42) de la page 104 en y rempla-

2 2, \ . ’
¢ant 2,2, par ———. L'on aura donc, d’aprés les valeurs des intégrales
7, —2,

) o i)

‘gm,n = (— I)mklla BO ;O_B-p“‘g'—"?.n—mAlAg,

ot A, ct A, désignent comme précédemment (pages 106 et suivantes)
les intégrales

A ——__f,__’_li e‘z""(’l)+9" "(21> /" d"" "nl!'(zz)‘l"?nll'(z,)
1 )
S
1
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dont les valeurs sont liées par les relations (44) de la page r10:
— A, (1 — g™ + r*"g*"C, =0,
— A,(1 — p™r*") — p™r**C,=o,

qui donnent par V'élimination de C,

—M g—n )
—m m—n pr P 'r_'_
,’.-—mq-—-n m gn 2°

Al = gnp

On a donc

m1y BC — CB' pmen — p—my—n
Sm,n - (_ I) klﬂ' 2 Y ! g’

T T——m q—-—ﬂ J— ,rm gn

et comme

A, =¢(m,n) + (—m, —n),

on voit que le coefficient S, , est encorec exprimé a l'aide de l'intégrale
définie appelée ¢(m , n).

On trouverait de méme les développements de fonctions de la forme

Gy 215 80 2)
2, — %

ou le numérateur f(s , 2 ;s,, z,) désigne une fonction symétrique entiére
de s,,2 ets,,2,.

Sans insister davantage sur ces développements, jarrive & une autre
question intéressante, a savoir celle de l'inversion d'une intégrale ultra-

elliptique, —; V(z) par exemple, pour des valeurs réelles de z et de Uintégrale.

Les intégrales définies appelées J{m , n), y(m K n), @(m,n) se présentent
dans une autre espéce de problémes qui se posent souvent
en mécanique rationelle.

Soit, pour fixer les idées, la relation

z

(58) t:-‘.fB—_—C-fdz

8
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ou B et C sont les mémes constantes purement imaginaires que précédem-
ment et ou s est 1ié & 2 par la méme relation que ci-dessus

s?=12z(1 — )1 — k2)(1 — 1’2)(1 — p’2).

Supposons que ¢ désigne le temps et z une variable réelle servant a fixer
la position d'un mobile au temp ¢. Alors les variables z et ¢ doivent
rester réelles, et ¢ aller toujours en croissant.

.y B O , .
Dans ces conditions, comme — et — sont des constantes réelles positives

>

ol &
LN K

2 croitra de o a 1, le radical
8 = \/(skip)

étant pris positivement; puis 2z décroitra de 1 & o, le méme radical s
étant pris négativement; puis 2z croitra de nouveau de o a 1, s étant
positif; et ainsi de suite indéfiniment. Nous avons vu (page 9o) que I'on a

1

7£=£fB—Czdz;
2 1 s

0

d’aprés cela, si dans la relation (58) de la page précédente

1 { B— (Cz
(58) t=¢‘f " d
0

on veut prendre le temps ¢ comme variable indépendante et la variable
réelle 2 comme fonction de ¢, on voit que 2z est une fonction réelle de ¢
admettant la période 7 et restant finie (comprise entre o et 1) pour toutes
les valeurs du temps {. On pourra donc développer z en série trigono-
métrique de la forme

A=+

g== X pme—mzi

n=—m
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convergente pour toutes les valeurs réelles de f. La connaissance des
coefficients de ce développement permettrait donc de réaliser, a ce point
de vue spécial, V'inversion de l'intégrale (58). Le coefficient p, est donné
par lintégrale définie

Lt

I
Pu = ;z'.fze?m“dt)
t

ou, en faisant, dans cette intégrale, le changement de variable

] e O}
? 8 2

0

1 (B— On)2dz gnys
i

I'indice L, signifiant comme précédemment (page 101 et figure de la
page 100) que le point # décrit un chemin formé de la portion y1 de
laxe Oz dans le feuillet supérieur (s > o), de
la portion 1,0 du méme axe dans le feuillet
inférieur (s < o), enfin de la portion od du méme
axe dans le feuillet supérieur (s > o); ¢ étant
infiniment voisin de y. Pour pouvoir figurer ce

chemin L,, nous l'avons représenté non comme confondu avec le segment
o1 (ce qu’il est en réalité), mais comme infiniment rapproché de ce segment.
Nous avons vu précédemment que l'on a

z2dz
fTe2mV(z)+2nW(z) — Sb(m , n) + ¢(_ m, — n)’

L

z'dz
f__s_ 62mV(Z)+2nW(Z)=X(7n , n) + X(—— m y — n)'

L,

On aura donc, pour déterminer p,, I'équation

Pa=s[p(m, 0) + g(—m , )] — Z[x(m, o) + y(—m, O],
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A
ou

1
¢("n , O> :fi%f e‘lmV(z),
0

1
P
2dz g
m, 0)= | — ™",
x(m, 0) fs
0

On est donc bien ramené, pour calculer p,, aux mémes intégrales que
pour développer les fonctions abéliennes précédentes en séries trigono-
métriques.

On verra de méme que si l'on veut développer non seulement z
mais 2’ ou-bien sz’ (v entier positif) en série trigonométrique ordonnée
par rapport aux puissances de €™, le calcul des coefficients se¢ raméne &
celui des trois intégrales

¢(m,o0), y(m,o), @m, o)

en vertu des formules de réduction des pages 131 et suivantes.
On arrive donc ¢ cette conclusion remarquable que, si I'on sait développer
en séries trigonométriques les fonctions abéliennes

5o+ 2z,

on sait en méme temps faire U'inversion de l'intégrale ultraelliptique
f—1! f b0y,
1 8
0

2 v )

2,80 2., 8,828,828, ..., 87, ...

2 et ¢ réels) et développer

en séries trigonométriques procédant suivant les puissances de ™.
Ces résultats s'étendraient sans peine & linversion d’une intégrale
ultraelliptique de la forme plus générale

v {B— 0z p (B—C2z
. "—»zf‘ p dzﬂf‘—s_dz’
0

0
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y et p étant des entiers tels que l'expression
y(B— C2) + p(B'— C%)

ne gannule pas entre o et I.

Les intégrales ¢(m , n), y(m,n), @(m,n) comprennent comme cas
tres-particuliers les fonctions de Bessel.

Dans les calculs précédents (pages 131 et suivantes) relatifs a la
réduction des intégrales de la forme

2 dz .
s[)“(Z) — e‘lmV(z)+‘Zn W(z) , gpv(z) =fzvdz e?m V(2)+2n W(z)

8

ou » est un entier positif ou nul, & trois d’entre elles ¢, , ¢,, ¢, nous
avons supposé m et n entiers, d'aprés la nature de la question qu'il
gagissait de résoudre. Les formules de réduction que nous avons établies
sont les mémes lorsque m et » ne sont plus des nombres entiers, mais
désignent des constantes quelcongques.

On en conclut que, quels que soient m et n, entiers ou non, les
intégrales définies

1 1
f 7 :lz £2mVin +In W) , f 2 dz MV WE)
0 1]

se raménent aux trois que nous avons appelées

d(m,m), y(m,n), @m, n).

Ces derniéres intégrales sont des fonctions de m et # qui comprennent
comme cas limites les fonctions de BessgL.
Par exemple m et n étant quelconques, I'expression

2mV{(z) + 20 W(z)

est de la forme

z

fa—j_—ﬂzdz
8

0
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a et § désignant des constantes arbitraires linéaires et homogénes en m
et n. L'intégrale ¢(m, n) devient alors

z

1 j‘ atpz
2dz g

8

st=2(1 — 21 — k) (1 — X’2)(1 — p’2).
Supposons, comme cas limite,
k=A=p=o0, s'=2(1—2);
lintégrale ci-dessus ot l'on fait

. . dz
z=sin"p, s=singpcosg, ~ = 2dyp

prend la forme

g

2
. 8
2fsm2 @ .dp . e TRe—grinly,
0

intégrale qui dans P'hypothése
20 + f=vi, (v entier)
8

se raméne immédiatement & des fonctions de BrsseL de la variable S

(Voyez, par exemple, le Traité de Topnunter: On Laplace’s, Lamé's and
Bessel's Functions (pages 287 et suivantes).

La méthode employée dans le chapitre précédent s'applique aux
fonctions abéliennes les plus générales. Dans un supplément, nous
montrons en particulier comment cette méthode s'étend aux fonctions
abéliennes qui naissent de linversion d'intégrales hyperelliptiques d'un
genre quelconque. Puis nous indiquons comment nos recherches sur les
intégrales de fonctions a multiplicateurs peuvent étre étendues a 1'étude
de lintégrale générale d'une classe importante d'équations différentielles
linéaires a coefficients algébriques.
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Supplément.

ljéveloppements en séries trigonométriques de fonctions abélien-
nes résultant de Yinversion d’intégrales hyperelliptiques.

La méthode que nous avons suivie dans le premier cahier, pour calculer
les coefficients des développements en séries trigonométriques de fonctions
abéliennes résultant de l'inversion d'intégrales ultraelliptiques, peut étre
étendue & des intégrales hyperelliptiques dont le genre p est quelconque.

C'est ce que nous allons montrer en supposant, pour simplifier, p = 3
et en partant de la relation algébrique

st = (.91 . z)(k1 — z)(g, - z)(h? - Z)(g3 - z)(ha - 2)(94 - z)(k4 - Z)
oug,, k9, by 89,y by, g, b, désignent des constantes inégales. La surface
R,. de Riemann correspondant a cette relation se trouve figurée dans
I'Ouvrage de C. Neomanx (loc. cit. page 179); nous la reproduisons ici
en donnant aux coupures ¢, et ¢, la disposition particuliére que mnous
sommes convenus d’adopter:

Iig
b, «— *
—ll
=>a,
is
—> a2
______ =>a,
fz
—p 0,
f, ——
H Y
o b K]
Xl i
il Hi
Iy N
i 110y
i ‘h i
1 4 ,‘:
o "
o, <

Acta mathematica. 13, Imprimé le 11 novembre 1890, 19*
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Soient alors

2z

o 2
w,(s) = f ntaztnd,

Zp

z

; 2
0,(3) = f Bt nitns,

%o

z

/ 2
w,(2) =/‘1—————)a + q”—: Ll dz,

2y

les intégrales abéliennes normales de premiére espéce relatives & cette
surface de Riemann, p ,q,,7,,0,,9,, 7,45, 7, étant des constantes
convenables. Les modules de périodicité de ces intégrales sont (C. NEru-
MANN, page 246) donnés par le tableau suivant

Coupures|—> a, a, a, b, b, b,
wl(z) L1 o 0 bll bl? bl3
w,(2) o m o b,y b, b,
wy(#) c o m by, Zfaa bys
avec
bjk = bkj .

Considérons les équations de Jacosr

1 =wy(%) + w,(2,) + w,(2),
(I) u? w?(zl) + w?(zﬂ) + w?(zb})’
\ u3 wﬂ(zl> + w3(zﬂ) + w3(z3)’

u

I

|

définissant #,, 2,, #, en fonction de u , u,, u,.
Appelons a; et f les points ou la droite g % rencontre les deux
bords de la coupure @, (voyez page 145), a, et f, les points ou la droite
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g,h, rencontre les deux bords de la coupure a,, a, et 5, les points ol1 la
droite gk, rencontre les deux bords de la coupure a,. Alors, d’aprés les
valeurs des modules de périodicité, on a

wl(ﬂl) _'wl(%):m.’ w?(ﬂl) — w,(a,) =0, w3(181) - ws(“;):O’
w1(ﬁ2) - wl(aZ) ==0, wz(ﬂs) - wz(an) = 7, wa(ﬂa) - ws(ag) =0,
W, (ﬂa) - wl(a3) =0, w?(ﬁa) - w?(as) =0, wa(ﬁs) —_ wa(as) =7i.

Supposons que les variables z,,2,, 7, partent respectivement des points
o, a,,a, et décrivent des contours L , L,, L, aboutissant aux points
Bys B, Py» ces contours étant choises de telle facon que les différences

U, — (ul)o’ Uy — (”’2)0 ’ Uy — (“3)0

varient par valeurs purement imaginaires de o & mi quand z,, z,, 2, décrivent
les contours L,, L,, L,. Par exemple, dans le cas particulier ou les
constantes g,, h,, 9,,h,,9,,h,,9,,k, sont réelles, et rangées par ordre
de grandeur, les contours L, , L,, L, sont infiniment voisins des segments
de droites a,g, , a,9,, a,9, dans le feuillet supérieur, gk s 95k, 5 g.h, dans
le feuillet inférieur, %, f,, ,pB,, h B, dans le feuillet supérieur (voyez la
figure de la page 145). Clest sur ce cas particulier que nous exposerons
la méthode qui s'applique immédiatement au cas général, & condition que
les contours L,, L,, L, ne se coupent pas.

Développement de la fonction abélienne 8,2,2,.
La fonction abélienne
zlzﬂzS

est une fonction uniforme de wu,,wu,,w, aux périodes zi par rapport &
chaque variable. Cette fonction sera pour les valeurs purement imaginaires
des différences ‘
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développable en une série trigonométrique de la forme:

. — 2V U — 2Vt — 2V, .
2,52, =2 P, ¢ By

17273
ou la sommation est étendue aux valeurs entiéres des indices vy, de
— 00 a 4 0. Le coefficient P,,, est donné par la formule

(gt mi (gt i (uy)g+ i
== —I . 2y u
P W+ Qvgug+ guy
(2) ViVg¥y (72‘1:)5 dul (ZZ(/? du:} . 512223 LTI

(ty)g (uz), (u3)

les différences
U, — (“1)0 ’ U, — (“2)0’ Uy — (us)o

prenant, dans l'intégrale triple, des valeurs purement imaginaires.

Suivant la méthode employée dans la troisieme partie, faisons dans
cette intégrale triple (2) le changement de variables défini par les équations
de Jacosr

Uy = wl(z]> + wl(zﬂ) + wl(‘%)’
U, =w2('zl> + w,(z‘,) + w2(za)’
Uy = wa(zl) + ws(z2) + ws(za)

et prenons pour mnouvelles variables ¢, 2,,2,. Comme ce changement
de variables se raméne immédiatement & un changement de variables
réelles, puisque le long des contours L,, L,, L, les variables 2, 2,, 2,
peuvent étre regardées comme dépendant chacune d'une variable réelle,
il suffit, d'aprés les régles élémentaires bien connues, de remplacer
du, du,du, par

D(u, , u,, u,)
Dz, 2, 2,)

dz dz,dz,,

la notation

D(u, , u,, u,)
])(Zl ) 22 b zs)
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désignant le déterminant fonctionnel

Comme nous avons posé

ou, ou, Ou,
%, 92, 0Oz,
ou, du, Ou,
9, Oz, 9z,
du, du, Oou,
3z1 9z, 9z,

P, )
- ftaztets,

%

z

2
i) [0

%

3
w,(2) =f s qs: +13i'dz)
%

149

nous avons, en appelant s ,s,,s, les valeurs que prend s pour z=z¢,,

Z=12,, 2=2,,

»n+ a2 + na
P+ 9:2 + 7'22?

D+ 62 + 752}

D(uw, ,u,,u) 1
D(zl b} zZ b] 23) slsﬂsa
1 24 4
A
818288
1 2 2

ou A désigne une constante

A

»+ a2+
Dy + 9.2, + 1,4
s + 22 + 1.4

A
= 8,88, (zl - za)(zﬂ - za)(zs
n ¢4 7
P 9 7
by, 4 7

n + 2 + 17
P+ 25 + 1545
Ps + 02 + 1343
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Posons en outre

— oI wy(2) 4 2v510,(2) 4 2vat04(2) .
E(Z) — pwm 205 ()

alors 'équation (2) qui donne P,,, devient

A zlz?zﬂ
| P,,l,zu‘=(n7)afdzl A/\ol;;2 f;;;;E(ZJE(Z,)E(@) 1 2, 2 |dz,
4 L2 Zs 1 2 7

les indices L,, L,, L, dont sont affectés les signes d'intégration signifiant
que les variables z,2,2, doivent prendre la suite des valeurs figurées par
les contours L,, L,, L, définis & la page 147.
L’intégrale triple ainsi obtenue se décompose en intégrales simples.
Nous pouvons l'écrire en faisant entrer les facteurs 2, z,, s, dans le dé-
P 1773173

terminant
E(z)E(z,)E(z,)
”"““3 (m)"‘ 8,88,

Ly Ly I

o4 4

2, 7 4y | dzdzdz,.

2, & 4

Considérons les intégrales simples

23 B (2

2

Av?"_ 2)d27

L,
[ zE(z)
A= sza
Ly
ou v est un entier positif ouw nul. I'expression ci-dessus de P,,, deviendra
4y A4, Ay
P, =24, 4, 4
(‘3) - 12 22 32

AXB A23 Aaa
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et se trouvera ramenée a un déterminant de neuf intégrales simples; ce
qui constitue la généralisation immédiate de la formule trouvée & propos
des intégrales ultraelliptiques.

L'intégrale
_ [#7E(2)
d.(2) = f ——ds

est une intégrale de fonction & multiplicateurs; et les constantes

Avl ’ Av? ? Avx

sont les modules de périodicité de cette intégrale le long des coupures
a,,a,,q,.
En effet I'exponentielle

E( z) e pWIy(2)+ 2y09(2) + Bvy10(2)

est uniforme sur la surface de Riemann R, figurée & la page 145. Les
valeurs que prend cette exponentielle aux deux bords d'une coupure ne
différent que par un facteur constant qui se déduit immédiatement du
tableau des modules de périodicité de w,(2), w,(2), w,(2). Appelons,
comme dans la théorie génerale, m, , m,, m, les multiplicateurs de E(z)
le long des coupures a,,a,, a,, et n,,n,,n, ses multiplicateurs le long
de b,,0,,b,. Nous aurons .
m=e""=1, m=e"=1, m=e""=1,

(4)
n, = e?"lbll+2yzbﬂl+2“sbsl’ n, = 6‘2“1”12+2V2b22+?“sb32’ n, = bt bt Dby

La fonction
z‘ E(s ) ’

v étant un entier positif ou nul, admet les mémes multiplicateurs que
E(z); cette fonction est, pour des valeurs trés grandes de #, développable
en une série ordonnée suivant les puissances décroissantes de z, et le
premier terme du développement est de l'ordre de

24,
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Donc les intégrales de fonctions & multiplicateurs
4= [LE@E 9= [1Baa 06— [TEG

sont de premiére espéce comme restant partout finies; tandis que

g(s) = f ® B(e)ds

est de {froisiéme espéce, car cette intégrale a pour points critiques loga-
rithmiques les deux points j, et j, situés & l'infini, le premier dans le
feuillet supérieur, le second dans le feuillet inférieur.

Appelons
Avl ’ Av?’ Av3 ’ Bvl ) Bv‘l ’ BV3 ’ Cﬂ ’ Cv3

les modules de périodicité de l'intégrale

4,(2) = f 2 B(s)dz,

le long des coupures a,,a,,4a,,b, ,b,,b,,¢c,,¢,. Sipestégald 1ouz2,
cette intégrale est de premiére espéce, et, d'aprés les relations établies
dans la deuxiéme partie entre les modules de périodicité et les multipli-

cateurs d'une intégrale de premiére espéce (page 34), on aura

B, (1 —m) — 4,,(1 —n,) 4+ 0,0, — o0,
Biy(1 — my) — Ay (1 — ny) — myn, G,y + 0,0y — o0,
By(1 — my) — Ap(1 — n5) — myn, C,y = 0.

Mais actuellement m; = m, — m, — 1; donc

- An(I — ”1) + 0,0, == 0,
(5) ""‘Alz(l "_”2) + ”2(013‘_ C,)=o,

— A (1 — ny) — n, Oy, =0.
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On a de méme pour lintégrale ¢,(2)

— Am(l _"1) + 0,0y =0,
(6) — Ay (1 — ny) 4 1y(Cy — C) =0,
— Agg(1 — n5) — 0Oy — 0.

L'intégrale ¢.(2) qui est de troisicme espcce n'est plus uniforme sur la
surface de Riemann R,,: malis elle devient uniforme sur la surface R,
obtenue en tracant sur R, les deux coupures nouvelles I et m que nous
figurons ci-dessus conformément & la disposition adoptée dans la théorie
générale:

dans cette figure nous avons représenté, comme étant a distance finie, les
points critiques logarithmiques j, et 7, qui sont situés a I'infini.

Appelons
A31’ A327 A337 B317 B3‘.” B337 C/Y32’ 0337 27 %

les modules de périodicité de Tintégrale ¢,(z) le long des coupures
@, 8y, a0 ,0,,0,,¢,¢c,0 et m. Les modules de périodicité £ et INT
sont aisés & calculer, comme nous P'avons montré dans la théorie générale
des intégrales de troisiéme espéce. De plus, les relations entre les modules
de périodicité et les multiplicateurs d’'unc intégrale de troisiéme espéce

deviennent ici, puisque m, = m, = m, = 1:
— Ay (1 —n) + 0, (Cpy —£) =o0,
(7) — A (1 — 1) + 05(Cyy — Cy) =0,
— Ay (1 — ny) — 1,0y —o.

Acta mathematica. 13, Imprimé le 12 novembre 1890. 20*
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Les relations précédentes (5), (6) et (7) permettent de simplifier expres-
sion (3) de P, , indiquée a4 la page 150. En effet, si I'on remplace

Ay, Ay, Ay, Ay, Aoy, Ay, Ay, 4y, Ay, par leurs valeurs tirées de ces
relations (5), (6), (7), on a

Au Al? A13 012 013 - 012 - 013
_ r”’1’”2"”3 )] Yo AT -

A-zz A22 4423 = (I — "nl)(I _ 7"a)(1 - ,"8) ‘ (122 (J-zs (/22 (/23

Ay Ay Ay Cp—5C Cy—0Cy —Cy

-

ou, en ajoutant les éléments de la premiére et de la derniére colonne
ceux de la seconde,

012 o — 013
Y Y
(/22 o - (’23 ’

032"_2 —£ —("33

RRT
(1 —n)(1 — 2, X1 —a,)

ce qui donne en développant

n,n,n,
(I - “1)(1 - 7"2)(1 - “3) )

£. (013022 - 012 (/'23)-

On a donc enfin, pour le coefficient P,

vy vyt

Vexpression

(8) P =B Ty yMy £.(CyCyy — Cuy Gy,

Yvyvy (mj)” ([ — '“’x)(l —_— 1),2)(1 — ’ll,_,)

qui, en vertu des relations (5) et (6) des pages 152 et 153, peut aussi s'écrire

(9) P A @ (A Ay — Ay Ay).

wes T (i)t 1 — o,

Le calcul de ce coefficient se trouve ainsi ramené a celul d'un déter-
minant de quatre intégrales simples. Ces quatre intégrales simples

Au :‘f
Iy

22dz, 5d2g
A= [H2 ), 4, = [E2 5,

1
Ly Ly

d d
“UaBe), A= [ E(),
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se rameénent immédiatement & des intégrales rectilignes d’aprés la défini-
tion méme des contours I, et L, (page 147). Il suffit de leur appliquer
la méthode dont nous nous sommes servis dans la troisiéme partie, pour
ramener des intégrales analogues a la forme

d(m,n) + $(—m, —n).

Développement de z, + z, + 2,.
Si V'on fait
V), Ve, Vg= + oo

H+e+e = z wQVIMIVS6_21‘11‘]—2"2"2_21‘3"3

VYo Vy=—

on trouvera comme ci-dessus, en prenant garde & l'identité

1z 2
I oz
R
ot et = P
I 2y 2
I 2,
1 2 2
A 1’](21)E(ZQ)E(23) 3
@y, = iy s, 1 2, 4| dsdzds,,
ol b 1 2, 2
ou encore
Ay A, Ay
A
Qu,v,va == (m-)s Ao2 Alz A32 ’
Aoy Ay Ay

avec les notations de la page 150.
Les constantes

Ay, Aoz ’ Aos H Au 3 Awy Al3
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sont les modules de périodicité des intégrales de fonctions a multiplicateurs

xl
dz wdz
Oo(e) = [ T E(2), (o) = | = E(2)
le long des coupures a , «,, a,; ces deux intégrales sont de premiére espéce.
Les constantes
A31 ’ A32 ) A33

sont les modules de périodicité, le long de ces mémes coupures, de
lintégrale

o) = [22 1)

(%

qui est de froisiéme espéce avec deux points critiques logarithmiques a
Vinfini. Cette intégrale ¢ (z) est uniforme sur la surface de Riemann
=) 3
R représentée a la page 153; appelons £ et M ses modules de pé-
abclm 5 OB
riodicité le long des coupures ! et m; nous verrons, comme nous l'avons
fait aux pages 153 et 154, que l'on a

(10) QVIVMZ(A, s Q (A Ay — Ay Ay).

m)® 1 —n,

Le calcul de ce coefficient peut d’aillcurs se ramener & celui de P,

VYavs®
En effet on a ,
E(Z) —_ e‘lv,w,(z)+2v2w2(z)+2v3w3(z)

ou

fa+bz+cz"dz
E(z) = )

en faisant pour abréger
a = 21)11)1 + 2”7]’2 + 3”31’3’
b= 2v,q, + 2v,9, + 2v,9,,

C= 291 + 20,7, + 2V,7,.
Done

JE(z) = o2 B(s) + V2 B(s) 4 2 1(s)

et en intégrant

E(2) = ady(2) + b¢,(2) + ¢, (2) + C°.



Sur les intégrales de fonctions & multiplicateurs. 157

Les modules de périodicité du premier membre E(z) étant nuls,
il en est de méme de ceux du sccond membre et I'on a, entre autres
relations,

ady + b4, + cdy = o,

ady, + 04y, + cdy = 0,

ade 4+ VA + cdyy = 0,
d’ott en éliminant & entre la premiére et la derniére,

(11) a(Aydy; — A dyy) + c(dy 4y — Ay 4y5) = 0,

formule qui raméne le calecul du coefficient @,,, & celui de P,,

¥s°

Développement de z.z, + 2,2, + 2,2,.

En faisant
ViyVgsVs= +

— 2y, Uy — 20y %, — 20, U,
5 ~ — 18— 2vy g — 2y Uy
4,2, + 2,2, + 2,2, 2 R,.c

Yy =—®

et prenant garde a l'identité bien connue

| P S

| S

I 2z
2,8, + 2,8, + 2,2, = I 2, 2|

I 2z, 2

1z,

on trouvera, comme ci-dessus pour les développements de 22,2, et

51+22+53’

1 5 2

— A E(Zl)E(Zg)E(ZS) 2 3
R, = Wfff 58,5, I 2 2 | dzdade,

L L, I 2 3
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ou encore
IAM 4, Ay,
oy, = (ﬁ)a A, Ay Ay,
Ay Ay Ay

Les éléments de ce déterminant sont les modules de périodicité, le
long des coupures @, , a,, a,, des intégrales de fonctions & multiplicateurs

dz 23dz

0= [TED, )= [TFBD. 6 = [ZEE),

En transformant ce déterminant, comme le déterminant analogue (3)
de la page 150, nous aurons

= _é“ - L. (A01A23 — A21A03)7

7)1 —m,

VY,V

formule qui raméne aussi le calcul de ce coefficient & celui de P, . En

effet les relations entre les modules de périodicité établies & la page 157

ady + 04, 4+ cd,, = o,
ady + bA4y; + cdy = 0,

donnent par l'elimination de ¢
(I 2) a(A01A23 - A21A03) + b(AuA'z_s - A21A13) = 0.

D’apres cela, on a

(&Rv,vzva + b'PV = O;

la formule (11) de la page 157 nous donne de méme

aQu,vzv3 - CPv = O.

1V2Vs

Donc enfin

(I 3) 1)11,112123 . va.ys . Rv,v._,v3 .
a ¢ —b’
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dans cette formule importante a, b, c ont les valeurs déja indiquées

(page 156)
= 2(”1171 + VoD, + 93103),

a
b= 209, + v,90 + v1),
c =21 + v,r, +v,1,);

on voit que cette formule (13), qui raméne les trois coefficients P,,, ,

Qu1v2v3! I‘Evlvzv3

analogue établie pour les fonctions abéliennes de genre 2 et ramenant
4 H pl ’

les développements de z, 4 z, et 2,2, I'un a Pautre.

a 'un d’entre eux, est I'extension, au cas actuel, d’'une formule

Développements d’autres fonctions abéliennes résultant
de Vinversion des mémes équations.

On pourra appliquer la méme méthode au développement en série
trigonométrique d'une fonction abélienne des variables u,, u,, u, exprimée

S, .

par un polynéme symétrique en z,,2,,2, et s ,S,, s,

Si Pon suppose une fonction de cette forme

(25 2,5 2,585 85 8,)
développée en série

V1VgVa= + 0

S,

e—2v,u1—2v1u,—2u3u3
V1, Vg,V w Vs ’
LY2yY3=—

le calcul du coefficient S,,, se rameénera par les mémes méthodes au
calcul d'intégrales simples qui ne sont autre chose que les modules de
périodicité d’intégrales de la forme

¢v(z) =fz”sz(z)’ 50,(2) =fsz(z)dz ¥=0,1,2,...,0)

le long des coupures «,, a,, a,.
Comme l'on a

b 2
a+bz+c2 az

E(2) = ef :
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la différentiation des expressions

2 E(z), s2 E(2)

y=0,1,2,...00,

fournira des formules de réduction pour ces intégrales ¢, et ¢,, formules
enticrement semblables a celles que nous avons établies a la fin de
la troisiéme partie.

Par exemple, on a identiquement

a2 B(z) = v~ B(z)de + “CFEEE) gy,

d’oll en intégrant

#E(2) =ve,1(2) + ady(2) + bd, 1 (2) + cd,yo(2) + C°,

formule qui raméne toutes les intégrales ¢,(2) & des intégrales ¢, (z).
Puis la différentiation de

s E(z2)

donnera une formule ramenant, par voie récurrente, toutes les intégrales
¢,(¢) aux premiéres d'entre elles. Il est inutile de donner le détail de
ces formules qui est entiérement élémentaire.

On conclut de la que toutes les intégrales définies qui figureront
dans les coefficients tels que §,,, se raméneront par voie récurrente i
un nombre fini d'entre elles.

On raménerait de méme au calcul d’intégrales simples la détermination
des coefficients du développement en série d’exponentielles e+t
d'une fonction abélienne ayant 1'une ou l'autre des formes

R(s;s 2,) + R(s,, 2,) + R(s,, ),
Rls,, 2)E(s, 2) + sy, )R, 2) + R(s, 2)EG, » ),
B(s,, #,)R(s,, 2,)R(s, , 2,),

ou R(s,z) désigne une fonction rationnelle de s et z, 4 condition, bien
entendu, que ce développement soit possible.
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Ces mouvelles intégrales définies simples seront encore les modules
de périodicité de certaines intégrales de fonctions a multiplicateurs: mais
elles ne peuvent plus, par voie récurrente, se ramener 4 un nombre fini
d'entre elles. On leur appliquera les théorémes généraux indiqués dans
la seconde partie.

Développements de certaines fonctions algébriques
de fonctions abéliennes.

On peut développer par la méme méthode certaines fonctions ration-
nelles mais non symétriques de s, , 25 8,,4,55,, 2, cest a dire certaines
fonctions algébriques de fonctions abéliennes.

Prenons par exemple la fonction

I I
2,y 2, = :
f(zl ) %99 ) (z — 3 )(2;2 — Zs)(za -— zl) I 2 2
|
I 2z, 2

qui reste finie et continue quand #,, #,, 2, décrivent les contours appelés
L,,L,, L. Cette fonction, qui est la racine carrée dune fonction
abélienne, sera développable en une série trigonométrique de la forme

Vi Vg = + o

f(zl ) 2y 23) _ z T et

YiVaVs
thz’ll3= -—

convergente, comme les précédentes, pour des valeurs purement imagi-
naires des différences

Uy — (ul)o’ Uy — (’M?)O, Uy — (uz)o :
On trouvera immédiatement, en suivant la méme méthode que plus haut,

E(a DE(z,) E(z )

8,8,8,

dz dz,dz,,

Vl“z“s (m)

l Ll 3

cest a dire, d'aprés nos notations de la page 150,

Tv,v,vs ( A)s on Aoz A03 .

Acta mathematica. 13, Imprimé le 18 novembre 1890, 21+
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Le coefficient T,,, est ainsi exprimé en fonction des trois modules de
périodicité
‘A01 ’ AO? ) ‘A03
de l'intégrale ¢ (2). Si l'on appelle
002 b ('}03

les modules de périodicité de cette intégrale ¢ (2) le long des coupures
¢, et ¢,, on a, comme a la page 152,

- Am(l — "1) + n,Cp =0,
_A02(1 “‘"2) + ”2(003_ Co‘z) =0,
— Aos(I - ""3) — 130y =0,
d’ou
I—n, 1I—n, I—mn, -
m, 4, + , 4 + , Ay = 0.

Il restera donc a calculer 4, ct A,;.

On raménera au calcul des modules de périodicité de ces mémes
intégrales ¢,(2), le calcul des coefficients des développements en séries
trigonométriques de toute fonction égale a un polynéme non symétrique
en 8., 3 S5, 5 8,723 ou du produit d'une pareille fonction par
f(Zl 1 8y 23).

Mais il nous parait sans intérét d'insister davantage sur ce sujet, et
nous terminerons par quelques remarques, qui nous semblent fondamen-
tales, sur une classe d’équations différentielles linéaires & coefficients
algébriques. Voyez un Mémoire de Riemanx intitulé: Zwei allgemeine
Sctze diber linedre Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten, et
les recherches de M. Pomncars sur l'intégration des équations différentielles
linéaires a coefficients algébriques.
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Sur une classe d’équations différentielles linéaires & coefficients
algébriques.

Soient, comme précédemment, s et z deux variables liées par une
relation algébrique de genre p et R la surface de Riemann correspondante.
Considérons une équation linéaire d'ordre #

dn—1q dr—2u

1 +¢(S 5)dn7 +.,,—|-¢"(s,2)u:o,

dra

dzn + 501(8 Z’)

z?l:-—

les coefficients ¢ (s, 2), ¢,(8,2), ..., ¢.(s,2) étant des fonctions ration-
nelles de s et 2.

L’intégrale générale u de cette équation peut cesser d'étre uniforme
dans le voisinage de deux sortes de points: 1° les points de la surface
de Riemann ou certains des coefficients ¢,(s, 2) deviennent infinis; 2° les
points de ramification de cette surface de Riemann.

1° Prenons d'abord un point a de la surface de Riemann ou cer-
tains coefficients ¢;(s, 2z) deviennent infinis, cec point étant distinct des
points de ramification. Nous supposons que, dans le voisinage dc ce
point, I'équation différenticlle admettc un systéme fondamental d'intégrales
dont tous les éléments restent finis, pour #=a, quand on les a préala-
blement multipliés par une puissance convenable de z-— a; et nous sup-
posons de plus que léquation fondamentale déterminante de M. Fucus re-
lative au point singulier #— a ne possede que des racines enticres. (Voyesz
le Mémoire de M. Fucns, Journal de Crelle T. 66, ou la Thése pré-
sentée par M. TANNERY & la Faculté des Sciences de Paris 1874, pages
41 et suiv.) Nous supposerons ces conditions remplies en tous les points
ordinaires de la surface de Riemann ou certains coefficients ¢,(s, 2) de-
viennent infinis, les points & l'infini compris. Alors, dans le voisinage
de chacun de ces points, z=a, de la surface de Riemann, l'intégrale gé-
nérale, ou bien sera uniforme ou bien contiendra dans son expression des
puissances de log (s — a); dans ce dernier cas nous dirons que le point
2=oa est un point critiqgue logarithmique de Uintégrale générale.
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2° Prenons maintenant un point de ramification 2=rc et supposons

que ce soit un point de ramification d'ordre m. Alors pour étudier l'in-
tégrale générale dans le voisinage de ce point, nous ferons avec C. Ngu-
MANN, d'aprés Riemann,
: | g—c=—p)
(C. Nrumany, loc. cit. pages 73—74), ¢ étant une nouvelle variable in-
dépendante et y une constante. Dans le voisinage de {==1y, les coefficients
de l'équation différentielle définissant # en fonction de {'seront uniformes.
Nous supposerons ces coefficients tels que 1'équation admette, dans le
voisinage de {=y, un systéeme fondamental d’intégrales dont les éléments
restent finis pour {=j; quand on les a préalablement multipliés par une
puissance convenable de {— y, et que l'équation fondamentale déterminante
n'admette que des racines entiéres. Alors, dans le voisinage de =1y, ou
bien lintégrale générale sera uniforme, ou bien elle contiendra dans
son expression des puissances de log({—7) et, dans ce dernier cas, nous
dirons que le point de ramification z = ¢ est un point critique logarithmique
de Uintégrale.

Telles sont les conditions que nous supposons remplies et qui carac-
térisent la classe d’équations différentielles linéaires dont nous nous occu-
pons. D’aprés les méthodes données par M. Fucms, on pourra toujours
reconnaitre si une équation différentielle linéaire & coefficients algébriques
donnés rentre dans cette classe spéciale. On pourra de plus, d’aprés ces
mémes méthodes, reconnaitre si dans le voisinage d'un point de la surface
de Riemann lintégrale générale est uniforme ou si elle admet ce point
pour point critique logarithmique. Enfin, en supposant l'intégrale générale
uniforme dans le voisinage d’un point de la surface de Riemann ot cer-
tains coefficients deviennent infinis, on pourra, d’aprés les racines de 1'équa-
tion fondamentale déterminante, voir si cette intégrale reste finie au point
considéré, ou si elle y devient infinie auquel cas le point, qu'il soit de
ramification ou non, sera dit un poéle de l'intégrale.

Classification des équations différentielles linéaires a coefficients
algébriques qui viennent d’étre définies.

En nous plagant dans le méme ordre d’'idées que pour la classifica-
tion des intégrales abéliennes, nous dirons:
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1° quune de nos équations différentielles est de premiére espéce ou
encore que son intégrale générale est de premicre espéce si cette intégrale
générale est partout finie et n’a pas de points critiques logarithmiques;

2° qu'une de nos équations différentielles est de deuwiéme espéce ou
encore que son intégrale générale est de deuxiéme espéce si cette intégrale
générale a des piles mais n'a pas de points critiques logarithmiques;

3° enfin qu'une de nos équations différentielles est de ¢roisiéme espéce
ou encore que son intégrale générale est de froisiéme espéce si cette inté-
grale générale posséde des points critiques logarithmiques.

Les intégrales de fonctions 4 multiplicateurs, étudiées dans la deuxieme
partie, fournissent des exemples simples de ces trois cspéces d’équations
différentielles.

Soit par exemple

= w(?)
une intégrale de premiere espéce de fonction a multiplicateurs: sa dérivée

du .

@“‘0'(3)

sera une fonction a multiplicateurs, et, comme la dérivéc logarithmique
d’'une fonction & multiplicateurs est une fonction algébrique rationnelle
¢n s et 2z, on aura enfin

d*u du
(14) 77 T 96,95 =o,

¢,(s, 2) désignant la fonction rationnelle de s et 2

__dlogd/(2)
dz ’

L’équation différentielle du second ordre en w ainsi obtenue rentre dans
la classe que nous considérons ici. Son intégrale générale est

u==Aw(z) + B,

A et B étant des constantes arbitraires: elle est donc de premicre espéce
comme restant finie et n'ayant pas de points critiques logarithmiques.
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De méme si 'on fait

u=1t(z,2,)

ou ¢(z, #,) désigne une intégrale dc seconde espéce d'une fonction & mul-
tiplicateurs, » vérifie une équation linéaire de la forme ci-dessus (14), &
coefficient algébrique, ayant pour intégrale générale

w=At(z, z,) + D;

‘cette nouvelle équation serait donc de seconde espéce.
Enfin une intégrale de troisiéme espéce d'une fonction & multiplicateurs

w==(, 3,)
vérifie aussi une équation de la forme (14) ayant pour intégrale
u=Aa(z, 2,) + B;

cette équation différentielle scrait donc de troisiéme espéce.

On pourrait, plus généralement, former ainsi des équations différen-
tielles lincéaires de la classe indiquée admettant pour intégrales des fonc-
tions algébriques enticres d’intégrales abéliennes et d'intégrales de fonc-
tions a multiplicateurs. Mais nous laissons de coté ces exemples pour
étudier les propriétés de lintégrale générale d'une de nos éguations, en
suivant la méthode employée pour les intégrales de fonctions a mul-
tiplicateurs.

Equations différentielles de premiére ou deuxiéeme espéce.
Supposons que l'équation différentielle

dr—2y

dn dn—l
el )Tt el )T e, du=o

e

soit de premicre ou de deuxiéme espéce. Alors lintégrale générale u est
une fonction uniforme de z sur la surface de Riemann R, rendue simp-
lement connexe & l'aide des coupures

Gy @y vy @y b0y iyl 50,0,...,cC,.
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Nous supposerons que ces coupures présentent la disposition particuliére
que mnous avons adoptée dans la deuxiéme partie et qui se frouve re-
produite a la page 145; la coupure ¢, partant du point de croisement
des coupures @,_; et b,_; pour aboutir au point de croisement des
coupures a, et b, (h=2,3,...,p)

Soient w,(2) , u,(2), ..., u,(2) les éléments d’un systéme fondamental
d'intégrales, A un point du bord gauche d’une coupure et p le point situé
en face sur le bord droit. On aura le long de la coupure a,

w(2) = ARu(p) + ARu(p) + ... 4 4w (p),
uy(2) = ARui (o) + AZus(p) + .. + Aé’i’un(p),

,(3) = AQu, (o) + ARus(p) + ... + ARu, (o),
les quantités A étant des constantes. En désignant par S, la substitution
AR AR ... AR
AP Ag*; ce AR

*) (k) (€]
A® 4® 4

nn

nous écrirons pour abréger

u(A) = S,u(p)

pour rappeler que lon obtient les valeurs w, (1), u,(2), ..., (1) en
faisant, sur w (p), #,(0), ..., u.(p), la substitution S§,.
Ainsi l'on a

le long de a,: u(2)= S,u(p). (k=1,2,..7)
On aura de méme, en désignant par 7, une certaine substitution
(BY BY ... BY

G L) )
7 By BY ... DB
k

k k 9]
BY BY ... B,
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le long de la coupure b,

u(A) = Tu(p). (k=1,2,...,n)
Enfin, en désignant par X, une substitution
Yy ¢ ... CF

& R & 4

ey Yy ... OF
on aura le long de la coupure c,:
u(1) = Z,u(p). (=2,3,...)
Ces (3p — 1) substitutions
Sy Ty Ziy (iz2sp)

formeront ce que I'on peut appeler le groupe de l'équation.
Ces substitutions sont liées par des relations qui se déduisent de la
considération des points de concours des coupures

@y Dy €y Crpye (=1,2,3,...,9)

Voici comment on obtient ces relations.

Relations entre les substitutions S,, T, ,Y,.

Figurons le point de croisement des coupures a,, b, ¢, €
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et appelons a,f,7,0,c, les sommets des six angles formés par les
bords des coupures, les bords gauches étant marqués d'un trait plus fort.
On aura successivement

u(B) = Tiu(a),
u(r) = S"u(p),
| w(9) =T ulp),
u(e)= 2y u(d),
u(y) = Syu(e),

Cu(a) = Ziu(7).

Dans ces relations qui résultent immédiatement de la définition méme
des substitutions S,, T, 2, nous désignons, conformément & l'usage, par

S, I, 27

les substitutions inverses de S, 7,, X,. Par exemple, le point B étant
sur le bord gauche de la coupure g, et le point y en face sur le bord
droit, on aura

u(B) = Seu(r)

d’ol, comme nous l'avons écrit,

u(y) = 87 u(f).

On tire des relations (15) la relation suivante entre les substitutions
considérées '

(16) T3 S0 TS =1,

qui signifie que ces substitutions faites successivement dans I'ordre indiqué
conduisent & la substitution wnité. On peut écrire cette relation (16) de
fagon que l'une quelconque des six substitutions soit la premiere, l'ordre
dans lequel elles se suivent restant d'ailleurs le méme. Ainsi

Sk_lTJcEI:HSkE;I Tk~1 =1,

T/:l S;l TkEbHSkE;] =1,
OSSO LY 0 Si=1,
ete.

Acta mathematica. 13. Imprimé le 26 novembre 1890. 29+
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En faisant k= 1,2,...,p on aura ainsi p relations analogues & (16).
Comme les coupures ¢, et c,,, n'existent pas, il faudra supposer

21=I, Ep+1=1-

Conséquence de ces relations.

On conclut de la que, les 2p substitutions S,, T}, (k=1, 2, ..., p)
une fois connues, les (p — 1) substitutions

2 (h=2,3,....p)

gen déduisent immédiatement.
En effet on peut aussi écrire,

(17) Zih =827 T8 T,

comme il résulte directement des relations (15). Faisant alors £ = 1 et
271 = 1, comme nous venons de le dire, nous aurons

27 = 8 I7' 87T,
ce qui donne Z,.
Faisant ensuite, dans la relation (17), ¥ = 2, nous aurons

Es—l == Szz';lT;IS;sz

et X;' se trouve déterminée. En faisant de méme successivement, dans
(17), k=13,...,p— 1 on calculera de proche en proche les substitutions
2,%,...,%

p*

Relation entre les 2p substitutions S,, T, k=1,2,...,p)."

Aprés avoir calculé les substitutions %,, 2,,..., 2,, comme nous
venons de le voir, en fonction des substitutions S, et 7}, on aura, en faisant
k = p dans la relation (17) et se rappelant que Y,,, = 1, la relation

(18) 1= 8,371,781,

qui donne une relation entre les substitutions S, et T, puisque X, est
connu en fonction de ces substitutions.
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Cas particuliers.

Si nous supposons le genre p = 1 mnos équations de premiére et de
deuxiéme espéce se rameénent immédiatement aux équations lindaires 3
coefficients doublement périodiques et & intégrale générale uniforme que
M. Picarp a intégrées & l'aide de fonctions doublement périodiques de
seconde espéce. Dans ce cas il y a une coupure a,, une coupure b, et
deux substitutions S, et 7). La relation (18) entre les 2p substitutions
S, T (k=1,2,...,p) se réduit 2

—_ 1 Q—1
= S 1787 T,
ou

Tl—lSl == Sle_l’

qui montre que les substitutions S, et I sont permutables; ce qui est
le fondement du théoréme de M. Picarp.
Supposons maintenant p = 2. Il y aura alors 5 substitutions

SI’SQ7TI’T2’22’

et I'on aura, d'aprés la relation (17) de la page précédente olt Pon fait
successivement k = 1, k = 2,

= 81780,
(x9) L= 8,5 TSP,
d’ol, par l'élimination de X;7,
(20) | 1= 8,817 ST, 87 T,
Par exemple, si S, = 1, on a aussi ¥, = 1, puis d'aprés (20)

1= 8178 Ty,

ce qui montre qu'alors les substitutions S, et I;' seraient permutables,
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Formation des équations les plus générales de premiére
et deuxieme espéce d’un degré donné.

Premiére espéce. En appliquant les théorémes de M. Fucss, on
arrivera sans peine a former toutes les équations d’ordre n dont I'intégrale
générale est de premiére espéce. Il existe de ces équations dans chaque
ordre n. Nous en avons formé une du second ordre a la page 165.
Si I'on appelle w(z) une intégrale de premiére espéce de fonction 4 mul-
tiplicateurs et E(z) une exponentielle de la forme ¢ Mm@ +hmttloes]
le produit

‘ = E(2)o(s)

satisfait de méme a une équation linéaire du second ordre ayant pour
intégrale générale

u = E(2)[4Aw(2) + B],

A et B étant des constauntes arbitraires. (Cette exponentielle E(z) a,
comme dans tout ce qui précéde, pour exposant une expression linéaire
a coefficients constants d'intégrales abéliennes de premiére espéce).
Le produit
u = E(2)o"(2),

n étant un entier positif, vérifiera une équation linéaire d'ordre », qui
sera par suite un exemple d’équation de premiére espéce. Cette équation
aura pour intégrale générale

u = E(2)[4,0™(2) + 4,0"(2) + 40" (2) + ... + A 0(2) + 4,],

4,,4,,..., 4, étant des constantes arbitraires,

Equations de deuxidme espéce. On pourra de méme former les
équations d’ordre » de deuxiéme espéce dont lintégrale générale admette
des poles donnés d'avance. Il est facile d’en donner des exemples ana-
logues aux précédents, composés avec des intégrales de seconde espéce de
fonctions & multiplicateurs ou les dérivées de ces intégrales par rapport
au parameétre.
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Equations différentielles linéaires de troisiéme espéce.

L'intégrale générale d'une équation différentielle de troisiéme espéce
admet des points critiques logarithmiques a,, a,, ..., a,. Elle n'est donc
plus uniforme sur la surface R, de Riemann: mais elle devient uniforme
sur la surface R, obtenue par Vadjonction d'une coupure ! 17, ... 1,
partant du point de croisement des coupures a,b,c, et réunissant les unes
aux autres des circonférences infiniment petits ¢,, ,, ..., o, de centres

@ ,0,,...,0%,. Nous avons figuré ci-dessous cette coupure I ,%,,..., 1.

Si, comme plus haut, on appelle

u,(2) , w,(2), ..., u,(2)

un systéme fondamental d'intégrales, A un point du bord gauche d’une
coupure et p le point situé en face sur le bord droit, on aura, comme
précédemment,

le long de la coupure a,: u() = S,u(p),

(k=1,2,...,p)

le long de la coupure b,: wu(A) = T,u(p),
le long de la coupure c¢,: u() = Z,u(p), (h=23,...p)

S, T, , X, désignant certaines substitutions linéaires.

Enfin on aura ici le long des nouvelles coupures I, ,4,,...,1

q?

le long de la coupure #: w(d) = L,u(p), G=12000)

L, désignant aussi une substitution linéaire & coefficients constants.
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La substitution I, est connue car on connait la forme d’un systéme
fondamental d’intégrales dans le voisinage du point critique logarithmique
a, ou toutes les racines de I'équation fondamentale déterminante sont
entiéres.

Les substitutions
\ S, iy 2

sont liées entre elles par des relations identiques a celles que nous avons
établies aux pages 169 et 170, avec cette seule différence que la sub-
stitution X, n'est plus, dans le cas actuel, égale 4 1 mais bien a L,
ainsi qu'il résulte de la figure de la page précédente.

Ces indications sommaires nous paraissent suffisantes pour montrer
comment la méthode de RIEMANN que nous avons employée avec succes
pour l'étude des intégrales de fonctions & multiplicateurs, peut, de la
méme fagon, servir & 1'étude des intégrales d'une classe étendue d’équa-
tions différentielles linéaires & coefficients algébriques.






