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Premiere partie. 

Sur les fonctions a multiplicateurs. 

Soit une equation algebrique 

F(s, z) = o 

du genre p et R la surface de Riemann correspondante. Designons, avec 
C. NEUMANN (loc. cit. pages I7S-I8S), par Rabc cette surface de Rie
mann rendue simplement connexe par les coupures 

N ous appellerons fonction ·a multiplicateurs une fonction uniforme et re
guliere (c'est a dire, d'apres NEUMANN, n'admettant que des poles) sur la 
surface Rab•' cette fonction etant telle que ses valeurs sur les deux bords 
d'une coupure ne different que par un facteur ou multiplicateur constant 

r----'-----a.2 

tout le long de la coupure. 
II est aise de voir que, le long 

de chacune des coupures c2 , c3 , ••• , cP, 

ce multiplicateur est egal a l' unite. En 
effet, reprenons la figure de C. NEu

MANN (loc. cit. page 2 I 6) avec quel
ques additions, et supposons qu'une 
fonction a multiplicateurs fb(z) ad
mette le long de la coupure a1 le 
multiplicateur m.I' sur la portion b{ 
de la coupure b1 le multiplicateur 
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n;, sur La portion b~' de cette meme coupnre le multiplicateur n;', enfin 

le long de la. coupnre c
2 

le multiplicateur k2 • Cela vent dire que, si l'on 

appelle, avec NEUMANN, A un point dn bord gauche d'unc coupure et p 

le point situc en face de A sur le bord droit, l'on a les relations suivantes: 

le long de ((! : <iJ().) = m1 r!J(p ), 

le long de h;: ([J ().) = n; r[J (p ), 

le Ion{)' 
b 

de 7);': r[J(J.) · n;' r!J(p ), 

le lOTIO' 
b 

de (' 2 : r/J(J.) =~ k
2 

r/J(p ). 

Nons allons demontrer que 

Au point cle croisrment a(iriJ des conpnres a1 et b1 on a (voyez ln. fi

gure page 8) 

r/J( (/.) = ml f[J( o), 

r/J(r) = n; f[J( ri), 

r!J((i) = ml r/J(r), 

r/J((i) = n;'r/J('J.), 

d'oil l'on tire immcdiatcment cn eliminant (/J(a)' r/J({J)' (/J(r)' r/J(rJ) 

( ' ") ml }/1- nl :ecce 0 

done 
n; = n;', 

car aucnn multiplicateur ne pent etre nul. De meme an point de croise

ment cr;O des coupnres b1 et C
2

, on a, en appelant maintenant n1 la va

leur commune de n; et n;', 

ifJ( s) = n1 r/J( r; ), 

d'ou il resultc 

Aim~i, comme nons l'avons annonce, le multiplicateur le long de la 

coupure c2 est l'unite; la fonction ifJ(.z) prend les memes valeurs sur les 

deux bords de c
2

• Il en est de meme pour les coupures c3 , c4 , ••• , cP. 
Acta mather11atica. 13. Imprlmt\ le 4 fevrler 1890. 2* 
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On pourra done supprimer toutes ces coupures c~ , c
3 

, ••• , cP sans 
<-1ue la fonction r/J(z) cesse d'etre uniforme. 

En resume, unc fonction a multiplicateurs r/J(z) est uniforme sur la 
surface que C. NEUMANN appelle ll«b et que l'on obtient en trac;ant sur 
la surface R de Riemann les seules coupures 

Le long de chacune de ces coupures la fonction r/J(z) admettra uncertain 
multiplicateur: 

le long de a~.:, le multiplicateur mk, 

le long de h~.:, le multiplieateur n~.:. 
(k=l,2, ... ,p) 

Cela vent dire que, en appelunt A un point du bord gauche d'une coupure 
et p le point situe en face de ), sur le bord droit, I' on a: 

le long de a~.:, 

le long de h~.:, 

<iJ(),) = mkr/J(p ), 

(jJ (;,) =-co }I k (/J (p ). 

II y a ams1 en tout 2p multiplicateurs 

(A I'~ •... ,p) 

Le probleme que nons avons umintenant it resoudre est celui-ci: 

Fonner toutes les fonctions i't mult-iplicateurs 111~.: , 11~.: (k = I , 2 , ••• , 1') 
donnes d' avance. 

Pour cela, designons avec NEmiANX par 

les intcgrales abelienues nonnales de premiere espece relatives it la relation 
algebriqne F(s, .z) c= o, et appelons (loc. cit. page 246) 

les modules de periodicitc de l'integrale w, le long des coupures 
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Nous aurons alors le tableau suivant pour les modules de pcriodicite 

wl au - 7rt' a~~ - 0 
' ) alp - 0 

w2 a~t - 0 
' ({ ~~ - 7rl-' ' ' ({ 2p -- 0 

wP ((]'! -- 0 
' a],~ -- 0 

' ' 
(t/'1' -·- ~t 

avec 

Les integrales normales que BmoT desig11c, dans sa Theorie des fonctions 

abeliennes, par 

sont respectivement egales a 

En continuant a smvre les notations de M. C. NEUMANN (loc. cit. page 

2 7 1) designons par 

l'integrale abelienne normale de troisieme cspece qm devient infinie aux 

deux points a et (3 comme 

log (z- /3) -log (z- a). 

Lcs modules de periodicitc de ccttc integralc sont 

lc long de ak: w"'' (A) - wa,; (p) = o, 

lc long de b": w,_,, (A) - W0 ,1(p) = 2 [wk(/1) - li\( a)]. 

Done [(~ fonction 

est reguliere sur la surjitce Rab: clle possede sur cettc surface un pole du 
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premier ordre a et ttn zero du premier ordre f3; de plus elle verifie les 'rela
tions suivantes 

le long de la coupure ak: Wafi(A) = Wu.,1(p ), 

le long de la coupure bk: Waa0.) = e2
[w.(fi)-Wk(O.)j wa,J(f' ). 

Cela pose, designons par w(z) une fonction reguliere sur la surface 
Rab de Riemann et admettant le long des coupures ak , bk des multipli
cateurs donnes mk, 11k (k = 1 , 2 , ••• , p). La derivee logarithrnique de 
cette fonction 

tllog f/J( z) 

dz 

est une fonction de z uniforme et regulicre sur la surface R de Riemann, 
c'est a dire une fonction algebrique de z rationnelle en s et z; cette 
fonction admet pour poles du premier ordre les zeros et les infinis de 
W(z), les premiers avec les residus + I, les seconds avec les residus -- I; 

cette fonction peut d'allleurs avoir d'autres poles places aux points de 
ramification, mais les residus correspondants sont nuls, car l'integrale 

feZ log w(z) 

est finie en to us les points distincts des r.cros ct des infinis de r]J ( z ). 
Cette integrale est done une integrale abelienne n'ayant que des infinis 
logarithmiques: en la decomposant en integrales normales de premiere 
et troisi~nne especc, on la mettra sous la forme 

Jd log W ( Z) = Wa,11, (z) + Wa,fi, ( Z) + ... + W"'"''' ( Z) 

- 2 [J.1 w1 (z) + J.~w~(z·) + ... + ),Pwl'(z)], 

A
1 

, A
2 

, ••• , AP designant des constantcs. On tire de Ht en intcgr:mt 

c etant une constante. Cette fonction w ( z) ad met IJ in finis a1 , e<2 , ... , e<.1 

et q zeros (1
1

, (1
2

, ••• , /3q. Il reste ;,, exprimer que cette fonction dJ(z) 
admet les multiplicateurs donnes 1nk ct nk. D'aprcs les cxpmsswns pre
cedemment rappelees des modules de periodicit6 des integrales abe
liennes de premiere et troisicme ef'pcee (page I I), on a: 
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le long de la coupure ak 

f/J(A) o' ' ___ e-·.1.•"'' 
r/J(p) -- ' 

et le long de la coupure uk 

f/J(A) I:[~u·,Ct?;)· -~w,·:o.;l[--2<).Jllk·l ),,!,""+ ... ~ ).1d'pk) 

·----=CJ 
f/J (p) 

En ecriva11t que le long de ak le multiplicateur est mk et que le long 
de b~: il est nk, on aura 

pms 

I 
)," = ---log mk, 

2r.:~ 

I:[2wk (fiJ)- 2w,(aJ)]- 2~).,b,, +'•''••+ , .. + i.pbpk) 

e j = nu 

(k~l, 2, ... ,p) 

d'ou l'on tire en prenant les logarithmes des deux membres et remplayant 
I I 

A1, A~, ... , ),P par les valeurs (2) - -.logrn1, - -.logm
2

, ••• 
2r.:~ 2iT~ 

(3) 

ou 
k = I , 2, ..• , p. 

On a ainsi le theoreme suivant: 

Toute fonction f/J ( z) aux multiplicateurs donnes mk , nk ad met aut ant 
d' in finis a 1 , a~ , .. , , aq que de zeros fi1 , {32 , ••• , fiq; ces zeros et ces in
finis sont lies par les p relations (3) et la fimction elle-meme est donnee par 
l' expression 

(4) f/J(z) 

les loga; ithmes ayant les memes determinations que dans les equations (3)· 
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Reciproquement, etant marques sur la su1"(ace R de Riemann deux 
systemes de points a1 , a~ , ... , aq et (31 , {32 , ••• , pq qzti verifient les p rela
tions (3), il existe une fonction (j)(z) reguJiere sur Rab' devenant infinie aux 
points a1 , a 2 , ••• , aq, nulle aux points (31 , f32 , ••• , {3g et admettant les mul
tiplicateurs m., et n"; cette fonction est donnee par l'expression (4). 

Les relations (3) constituent, pour les fonctions a multiplicateurs, 
un theoreme analogue au theoreme J'AnEL pour les fonctions algebriques 
rationnelles en s ct z. On obtient le thCoreme d'AnEL en supposant que 
les multiplicateurs mk et nk Jeviennent tous egaux a l'unite. 

Remarque. Le quotient de deux fonctions aux memes multiplicateurs 
est evidemment une fonction uniforme et reguliere sur toute la surface 
R de Riemann, c'cst a dire une fonction algebrique de z rationnellc en 
s et z. On en conclut que: 

Si (j}(z) est une function determinee aux multiplicateurs m~.: et n0 ['ex
pression generale de toutes les fonctions aux memes multiplicateurs est 

(j}(z)R(s, z), 

R(s, z) designant une fonction rationnelle de s et z. 

Cas special. Supposons que les multiplicatcurs m~.: et n~.: puissent 
etre identifies avec les multiplicatcurs d'une exponcntiellc de la forme 

ou .1.
1 

, .1.
2

, ••• , ).P designcnt des constantes: en d'autres termes, supposons 
qu'il existe p constantes .1.1 , .1.2 , ••• , ),P telles que 1' on ait 

(s) (!.:=1,2, ... ,1) 

Alors I' exponentielle E ( .z) est unc fonction part out finie possedant les 
multiplicateurs 1n.t et nk; toute autre fonction reguliere possedant les 
memes multiplicateurs sera egale au procruit de cette exponentielle par 
une fonction rationnelle de s et z. 

Ce cas special se presentera lorsque les multiplicateurs m" et n" 
verifieront les p relations que now; allons former en elimin:lllt /.

1
,1.

2
, ••• ,.l.r 
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entre les equations (s). Designons par N1 , N 2 , ••• , ~. des nombres 
entiers: nous aurons 

pms, s1 no us designons par M1 , M2 , ••• , MP des nom brcs en tiers, no us 
aurons de meme 

L' elimination de A1 , A2 , ••• , ;.p donne done 

(6) 

ou 
k = I , 2, •.• , ZJ• 

Telles sont les J? relations, entre les multiplicateurs, qui caracterisent le 
cas special dont ·no us no us occupons. Dans ce cas, les relations (3) entre 
les zeros et les infinis d'une fonction aux multiplicateurs mk et nk, se 
reduisent aux relations bien connues entre les zeros et les infinis d'une 
fonction algebrique rationnelle en s et z. (Voyez C. NEUMANN, loc. cit. 

page 2 7 5·) 
Si l'on suppose le genre p egal a l'unite, on retrouve les fonctions 

doublement periodiques de seconde espece d'une forme speciale, qui ont 
ete signalees par M. MITTAG-LEFFLER. (Comptes rendus des seances 
de l'Academie de Paris, Tome go, page I 77.) 

En revenant maintenant au cas general oi1 les multiplicateurs mk et 
n" sont quelconques, nous allons demontrer quelques proprietes fondamen
tales des fonctions a multiplicateurs. 

Nons avons vu precedemment que les infinis a1 , a
2

, ••• , a'~ et les 
zeros j31 , (32, ... , j3q d'une fonction aux multiplicateurs mk et n,. sont lies 
par les p relations (voyez page I 3) 

(3) 

I I 
= -log n"- --. [blk log m1 + b2k log m2 + ... + bpk log mP], 

2 zm -
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ou 
k = I , 2 , ..• , p. 

Si q est supuzeur ou r{qal it p, les in finis a1 , 112 , ••• , a.,, et (rJ -- p) 
des zeros fip+l , (11'+ 2, ..• , /1'] peuvent rlre choisis arbitrairement; les p autres 
zeros (11 ' (12 ' ... ' (ip sont determines par les equations ci-dessus (3)· 

La fonction r/J(z) aux multiplicateurs m" et n" avec ces zeros et ces 
infinis est donnee par b formule (4) 

(4) 

elle contient done ( 2q - p + I) constantes arbitraires h sa voir 

On tronve ams1 !'extension, aux fonctions it multiplicateurR, de theoremes 
bien connus de la theorie des fonctions algehriqnes (voyez C. NEUMANN, 

loc. cit. pages 258 a 265). 
Examinons d'abord Ies cas particulicrs de q == p et q = }J + I. 

Si q est egal itp, on pent choisir arbitrairement lcs infi.nis a. 1 ,a~ .... ,aq: 

alors les zeros sont determines, et la constante C senlc re8tc en outre ar
bitraire. Unc fonction aux rnultiplicateurs donnes devenant infinie seule
rnent en p points est done dcterminee, a un facteur constant pres, par la 
connaissance de ces p infi.nis. 

Si '] est egai a p + I' on pcut ehoisir arhitraircmcnt les infinis 
(XI , CL2, ••• , C(H-1 et Un ZCl'O fip+ 1: aJorS Jcs flUtTCS ZCl'OS S011t determines, 
et il reste a prendre arbitrairernent la constantc C. Une fonction aux 
multiplicateurs donnes, devenant infinie seulemcnt en (p + I) pointR 
donnes, contient encore deux constantes arbitraires fJI'+I ct C. Il existe 
dettx fonctions f/J

1
(z) et f/J

2
(z) lineairement independantes admettant les mul

tiplicateurs donncs et les (l' + 1) infi.nis donnes a1 , a2 , ••• , aP,_ 1; toute 
autre fonr.tion f/J ( z) ayant l es memes multiplicateurs et les memes infinis est 
?tne fonction lineaire homogene lt coefficients constants de f/J1 (z) et f/J2 ( z) 

oi1 p1 et p2 designent des constantes. En effet, supposons que la fonction 

f/J
1 
(z) soit obtenue en donnant au zero arbitruire fip+J nne certaine posi-
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tion et la fonction $~(z) en donnant au zero arbitraire f3p+l une autre 
position ne coincidant avec aucun des zeros de $Jz ). Ces deux fonc
tions $

1 
( z) et $

2
(z) sont lineairement independantes puisqu'elles n'ont 

pas les memes zeros. L' expression, 

admet, queUes que soient les constantes f1 1 et 112 , les multiplicateurs 
rnk, n;; et les infinis a1 , a2 , ••• , aP+ 1; on pourra toujours disposer du 

rapport 11• de fa9on que cette expression admette un des zeros d'une fonc-
/1-. 

tion quelconque $(z) aux memes multiplicateurs et aux memes infinis. 
Le rapport des constantes p

1 
et f12 etant ainsi determinec, !'expression 

aura les memes zeros que $(z), puisque les (p + r) zeros sont determi
nes des que l'un d'eux l'est. Cette expression ayant les memes zeros et 
les memes infinis que la fonction r/J(z) n'en differe que par un facteur 
constant, pouvant etre suppose egal a l'unite, puisque jusqu'a present le 
rapport de p

1 
tt p

2 
est seul determine. On a done, comme nous l'avons 

ann once, 

pour !'expression gimerale d'une fonction admettant les multiplicateurs 
donnes mk , n~.: et les (p + r) infinis a1 , a~ , ••. , (J.P t 1 • 

D' ttne maniere generale, si l' on su.ppose 

q = p + 1', 

il existe (r + 1) fonctions lineairement independantes 

$ 1 (z); $ 2 (zL ... , $,.+ 1 (z) 

admcttant les multiplicateurs donnes mk , nk et les infinis a1 , a~ , ... , aP+'. 

Toute autre fonction $(z) ayant les memes mttltiplicateurs et les memes in
finis est de la forme 

f11 , 11~ , ... , fl,.+ 1 designant des constantes. 
Acta mathematica. 13. Imprime le o fevrier !890. 3* 
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Ce theoreme general se demontre comme le cas particulier (r = 1) 
que nons venons de traiter d'une fayon detaillee. On pent aussi le rat
tacher a un theoreme connu relatif aux fonctions algebriques ration
nelles en s et z. 

Soit, en effet, r (z) une fonction determinee ayant les multiplicateurs 
mk, n< et les infinis donnes a1 , a2 , .•. , aptri soit, comme ci-dessus, f/J(z) 
la fonction la plus generale admettant ces memes multiplicateurs et ces 
memes infinis. Le quotient 

f/J(z) 
~(z) 

est une fonction algebrique rationnelle en s et z admettant (p + 1·) in
finis a sa voir les zeros de r ( z ). Or on sait que la fonction la plus ge
nerale rationnelle en s et z admettant (p + r) infinis donnes est une 
fonction }ineaire hom ogene a coefficients constants de (r + I) fonctions 
particulieres rationnelles en s et z et admettant ces memes infinis, en 
convenant de compter parmi ces fonctions particulieres une constante 
comme admettant les infinis donnes et des zeros identiques aux infinis. 
Nons pouvons toujours appeler 

... ' 

ces (r + 1) fonctions particulieres rationnelles en s et z, et no us avons 
la formnle 

qm, apres suppression dn denominateur r(z), donne la relation a de
montrer. 

La formule 

que nons venons d'etablir, contient comme cas particulier la formule de 
decomposition en elements simples indiquee par M. APPELL (Journal 
de rna them a tiq ues de M. RESAL, 3ieme serie, Tome g, page 8, § s). 
Nons ne reproduirons pas ici cette formule qui, tout en etant interessante, 
est encore imparfaite, car !'element simple de M. API>ELJ. devient infini, 
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non pas en un seul point, mais en p points dont (p - r) sont etrangers 
a la question. Nous donnons dans la deuxieme partie une formule 
bcaucoup plus satisfaisantc destinee a remplacer celle de M. Arr~LL. 

Les theoremes que nous venons d'etablir sont (comme les theorernes 
analogues sur les fonctions algebriques) sujets a des exceptions, qunnd 
lcs (p + r) infinis donnes sont des groupes particuliers de points. Il 
arrive alors qu'il existe plus de (r + I) fonctions lineairement inde
pendantes admcttant les infinis et les multiplicateurs donnes. En effet, 
le raisonnement qui sert a etablir ces theoremes repose sur ce fait que, 
lcs (p + 1·) infinis e< 1 , e<2 , ..• , ap+•· 6tant donnes, on peut choisir arbitrai
rement r zeros j'ip+l' fiP+·2 ' ... ' fil'+•· et determiner les p zeros restants a 
l'aidc des equations 

(3) 

I I 
= -log nk- --. [ba log m1 + b2k log m~ + ... + brk log mp], <k=I,2, ... ,p) 

2 2m u 

ce qui conduit a la resolution du probleme d'inversion de JACOBI. Mais 
il est bien connu que les equations d'inversion presentent une indetermina
tion dans certains cas (voyez BmOT, Fonctions abeliennes, p. 96); dans 
ccs cas d'indetermination un zero de plus pent etre choisi arbitrairement 
et il existe plus de (r + I) fonctions lineairement independantes admet
tant les multiplicateurs et les infinis donnes .. Quand, par la suite, nous 
appliquerons les theoremes precedents, nous devrons verifier chaque fois 
que ce cas d'indetermination ne se presente pas. 

Nous venons d'examiner ce qui se passe quand le nombre des in
finis simples e<1 , a2 , ••• , aq est superieur ou egal a p. Si ce nombre q 
est inferieur a p, les infinis al ' a2 ' .•. ' (l..q ne peuvent plus etre pris arbi
truirement, ainsi qu'il resulte des p relations (3) rappelees plus haut. 
Une fonction admettant les multiplicateurs donnes ne pourra alors de
venir infinie qu'en des groupes particuliers de q points. Nons laissons de 
cote l'etude de ce cas (q < p) et la recherche de ces groupes particuliers 
de q points. Cette question est d'ailleurs entierement semblable a celle 
que M. WEIERSTRAss traite dans son cours a propos du probleme ana
logue relatif aux fonctions algebriques. 
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Dans le cas special ou les multiplicateurs sont ceux d'une expo
nenticlle de la forme 

si l'on cherchc une fonction admcttant ccs multiplicateurs ct dcvcnant 
infinie en p points arbitraires cx1 , cx2 , ••• , aP, on trouve que lcs zeros 
/31 , (32 , ••• , (3P de cette fonction sont confondus avec ses infinis et que 
cette fonction se reduit a l'exponentielle E(.z) qui n'a ni zeros ni infinis. 
Une fonction admettant ces multiplicateurs spcciaux et dcvenant effceti
vement infinie en p points ne pent exister que si ees points sont choisis 
d'une fac;on particuliere. Nous n'insistons pas sur ces theoremes qui se 
ramenent immediatement aux theor(nnes analogues relatif aux fonctiom: 
algebriques, puisque toute fonction admettant les multiplicateurs de E(.z) 
est egale au produit de cette exponentielle E(.z) par une fonction alge· 
brique rationnelle en s et .z. 

M. AI'PELL a montre que, dans le cas ou les multiplicateurs sont 
quelconques, les poles ct les residus d'une fonction a multiplicatcurs sout 
lies par (p - I) relations: et que, dans le cas ou les multiplicateurs sont 
ccux d'une cxponentielle comme E(.z), les poles et les residus sont lies 
par p relations (J.ournal de mathcmatiques de M. RESAL, 3icme scrie, 
Tome 9, page 22, § I I). Nons dirons un mot de ces relations a propos 
des integralcs de premiere cspece. 


