Premiére partie.

Sur les fonctions 3 multiplicateurs.

Soit une équation algébrique
F(s,s)=o0

du genre p et R la surface de Riemann correspondante. Désignons, avec
C. NeumanN (loc. cit. pages 175—185), par R, cette surface de Rie-
mann rendue simplement connexe par les coupures

a .,a a3 by by, b

gy enes Oy 55 Cgy Cyyovey Cpe

1

Nous appellerons fonction -& multiplicateurs une fonction uniforme et ré-

guliére (c’est a dire, d'aprés NEuMANN, n'admettant que des péles) sur la

surface R,,, cette fonction étant telle que ses valeurs sur les deux bords
d'une coupure ne différent que par un facteur ou multiplicateur constant
tout le long de la coupure.

a, Il est aisé de voir que, le long
de chacune des coupures ¢, Cy, ..., Cy,
ce multiplicateur est égal & Uunité. En
effet, reprenons la figure de C. Nrv-
MANN (loc. cit. page 216) avec quel-
ques additions, et supposons qu'une
fonction a multiplicateurs @(z) ad-
mette le long de la coupure a, le
multiplicateur m,, sur la portion &
de la coupure b, le multiplicateur
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n!, sur la portion by de cette méme coupure le multiplicateur ny’, enfin
le long de la coupure ¢, le multiplicateur k,. Cela veut dire que, si I'on
appelle, avec NEUMANN, A un point du bord gauche d’une coupure et p
le point situé en face de A sur le bord droit, l'on a les relations suivantes:

le long de «,: @(2) =m, P(p),
le long de b;: @(2) = nid(p),
le long de b): @() = ) d(p),
le long de c,: () = k,d(p).
Nous allons démontrer que
ky = 1, ny == 1y,

Au point de ecroisement afyo des coupures @, et b, on a (voyez la fi-
gure page 8) -

O(a) = m,®(3), ®(B) = m, d(y),

D(y) = n &(0), O(F) = n)’ D(a),

d’ot Pon tire immédiatement en éliminant @(a), D(5), @), 9(7)

7”" (7/; — H;’) == O

done
ny == ny,

ar aucun multiplicateur ne peut étre nul. De méme au point de croise-
ment epf des coupures b, et ¢,, on a, en appelant maintenant n, la va-
ieur commune de #; et ny’,

O) = n 0(7),  O(e) =n,0(8).  D(g) = F,0(6),

d'ou 1l résulte

Ainsi, comme mnous l'avons annoncé, le multiplicateur le long de la
coupure ¢, est l'unité; la fonction @(z) prend les mémes valeurs sur les

deux bords de ¢,. Il en est de méme pour les coupures ¢,, ¢, ..., ¢,.
Acta mathematica. 13. Imprimé le 4 février 1890, o*
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On pourra donc supprimer toutes ces coupures ¢,,c,,...,(, sans
que la fonction @(z) cessc d'étre uniforme.

En résumé, une fonction a multiplicateurs @(z) est uniforme sur la
surface que C. Nepumaxn appelle R, et que l'on obtient en tracant sur
la surface B de Riemann les scules coupures

d,

27"

b

Ay Gyyonnytty; b -

p 17

Le long de chacune de ces coupures la fonction &(z) admettra un certain

maultiplicateur:
le long de a,, le multiplicateur m,,
) (=129
le long de &, le multiplicateur n,.

Cela veut dire que, en appelant A un point du bord gauche d'une coupure
et p le point situé en face de A sur le bord droit, 'on a:

le long de a, @) = m,@(p),
le long de b,  @(4) —= 0, ®(p).

Il y a ainsi en tout 2p multiplicateurs

n n

ey ey R

Uy y By y ov oy B3 -

Le probléme que nous avons maintenant & résoudre est celui-ci:

Former toutes les fonctions & multiplicatewrs m, , n, (b= 1,2,...,p)
donnés d'avance.

Pour cela, désignons avec NEUMANN par

w, (2), w,(2), ..., w,(2)

les intégrales abéliennes normales de premicre espéce relatives i la relation
algébrique F(s, ¢) = o, et appelons (loc. cit. page 246)

azl’“z?""7azp; bzl’bz‘l""’bzp

les modules de périodicité de lintégrale w, le long des coupures

bbb,

Uy Aoy ooy s b, '
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Nous aurons alors le tableau suivant pour les modules de périodicité

Coupures a,, Y b, U,, > by
W, ay, Ty (g o, s by = O by bys s 5 blp
w, Ay == O, (lyy ==y +,., Uy, = O R
w0, Uy =0, (g =0, vl =T | by by i by,
avec
b == b

Les intégrales normales que Brior désigne, dans sa Théorie des fonctions
abéliennes, par
Wy, o,

sont respectivement égales a

20, , 2W, , . ..y 2W0,.

En continuant & suivre les notations de M. C. Neumasx (loc. cit. page
271) désignons par
‘T)U.ﬁ(’?)

l'intégrale abélienne normale de froisiéme espéce qui devient infinie aux
deux points a et # comme

log (: — f§) — log (¢ — a).
Les modules de périodicité de cette intégrale sont
le long de a2 @,,(A) — @,;(p) = o,
le long de b @,..(4) — @,:(p) = 2[w(f) — w.(a)]

Donc la fonction
d)a,i(z) — ewaﬁ(z)

est régulicre sur la surfuce L,,: elle posséde sur cetle surface un pile du
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premier ordre a et un zéro du premier ordre B; de plus elle vérifie les rela-
tions suivantes

le long de la coupure a,:  @,5(2) = 0,.(p),
le long de la coupure by D,5(0) = @O ==@lg (o).

Cela posé, désignons par @(z) une fonction réguliére sur la surface
R,, de Riemann et admettant le long des coupures @, b, des multipli-
cateurs domnés m, ,n, (k= 1,2,...,p). La dérivée logarithmique de

cette fonction
d log @(2)
dz

est une fonction de z uniforme et réguli¢re sur la surface B de Riemann,
cest & dire une fonction algébrique de z rationnelle en s et z; cette
fonction admet pour podles du premier ordre les zéros et les infinis de
@(z), les premiers avec les résidus 4 1, les seconds avec les résidus — 1;
cette fonction peut dailleurs avoir d'autres poles placés aux points de
ramification, mais les résidus correspondants sont nuls, car l'intégrale

fd log @(2)

est finie en tous les points distincts des zéros ct des infinis de @(z).
Cette intégrale est donc une intégralec abélienne n’ayant que des infinis
logarithmiques: en la décomposant en intégrales normales de premiére
et troisiéme espéce, on la mettra sous la forme

[a10g0(2) = B () + B2 + -+ B ()
— 2[Qw, (2) 4+ A, (2) + ..+ A, (2)],

. A, désignant des constantcs. On tire de la en intégrant

A, A

19899 0

(I) (D(J) —_ vcijdh;l(:) }-rbuw;;(:)'%... {-(TJM‘;‘;V(;) =2l Ayt A2 !-...J~}.1/u:l,',z)}’

C étant une constante. Cette fonction @(z) admet ¢ infinis o, a,,...,q,
et g zéros B, ,f,,..., [, Il reste & exprimer que cette fonction @(z)
admet les wmultiplicateurs donnés m, ct n,. D’apreés les expressions pré-
cédemment rappelées des modules de périodicité des intégrales abé-
liennes de premiére et troisieme: cspéce (page 11), on a:
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le long de la coupure «,

o)

_ p— i
¢(p) ’
ct le long de la coupure J,
5 . . .
(p( A) A_.[‘.’zck{,!j)»-—J)wk(aj)[-v‘.’a}.‘hk-{ Aebart . 4 Xphpk)
A = p )
P(p)

En écrivant que le long de @, le multiplicateur est m, et que le long
de b, il est n,, on aura

I

(2) e — i, Ay = — —log my, k=1,2,..,)

27

puis
Z[?wk(ﬁj)'— 2wi{ag)]—20 b1+ Aebor+ ...+ 2pbpr)

e’ = 1,

d’ou Yon tire en prenant les logarithmes des deux membres et remplacant
I
27

I
Ay Ay ooy A, par les valeurs (2) —-——logm,, ——5;.logm2 Y e

3 T [wi(5) — ()]

I 1
= Elog =5 [0 logm, 4 by logm, + ... + b, logm,]

Ek=1,2,...,p
On a ainsi le théoréme suivant:

Toute fonction ®(z) aux multiplicateurs donnés m, , n, admet autant
dinfinis a, ,a,,..,,a, que de 2éros 3, B,,...,[,; ces zéros et ces in-
finis sont liés par les p relations (3) et la fonction clle-méme est donnée par
Uexpression

N N R 1.
(U(‘l“’j‘(z)'+ w(m;z(f.)»}— oot maw;q(zH- i [uy() Yog my 4w (2) log my +...-Fwp(2) log mp)

(4) o) = ,

les logariihmes ayant les mémes déterminations que dans les équations (3).
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Réciproquement, étant marqués sur la surface R de Riemann deux
systémes de pomts o, , 0,, ..., 0, e B, f,, ..., 53, qui vérifient les p rela-
tions (3), il existe une fonction @(z) réguliére sur R, , devenant infinie aux
points o, oy, ..., a,, nulle auw points B, B,, ..., 3, et admettant les mul-
tiplicateurs m, et m,; cette fonction est donnée par Uexpression (4).

Les relations (3) constituent, pour les fonctions & multiplicateurs,
un théoréme analoguc au théoréme d’ABEL pour les fonctions algébriques
rationnelles en s et 2. On obtient le théoréme d’ABEL en supposant que
les multiplicateurs m, et », deviennent tous égaux a l'unité.

Remarque. Le quotient de deux fonctions aux mémes multiplicateurs
est évidemment une fonction uniforme et réguliére sur toute la surface
R de Riemann, c’cst & dire une fonction algébrique de z rationnelle en
s et 2. On en conclut que:

Si @(z) est une fonction déterminée aux multiplicateurs m, et n,, lex-
pression générale de toutes les fonctions aux mémes multiplicateurs est

O(2)R(s, 2),
R(s, 2) désignant une fonction rationnelle de s et 2.

Cas spécial. Supposons que les multiplicateurs m, et n, puissent
étre identifiés avec les multiplicateurs d’une exponentielle de la forme

E(Z) — c—?[’lml(z)»{-Azuv.‘,(z)+...+ Iptrp(2)]

o A, 4,...,A, désignent des constantes: en d’autres termes, supposons
qu'il existe p constantes A, 4,,..., 2, telles que Von ait

(5) '))Z,C = ewekkm., ”'?’;; = ew‘)[hbyﬁ-Zzbzk+..,~{-l,,b,,k]-

Alors l'exponenticlle E(z) est une fonction partout finie possédant les
multiplicateurs m, et #,; toute autre fonction réguliere possédant les
mémes multiplicateurs sera égale au produit de cette exponentielle par
une fonction rationnelle de s et z.

Ce cas spécial se présentera lorsque les multiplicateurs m, et n,
vérificront les p relations que nous allons former en éliminant 4,4, .., 2,
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entre les équations (5). Désignons par N,, N,, ..., N, des nombres
entiers: nous aurons

logm, = — 27 — 2N, 7i;

puis, si nous désignons par M,, M,, ..., M, des nombres entiers, nous
aurons de méme

logm, = 2Mimi — 2[Aby + Aby 4 ... + 2,0,

L’élimination de A, 4,,..., 4, donne donc

(6) "21‘10gnk—-2—:;i[bm logmy =+ by logm, + ... + b, logm,]

= M,z + Niby + Nyby, + ... 4 N, b,

ou
Ek=1,2,...,p.

Telles sont les p rclations, entre les multiplicateurs, qui caractérisent le
cas spécial dont nous nous occupons. Dans ce cas, les relations (3) entre
les zéros et les infinis d'une fonction aux multiplicateurs m, et n,, se
réduisent aux relations bien connues entre les zéros et les infinis d'une
fonction algébrique rationnelle en s et z. (Voyez C. Nrumaxw, loc. cit.
page 275.) '

Si l'on suppose le genre p égal 4 l'unité, on retrouve les fonctions
doublement périodiques de seconde espéce d'une forme spéciale, qui ont
été signalées par M. Mrrrag-LerrLer. (Comptes rendus des séances
de "Académie de Paris, Tome 9o, page 177.)

En revenant maintenant au cas général o les multiplicateurs m, ct
n, sont quelconques, nous allons démontrer quelques propriétés fondamen-
tales des fonctions & multiplicateurs.

Nous avons vu précédemment que les infinis o, a,,..., a, et les
zéros B, f3,,..., 3, dune fonction aux multiplicateurs 2, et =, sont liés
par les p relations (voyez page 13)

) () — wa)]

I I
= Elog 1y —— 2,—~n‘[b”‘ logm, 4 by logm, 4 ... 4 b, logm,),
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k=1,2,...,p.

Si q est supériewr ou égal & p, les infinis a, , ay, ..., a, et (4 -——p)
des 26v05 fB,.1, Boyas -0 3, DeUVENRt étre choisis arbitraivement; les p autres
2éros ., f3,, .-+, f, sont déterminés par les équations ci-dessus (3).

La fonction &(z) aux multiplicateurs m, et n, avec ces zéros et ces
infinis est donnée par la formule (4)

: 1
‘7’111,91(3) +<Daﬂ92(z) +"'+‘Duq,9 (z)+ pue [ () Yog my4-rep(2) Yog my 4.0 w2} log iy .

(4)  oz) = Ce ;
elle contient done (2¢ — p + 1) constantes arbitraires i savoir

. - )
Uy Ry vvns @3 Bosts Pores oo B3 O

On tronve ainsi l'extension, aux fonctions & multiplicateurs, de théorémes
bien connus de la théorie des fonctions algébriques (voyez C. NEUMANN,
loc. cit. pages 258 a4 265).

Examinons d’abord les cas particuliers de ¢ == p ¢t ¢ =p + 1.

Si g est égal & p, on peut choisir arbitrairement les infinis o, a,...., a,:
alors les zéros sont déterminés, et la constante C seule reste en outre ar-
bitraire. Une fonction aux multiplicateurs donnés devenant infinie seule-
ment en p points est donc déterminée, 4 un facteur constant pres, par la
connaissance de ces p infinis.

Si g est égal & p 4 1, on peut choisir arbitrairement les infinis
Ay tyy. ..y, et un zéro §,,,: alors les autres zéros sont déterminés,
et il reste & prendre arbitrairement la constante €. Une fonction aux
multiplicateurs donnés, devenant infinie seulement en (p 4 1) points
donnés, contient encore deux constantes arbitraires f,,, et C. Il existe
deux fonctions @ (z) et @,(z) linéairement indépendantes admettant les mul-
tiplicateurs donnés et les (p 4 1) infinis donnés a, , a,, ..., a,,,; foule
autre fonction @(z) ayant les mémes multiplicateurs et les mémes infinis est
une fonction linéaire homogéne a coefficients constants de @, (z) et @,(2)

(D(z) =N (Dl(z) + 1 (02(5),

ou g, et pu, désignent des constantes. En effet, supposons que la fonction
®,(#) soit obtenue en donnant au zéro arbitraire f,.; une certaine posi-
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tion et la fonction &,(z) en donnant au zéro arbitraire f,,, une autre
position ne coincidant avec aucun des zéros de &, (z). Ces deux fonc-
tions @ (z) et @,(2) sont linéairement indépendantes puisqu'elles n’ont
pas les mémes zéros. Lexpression’

1 @ (2) + 1, 9,(2)
admet, quelles que soient les constantes s, et s, les maultiplicateurs
m,, #, et les infinis @, a,,...,a,,,; on pourra toujours disposer du

rapport ‘/I-ji de facon que cette expression admette un des zéros d’une fonc-
2

tion quelconque @(7) aux mémes multiplicateurs et aux mémes infinis,
Le rapport des constantes p, et g, étant ainsi déterminée, I'expression

/'(1 @l(z) + /12 $‘)(Z)

aura les mémes zéros que @(z), puisque les (p + 1) zéros sont détermi-
nés dés que V'un d’eux l'est. Cette expression ayant les mémes zéros et
les mémes infinis que la fonction @(z) n'en différe que par un facteur
constant, pouvant étre supposé égal a I'unité, puisque jusqu’a présent le
rapport de g, & g, est seul déterminé. On a done, comme nous I'avons
annonce,

@(z) =K (Dl(z) + n, (D2<Z)

pour lexpression générale d'une fonction admettant les multiplicateurs
donnés my,, n, et les (p 4+ 1) infinis a, a,,..., @,,;.

D'une maniére générale, si U'on suppose
g=1p+1,
il existe (r ++ 1) fonctions linéairement indépendantes

?, (Z), @2(2), M (I),.'+1(z)

admeltant les multiplicateurs donnés my , n, et les infinis o, 0,, ..., a,,,.
Toute autre fonction @(z) ayant les mémes multiplicateurs et les mémes in-
finis est de la forme

D) = iy () + 1m0y(2) + -+ b (2),

B My ooy Moy désignant des constantes.

Acta mathematica. 13. Imprimé le § février 1890. 3%
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Ce théoréme général se démontre comme le cas particulier (» = 1)
que nous venons de traiter d'une fagon détaillée. On peut aussi le rat-
tacher a un théoréme connu relatif aux fonctions algébriques ration-
nelles en s et 2.

Soit, en effet, ¢(2) une fonction déterminée ayant les multiplicateurs
m , n, et les infinis donnés a,, a,, ..., a,,,; soit, comme ci-dessus, &(z)
la fonction la plus générale admettant ces mémes multiplicateurs et ces
mémes infinis. Le quotient

O(z)
¢(z)

est une fonction algébrique rationnelle en s et 2 admettant (p + ) in-
finis & savoir les zéros de ¢(z). Or on sait que la fonction la plus gé-
nérale rationnelle en s et z admettant (p + ») infinis donnés est une
fonction linéaire homogéne & coefficients constants de (r 4 1) fonctions
particuliéres rationnelles en s et z et admettant ces mémes infinis, en
convenant de compter parmi ces fonctions particuliéres une constante
comme admettant les infinis donnés et des zéros identiques aux infinis.
Nous pouvons toujours appeler

¢1(2) d)z(z) d)r'}-l(z)

plz) 7 @la) 7777 o(2)

ces (r -+ 1) fonctions particuliéres rationnelles en s et z, et nous avons
la formule

O, (=)

. (z ?O,(z)
M)

¢(2)

@ry1(2)
+"‘+ﬂr+1 50(2) ’

+

qui, aprés suppression du dénominateur ¢(z), donne la relation & dé-
montrer.
La formule

¢(z) =M (pl(‘z) + 22 @2(2‘) + et + /‘r+1¢r+l(z)

que nous venons d'établir, contient comme cas particulier la formule de
décomposition en éléments simples indiquée par M. AppELL (Journal
de mathématiques de M. REsar, 3*™ série, Tome 9, page 8, § 5).
Nous ne reproduirons pas ici cette formule qui, tout en étant intéressante,
est encore imparfaite, car I'élément simple de M. ArpErLL devient infini,
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non pas en un seul point, mais en p points dont (p — 1) sont étrangers
a la question. Nous donnons dans la deuxiéme partie une formule
beaucoup plus satisfaisante destinée & remplacer celle de M. AppgLL.

Les théorémes que nous venons d’établir sont (comme les théorémes
analogues sur les fonctions algébriques) sujets a des exceptions, quand
les (p + ) infinis donnés sont des groupes particuliers de points. Il
arrive alors qu'il existe plus de (r -+ 1) fonctions linéairement indé-
pendantes admettant les infinis et les multiplicateurs donnés. En effet,
le raisonnement qui sert & établir ces théorémes repose sur ce fait que,
les (p + ») infinis «,, a,, ..., a,,, ¢tant donnés, on peut choisir arbitrai-
rement v 28v08 B,y Buray .-y Py, €6 déterminer les p zéros restants a
laide des équations

) Zwu(4) — m(a)]

1
log nk—%[l)l,‘ logm; + b, logm, + ... 4 b, logm,], @=12..»

ISENC

ce qui conduit & la résolution du probléme d’inversion de Jacosr. Mais
il cst bien connu que les ¢quations d’inversion présentent une indétermina-
tion dans certains cas (voyez Brior, Fonctions abéliennes, p. 96); dans
ces cas d’indétermination un zéro de plus peut étre choisi arbitrairement
et il existe plus de (r 4+ 1) fonctions linéairement indépendantes admet-
tant les multiplicateurs et les infinis donnés. . Quand, par la suite, nous
appliquerons les théorémes précédents, nous devrons vérifier chaque fois
que ce cas d'indétermination ne se présente pas.

Nous venons d’examiner ce qui se passe quand le nombre des in-
finis simples a,, @,, ..., a, est supérieur ou égal & p. Si ce nombre ¢
est inférieur a p, les infinis a , @, ..., @, ne peuvent plus étre pris arbi-
trauirement, ainsi qu'il résulte des p relations (3) rappelées plus haut.
Une fonction admettant les multiplicateurs donnés ne pourra alors de-
venir infinie gqu'en des groupes particuliers de g points. Nous laissons de
coté I'étude de ce cas (g < p) et la recherche de ces groupes particuliers
de ¢ points. Cette question est d’ailleurs entiérement semblable & celle
que M. WEIERSTRASS traite dans son cours a propos du probléme ana-
logue relatif aux fonctions algébriques.
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Dans lc cas spécial on les multiplicateurs sont ceux d'une expo-
nenticlle de la forme

L‘(Z) — e—‘.’[}.llv,(z)+7.,_,wz(z)+..‘+).pwy(z)]’

si I'on cherche une fonction admettant ces multiplicateurs et devenant
infinie en p points arbitraires o, a,,..., a,, on trouve que les zéros
BisPys---, B, de cette fonction sont confondus avec ses infinis et que
cette fonction se réduit a l'exponentielle E(z) qui n’a ni zéros ni infinis.
Une fonction admettant ces multiplicateurs spéciaux et devenant effecti-
vement infinie en p points ne peut exister que si ces points sont choisis
d'une fagon particuliére. Nous n’insistons pas sur ces théorémes qui se
rameénent immédiatement aux théorémes analogues relatif aux fonctions
algébriques, puisque toute fonction admettant les multiplicateurs de Z(z)
est égale au produit de cette exponentielle E(z) par une fonction algé-
brique rationnelle en s et 2.

M. ArrerL a montré que, dans le cas ot les multiplicateurs sont
quelconques, les poles ct les résidus d’une fonction a multiplicateurs sont
liés par (p — 1) relations: et que, dans le cas ol les multiplicateurs sont
ccux d’une cxponentielle comme E(z), les poles et les résidus sont liés
par p relations (Journal de mathématiques de M. Resar, 3®™° série,
Tome 9, page 22, § 11). Nous dirons un mot de ces relations & propos
des intégrales de premiére espéce.



