
Sur lcs intcgralcs de fonctiollS a ruultiplicateurs. 21 

Deuxieme partie. 

Sur les integrales de fonctions a multiplicateurs. 

Soit rb( z) une fonction uniforme et rcguliere sur la surface Rab de 
1\iemann, admettant le long des coupures ak et bk les multiplicateurs 
respectifs m,k et n~; (k = I , 2 , •.. , p). L'intcgrale de cette fonction 

J rb(z)dz 

possedc des proprietes intcrcssantes qui la rapprochent des integrales abeli
mmes. 

Tout d'abord, nous pourrons etendre a ces iutegralcs la classification 

des integrales abeliennes. Nous dirons d'une integrale de fonction a multi
plicateurs: 

qu'elle est de premiere espece, si elle est partout finie, 
qu'elle est de deuxierne espece, si elle n'a que des infinis algebriques, 
qu'elle est de troisierne espece, si elle a des infinis logarithmiques. 

lntegrales de premiere espece. 

Pour que l'integrale 
J fb(z)dz 

soit de premiere espcce, il faut et il suffit: (en supposant comme d'habitude 
que l'infini n'est pas un point de ramification) 

1° que Ja fonction fP(z) devienne a J'infini infiniment petite de 
I 

l' ordre de 2 , 
z 
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2° que les infinis de r.P(z) coincident avec des points de ramification 
et que, dans le voisinage d'un de ces points z = (, la fonction 

rp devienne infinie comme une puissance de ~;-' inferieure a 
z--. 

I' unite. 
En designant par w(z) une integrale abelienne de premiere espccc et par 
w'(z) la fonction algebrique qui est la derivee de cette integrale, on voit 

que les conditions precedentes reviennent a celle-ci: 

Le rapport :.i:~ est fini a l'infini et aux points de ramification; il ne 

devient infini qu' aux zeros de w'(z) situes £i distance finie. 

Nous allons, d'apres celn, former !'expression de ce rapport qui est 

evidemment, comme son numerateur r.P(z), une fonction aux multiplica

teurs m~: et nt. 
On sait que la fonction algebrique w'(z) devient nulle a distance 

finie en ( 2p- 2) points 

dont ( p - 1) sont arbitraircs; ces points sont lies par les rclatio11s sm
vantes bien connueR 

(7) (k=l,2, ... ,]') 

les lettres G
1 

, G~ , ... , GP designant des constantes et le signe _ indiquant 
que l'egalite a lieu a des multiples pres des modules de periodicite. 

(Voyez BRIOT, Theorie des fonctions abeliennes, p. I 47 et 149, ou ces con
stantes sont designees par Kk et 2Ck.) 

Pour former le rapport :.~:~, il faut done former la fonction la plus 

generale reguliere sur Rab' admettant les multiplicateurs mk, n" et deve
nant infinie aux ( 2 p - 2) points 

Cette fonction admettra aussi ( 2p- 2) zeros 
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et sera donnee par l' expression 

d>( z) f't W,_ ,Q (z)+wv .0 (t)+ ... +w.. "o. .(z)+ 2. [tet(Z} Jogml + or .. (z) Jogm .. + ... +~rp(Z) Jog fflp] -- - ve tlt'l I'JJJ~ j'!p-•rJ•P-.. ITi • -

w'(z)- ' 

les zeros et les infinis etant lies par les p relations 

j=2p-2 

1~ [wt(fi1)-wk(rJ)] 

, 
ou 

k = I, 2, ..• , p. 

En vertu des relations (7) de la page precedente qui lient les infinis 
rJ ' r2 ' ... ' r2p-2' les relations ci-dessus s'ecrivent plus simplement 

(8) 

, 
ou 

k = I , 2 , ,• •• , p. 

Ces relations montrent que, sur les (2p- 2) zeros 

~ • d>(z) 
de la 10nctwn w'(z), on peut en prendre (p- 2) arbitrairement, par ex-

emple fip+t , fip+ 2 , ••• , fi2p_2 ; les p zeros restants 

fit ' (32 ' ••• ' (ip 

seront determines par les equations (8) au 'nombre de p. La fonction la 

plus generale ~(( z )) contiendra done dans son expression (p- 1) constantes 
w z 

arbitraires, a sa voir les (p - 2) zeros arbitraires fip+l ' fip+2 ' ••. ' fi2p-2 et 
le facteur constant G. Comnie nous l'avons fait remarquer a la page 
19, il faut s'assurer que les relations (8) determinent effectivement p des 
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zeros (J1 , (12 , ••• , ;1P des qu'on connait les (p- 2) autres /3r+ 1 , f3P+ 2 , .•• , 

(31P_2 • Pour cela ecrivons ces relations so us la forme 

(k=1, 2, ... ,p) 

or, l'on sait que des equations de cette forme determinent (31 ' (32' ... '(11' 
excepte dans le cas special ou les quantites 

seraient nulles lt des multiples pres des modules de periodicite. (V oyez 
BRIOT, Theorie des foncl'ions abeliennes, page g6, § s6.) Ecartons pour le 
moment ce cas special qui a ete examine aux pages I 4 et 15 de ce me
moire et dans lequel les multiplicateurs sont ceux d'une exponentielle de 
la forme E(z); alors, ce cas etant ecarte, on peut choisir arbitrairement 
(p- 2) Y.:eros fir+ I ' /3pt2 ' ... ' (12p-2 et determiner les p zeros restants a 
l'aide des equations (8) de la page precedente. En donnant aux (p- 2) 
zeros arbitraires di:fferentes positions, on obtient une infinite de fonctions 
ayant les infinis et les multiplicateurs donnes. Soient 

(p- 1) de ces fonctions supposees lineairement independantes: !'expression 

la plus generale de la fonction ~.~:~ ayant les memes infinis et les memes 

multiplicateurs sera 

ou 111 , f12 , ••• , flp- 1 designent des constantes arbitraires. En e:ffet, cette 
fonction 

possede les infinis et les multiplicateurs donnes et l'on pourra disposer 
des constantes p.1 , IL~ , ..• , fl.p- 1 de fa~on q n' elle s' annule en (p- 2) points 
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donnes. Il est d'ailleurs evident qu'il existe au moins (p- I) fonctions 
lineairement independantes admettant les infi.nis et les multiplicateurs 
donnes, puisque (p - 2) zeros peuvent etre pris arbitrairement. (Voyez 
a ce sujet les theor(nnes des pages I 6 et I 7.) 

En resume: 

Pour que l'integrale J rP ( z) dz reste finie il {aut et il suffit que la fonc

tion rP ( z) soit de la forme 

flt ' p.~ ' ... ' flp-l etant des constantes arbitraires. 

Theoreme. En dehors du cas special ou les multiplicateurs mk , nk sont 
ceux d'une exponentielle E(z) (page 14), il e.xiste (p- 1) integrales de 
premiere espece lineairement independantes 

... ' 
toute autre integrale de premiere espece w ( z) est de l a forme 

P.t ' /12 ' .•• ' flp-1 etant des constantes. 

Cas special. Pla<;ons-nous maintenant dans le cas special examine 
precedemment (page I 4) ou les multiplicateurs sont ceux d'une expo
nentielle de la forme 

.A
1 

, .A
2 

, ••• , ;.p designant des constantes. Alors toute fonction, reguliere 
sur la surface de Riemann Rab et admettant ces multiplicateurs speci.aux, 
est de la forme 

E(z)R(s, z) 

ou R(s, z) (lesigne une fonction algebrique rationnelle en s et z. Pour 
Acta matMmatiM. 13. lmprime le 5 fevrier 1890. 4* 
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obtenir les integrales de premiere espece, il faudra determiner cette fonc
tion R(s , z) de facron que l'integrale 

jE(z)_R(s, z)dz 

soit partout finie. Comme l'exponentielle E(z) n'a ni zeros ni infinis, 
pour que l'integrale ci-dessus soit finie, il faut et il su:ffit que l'integrale 

jR(s, z)dz 

le soit, c'est a dire que cette derniere integrale soit une integrale abeli
enne de premiere espece 

d'ou en di:fferentiant et appelant w~.(z) la derivee de wlz) 

Si l'integrale 

jE(z) R(s, z)dz 

est de premiere espece, elle est done de la forme 

a condition de poser 

m1(z) = jE(z)w~(z)dz, m2(z) = jE(z)w~(z)dz, 

... , mP(z) = jE(z)w;(z)dz. 

Dans ce cas special il y a done p integrales de premiere espece lineaire
ment independantes et non (p - I) cormne dans le cas general. 

Mais, dam~ ce cas special, il y a entre ces p integrales de premiere 
espece une relation fort simple qui permet d'exprirner l'une d'entre elles 
au moyen des (p- I) autres et de l'exponentielle E(z). En e:ffet, en 

di:fferentiant !'equation 
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on a 

d' ou, en integrant, 

ce qm est la relation annoncec. 

Relations entre les poles et les resillus ll',une j'onction r/J(z) aux 
multiplicateu1•s llonnes mk et nk. 

-

27 

Soit une fonction r/J(z) aux multiplicateurs mk et nk admettant les 
poles a

1
, a

2
, ••• , e<q que nous supposons, pour simplifier, du premier ordre, 

distincts des points de ramification et situes a distance finie: appelons 
R

1
, R

2
, ••• , Rq les residus relatifs a ces poles. Construisons par la me

thode que nous venons d'indiquer, une fonction St(z) ayant les multipli
cateurs __ inverses de mk' nk, c'est a dire admettant le long de la coupure 

(h le multiplicateur 1 et le long de la coupure bk le multiplicateur 
mk 

formons en outre cette fonction £!'(z) de telle fa9on que l'integrale 

!!(z) = J Q'(z)dz 

so it finie partout, c'est a dire so it de premiere espixe. Cette fonetion Q'(z) 

devient alors a l'infini infiniment petite comme -;; elle devient infinie 
z 

aux points de ramification, mais de telle fa9on que son integrale reste 
finie. Dans ces conditions le produit 

(/J ( z) Q' ( z) 

est une fonction reguliere et uniforme sur la surface R de Riemann, par 
suite une fonction algebrique rationnelle en s et z; en effet le long d'unc 
coupure, ak par exemple, on a, en appelant comme toujours ), un point 
du bord gauche de la coupure et p le point situe en faee de ), sur lc 
bord droit: 

SJ'(A) = _!_ Q'(p ), 
mk 
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d'ou l'on conclut 
fP( ).)£2'().) = fP(p) St(p ). 

On pourra done supprimer la coupure ak sans que le produit 

fP(z)Sl'(z) 

cesse d'etre uniforme; on pourra repeter la meme chose pour la coupure 
b". Done ce produit est uniforme sur la surface primitive R de Rie
mann; il est une fonction rationnelle de s et z. Cette fonction rationnelle 

I 
de s et z devenant a l'infini infiniment petite com me :; , la somme de 

z 

ses residus est nulle d'apres un theoreme bien connu. Or les poles de 
ce produit 

sont: 
fP(z)Q'(z) 

I 0 les poles a1 , a2 , ••• , a1 du premier facteur f/J(z); en ces poles 
le produit a pour residus respectifs R1 Q'(a1), R2 t2'(a2), ••• , R1Q'(aq); 

2° les poles du second facteur tt(z) qui sont tous situes aux points 
de ramification; en ces poles tout les residus sont nuls puisque 
l'integrale U(z) est partout finie. 

La somme des residus du produit devant etre nulle, on a la relation 

(I o) 

Lorsque les rnultiplicateurs mk et n~c ne sont pas de la forme speciale 
(page I 4) qui permet de les identifier avec ceux d'une exponentielle 
E(z), leurs inverses ne sont pas non plus de cette forme speciale. La 
fonction tt( z) est alors une fonction lineaire a coefficients constants ar
bitraircs de (p-I) fonctions particulieres t!;(z), Q~(z), ... , Q;_1 (z), et 
l'on a 

Q'(z) = p1t2;(z) + p.2S2;(z) + ... + /lp-t.Q;_1 (z), 

p.1 , /12 , ••• , fl·p-I designant des constantes arbitraires. La relation (10) 
donne done, entre les poles et les residus, (p- I) relations distinctes 

R1£J;(a1 ) + R2t2;(a2 ) + ... + RqtJ;(aq) = o, 

R/.!;(rJ.t) + R2s2;(a2) + ... + B/!.;(rJ.q) = o, 
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Lorsque 1es multiplicateurs mk et nk de f]J(z) sont ceux d'une exponen
tielle de la forme 

• I I d' les multiplicateurs mverses mk et n.t sont ceux une exponentielle E(z) 

de la me me forme. La fonct:on ~2'( z) est alors unc fonction lineaire a 
coefficients constants de p fonctions particulieres 

fl1 , fl
2 

, ••• , flp etant des constantes arbitraires. La relation (I o) se de
compose done, dans ce cas, en p relations distinctes que l'on peut ecrire 

oil 
k = I, 2, .•• , p. 

Dans ce cas special, on pourrait aussi obtenir ces p relations en remarquant 
que le quotient 

tP(z) 
_ E(z) 

est une fonction algebriquc et ecrivant les p relations bien connues qm 
lient les poles et les residus d'une fonction algebrique. 

Nous n'examinerons pas ici comment il faut modifier ces relations 
quand certains poles deviennent multiples ou viennent coYncider avec des 
points de ramification. Ces modifications sont les memes que dans les 
questions analogues relatives aux fonctions algebriques. (Voyez le Me
moire de M. APPELL, Sur les fonctions uniformes d'~tn point analytique, 
Acta mathematica, Tome I, et une Note de M. GounsAT, Sur la theorie 
des integrales abeliennes, Comptes rend us de l'Academie des Sciences 
de Paris, Tome 97, page I 281.) 

Pour avoir un exemple tres particulier des theoremes precedents, 
prenons le cas de p = 1. Nous verrohs alors qu'il n'y a aucune relation 
entre les residus d'une fonction doublement periodique generale de seconde 
espece, mais qu'il y a une relation entre les poles et les residus d'une 
fonction doublement periodique de seconde espece de la forme speciale 
e•u f( u ), f( u) ctant doublement periodique et ). constant. 



30 P. Appell. 

Mod'u,les de periodicite des integt•ales de premiere espece. 

Pour simplifier l'etude des modules de periodicite, nous allons par
ticulariser le systeme des coupures a

1
, a2 , ••• , aP, v

1
, v

2
, ••• , bP, c2, c3, ... , cl' 

de RIEMANN reproduit par c. NEUMANN. En nous reportant a la figure 
schematique donnee par C. NEUMANN (Riemann's Theorie der Abelschen 
Integmle, zweite Aufiage, Leipzig I 884, page I 84), figure que nous re
produisons ci-dessous) 

nous voyons que nous pouvons faire partir la coupure c2 d'un point 
quelconque de b

1 
pour la faire aboutir en un point quelconque de a2 ; 

nous conviendrons, dans tout ce qui suit, de faire partir la coupure c2 

du point de croisement des coupures b
1 

et a
1 

pour la faire aboutir au 
point de croisement de b

2 
et a

2
; puis nous ferons partir la coupure C3 de 

ce dernier point pour la faire aboutir au point de croisement de b:J et 
a;j; et ainsi de suite, comme le montre cette nouvelle figure 

Pour achever de prec1ser la disposition que nous adoptons pour les cou
pures c

2
, c3 , ••• , cl', reprenons l'exemple traite par C. NEUMANN (loc. 

cit. page I 78) dans lequel I' equation entre s et z est 
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L'on modifiera alors la figure don nee par NEUMANN (loc. cit. page 1 79) 
comme il est indique ci-dessous: 

! 

~~~~~~a~2~~~*~~~~~~~~ 

al--

Pour ne pas surcharger la figure, nous n_'avons pas trace en entier les 
coupures a

2 
et a

3 
sur le feuillet inferieur de la surface; nous avons, 

comme NEUMANN, marque d'un trait plus epais le bord gauche des cou
pures et ponctue les coupures situees sur le feuillet inferieur. 

Cela pose, soit 

w (z) = J w'(z) dz 

une integrale de premwre espece formee comme nous l'avons vu plus 
haut, la fonction w'(z) admettant les multiplicateurs m" et n". Comme 
cette fonction w'(z) est uniforme sur la surface de Riemann Rabc rendue 
simplement connexe a l'aide des coupures 

et com me les resid us de cette fonction sont to us nuls, l' inte,qrale w ( z) 
est aussi uniforrne sur la surface de Riemann Rabc et d' apres sa formation 
meme elle reste finie pm·tout. 

Considerons la coupure a" et appelons ). un point situe sur le bord 
gauche de cette coupure, p le point situe en face de ). sur le bord droit. 
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La fonction w'(z) adrnettant le long de cette coupure ak le rnultiplicateur 

Pour un deplacernent effectue le long de la coupure on a 

d).,= dp, 

pmsque les points )., et p sont en face l'un de l'autre. On a done aussi 

w'().,)d).,- mkw'(p) dp = o 

et, en integrant, on a tout le long de la coupure, 

w ()..) - mkw (p) = Ak, 

la lettre Ak designant une constant e. N ous a ppellerons cette constante le 
module de periodicite de l'integrale w(z) le long de la coupure ak. 

De rneme, les deux valeurs de l'integrale w ( z) en deux points )., et 
p, situcs en face l'un de I' autre sur les bords gauche et droit de la 
coupure bk, sont liees par la relation 

w(A)- nkw (p) = Bo 

ou Bk designe une constante que nous appe1lerons module de periodicite de 
l'integrale w(z) le long de la coupure bk. 

Enfin, sur les deux bords d'une coupure ch, on a comme nous l'avons 
vu a la page 9 pour toute fonction a multiplicateurs 

w'(A) = w'(p ), w'().,)d).,- w'(p )dp = o, 

d'ou 
w (;.,)- w (P) = ch, 

Oh etant constant tout le long de la coupure ch. Cette constante ch sera 
appelee module de periodicite de l'integrale w (z) le long de la coupure ch. 

Done: 
L'integrale de premiere espece w(z) possede (3P- 1) modules de pe

riodicite, a savoir les modules 

A1 , A2 , ••• , Ap le long des coupures a1 , a2 , ..• , aP, 

B1 , B2 , ••• , BP le long des coupures bl ' b2 ' ... ' bp, 
0

2
, ••• , cp le long des coupures c2 , ... , cP; 
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c' est ii dire que l' on a 

le long de a~<: ro(A)- mtw(p) =A~;, 

le long de b.t : w (A) - 'n~.: w(p) = Bk, 

le long de c": (1) (A) - (I) (p) = c". 

33 

(k=1,2, ... ,p) 

(k= 1, 2, ... ,p) 

(1•=2,3, ... ,p) 

Mais ces (3P - 1) modules de periodicite sont lies par p relations 
lineaires et homogenes permettant d'exprimer p d'entre eux a l'aide des 
( 2p- 1) autres. Voici comment on obtient ces relations. 

Figurons le point de croisernent des coupures ak, b~:, ck, c.ttt et ap
pelons 

a, (1, r, a, c, YJ, 

les somrnets des six angles formes par les bords de ces coupures, comrne 
le montre la figure suivante: 

Nous aurons, d'apres la definition des modules de periodicite, et puisque 
l'epaisseur des coupures est infinirnent petite, les relations suivantes 

w( a)- ntw ((3) = B~;, 

w((3)- ro(r) = ck+ll 

w(r) - m.tw(o) =At, 

w(e)- w(o) = 01, 

ro(YJ)- ntw(e) = BH 

ro(a) - m.tro(YJ) = A.t. 

Multiplions ces equations respectivernent par + 1 , n.t, nk,- m.tnt,- ml:! 
Acta malhtmatlca. 13. Imprlme le e fevrler 1890. 5* 
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- I' puis ajoutons-les mem bre a mem bre. La somme des premiers 
membres est nulle et l'on obtient la relation 

En supposant, successivement, k = I , 2 , ••• , p, on aura ainsi p relations. 
Commc il n'existe ni coupure c

1 
ni coupure rp+H il faudra dans ces rela

tions considerer les constantes 0 1 et Op+l comme etant nulles. En ecri
vant ces p relations en detail, nous aurons 

I 
B1 (I - mJ - A1 (I - n1 ) + n1 0~ = o, 

B~(r - m2)- A2 (r - n2)- m2n2 02 + n/)3 = o, 

B 3(r- m3)- A.(r -- nz)- m3n/)3 + 113 04 = o, 

I ~,~, (: -· .,:~,) -· Ap~1 ( ~ -· n;_
1
) ·_ .mp~1 n~_1 ~1p~ 

1 
+ np-l CP = o, 

Bp(r- mp)- AP(r- nP)- mPnPOP = o. 

Ces relations permettent d'exprimer 0
2

, 0
3

, ••• , Open fonction des modules 
de periodicite A~<, Bk et des multiplicateurs mk, nk. Dans le cas par
ticulier ou tous ces multiplicateurs mk' nk seraient egaux a l'unite, l'inte
grale w ( z) deviendrait une integrale abelienne de premiere espece, et les 
relations ci-dessus montreraient que les constantes 0

2 
, 0 3 , ••• , OP seraient 

toutes nulles dans ce cas. 
En eliminant les (p - I) constantes 02' 03' ... ' cp entre les p rela

tions ( 1 2 ), on obtiendra une relation entre les modules de periodicite 
A1 , A 2 , ••• , AP , B

1 
, B 2 , ••• , BP' Pour cela, multiplions la premiere 

d , , ( ) I I } d I I } . ,, es equat10ns 12 par ---, a secon e par -- ·-, a troJsierne par rn
1 

n 1 1n1 m,
2 

ui 

I . _:_ ' • • . la kieme par 
mtms·ms n3 

tiendrons l' equation 

I 
et ajoutons-les: nous ob-----·-, ... , 

m,1 mi ... m,k nk 

equation qui est unc identite dans le cas particulier des integrales abeli
ennes, puisque dans ce cas tous les multiplicateurs sont egaux a l'unite. 
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L'integrale 
w(z) = J w'(z)dz 

prise sur tout le contour de la surface de Riemann Babe est cvidemment 
nulle. Or la valeur de cette integrale est facile a calculer en fonction 
des modules de periodicite et des multiplicateurs. Si l'on cgale cette va
leur a zero, on obtient une relation qui n'est pas nouvelle mais qui est 
une consequence des relations precedentes (I 2 ). 

Cas special. Lorsque les multiplicateurs mk ct nt (k = I , 2, ••• , p) 
sont ceux d'une exponentielle de la forme 

il existe, comme nous l'avons vu, p integrales de premiere espece 

w.t(z) = jE(z)w~(z)dz. (k=l, 2, ... ,p) 

Une quelconque d'entrc elles, w (z), aura (3P - I) modules de periodicite 
lies par les relations que nous venous d'indiquer. Les modules de perio
dicite de l'integrale APwP(z) sont egaux ct de signes contraires aux sommes 
des modules ,de periodicite correspondants des (p- 1) autres integrales 
A

1
w

1
(z), A2 w 2 (z), ... , Ap_ 1 wp_1 (z). C'est ce qui rcsulte immediatemcnt de 

l'identite (p. 2 7) 

(<J) 2[A1 w 1(z) + A2 w 2 (z) + ... + A1,wl'(z)] =- E(z) + C1
e 

dans laquelle les modules de periodicite du second membre sont tous nuls. 

Relation entre les modules de periodicUe de deux integ·rales 
de premie·re espece aux multiplicateu1•s int.•erses. 

La relation que nous allons etablir est !'extension, a nos integrales, 
de la celebre relation qui lie les modules de periodicite de deux inte
grales abeliennes de premiere espece. Nous la dernontrerons en suivant 
la methode que RIEMANN a donnee pour les integrales abCliennes. 

So it, corn me precedernrnent, (!) ( z) unc integrale de premiere cspcce 
d'une fonction aux rnultlplicateurs mk , nk, et soient 

(
k:l,2, ... ,p) 
h-2, 3, ... ,p 
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les modules de periodicite de cet.te integrale. D'autre part, designons 
par ~2(z) une integrale de premiere espcce d'une fonction aux multi
plicateurs m; et n; inverses de m" et nt: 

et soient 
A~, n;, c~ 

les modules de periodicite de cette scconde integrale .Q(z). 
L'integrale 

(14) I = J g ( z) dm ( z) 

(k= I, 2, ... ,p) 

(k-1, 2, ····1') 
h=2,3, ... ,p 

prise sur lc contour de la surface de RIEMANN Rabo est nulle, car la 
fonction 

tJ(z)m'(z) 

est sur cette surface uniforrne et reguliere et a tous ses residus nuls. 
Pour calculer cette integrale I, appelons avec C. NEUMANN, A un 

point du bord gauche d'une coupure et p le point situe en face de A 
sur le bord droit. Lorsque la variable d'integration z parcourt le con
tour de la surface Rabc dans le sens positif, elle parcourt les deux bords 
d'une meme coupure en sens contraire. Les parties de l'integrale rela
tives aux deux bords d'une meme coupure seront 

J [ Q ().) dm ().) - !l (p) d m (p) J, 

!'integration etant faite dans le sens positif le long du bord gauche. 
L'integrale I sera done 

I= %1 [[!l().)dm(J.)- Q(p)dm(p)] + [[.Q().)dm(A)- Q(p)dm(p)Jj 

ll=p 

+ L j[ Sl(A)dm (A)- fi(p )dm(p )], 
h=2 c,, 

les indices at , b", ch signifiant que les integrales qui en sont affectees sont 
prises le long des coupures a" , b" , C11 • • Or, sur la coupurc aH on a 
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d'ou l'on deduit 

mais, com me les m ultiplicateurs mk et m~ ont etc supposes inverses l'un 
de l'autre, on a 

et !'equation ci-dessus prend la forme plus simple 

S!(A)dw(A)- !l(p)dw(p) = A~dw(A). 

On a de meme le long de la coupure bk 

IJ().) = n~SJ(p) + B;, 

d'ou l'on deduit, puisque n"n;- 1 = o, 

U().)dw(A)- S2(p)dw(p) = B~dw(A). 

Enfin le long de la coupure c11 , on a 

U().) = Q(p) + c;,, w ().) = w (p) + G\, 

d'ou l'on deduit 

SJ().)dw(A)- S2(p)dw(p) = C~dw(A). 

D'apres cela, l'integrale I devient 

Nous allons transformer cette expression et l'amener a ne contenir que 
les modules de periodicite des deux integrales Q(z) et w (z). Pour faire 
cette transformation, figurons les coupures a", b", c", cH 1 et les points 
de croisement des coupures a"_1 , b"_1 , c"_1 , c", a"+ 1 , b"+ 1 , ck+ 1 , c-<+ 2• Ap· 
pelons (voyez la figure de la page suivante) a., fi, r, ll, s , YJ les sommets 
des six angles formes par les bords des coupures a" , b", c", c"+ 1 en leur 

. t d . t· ' (.(' , "' ' ' t " (./" " ~~~ " " 1 t pom e cr01sernen ., a., t', r, o, e, YJ e a. , I' , r , o , c , Yj es somme ,g 
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des angles analogues aux points de croisement des coupures ak-l , b6_ 1 , 

ck-I , ct et at+ I , bt+t , c"+I , c"+2 · 

Nous aurons 

jdw(l.) = w(a)- w(r), .{ d w ().) "'--' w ( ~) -- w (a), 
a• b• 

jdw(A) = w(s)- w(fi'), jdw ().) = w ( s")- w ((3), 
Ck 

car toutes ces integrales sont prises sur les bords gauches des coupures 
dans le sens indique par les fleches. (Les bords gauches sont marques 
d'un trait plus gros.) 

En calculant ainsi tous les termes de l'integrale I 

on aura l'integrale I exprimee par une somme de termes ou figureront 
les valeurs de l'integrale w(z) nux sommets des angles tels que a,fi,r,o,c,~, 
formes par les bords des coupnres en leurs points de croisement. Evaluons, 
dans cette somme I, les termes qui contiennent les valeurs de l'integrale 
w(z) en l'un des six points a,fi,r,rJ,s,~ situes au point decroisement 
des coupures at , bA:, c", c"+1: no us designerons ces termes par J". L'inte-
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grale I sera la somme des quantites analogues a IJ: evaluees successive
ment pour tous les points de croisernent des coupures, et l'on aura 

D'apres les integrales evaluees a la page precedente, les termes de 
l'integrale I qui contiennent les valeurs de w(z) en l'un des six points 

a ' (3 ' r ' 0 ' c ' 7J' sont 

IJ; = .A;[w(a)- w(r)J + naw(YJ)- w(a)J + O~w(s)- 0~+ 1 w(f3). 

Mais la £gure de la page precedente donne d'apres la de£nition meme 
des modules de periodicite 

w(a) = n~;w(f3) + B~;, 
w(a) = mJ:w(YJ) + .A.t, 

l'on tire de ces relations, en exprirnant 

w ((3) = w (r) + ck+ll 

w(YJ) = ntw(s) + BA:; 

w((3), w(r), w(s), w(YJ) 

en fonction de w (a) et faisant com me plus haut 

w(f3) = n~w(a)- n~Bk, 

w ( 7J) = m; w (a) - m~ .Ak, 

w(r) = n~w(a)- n;B.t- C.t+n 

w(s) = m;n;w(a)- n;(rn;.A.t + Bt)· 

D'apres cela, la quantite It devient: 

Le coefficient de w (a) 

est nul, en vertu des relations ( 1 2) (page 34) appliquees aux modules 
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de periodicite de l'integrale U( z) dont les multiplicateurs sont m; et n;. 
11 reste alors 

Tels sont, dans l'integrale I, les termes provenant 
ment des coupures ak , bk , ck , cH1 : l'integrale I sera, 

du point de croise· 
comme nous l'avons 

deja dit, 

Puisque cette integrale I est nulle, on a done la relation cherchee 

k=p 

(I 6) :L [A~(n;Bk + Ck+l)- rn~B~A"- n~C;(m;Ak + Bk) + n~C;+lBk] = o 
k=l 

entre les modules de periodicite A" , Bk , C" et A~ , B~ , C~ des deux inte
grales w(z) et Q(z) aux multiplicateurs inverses. Comme les coupures 
c1 et cp+l n' existent pas, il faudra, suivant des conventions deja faites, 
sup poser 

Comme verification, supposons que les multiplicateurs m" et n" devien
nent tous egaux a l'unite, alors leurs inverses m; et n; deviennent aussi 
egaux a l'unite, et les deux integrales w(z), SJ(z) deviennent deux inte· 
grales abeliennes de premiere espece. Dans ce cas limite, les constantes 
0" et o; sont toutes nulles, et la relation (16) que nous venons d'etablir 
devient 

k=p 

L(A;BA;- AkB;) = o, 
k-1 

ce qui est la relation bien connue liant les modules de periodicite de 
deux integrales abeliennes de premiere espece. 

Remarque. La relation (I 6) etablie plus haut peut etre transformee 
a l'aide des relations (I 2) de la page (34): 

Ak(I- nk)- Bk(1- mk) + mknkOk- nkCk+l = o, 
(k=l, 2, ... ,p 

A'( ') B'( ') + I '0' 'C' k I - nk - k I - mk mknk k- nk k+I = o. 

C'est en se servant de ces relations que l'on pourrait montrer que la 



Sur' les integrales de fonctions a multiplicateurs. 41 

relation (I 6) est symetrique par rapport aux deux integrales w (z) et 
!l(z), c'est a dire que cette relation ne change pas quand on y remplace 
A.k , Bk , ak , mk , nk par A.~ , B~ , a~ , m~ , n~ et inversement. 

Supposons, par exemple, les multiplicateurs nk et ni differents de 
l'unite (k = I , 2 , ••• , p). Alors on pourra ecrire les relations que nous 
venons de rappeler 

A. _ nkOk+I- mknkOk + Bk(I- mk) 
k- I-nk ' 

ou, en remplac;ant dans la premiere nk et mk par 2, et -, 
nk mk 

L'on aura done, en remplac;ant dans Ik, A.k et A.i par ces valeurs et 
reduisant 

I -nfc 

La relation (16) 

\ 
peut done s'ecrire 

(17) 

ou la symetrie se met aisement en evidence. En effet remarquons que 
la somme 

se reduit a 

c'est a dire a zero, pmsque 

al = a~ = ap+l = a;+l = o. 
Acta matlatmallca. 18. Imprlm6 le 11 mars 1890. 
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Ajoutons alors la moitie de cette somme nulle a la relation (I 7), nous 
aurons 

~ nkBk(Ok+l- Ole) + ,Bi(Ok+t- Ok) +~~I + n~(C a~. _ 0 a~) = 
0 L- I - n 2 L-I-n. k+t k+t k k ' 

k=l k k=l k 

relation dont le premier membre ne fait que changer de signe quand 
on rem place. B~, C~, m~, n~ par Bk, Ch, mk, nk et inversement Bk, Ch, mk, nk 

B l 011 I I par k' h' mk' nk. 
Ainsi, en supposant le genre p egal a 2 on a la relation suivante, 

puisqu'alors 

n;B1 0; + ~; 02 _ n;B2 0; + ?J;02 + 02 0~ (I + n; _I + n~) = O. 
I - n1 I - n2 2 I - n 1 I - n2 

lntE~grales de troisieme espece. 

Soit (]J(z) une fonction aux multiplicateurs mk et nk, l'integrale de 
cette fonction 

J (]J(z)dz 

est de troisieme espece, lorsqu'en certains points z1 , Z
2

, ••• de la surface 
de Riemann elle devient in:finie comme 

K 1 , K2 , ••• designant des constantes. 
1../integrale la plus simple de troisieme espece sera celle qui reste 

finie sur toute la surface de Riemann, sauf en un seul point Z0 oi1 elle 
devient in:finie comme 

log(z- z0 ). 

Une telle integrale existe touJ·ours, excepte dans le cas special ou les multi
plicateurs mk et nk sont ceux d'une exponentielle de la forme 

Dans ce cas special, toute integrale de troisieme espece a au moins deux 
infinis logarithmiques Z

0 
et z1 , comme nous le verrons plus loin. 
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En laissant de cote ce cas special, nous allons former l'integrale 
annoncee qui devient infinie en un seul point z

0 
et cela comme 

So it 

cette integrale. La fonction 9' (z ' Zo) devra etre uniforme et reguliere 
sur la surface de Riemann Rab' admettre les multip1icateurs donnes mk 

et nk et devenir en chaque point a l'infini infiniment petite comme ~; 
z 

cette fonction pourra devenir infinie en certains points de ramification ( 

comme une puissance de ~ inferieure a I' unite; en fin elle devra dez-., 
venir infinie au point Z

0 
corn me -

1
- • Pour former cette fonction 9' (z, z

0
), 

z -z0 

·designons comme precedemment par 

w(z) = J w'(z)dz 

une integrale abelienne de premiere espece, et par 

les (2p- 2) zeros de la fonction algebrique w(z) qui sont situes a distance 
finie, zeros qui verifient les p relations connues (page 2 2) 

(k=l, 2, ... ,p) 

Le rapport 

sera une fonctio( reguliere sur la surface de Riemann Rab, admettant les 
multiplicateurs mk et nk, et devenant infinic aux ( 2p - 1) points 

D'apres ce que nous avons vu dans la premiere partie, cette fonction 
aura aussi (2p- 1) zeros 
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et son expression sera 

(j)(Z, z
0

) _ rr '"•.Po<•>+'"r.f11<•>+ ... +wnzp-•fl•p-oC•>+ ~[w,(z) logm1+w2(:)log~+ ... +wp(:)logmp] 

w'(z) - ve 

les infinis et les zeros etant lies par les p relations 

j=2p-2 

wk({io)- wk(zo) + L [wk([iJ- wk(ri)] 
J=l 

' ou 
k = I, 2, ••• , p. 

Comme l'on a 

ces relations peuvent s'ecrire 

' ou 
k = I , 2, .. ,, p. 

On conclut de Ht que l'on peut choisir arbitrairement (p- 1) zeros, 
{ip, fip+I, .•• , {i2P_2 par exemple, et determiner les p zeros restants (10, 

{11 , ••• , fip-l en fonction des premiers et de z0• 

· Il est essentiel de montrer que la fonction 

(/J(Z,z0) 
w'(z) 

ainsi determinee devient effectivement infinie au point donne z0 ; pour cela 
il faut montrer que, les zeros {ip ' fip+l ' •.• ' {i2p-2 etant choisis arbitraire· 
ment d'une maniere convenable, aucun des p zeros restants {10, {11 , ••• , fip-l 

determines par les equations (I 9) ne co1ncide avec z0 • Si l'un de ces 
zeros, {30 par exemple, coincidait avec z0 , les equations (19) deviendraient 
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I I = Gk + - log nk--. [b1k log m1 + b,k log m2 + ... + bpk log mp] 
2 2m 

(k=l,2, ••. ,p) 

et elles determineraient p1 , p2 , ••• , Pp-l , pP en fonction de pP+l, pP+2, ... , 
p2p-2i elles etabliraient done une relation entre pp et PP+l 'Pp+2' ... 'p2p-2) 
ce qui est impossible puisque nous choisissons arbitrairement pP, Pp+u 
PP+', .•• , p,P_.2. 11 est done absurde de supposer que Po coincide avec 
z0 quand on choisit arbitrairement pP, PP+l , .•. , p2p_2 • 

II est cependant un cas special ou les relations (2o) ne determi
neraient pas P1 , p2 , ••• , Pp-l , PP en fonction de Pp+l , Pp+ 2 , ••• , P2p_2 : 

c'est le cas ou les seconds membres des relations (20) se reduiraient aux 
constantes Gk, a des multiples pres des modules de periodicite des inte
grales abeliennes W1(z), W2 (z), ... , Wp(z), c'est a dire OU l'on aurait 

(k=l,2, ... ,p) 

Les equations (2o) presenteraient alors le cas d'indetermination deja signale 
(BRIOT, Theorie des fonctions abeliennes, page g6, no 56), et elles permet
traient de prendre arbitrairement pP , Pp+l , ... , p2p_2 ; il n'y aurait done 
plus une absurdite a supposer que Po coincide avec z0 • Mais, lorsque 
les multiplicateurs mk et nk satisfont aux relations ( 2 1 ), ils sont iden
tiques aux multiplicateurs d'une exponentielle de la forme 

comme nous l'avons vu dans la premiere partie (page 1 s). Done, en 
ecartant ce cas special qui sera examine a part, on pourra former une 
fonction 

1 so(z, z
0

) _ rr <uz.,a
0
(zl+wr,fi/•l+ •.. +wr2P_2p2P_,(•l+;r;[w1(z)logm1+1D2(z)logm,+ ... +w,(z)logmp] 

w'(z) - ve 

reguliere sur Rab' admettant les multiplicateurs donnes, devenant infinie 
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du premier ordre au point Zo et aux points rl ' r2' ... ' T2p-2 qm sont 
les zeros de w'(z) situes a distance finie. La fonction 

a done, comme seuls infinis, Ie point z
0 

et les infinis de w'(z); de plus 

elle devient a I'infini infiniment petite de l'ordre de ~. Determinons le 
z 

facteur constant C de telle fa<;on que le residu de ¥' (z, z
0

) relatif au 
point Z0 soit egal a l'unite, c'est a dire que la difference 

I 
¥'(z z)---

' o z- Zo 

reste finie pour z = z
0

• Alors l'integrale 

sera une integrale de troisieme espece devenant infinie au seul point Z0 

de telle fa<;on que la difference 

I 

reste finie pour z = z
0

• Nous employons, pour designer cette integrale, 
la lettre w que l' on emploie aussi pour les integrales abeliennes de troi
sieme espece: mais il ne pourra pas y avoir de confusion, car l'integrale 
abelienne de troisieme espece est designee par wz,z

1 
(z) et la nOtre par 

w (z , z0 ). 

Si nous appelons JJ(z, z
0

) l'integrale la plus generale d'une fonc
tion aux multiplicateurs donnes, admettant un seul infini Z0 de telle fa<;on 
que la difference 

reste finie au point z
0

, cette integrale sera de la forme 
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integrales de premiere espece de fonctions aux multiplicateurs donnes. 
En effet la difference 

est une integrale partout finie, c' est a dire une integrale de premiere espeee. 
Cas special. Examinons maintenant le cas special ou les multipliea

teurs mk et nk sont eeux d'une exponentielle de la forme 

Alors une fonction reguliere sur la surface de Riemann Rab et admettant 
les multiplieateurs mk et nk est de la forme 

E(z)R(s, z), 

R(s, z) designant une fonetion algebrique rationnelle en s et z. Comme 
le facteur E(z) est partout fini et different de zero, les infinis du produit 
E(z)R(s, z) sont ceux de R(s, z). L'on sait que, si la fonction alge
brique R(s, a) est en chaque point a l'infini infiniment petite de l'ordre 

de ~, la somme des residus de cette fonction R(s, z) sur toute la surface z 
de Riemann est. nulle; cette fonetion admet done au moins deux residus 
differents de zero, si taus ses residus ne sont pas nuls. Par consequent, 
si le produit E(z)R(s, z) n'a que des infinis d'ordre inferieur au second, 
il a au moins deux infinis du premier ordre, ott bien il n' en a aucun. Si 
done l'integrale 

• jE(z)R(s, z)dz 

ne doit avoir que des infinis logarithmiques, elle en a au mains deux, ou 
bien elle n'en a aueun et est de premiere espeee. 

Voici comment on obtiendra une integrale de cette forme avec deux 
infinis logarithmiques. Soit, comme precedemment 

l'integrale abelienne de troisieme espece devenant infinie aux points Z0 et 

z
1 

eomme log z - 21 et 
z -z0 

m; •• ,(z) 
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la fonction algebrique qui est la derivee de cette integrale: cette fonc
tion devient infinie aux points de ramification d'un ordre inferieur a 
l'unite, elle devient infinie du premier ordre aux points z

0 
et z

1 
avec les 

residus - I et + I. L'integrale 

sera l'integrale de troisieme espece la plus simple formee avec une fonc
tion aux multiplicateurs speciaux rnk et nk. Cette integrale est finie 
partout, sauf aux deux points z0 et z1 ou elle devient infinie de telle 
fa~on que la difference 

reste :finie. 
L'integrale la plus generale possedant cette propriete est 

w(z, Z0 , z1) + p.1w1(z) + p.~w~(z) + ... + p.PwP(z) + const., 

p.1 , p.~ , •.. , p.P designant des constantes, w1 ( z) , w~ ( z) , ... , wP ( z) les inte
grales de premiere espece aux multiplicateurs speciaux rnk et nk, integrales 
qui sont au nombre de p. (Page 26.) 

Modules de periodicite des mtegrales de troisteme espece. 

Prenons d'abord le cas ou les multiplicateurs rnk et nk ne sont pas 
ceux d'une exponentielle E(z ); soit, comme ·precedemment, w(z, z

0
) l'inte

grale de troisieme espece qui devient infinie au seul point z0 de la sur
face de Riemann Rab de telle fa9on que la difference 

reste finie pour z = z
0

• Si 1' on suppose tracees les coupures 

de la meme fa~on que plus haut (page 3 I), on voit que l'integrale 
w(z, z

0
) n'est pas uniforme sur la surface de Riemann RtJbc ainsi obtenue; 

car, si le point z tourne autour de z0 , cette integrale augmente de 2m. 
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En s'uivant la methode ex·posee par c. NEUMANN (loc. cit. pages 2 20 et 
suivantes) nous ajouterons aux coupures ak , bk, c11 un lacet l entourant 
le point z

0 
et nous supposerons, pour simplifier, que ce lacet l aboutisse 

au point de croisement des coupures a
1 

, b1 , c2 , comme le montre la 
figure. Sur. cette figure le bord gauche du lacet l est marque d'un 
trait plus gros; A designe, cornme precedemment, un point du bord gauche 
de ce lacet ou d'une coupure quelconque et p le point situe en face de 
A sur le bord droit; enfin ct et (3 designent les deux points ou la circon
ference 0' de rayon infiniment petit entourant le point z0 se raccorde avec 
les deux bords de l. 

L'integrale w(z, z0 ) est alors uniforme sur la surface de Riemann 
ainsi decoupee que nous designerons par Raber· On voit, comme on l'a 
fait pour l'integrale de premiere espece (page 32), que l'on a: 

le long de la con pure ak: w(A' zo)- mkw(p' Zo) = a", (k=l,2, ... ,J') 

le long de la coupure bk: w(A, z0)- nkw(p, Z0 ) = @3k, (k=l, 2, ... ,p) 

le long de la coupure c": w(A, z0)- w(p' zo) = ell, (h=2, 3, ... ,p) 

les lettres ak' @3k' eh designant des constantes que nons appellerons mo
dules de periodicite de l'integrale w(z, z0 ) le long des coupures ak, bk. c". 

Reste le lacet l. La difference 

w(A' zo)- w(p' Zo) 

des valeurs que prend l'integrale sur les deux bords de ce lacet l est 
aussi constante, car sa differentiellc est m1lle. Cette difference constante 
le long d u lacet l est egale en particulier a 

w(ct, Z0 )- w(f3, Z0 ) 

.Acta mathematica. 13, Imprime !e 1 avril 1890. 7* 
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(voyez la figure de la page prccedente), c'est a dire a l'integrale w(z' zo) 
prise dans le sens negatif sur la petite circonference a entourant le point 
z

0 
: elle est done 

- 2ni, 

car la derivee de w(z, z0 ) admet le point z0 comme pole de residu + I. 
Ainsi, 1' on a, le long de la coupure l, 

w(A, z0)- w(p, z0 ) = - 21ri. 

En resume, l'integrale w(z, z0 ) admet 3P modules de periodicite, a 
savo1r 

t:L1 , t:L2 , ••• , ap sur les coupures. a1 , a2 , ••• , aP, 

@31 ' @32 ' ••• ' <ffip sur les coupures bl ' b2 ' .•• ' bp' 

82' ••• '8p sur les coupures c2 , .•• , cP, 

- 27rt sur la coupure l. 

Relations ent,J•e ces modules de periodicite. 

En appliquant a l'integrale w(z, z
0

) les raisonnements appliques aux 
pages 33 et 34 a l'integrale de premiere espcce w(z), nous deduirons, de la 
consideration de chacun des points de croisement des coupures, une rela
tion entre les modules de periodicite et les multiplicateurs correspondantR. 

Le point de croisement des coupures a1 , b1 , C
2 

et l, (voyez la figure 
de la page precedente) donne ainsi la relation 

<ffi1(1- m1)- tl.1(r- n1) + 2tn1n1m + n18 2 = o; 

le point de croisement des coupures a
2 

, b
2 

, C
2 

, c
3 

donne de meme la 
relation 

<ffi2 (1 - m2)- tl.
2
(1 - n2)- m2n28 2 + n28 3 = o; 

et ainsi de suite. 
On obtiendra en tout, comme aux pages 33 et 34, lc Rystemc des 

p relations suivantes 

(22) <ffik(1- mk)- tl.k(r - nk)- mknkek + nkek+t = o, 

ou l'on fait 
k=I,2, ... ,p 
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en convenant que 

L'elimination de ~2 , ~., ••• , ~P entre ccs p relations fournira facilement 
I' equation 

qu'il est interessant de rapprocher de !'equation analogue relative a·ux 
integra}es de premiere espece (voyez page 34, equation I J). 

Rernarque. II serait absurde de supposer ici les multiplicateurs mk 

ct nk tous egaux a l'unite, car, dans cette hypothese, l'integrale de troi
sieme espece w(z, z0 ) avec un seul infini logarithmique n'existerait plus, 
com me il est bien connu par la theorie des integra.les a beliennes. 

Relat,ions entre les rnodules de per,iocUcite clc l'integralc w(z, z
0

) ct 
ceux d'u,nc integ1•ale de pl'em,iere espece aux mttltiplicatmw.~ invm·ses. 

Designons, comme plus haut, par .Q(z) une integrale de premiere 
espccc d'une fonction aux multiplicateurs m£ et n£ inverses de mk et nk, 
et appelons 

Ak, Bk, C;, (
k=1,2, ... ,p) 
h=2,3, ... ,p 

les modules de periodicite de cette integrale relatifs aux coupures ak, bk, ch. 

L'integralc 

Prise dans le sens positif sur le contour de la surface de Riemann R abel 

(voycz page 49) est nulle; car, sur cette surface Raber' la fonction 

est regulicre et a tous ses residus nuls. 
Si l'on appelle ). un point du bord gauche d'une coupure ct p le 

point situe en face de ). sur le bord droit, les elements de l'integrale J 
correspondant a ces deux points seront: 
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car les deux bords de la coupure sont parcourus en sens contraire par 
la variable d'integration. Comme, outre les deux bords des coupures 
ak , bk , c,, et l, le contour de la surface Rabel comprend encore la circon
ference infiniment petite n entourant le point z0 et raccordant les deux 
bords de la coupure l, il faudra avoir soin de prendre l'intcgrale J sur les 
deux bords de toutcs les coupures et sur la circonference n. On a done 

J =% r [[ Q(A)dw (A, z0)- Q(p )dw(p, z0 )] 

+ [[Q(A)dw(A, Z0)- Q(p)dw(p, Z0)]j 
h=p 

+ L j[Q(A)dw()., Z0)- Q(p )dw(p, z0 ] 

h=2 Ch 

+ j[Q(A)dw(A, z0)- Q(p)dw(p, Z0 )] + jQ(z)dw(z, Z0 ); 

I a 

les indices dont sont affectes les signes d'integration signifiant que les 
premieres integrales sont prises le long des coupures marquees par !'in
dice et la derniere le long de la petite circonference n dans le sens de 
la fieche. Cette derniere integrale est facile a calculer. En effet, dans 
l'interieur de cette circonference 0' la fonction soumise a !'integration 

dm(z, z ) 
admet le pole simple z0 avec le residu Q(z0 ), car le facteur dz 0 

admet ce pOle avec le resiclu + 1. On a done, puisque la circonfe
rence n est parcourue dans le sens negatif au tour de z0 , 

J Q(z)dw(z, z0 ) = - 2mQ(z0 ). 

t1 

Quant a l'integrale a:ffectee de l'indice l 

j[Q().)dw(A, z0)- Q(p)dw(p, z0 )], 

I 

elle est nulle; car le long de la coupure l on a 

Q(A) = Q(p ), 
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Enfin, Ia somme des (3p- 1) premieres integrales relatives aux coupures 
ak, bk, c,,, qui figurent dans l'integrale J de la page precedente, peut 
etre deduite de la somme des integralcs analogues qui constituent l'inte
grale I envisagee it la page 36, en remplayant dans cette derniere 
somme ro(z) par w(z, z

0
). On en conclut, en repetant ]a suite des trans

formations que l'on a fait subir a l'integrale I aux pages 3 7 et suivantcs, 
que l'integrale J a pour valeur 

Cctte integrale J etant nulle, on a la relation 
k=p 

L [A~(n~cillk + ektl)- mkB~ak- n;.c;,(mkak + CBk) + n~C~+1CBk] k=l . 

= 2;ri!2(z0 ), 

dont le premier mcmbre se deduit du premier mcmbre de la relation 
16 (page 40) en remplas:ant dans cettc relation les modules de periodicitc 
Ak , Bk , Ch de l'integrale de premiere cspece ro ( z) par lcs modules de 
periodicite ak' cillk' e,, de l'integrale de troisieme espece w (z' Zo)· II 
faudra bien entendu faire 

Quant a la constante el elle doit etre consideree comme egale a - 27ri 
qui est le module de periodicite de w(z, z0 ) sur la coupure l, comme 
nous l'avons deja dit a la page 5 I. 

Cas special ou les mruUiplicateurs mk et nk sont ceux d'une 
exponentielle de la forme 

Dans ce cas, comme nous l'avons vu plus haut (page 48), l'inte
grale Ia plus simple de troisieme espece d'une fonction aux multiplica
teurs speciaux rnk et nk est donnee par la formule 

w(z, z0 , z1 ) = jE(z)w;.,
1
(z)dz, 
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w,,./z) designant l'integrale abeliennc de troisicme cspccc dcvenant infiuie 
aux points z

0 
ct Z

1 
commc 

ct m;.,, (.z) ctant la derivec de ccttc integrale. L'integralc w (z' Zo' zJ Ctlt 
partout finic sauf aux points z0 , Z

1 
ou cllc devicnt infinie commc 

Pour obtenir une surface sur laquelle l'integralc 

reste uniforme, nous suivrons encore la methode cxposec par C. NEUMANN 
(loc. cit. pages 220 et suivantes) et nous ajouterons aux coupures ak, bk, ch 

(f 
0 

un lacct l + m dont les deux bords sont infiniment rapproches et qui 
rcnferme deux petites ouverturcs circulaircs o0 et o1 entourant les points 
z

0 
et z1 • Nous supposerons de plus que ce lacet parte du point de 

croisement des coupures a1 , b1 , c2 , com me le montre la figure; nous de
signerons, avec C. NEUMANN, par Rabczm la surface de Riemann ainsi de
limitee. 

L'integralc de troisicrnc cspece 

est reguW~re sur cette surface Rabczm: elle possede (3P + r) modules de 
periodicite a savoir: 
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a1 , a2 , ... ' ar 
$1 ' $2 ' ... ' gsp 

~2' ••• ' ~p 
£,~ 

lc long des coupurcs 

le long des coupures 

le long des coupures 

le long des coupures 

a1 , £t1 , ••• ,, aP, 

bl ' b2 ' •.• '' bp' 
c2 , .•• , cP, 

l, m. 
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Les constantes £ et ~ sont faciles a calculer. En appelant a et b les 
deux points oil la circonference G0 entourant z0 se raccorde avec lcs 
bards de la coupure l, on aura 

b 

£ = w(b, Z0 , z1)- w(a, z0 , z1) = JE(z)w; .. ,(z)dz, 
a 

!'integration etant faite sur la circonference G0 dans le sens marque par 
une fleche. Comme, a l'interieur du cercle G0 , la fonction integree possede 
le pole z = z

0 avec le residu - E( z0 ), l'integrale qui est prise au tour 
de ce pole dans le sens negatif a pour valeur 

Quant a la constante ~ elle est egale a la difference des valeurs de 
l'integrale w(z, z0 , z1) aux deux points a et ll OU les deux bards de la 
coupure m se raccordent avec la circonference G0 • (Voyez la figure de la 
page precedente.) 

D'autre part on a aussi, en considerant les deux points fi et r oil les deux 
bards de la coupure l rencontrent cette circonference 0'1 , 

£ = w(r, z0 , zJ - w(fi, z0 , z1); 

d'ou en retranchant 

~lt- £ = w(a, z0 , zJ- w(r, z0 , zJ + w(fi, z0 , z1)- w(cc, z0 , z1). 

Or le second membre de cette relation n'est autre chose que l'integrale 
w(z, Z0 , z1) prise sur la circonference 0'1 dans le scns de la fleche. Comme 
la fonction 

E( z) w; •• , (z) 

a, dans lc cercle Gp le seul pole z1 avec le residu E(z1), l'integrale de 
cette fonction prise dans le sens negatif sur la circonference 0'

1 est 

- zmE(zJ. 
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On obtient done la relation 

d'ou, d'apres la valeur trouvee auparavant pour £: 

Relations entre les modules de pe1•iodicite de l-'integrale w(z, Z0 , Z1). 

La consideration des p points de croisement des coupures donnera, 
comme pour l'intcgrale de premiere cspece (page 34), les p relations 

k=I,2, ... ,p 

avec la convention que 

L'clirnination de (~\, (~\, ... , @P entre ces p relations fournira }'equation 

analogue a la relation (23) de la page 5 I. 

Relation ent1•e les modules de periodicite de l'integrale w (z , Z0 , Z1 ) 

et ceux d'une integrale de premiere espece Q(z) 
aux 'IWUltiplicatmw.~ int•er.~eR. 

En ecrivant que l'integrale 

prise sur le contour de la surface de Riemann Rabclm, est nulle, et trans
formant cette integrale comme on l'a. fait pour nne integrale du meme 



Sur leR integrates de f'onction!! A multiplicateurs. 57 

genre a propos des integrales de premiere (pages 36 a 40) on de troi
sieme espece (pages 5 I a 53), on obtiendra }a relation 

k=p 

I: [A;(n;$k + ~.t+ 1)-m;B;dk- n;c;(m~d~.: + @3.t) + n;c;+t9B~.:] 
k-l 

= 27ii[.Q(z1)E(z1)- .Q(z0 )E(z0 )]. 

Comme ~rification, supposons que les multiplicateurs mk et n~.: de
viennent tous egaux a l'unite, leurs inverses m; et n; deviendront amsi 
l'unite, l'exponentielle E(z) se reduira egalement a l'unite, enfin !!(z) et 
?O(z, z

0
, z

1
) deviendront des integrales abeliennes l'une de premiere l'autre 

de troisieme espece. Com me, dans cette hypothese, les constantes ~~, 

~2' ~3' ••• ' ~p et c; ' c~' ... ' c; deviennent nulles, les constantes ~p+l 
et o;+t etant nulles par convention, la relation (26) que nous venom; de 
trouver se reduit a la relation bien connue 

k=P 

L (A;@3.t- B;d~.:) = 2m[ !!(z1)- !!(z0 )] .t-1 

qui lie les modules de periodicite d.t, ~H d'une integrale abelienne de 
troisieme espece, aux modules de periodicite A; et B; d'une integrale 
abcmenne de premiere espece !!(z). 

Integrates de seconde espece. 

Soit f/J(z) nne fonction aux multiplicateurs rnk et n~.: (k= 1,2, ... ,p), 
l'integrale 

J f/J(z) dz 

sera .. de deuxieme espece si elle n'admet que des infinis algebriques. D'apres 
eela, l'integrale de seconde espece la plus simple qu'on puisse imaginer est 
celle qui ne devient infinie qu'en un point Z0 et cela comme 

Une telle integrale existe toujours, quelle que soit In position du point 
Acta ma11Mm1111ea. 18. Imprlme le 2 avril 1890. 8* 
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z0 , lt condition que les multiplicateurs ne soient pas ceux d'une exponentielle 
de la forme 

non reduite a une constante. 
Supposons d'abord que les multiplicateurs ne soient pas ceux d'une 

exponentielle telle que E(z). Nons formerons alors, comme il suit, l'inte
grale de seconde espixe avec un seul pole du premier ordre de residu + 1. 

Appelons, com.me plus haut, w(z) une integrale abelienne de pre
miere espece et w'(z) la fonction algebrique qui est la derivee de cette 
integrale. Cette fouction algebrique w'(z) devient nulle a distance finie 
en (2p- 2) points 

lies par les p relations bien connues 

(k=l,2, ••• ,p) 

Formons uno fonction cp(z) admettant les multiplicateurs 'lnt et nk, 
devenant infinie du premier ordre aux points 

r1 , r 2 , • • • , r2p-2 
et infinie dtt second ordre en un point z

0 
donne arbitrairement. Cette 

fon~tion 1'(z) ayant 2p infinis, puisqne z
0 

compte pour denx, aura aussi 
2p zeros que nons nommerons 

JYapres cc qne nons avons vu dans la premiere partie, cctte fonction 
¢'(z) sera 

los zeros 

et los infinis 
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etant lies par les p relations 

j=2p-2 

wk(u)- wk(zo) + wk(v)- wk(zo) + L [wk(fii) - wk(rJ)] 
J=l 

ou 
k = I, 2, ••• , p. 

Comme la somme 

est egale a la constante Gk, les relations ci-dessus s'ecrivent plus simple-
ment 

j=2p-2 

wt(u) + wk(v) + ~ Wt(fiJ) 
J=l 

' ou 
k = I , 2, ... , p. 

Ces relations montrent que, z0 etant donne, on pourra choisir arbitrairc
ment p zeros 

et determiner par ces relations les p zeros restants: 

On pourra toujours choisir les zeros arbitraires 

de telle fa«;on qu'aucun des zeros restants 

fil ' fi~ ' ... ' fip 

ne coincide avec le point z
0

• Alors la fonction ¢(z) 'dcviendra effective
ment infinie du second ordre au point z0 • Si l'on considere le produit 

¢(z)w'(z), 
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on voit qu'il ne devient plus infini en aucun des points T1 , T2 , ••• , r,p_2 

qui sont les zeros de w'(z); ce produit devient infini du second ordre 
au point Z0 ; il devient aussi infini aux infinis de w'(z) et cela comme 
w'(z); enfin ce produit est, en chaque point a l'infini, infiniment petit de 

l'ordre de ;. On pourra disposer du facteur constant 0 qui figure dans 
z 

!'expression de ¢(z), de maniere que le produit 

tende vers - 1 quand z tend vers Z0 • Alors, dans le voisinage de z = z
0

, 

on aura pour ¢(z)w'(z) un develop,pement de la forme 

¢(z)w'(z) = -( 1 )~+~+ B0 + 00(Z-Z8 ) + ... , 
II-Z

0 
Z -110 

P0 , B0 , 00 , • • • etant des constantes dont la premiere est le residu de 
¢(z)w'(z) au pole z0 • D'apres toutes ces proprietes du produit ¢(z)w'(z), 
l'integrale 

J ¢(z)w'(z)dz 

rcste partout finie excepte au point z0 oil elle devient infinie comme 

Puisque, par hypothese, les multiplicateurs m.t et n.t ne sont pas ceux 
d'une exponentiellc E(z), il existe une integrale de troisieme espece 

m (z , z0 ) 

dont la derivee admet lcs multiplicateurs mt et nt et qui devient infinie 
au point Z

0 
conune 

Done la difference 

deviendra infinie au seul point z0 et cela comme 

I --. 
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Nous avons ainsi forme l'integrale de seconde espece 

t(z, z0 ) 

partout finie excepte au pole z = Zo de residu + I. Nous designons 
cette integrale par la lettre t que RIEMANN et NEUMANN emploient pqur 
designer l'integrale abelienne de seconde espece. Cela ne pourra pas 
amener de confusion car notre integrale est appelee t(z, z0 ) et l'integrale 
abelienne avec le pole simple z0 est appelee par NEUMANN t,.(z). 

Cas special ou les multiplicateurs soot ceux d'une exponentielle E ( z ). 

Dans ce cas on pourra toujours former comme precedemment l'inte
grale 

J ¢(z)w'(z)dz 

qm devient infinie au seul point z0 comme 

mais alors il n'existe plus d'integrale de troisieme espece m(z, z0 ) deve
nant infinie en un seul point z0 comme log (z - z0). On ne peut done 
plus former l'integrale t(z, z0 ) comme dans le cas general qui precede. 
Dans le cas actuel cette integrale n'existe plus: la constante P

0 
ne peut 

etre nulle que pour des positions particulieres du point Zo· En effet, dans 
le cas present, la fonction 

¢(z)w'(z) 
E(z) 

est une fonction algebrique devenant a l'infini infinimcnt petite de l'ordre 

de ~; et l'on sait que la somme de tous les residus d'une pareille fonc
z 

tion algebrique est nulle. Or le seul pole de cette fonction, ayant un 
residu different de zero, est le point Z0 : dans le voisinage de ce point on a 

¢(z)w'(z) = -( 1 
)' + ~ + B0 + ... , 

Z- Z0 Z- z0 
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Si l'on forme le produit 

¢(z)w'(z). E~z) 

ct si l'on ecrit que dans ce produit, le residu, e'est a dire le coefficient 

de _I_, est nul, on a la relation 
z- Z0 

qui montre que P0 n'est nul que pour des positions exceptionnelles du 
point Z

0
• 

Ainsi, dans le cas special dont nous nous occupons ici, il n'existe 
pas d'integrale de deuxieme espece devcnant infinie en un point arbi-

traire z
0 

et cela comme _I-. Une telle integrale ne peut exister que z-z0 

pour des positions exceptionnelles du point Z0 verifiant !'equation 

A1 w~ ( Z0 ) + A2 W~ (z0 ) + ... + Apw;(z0 ) = o. 

Mais, quel que soit Z0 , il existe alors une integrale 

r(z, Z0 ) = J ¢(z)w'(z)dz 

devenant infinie au seul point z0 et cela comme 

P0 ayant la valeur (2 7) ci-dessus. Cette integrale r(z, z
0

) est, d'apres 
notre classification, de troisieme espece; elle peut aussi etre formee de la 
fa«;on suivante. Si l'on appelle, avec NEUMANN, 

t,. ( z) 

l'integrale abelienne de seconde espece admettant lc scul pole z
0 

au pre
mier degre et avec le residu + 1, on aura 

r(z, z0 ) = E;zo)jE(z)dt.,(z). 

En effct la fonction sous lc signe J 
E(z) dt.~ 

d!'4 
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est une fonction aux multiplicateurs speciaux mk et nk: dans le voisinage 
du point z

0 
on a, en appelant E'(z) la derivee de E(z), 

d'ou, en multipliant membre a membre, puis divisant par E(z0 ), 

L'intt~grale 

E~ zo) J E(z) dt,.(z) 

devient done infinie au seul point Z0 et cela comme 

car la constante appelee P0 est precisement 

Cette integrale est, par suite, egale a r(z, z0 ), ou n'en differe que par 
une somme d'integrales de premiere espece. 

Puisque, dans ce cas special ou les multiplicateurs sont ceux de 
l'exponentielle E(z), il n'existe pas d'integrale de deuxieme espece avec 
un seul pole du premier ordre, l'integrale de deuxieme espece la plus 
simple aura au moins deux poles du premier ordre z

0 
et z

1
• Pour la 

former, appelons r(z, zJ l'integrale qui devient infinie au seul point z1 

com me 

I -- + P1 log(z- zJ, z -z1 

et considerons !'expression 
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ou w(z, Z0 , zJ est l'integrale de troisieme espece devenant infinie aux 
points z0 et z1 comme 

Cette integrale t(z, z
0

, z1) n'a plus d'infinis logarithmiques: en effet au 
point Z0 elle devient infinie comme 

c'est a dire, en reduisant, comme 

de m~me au point z1 elle devient infinie comme 

c'est a dire comme 

Remarque. Si l'on suppose que, dans l'exponentielle 

toutes les constantes A1 , A~ , ••• , Ap sont nulles, cette exponentielle se reduit 
a l'unite et tous }es mu}tiplicateurs mk et 'flk (k = I , 2 , ••• , p) devien
nent aussi egaux a l'unite. Alors la constante P0 est nulle quel que 
soit z0 et l'integrale r(z, z0 ) se reduit a l'integrale abelienne de seconde 
espece t,.(z). 

Modules de periodicite d'une imtegrale de deuxieme espece. 

Nous venons de voir que, dans le cas general ou les multiplicateurs 
mk et n~; ne sont pas ceux d'une exponentielle E(z), il existe une inte,. 
grale de deuxieme espece 
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partout finie excepte au point z
0 

qui est un pole simple de residu + 1. 

Cette integrale est reguHere sur la surface Babe de RrEM.ANN: elle possede, 
comme une integrale de premiere espece, (3P- 1) modules de periodicite 
\ a sav01r: 

le long de la coupure ak le module de periodicite a;, 

le long de la coupure b" le module de periodicite gs;, 
(k=1,2, ... ,p) 

le long de la coupure ch le module de periodicite <2-~. (h=2,s, ... ,p) 

Cela signi:fie que l'on a: 

' 

le long de a": t()., .z0)- m"t(p, .Z0 ) =a;, 

le long de b": t ()., .z0 ) - n"t(p, z0 ) = gs;, 

le long de ch: t()., .z0 ) -· t(p, .z
0

) = <2~. 

Relations entre ces modules. 

(k=l,2, ... ,p) 

(h-2,3, •..• p) 

La consideration des points de croisement des coupures fournira entre 
ces modules de periodicite des relations identiques a celles qui ont ete 
etablies pour les modules de periodicite des integrales de premiere espece. 

(Pages 33 et 34·) 
L'on obtient ainsi les p relations 

' ou 

et ou I' on convient de rem placer. <2~ e' <2-;+1 par zero. 
De ces relations l'on deduit par !'elimination de <2-;, <2;, ... , <2; 

I' equation 

, .Acta matlumatica. 18. Impr!me Je 19 avril 1890. 9* 
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Relations entre les modules de periodicite de l'integrale de seconde 
espece t(z, z0 ) et ceux d'une integrale de premiere espece aux 

multiplicateurs inverses. 

So it, com me plus haut, Q ( z ), une integrale de premiere espece aux 
multiplicateurs m~ et n~ inverses de mk et nk, admettant les modules de 
periodicite .A~, B~ , C~. 

L'integrale 
1' = J JJ(z)dt(z, z0 ) 

Babe 

pr1se dans le sens positif sur le contour de la surface de Riemann Babe 

est egale a 
- 2mJJ'(z0 ), 

en designant par JJ'(z) la derivee de !J(z) par rapport a z. En effet, 
sur la surface Rabc la fonction 

est uniforme et reguliere: elle admet le pole z
0 

et, dans le voisinage de 
ce point, on a 

done, dans }e produit !J(z) dt(~~ z.), le residu relatif au pole Z
0 

est 

Ce produit a d'autres poles aux points de ramification mais leurs residus 
sont tous nuls; de plus il est a l'infini in£niment petit de l'ordre de 
I 
~. Done l'integrale 1' prise dans le sens positif sur le contour de la 

surface Rabc est egale a la valeur de cette meme integrale prise dans le 
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meme sens sur une petite circonference entourant le point t 0 , c'est a 
dire a 

comme nous l'nvions annonce. 
D'autre part l'integrale I' se transformera exactement comme l'inte

grale I que nous avons traitee aux pages 36 et suivantes; et l'on trou
vera que cette integrale est egale a 

k=p 

L [.A~(n~.ffi~ + ~~+ 1)- m~B~a~- n~C~(m~tl~ + .ffiD + n~O~-r 1 @3~]. 
k=l 

On a done la relation 

avec la convention 

ell 0' 17H 17l1 
1 = p+l = ~1 = ~P+l = Q, 

Cas special ou les multiplicateurs mk et nk sont ceux d'une 
exponentielle E ( z ). 

Dans ce cas l'integrale de seconde espece t(z, z0 ) avec un seul pole 
simple z

0 
n'existe plus. Il faut la remplacer par l'integrale appelee 

t(z, t
0

, z1) definie par I' equation (page 63) 

t(z, z0 , z1 ) = P1E(z0 )r(z, z0)- P0 E(z1)r(z, z1) + P0 P1w(z, Z0 , z1), 

ou encore, d'apres les expressions des integrales 

r(z, z0 ) , r(z, zJ , w(z, z0 , z1), 

t(z, z0 , zJ = P1J E(z)dt,.(z)- P0 j E(z)dt,, (z) + P0 P1J E(z)dm ••• , (z). 

Les constantes P0 et P 1 ont les valeurs 

Po= 2 [A1 W~(zo) + ).2w;(zo) + ... + A,w;(zo)], 

P1 = 2 [).~w~(zl) + A2w;(z1) + ... + Apw;(zt)]. 
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Cette integrale de seconde espece est, comme toute integrale de seconde 
espece, uniforme et reguliere sur la surface Rabc de Riemann; elle ad met 
les deux poles simples z

0 
et z1 avec les residus respectifs 

Appelons encore a~, @3~, ~~ les modules de periodicite de cette integrale 
t(z, Z0 , z1) le long des coupures ak, bk, ch (~:~:i::::;;). Ces modules sont 
lies entre eux par. les p relations 

' ou 
k = I , 2, ... , p, 

et 

Enfin, ces modules de periodicite a~, @3~, ~~ sont lies aux modules de 
periodicite A~, B~, 0~ d'une integrale de premiere espece Q(z), aux 
multiplicateurs inverses, par la relation 

k=p 

L [A~(n~@3~ + ~~+ 1)- m~B~a~- n~C~(m~a~ + @3;) + n~0~+ 1 @3~] 
k=l 

= zm[PoE(zi) .!l(zl)- PIE(zo).!l(zo)], 

que l'on obtient par la consideration de l'integrale 

J !2(z) dt(z, z0 , zJ 
Rabo 

prise dans le sens positif sur le contour de la surface Rabc de Riemann. 

Fm•mule de decomposition d'une fonction a multiplicateurs 
en elements simples. 

De meme que, par la formule de RIEMANN·RocH (Journal de 
Crelle, t. 84, pag. 294, et C. NEUMANN loc. cit. page 258), toute fonc
tion rationnelle de s et z, c'est a dire toute fonction reguliere sur la 
surface R de Riemann, peut s' ecrire so us la forme d'une somme d'inte-
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grales abeliennes de seconde espece, de fa~on que les poles et les parties 
principales correspondantes se trouvent en evidence; de me me toute fonc
tion a multiplicateurs peut s' ecrire sous la forme d'une somme d'inte
grales de fonctions a multiplicateurs de premiere et seconde espece, de 
fa<;on a mettre en evidence les poles et les parties principales corres
pondantes. Cette formule que nous allons etablir remplace avantageuse
ment la formule donnee par M. APPELL (Journal de mathematiques 
pures et appliquees, publie par M. RESAL, t. 9 (1883), page 11). 
La formule de M. APPELL presente cet inconvenient que !'element simple 
devient infini en (p- I) points etrangers a la question, tandis que notre 
element ne devient infini qu'en un point. ' 

Soit f/J(z) une fonction admettant les multiplicateurs mk et nk 

(k = I , 2 , ••• , p) non SpeciaUX c'est a dire ne pouvant pas etre iden
tifies avec ceux d'une exponentielle E(z); cette fonction est reguliere sur 
la surface Rab de Riemann et admet sur cette surface un certain nombre 
q de poles 

que nous supposons d'abord simples et distincts des points de ramification: 
soient 

les residus relatifs a ces poles. Considerons la difference 

ou t (z , z.) designe, comme plus haut, l'integrale de seconde espece, d'une 
fonction aux multiplicateurs donnes, qui devient infinie au seul point 

I 
z. et cela comme --. Cette difference A est uniforme sur la surface 

z -z. 
Rabc de Riemann, car chacun de ses termes l'est; elle demeure sur cett.e 
surface partout finie, car dans le voisinage du point z = z1 par exemple 
on a par hypothese 

f/J ( z) = ~ + a0 + a1 (z - Z1 ) -1- ... z- z1 

et 
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ce qui montre que la difference A. reste finie pour z = z1 ; enfin la 
derivee de A. par rapport a z est reguliere sur Rab et admet les multi
plicateurs mk et nk, puisqu'il en est ainsi de la derivee de chacun des 
termes de A.. Cette difference A. est done l'integrale d'une fonction a 
multiplicateurs et, comme elle est partout finie, c'est une integrale de pre
miere espece: elle peut, par consequent, se mettre sous la forme 

p.1, f1.2, ... , fl.p-t etant des constantes, a\(z), w2(z), ... , Wp_1(z) les (p-I) 
integrales de premiere espece lineairement independantes. En egalant A. 
a cette derniere expression, on obtient la formule cherchee 

(30) dJ(z) = R1t(z, z1 ) + R2t(z, z2) + ... + Rqt(z, zq) 

+ p.lwl(z) + p.2w2(z) + ... + fl.p-l(J)p-l(z) + o·, 

entiE~rement analogue a la formule de RIEMANN-ROCH. (Voyez c. NEU

MANN, loc. cit. page 258.) 
Pour etablir cette formule, no us avons suppose les p6les Zp z2 , ... , z11 

du premier ordre: si l'un de ces poles, par exemple z1 , etait d'~rdre n, 
il faudrait remplacer l'element 

par une expressiOn de la forme 

comme il arrive dans toutes les formules de ce genre. Nous avons aussi 
suppose les points z1 , z

2
, ••• , Zq distincts des points de ramification. Il 

serait trop long d'indiquer les modifications bien simples que devrait 
subir la formule, si certains des poles z

1 
, z

2 
, ••• , zq coincidaient avec des 

points de ramification; ces modifications sont identiques a celles qui se 
presentent dans des conditions analogues pour les fonctions algebriques 
et les integrales abeliennes de seconde espece. (Voyez une Note de M. 
GouRSAT Sur la theorie des integrales abeliennes, Comptes rendus des 
seances d e l 'A cad e m i e de paris, t. 9 7' page I 2 8 I.) 

On peut, comme verification, deduire de cette formule de decomposi-
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tion, les (p - I) relations qui lient les residus Rl ' R2 ' ... ' Rg et les 
pOles correspondants z1 , z, , ... , Zg, relations que nons avons etablies 
directement (page 2 8). Pour eel a, designons par 

les modules de periodicite de l'integrale t(z, zr), 

r = I , 2, ... , q; 

et par 
.A.lj ' .A.2j ' ....... ' .A.pj' 

Blj, B 2j, .•••••• , BPi' 

les modules de periodicite de l'integrale de premiere espece wj(z), 

j = I , 2 , ••• , (p - I). 

Comme les modules de periodicite de la fonction i/J(z) sont nuls, puisque 
w(z) . est une fonction a multiplicateurs, la formule de decomposition 
etablie precedemment (page 70) donnera immediatement les (3P- I) 
relations 

I 
Rla;l + R2a~2 + ... + Rl[a;'l + P.t.A.kl + P.2.A.t2 + ... + fl.p-l.A.k,p-1 = o, 

(3 I) Rl83;1 + R283~2 + ... + RI[8B~'l + p.lBkl + p.2Bk2 + ... + P.p-lBk,p-1 = o, 

R18~1 + R28~2 + ... + Rg8~q + P1 O"t + P.2 0,.2 + · .. + f1.r;-1 Oh,p-1 = o, 

ou 
k = 1' 2' ..• ' p, h = 2' 3' ... 'p. 

Soit, com me dans tout le cours de ce travail, Q(z) une integrale 
de premiere espece d'une fonction aux multiplicateurs m~ et n~ inverses 
de mk et nt, et soient 

(
k=l, 2, ... ,p) 
h=2,B1 ... ,p 
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les modules de periodicite de cette integrale. La relation qm lie les 
modules de periodicite des deux integrales de premiere espece 

aux multiplicateurs inverses est, comme nous l'avons vu (page 40) 

k=p 

~:~1 [A~(n;Bkj + Gk+I,j)- m;B~.A.~c1 - n;G;(m~.A.kj + B~:1) + n;c;+1 Bkj] = o, 

ou, en ordonnant cette relation par rapport a Akj, Bkj, Gk+l.j et changeant 
les signes 

lt=p 

(32) L [A~cj(m~B; + m;n~G;) 
.t=l 

+ B.t1(n;c;- n;A;- n;c;+I)- Gk+I,1A;] = o, 
' 

' ou 

En faisant successivement 

J = I, 2, ... , (p- 1) 

on obtiendra (p - I) relations de cette forme. De meme la relation 
qui lie les modules de perodicite de l'integrale de deuxieme espece 
t (z, zr) et de l'integrale de premiere espece .!2 ( z) aux multiplicateurs 
inverses (page 67) peut s'ecrire, si on l'ordonne par rapport aux modules 
de periodicite de t(z, zr) et si on change les signes 

k=p 

(33) k~ [Cl;r(m£B£ + m~n£0£) + 8B;,.(n£C~- n~A~- n~C£+ 1)- ~£+ 1 ,rA£] 

= 2m!2'(zr) 
\ ou 

En faisant successivement 

r=I,2, ... ,q, 
on obtiendra q relations de cette forme. Cela pose, multiplions cette 
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derniere relation (3 3) par Rr et ln. relation precedente (3 2) par f-lj et 
faisons ln. sornrne des q + p- I relations ainsi obtenues 

(r = I , 2 , ..• , q j ;' = I , 2 , .•• , p- I). 

Dans cette somme, le premier membre est nul, en vertu des relations 
qui expriment que les modules de periodicite de f/J(z) sont nuls (eq. 3 I, 

page 7 I), et il reste 

ce qui est la relation etablie directement (page 28) entre les poles et les 
residus d'une fonction a multiplicateurs. Cette relation, comme nous 
l'avons vu, se decompose en (p - r) relations distinctes. 

Cas special ml le.'l 'lnultiplicateuJ•s sont ceux d'u.ne exponentielle 
de la forme 

Dans ce cas, la formule de decomposition que nons avons etablie 
ci-dessus n'est plus applicable, car l'integrale de seconde espc:ke t (z, .z

0
) 

avec un seul infini simple n'existe plus. On pourrait alors etablir une 
autre formule de decomposition en elements simples, en prenant pour eM
ment l'integrale de seconde espece t (z , z0 , .zJ a vee deux infinis sim pies 
qui devient infinie en ces deux points comme 

PtE(z0 ) P0 E(z1 ). 1 

z- z
0 

z- z1 

On aurait ainsi la formule 

r=q-1 

f/J(z) = ~ Pq;Czr/(z' zrl Zq) + p.lwJz) + p.2w2(z) + ... + f1pwp(z) + ue, 

Pq designant la constante 2 [A 1w;(zq) + A2 w~(zq) + ... + .Apw;(zq)], w 1 (z), 
w2(z) , ... , wP(z) les integrales de premiere espece qui sont actuellement 
au nombre de p. 

1 Voir page 63. 
Acta mathematica. 18. Imprime Je 19 avril 1890. 10* 
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Mais il est bien plus simple de remarquer qn'nne fonction aux 
multiplicateurs speciaux m" et nk est de la forme 

ifJ(z) = E(z)R(s, z), 

R(s, z) de~ignant unc fonction rationnelle de s et z, et d'nppliquer en
~mite a ecth\ fonction mtionnellc R(s' z) la formule de RIEMANN-Rocn, 

<~omme le fait ~L ArrEu,. (.T ournal de mathematiq ues, public par 
.M. RESAL, annec 1883, pagf~ 13, No 7·) 

RxJwe.'4.'4ion la plu..~ gene~·ale ll''lme integrale lle fo~wtions 
a mu,ltiplicateu.rs. 

On demontre Rnns peine, comme on le fait pour les integrnles abc
liennc:;:, qne tonte integrale de fonction it. multiplicatenrs cRt nne somme 
fl'integrnJes <le p1·emiere <'spcce, d'integrales de troisit~me espec<', d'intc
grales de scconde espece et de derivees de ces dernieres par rapport au 
pnrnmctre. C'eRt cc qui rcsnlte de ce fait, qu'en retranchnnt, d'une inte
gra1c de fonction it mnltiplicatcnrs, des intcgrales convenahle's de troisiemc 
nspece et de scconde cspece et. Jes <1erivees de ces d0rnicres par rapport 
au pnrametl'e, on mnenera 1a r1iffcrence a rester partout finie. 


