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Troisieme partie.

Développements des fonctions abéliennes en séries
trigonométriques.

Pour montrer, par un exemple simple, comment les intégrales de
fonctions a multiplicateurs g'introduisent dans le probléeme du développe-
ment des fonctions abéliennes en séries trigonométriques, nous traiterons
d’abord un exemple relatif aux fonctions clliptiques qui fera bien saisir
I'esprit de la méthode.

Considérons le relation algébrique

§? = (1 —2%)(1 — k%)

ou nous supposons k réel et plus petit que Uunité. La surface de Riemann
correspondante posséde deux feuillets et quatre points de ramification

1 I . ’ e,y ,
F+1,—1,+ P situés sur l'axc des quantités réelles Oz. On passe
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d'un des feuillets & l'autre en traversant l'une ou l'autre des lignes de
passage (Ubergangslinien)

I

+I)P)P,7_I; +%9Q)Q”—§°

On transformera cette surface de Riemann en une surface R, simple-
ment connexe & l'aide des coupures @ et b, comme le montre la figure.
Le point de croisement des deux coupures est & Vorigine O qui appartient
au bord droit de la coupure a et au bord gauche de la coupure b.
Enfin nous supposerons que, dans le feuillet supérieur, la valeur de s
est positive pour z = o.

L'intégrale elliptique de premiére espéce

w(z) = zd-z -—f da
I A Y O e 23
0 0

est uniforme sur la surface de Riemann R, figurée a la page précédente.
Le long de la coupure 4, on a

w(i) — w(p) = 4K
et le long de la coupure b
w(k) — wlp) = 2iK,

K et K' ayant la signification que leur donne Jacosr et les lettres 2, p
désignant comme toujours deux points situés en face l'un de l'autre sur
les deux bords d’une coupure, A sur le bord gauche et p sur le bord
droit. En effet, si 'on désigne par o, a, 3,y les sommets des quatre
angles formés par les bords des coupures a et b en leur point de croise-
ment, la valeur constante de la différence w(d) — w(p) le long de la
coupure @ est égale en particulier & w(y) — w(0), cest & dire a l'inté-
grale w(z) prise le long du bord gauche de la coupure b depuis le point
o jusqu'au point y, ce qui donne bien 4K; de méme la valeur constante
de w(2) — w(p) le long de la coupure b est égale en particulier a

w(0) — w(a) = — [w(a) —w(0)]



Sur les intégrales de fonctions & multiplicateurs. 77

et la quantité entre crochets est I'intégrale prise de O en a sur le contour

. . I e s

L qui contourne les deux points 4 1 et 4 7 dans le sens positif, inté-
v

grale égale a — 2iK".

En vue de ce qui suit, calculons les valeurs de l'intégrale w(z) aux
points & linfini dans les deux feuillets que nous désignerons par j, et j,
le point s, étant a l'infini dans le feuillet supérieur et j, dans le feuillet
inférieur. Pour cela remarquons que le long de l'axe Oz des quantités
réelles on a, pour s, la suite des valeurs suivantes:

feuillet supérieur:

entre o et -+ 1, §> o,

entre 1 et +i, %<o,

entre - et 4 oo, $> 0;

feuillet inférieur:
entre o et 4+ 1, s<o0,

entre 1 et —l-i, §>o,

entre

et 4 oo, s<o.

Les raisonnements qui conduisent & ces signes sont bien connus: ils sont
détaillés plus loin & 'occasion d’une question analogue, & la page 38.
D'aprés cela I'on a pour lintégrale w(z) les valeurs suivantes aux

points 4 1 et +£.:

w(1) = K, w<—> = K — iK',

I

car, pour aller le long de I'axe des z de l'origine au point 7 il faut a

partir du point - 1 suivre l'axe dans le feuillet inférieur de facon &

, . . , . . 1
passer sous la coupure b. Si maintenant a partic du point --|—]~‘7 on
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s'¢loigne a l'infini le long de V'axe Ox, on aura si I'on s'éloigne dans le

feuillet supérieur

. I
w(]o) = w(;) + (—i—z—a
)
1
r

s étant pris positivement, ct si on s'éloigne dans le feuillet inférieur

w(j,) = w<;> +f(—i§,

s étant négatif. Or on a

+®

f dz iy
+ V(1 — 2*)(1 — k*%)

R

les formules précédentes donneront done
w(y,) = 2K —ilC, w(j,) = — K"

Ces préliminaires étant posés, faisons

dz
u=w(s) =f Vi =t — k)

d’ou par linversion
2 == shu,

la fonction snu admettant les deux périodes 4K et 2¢K'. Lorsque u
varie 'par valeurs réelles de o a 4K, la variable z décrit sur la surface
R,, de Riemann un chemin C composé de la portion o, 4 1 de l'axe
des quantités réclles Or dans le feuillet supérieur, de la portion 41, —1
de ce méme axe dans le feuillet inférieur, enfin de la portion — 1,0
de cc méme axe dans le feuillet supérieur. La fonction périodique snu
est donc pour ces valeurs de # développable en unc série de Fourier de
la forme

y=4w vui

z=snu= 2 pe’k

y=—2%
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avee

4K
yrit

1 ETa
ze *Fdu,

), = -

2= R

0

Pintégration étant faite par un chemin réel on un chemin infiniment

voisin. Pour évaluer cette intégrale définic, faisons-y le changement de
variable

dz
w = w(z), duy = 3
nous aurons
(34) L[ e
Po=uk | = ’
¢
(54

Vindice ¢ rappelant que la variable # doit parcourir, sur la surface de
Riemann K, le chemin appel¢ € et défini a la page préeédente, ou un
chemin infiniment voisin comme celni que nous figurons ici et qui va,
du point O au point y, aprés avoir contourné les deux points + 1, —
en fécartant infiniment peu de l'axe Oz.

Dans l'intégrale (34) qui donne p,, la fonction sous le signe d’inté-
gration

vri
~% w(z)

est une fonction & multiplicateurs, réguliére sur la surface de Riemann R,,.
Comme lintégrale w(z) admet le long des coupures a et b les modules
de périodicité 4K et 2iK’, la fonction @(z) admet le long de ces mémes
coupures les multiplicatcurs
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c’est & dire que cette fonction vérifie les relations:
le long de la coupure a, @(2) = @(p),

le long de la coupure &, 7 P(p),

D
N
p.
S~

en faisant, comme il est d'usage,

Cette fonction a multiplicateurs @(2z) rentre dans le cas spécial
examiné a la page 14, car ses maultiplicateurs sont ceux de I'exponen-
tielle

L’intégrale

est donc une intégrale de fonction & multiplicateurs. Cest une intégrale
de troisime espéce admettant pour points critiques logarithmiques les
deux points j, et j, situés 4 linfini dans les deux feuillets. En effet,
dans le voisinage du point j, c’est & dire pour des valeurs de z apparte-
nant au feuillet supérieur ct dont le module surpasse un nombre suffi-
samment grand, on a

F_ L4 n
S_IA'Z+Z2 +z3+"')

vz
YA w(z} . o (o)

thyly

Comme
w(j,) = 2K — ik,

ainsi que nous l'avons montré, on a, en multipliant les développements
ci-dessus,

D)= e N

8

q+++



Sur les intégrales de fonctions & multiplicateurs. 81

Donc lintégrale
@(2)= [ O(2)de
) a[ ()
devient au point 7, infinie comme

(:%X!_lf_ log 2.

On verra de méme que, dans le voisinage du point j,, on a

v

0(e)=—L 4544,

et que l'intégrale @(2) devient au point j, infinie comme

v

—kg log 2.

Nous pourrons appliquer & cette intégrale &(z) ce que nous avons dit
aux pages 53 et suivantes: il suffira de supposer les points critiques lo-
garithmiques 2z, et 2, placés a l'infini aux points 7, et j,.

L’intégrale @(2) n'est pas uniforme sur la surface de Riemann R,:

S B - S
.. 8 .

elle est uniforme sur la surface R, que I'on obtient en entourant les
deux points j, et j; d'un lacet ! 4 m, commen¢ant et finissant au point
de croisement des coupures a et b. Ce lacet est représenté dans la
figure schématique ci-dessus ou les points a linfini j, et j, sont repré-
Acta mathematica, 13, Imprimé le 21 avril 1880, 11*
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sentés comme g'ils étaient & distance finie, I'un 7, dans le feuillet supé-
rieur, 'autre j, dans le feuillet inférieur. Appelons

a,s,8, 9m

les modules de périodicité de I'intégrale

o) — [,

c’est a dire, supposons que l'on aft

le long de la coupure a: @(2) — @(p) =4,
le long de la coupure &: @(A) — ¢”@(p) = B,
le long de la coupure I: &(A)— @(p)=7¢,
le long de la coupure m: @(A) — @(p) = O,
car les multiplicateurs sont 1 et ¢. La formule qui donne p, (page

79) est

vri
p =y .I_ z_dz e - 2K (@)
Y 4K s ’

c

I'intégrale étant prise le long du contour C qui va du point O au point
7 aprés avoir entouré les deux points + 1 et — 1 en g'écartant infini-
ment peu de l'axe Oz; on a donc

(35) 2 =4K[‘7’(T)—‘7’(0) =%

Ainsi le calcul de p, se raméne au calcul du module

1 g@ de périodicité &. Or ce module est facile & calculer
ey . . e

" par les relations générales que nous avons établies

o'

et que nous allons reprendre pour le cas particulier
actuel. Figurons les coupures ! et m raccordées par
deux circonférences infiniment petites o, et o, entou-
rant les points j, et ;. On a, pour le module de périodicité le long de I:

= &(4) — @(p)-
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. ’ ) . . ’
Ce module £ est donc l'intégrale @(z) prise sur la circonférence o, dans
le sens de la fleche: or, dans le voisinage du point j,, on a (page 81)

5
Oe) = —L+3+3+4..,

donc l'intégrale
@(2) =f(l)(z)dz

prise sur la petite circonférence ¢, dans le sens de la fleche est

On trouve ainsi

La figure donne aussi

M=a(0)—a(y), L=a()—a(y),
d'ou en retranchant

M—L=a(0)—a(e) + [@(y) — a(x)])

ce qui montre que MU — £ est V'intégrale @(z) prise dans le sens de la
fleche sur la circonférence g, entourant le point j,. Comme, dans le
voisinage de j,, on a (page 80)

g a8
o) = T 424 A4

kz
l'intégrale
@(2) =f(b(z)dz
prise sur la circonférence o, dans le sens de la fléche est

M — ¢ = (— 1727y,

On aura donc, d’aprés la valeur que nous venons de trouver pour £:

v

M = [(— 17— 1]¢"
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Il va de soi que, comme les points j, et j, sont a linfini, la petite

circonférence ¢, entourant le point j, est en réalité une circonférence

trés grande de centre O située dans le feuillet inférieur et parcourue de

p jusqu’en A dans le sens positif autour de O; il en est de méme pour g,.
Le point de croisement des coupures a, b, m donne la relation

B(r —m,) —A(1 —n,) — mndM = o

Cest ce qui résulte de la relation générale de la page 56; en voici
d’ailleurs la démonstration. On a, d'aprés la définition méme des mo-
dules de périodicité, les relations suivantes

Multipliant ces relations respectivement par + 1, —1,—g¢”, ¢, + 1

et ajoutant, on a la relation cherchée :
A1 —g) + Mg~ = o,

d'ou

ad=—-2_or,

1—q™
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cest a dire, d'aprés la valeur trouvée pour M

v

5

2 ; -
a =Tml—?_—g:y[1 — (=}

Enfin comme le coefficient p, est égal a

a
ZK’
on a
_om I —(—1)
b=k
q?__.q 2

Ce coefficient est nul quand v est pair, et quand v est impair,

y = 21 4 I,
il a pour valeur
b = ot
K
On a donc pour le développement cherché

v=+4w yrui

y=+® yrui . bY4
. _ -EK«__ Tt e
2 =8NYuU = p.e = F]»‘ _‘T——T—)

Y= —0 — 2_q 2

v ne prenant que des valeurs impaires 2n -+ 1. En réunissant les termes
qui correspondent & des valeurs de » égales et de signes contraires, on
obtient enfin

g 2n\/§1§ q" . (2n + Dmu
Kk & 1 — g™ 2K’

ce qui est le développement bien connu que Jacosr a donné pour sinamw.
Il nous parait remarquable que l'on puisse ainsi obtenir ce développe-
ment sans se servir des fonctions # ni de la théorie des fonctions elliptiques.

La méthode que nous venons de suivre donnerait, de méme, les dé-
veloppements en séries trigonométriques de toute fonction de u exprimée
par une fonction rationnelle R(s,2) de s et z, c’est a dire de toute
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fonction elliptique. Le calcul des coefficients se raménera au calcul des
modules de périodicité des intégrales de fonctions & multiplicateurs de la
forme spéciale

Ces modules se calculeront par les méthodes générales que nous avons
données dans la deuxiéme partie.

Plus généralement on pourrait, en suivant la méme voie, calculer
les coefficients du développement en série trigonométrique d'une fonction
doublement périodique de seconde espéce admettant la période 4K et se
reproduisant, multipliée par un facteur constant arbitraire, quand la va-
riable % augmente de 2¢K'.

Mais nous laissons de coté ce cas particulier, o p = 1, qui ne
pourrait nous donner que des développements plus faciles & obtenir par
d’autres méthodes, et nous entrons dans un ordre de recherches entiére-
ment nouveau, en abordant les problémes analogues pour les intégrales
ultraelliptiques (p = 2) et les fonctions abéliennes de deux variables qui
naissent de leur inversion.

Intégrales ultraelliptiques et fonctions abéliennes de genre 2.

Employons les notations de RosenHAIN dans son Mémoire cowronné
(Mémoires présentés par divers savants a 1’Académie des sci-
ences de Paris, Tome 11, 1851, page 361), et considérons I'équation
algébrique

8* = 2(1 — 2)(1 — E%)(1 — 2%)(1 — p’%)
ou en abrégeant
st = (dkAw).
La surface de Riemann correspondante posséde deux feuillets et six points

de ramification
1 I I

o, I’EZ7A_27/1=7

.
Figurons ces points en supposant les quantités k, A, u réelles positives et

1>k>A>
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de plus figurons le point & linfini comme gl était & distance finie sur
la partie négative de l'axe des quantités réelles. Il y aura trois lignes

y R‘
R
¢ X
o (4] 1 1 1
5 EWM I

de passage d'un feuillet & l'autre (Ubergangsiinien d’aprés C. NEUMANN),
a savoir les lignes

A SN S S
OPPI,FQQ}‘;,}?RRm-
Nous conviendrons de prendre la wvaleur positive de

§ = \(ekip)

en tous les points du fewillet supériewr situés sur Uaxe des quantités réelles
Ox entre o et 1. Alors les valeurs de s aux différents points de l'axe
Oz des quantités réelles sont de la forme suivante:

o<z<1 ... 8>0,
I 8
I<Z<k—, "'Z<O’
I I
F<Z<‘A—, . 8<0,
Feuillet supérieur.
» 1 I 8
2 réel. F<z<‘u—, ...;>o,
I
/7<z<+<,\'> ...8<0,
—0<2<o0 ...%>o.




88 P. Appell.

o<z<1 oL 80,
I 8
1<z<7;, . ..Z>O,
I 1
%‘,<2¢'<}; ... 820,
Feuillet inférieur.
I 1
2 réel. F<z<;~, ...Z—<o,
I
;<z<+m ... 8>0,
—0<2<0 ...%<o.

Les valeurs de ce tableau résultent de la proposition élémentaire suivante,
Soit un point a sur Ox et ¢ une détermination du radical \z — 4 en un
point ¢ infiniment voisin de o situé & gauche de a; si la variable #
décrit autour de « comme centre, avec as comme rayon, un demi-cercle
situé au dessus de Or, ¢C¢’, la valeur ¢ du radical \z—¢ au point &'
sera
¢ = —io.

En effet sur le cercle on a W

2 — a = re’,

\/z———a=\/re2. ol E o g
Supposons qu'au point ¢ on prenne # = 7, alors
PP q p 12
o= Jre? =iyr;
quand z décrit le demi-cercle ¢Ce¢’, § décroit de = & o, et le radical
Vz—a prend en &’ la valeur

d = \/r.
On a donc, comme nous I'avons annoncé,

0 = —ig.

Si, au lieu de décrire de ¢ en &' un demi-cercle au dessus de Oz, la
variable ¢ décrivait un demi-cercle au dessous de Oz, la valeur de \z;—«
au point &’ serait - is.
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11 suffira d’appliquer ce résultat successivement a chacun des points
de ramification o, 1, 7:—;, II;,
de Oz, telles qu’elles sont indiquées dans le tableau des pages précédentes.

Surface de Riemann R,,. Pour rendre la surface de Riemann con-
sidérée simplement connexe, il faudra tracer deux coupures a, et a,, deux
coupures b, et b,, enfin une coupure ¢,. Figurons ces coupures avec la
disposition que nous sommes convenus d’adopter (page 31).

I . .
.3 pour avoir les valeurs de s en tous les points

—_ 2

La coupure b, entoure les points %,:—, et se trouve sur le feuillet

supérieur; la coupure b, entoure les points o, 1 et se trouve sur le
feuillet supérieur. Les coupures a, et a, sont en partie sur un feuillet,
en partie sur l'autre: les portions de ces coupures situées sur le feuillet
inférieur sont ponctuées. Enfin la coupure ¢, va du point de croisement
des coupures a,, b, & celui des coupures a,, b,.

Appelons ¥V(z) et W(z) les intégrales abéliennes normales de pre-
miére espéce correspondant & la relation algébrique

s =2(1 — (1 — k)1 — A%2)(1 — p2).

Ces intégrales sont, en adoptant les mnotations de RosexmalN (Mémoire
couronné loc. cit. pages 432—435)

v = [ %a, W - —[Ea,
0 0

8

Acta mathematica, 13, Imprimé le 12 aoQt 1890, 192%
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B, C, B, " désignant des constantes définies par les équations

1 1 1 1
d d d
—B[¥—cf®,  o-p[l_o[H,
§ 8 8 S
0 0 0 0
(36) x ;, i
d d ; d i
o=B[Y—cf®,  E_p[t_c[m
2 8
1 1
@ Iz i Iz

ou les intégrations sont faites le long de l'axe des quantités réelles et
ou s est pris positivement.

Ces relations montrent que B et C sont des quantités purement ima-
ginaires positives, c'est & dire des quantités de la forme

iP,
P étant réel positif. En effet la troisiéme de ces relations écrite sous

la forme
1
a

montre que (B — Cz) s'annule pour une valeur réelle de # comprise entre

B 4 s’ _* \ * 3\
]—:; et A—I,: donc le rapport = est réel et supérieur & 1. La premiére rela-

tion (36) montre alors immédiatement que B et C sont de la forme iP,
la quantité P étant réelle positive.
De méme l'équation

_’:(_J_z dz
montre que le rapport = T " est réel posmf et moindre que 1, et alors I'équation
1 1
P P
w__ (ilf _C zdz
2 8 s
1 1
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montre que B’ et C' sont purement imaginaires négatifs cest a dire de
la forme

— P,

P étant réel et positif.

Les valeurs de ces quatre constantes B, C, B', (" sont d'ailleurs
données par Rosenmain (loc. cit. page 433).

On a de plus les quatre équations

0 e
B —(C B —Cz
51ogp=f - “dz, A=f dz,
—w 1
)‘2
(37) '
0 ,Tz
B — (' I B — (=
- 1

A2

s , . , . .
avec - < O. (RosenuAIN, Mémoire couronné, loc. cit. page 435.) Ces in-

tégrations sont encore faites le long de I'axe Oz des quantités réelles, s
est alors purement imaginaire et son signe est fixé comme il suit.

Dans la premiére intégrale qui est égale a %logp, la quantité

(B — Cz) est purement imaginaire positive d’aprés ce qui précéde; comme
la valeur de l'intégrale est mégative, puisque p est réel positif et moindre

DYEE . . . 8 .
que l'unité, il faut prendre pour s une valeur imaginaire telle que - soit

négatif. Dans la derniére intégrale qui est égale a ;lo'gq, Ia quantité

B’ — (C'z est purement imaginaire positive; comme la valeur de l'inté-
grale est négative puisque ¢ est réel positif et moindre que I'unité, il

faut aussi prendre dans cette intégrale :7 négatif. Enfin, dans les deux

intégrales qui donnent 4, les numérateurs

B—Cz, B—Cxz
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restent purement imaginaires négatifs; nous prendrons, dans 'une et

lautre, le signe de s de fagon que Z.— soit mégatif; alors A sera positif.
En résumé dans les gquatre intégrales (37) de la page précédente,

8 , .
nous prenons - négatif.

Modules de périodicité des intégrales normales.

Les deux intégrales

z 2

V(2) =fB:0zdz, W(z)=—f3'—so'zdz

\
0 0

sont uniformes sur la surface de Riemann R, figurée a la page 8o.
Leurs modules de périodicité le long de la coupure ¢, sont nuls, d’aprés
une propriété générale des intégrales abéliennes. (Voyez C. Nrumann,
loc. cit. p. 216.) Calculons les modules de périodicité de ces intégrales
le long des coupures a,, a,, b, , b,.

Prenons d’abord lintégrale ¥(z). Le module de périodicité de V(z)
le long de la coupure @, est la différence V(1) — V(p) constante tout

le long de a;; ce module est donc en particulier V(8) — V(a), a et 8
étant les points ou l'axe Oz rencontre les bords de la coupure a,. Or

cette différence
V(g) — V(a)

fB—O’de
8

est l'intégrale
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prise du point a jusqu'au point 2 sur un contour entourant les deux points

I I . ’ . ’ ’ M
T i) comme celui que nous avons figuré; et cette intégrale est égale a

\‘I"‘

2

2fB_Czdz
8

1

k2

prise le long de l'axe Oz sur le feuillet supérieur. Mais cette derniére
intégrale est nulle, en vertu des équations (36) de la page g9o. Donc le
module de périodicité de V(z) le long de a, est nul.

Le long de a, le module de périodicité de V(z) est de méme
V(o) — V(r), r et o étant les points ol l'axe Ox rencontre les bords de
la coupure a,. Il est donc égal & l'intégrale

1

2fB—Ozdz
§

0

prise le long de I'axe Ox dans le feuillet supérieur (s > o), c’est a dire a 7i.
Pour l'intégrale

W(e) = __.f(B’ —80’2) dz
0

le module de périodicité le long de a, est W(B) — W(a) c'est & dire
I'intégrale

1
Fti
_fB’—Czdz
8
1
&

prise le long de I'axe Or dans le feuillet supérieur (s < o) (d’aprés le
tableau de la page 87); ce module est donc i, car l'intégrale

1
i

fB-—Czdz
8

1
¥
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out s est positif est égale a —;f Enfin le module de périodicité de W{(z)

le long de a, est nul.
Passons maintenant aux coupures b, et b,. Le long de b, le module
de périodicité de V(z) est égal a

V(a) — V(e)

fB——Czdz
P)

prise depuis le point e jusqu'au point a sur le contour eI'T"a qui entoure

cest a dire a l'intégrale

. TN S
les deux points de ramification —, —.
AT
Cette intégrale se réduit a son tour a

1

2

ZfB—OZdZ,
s

2

,\al__‘

I'intégration étant faite le long de l'axe Ox des quantités réelles sur le
feuillet supérieur, cest a dire i— étant pris positivement (tableau de la

page 87). Or on a

avec ; négatif: donc le module de périodicité de V(z) le long de b, est

— 24.
Le module de périodicité de W(z) le long de la coupure b, est égal
a lintégrale

o

_fB’—Czdz
3

&
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prise sur le méme contour eT7T'a, c’est a dire a

1
w

—2fB:Czdz

1

Az

lintégration étant faite le long de Yaxe des quantités réelles dans le
feuillet supérieur C— > o>. Comme on a (page 91)

1

o

B —C I ‘
f - Zdz=510gq, <%<o>,

1
a

le module cherché est logg.
Il nous reste & calculer les modules de périodicité de V(2) et W(2)

le long de la coupure d,. Le module de périodicité de ¥V(z) est égal a
la différence V(d) — V(3), cest & dire & l'intégrale

é

) ‘/‘B—Czdz
) 8

L

prise sur le contour #88¢ qui entoure les deux points de ramification o
et — co. Cette intégrale se réduit, comme il est bien connu, a

2fB——s-OZdz

0

prise dans le feuillet supérieur le long de l'axe des quantités réelles

<§ > o>. Or on a (page 91)

0

B — (. I
f . zdz=510gp, <:— <o>,

— 00

le module de périodicité cherché est donc logp.
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De méme le module de périodicité de W(z) le long de b, est

-~

0

c’est & dire (page 91) — 24.

En résumé les modules de périodicité des intégrales V(z) et W(2)

B — (7

s

dz,

sont donnés par le tableau suivant

t>o)

Sur la coupure | Sur la coupure| Sur la coupure | Sur la coupure
a, ay bx bz
V(z) o i —24 logp
W(z) ) o loggq — 24

Il importe, en vue de ce qui suit, de calculer les valeurs des inté-

grales

V(z) =fB—s C 4,

z

0

W(z)

— —— BI—-
- s

z

0

Czdz

. o g . I
aux points de ramification co et R

Calculons d’abord ¥(co) et W(co). Pour aller du point o & I'infini
sans traverser une coupure, il suffit de suivre l'axe des quantités réelles

négatives dans le feuillet inférieur (g < o). On aura donc
/

V(co) = B—Cs dz, W(o0) = — B—Cs de,
8 8
(1]

0

Pintégration étant faite le long de T'axe des quantités réelles et Z étant

pris négativement. On a donc, d’aprés les formules (37) de la page 91

V(co) = ———;—logp, W(co) = A.
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Nous avons de méme V<%> et W(;%) en allant du point O au point
I
E?
fagon & passer sous les coupures. Donc

le long de Taxe des quantités réelles Or dans le feuillet inférieur, de

1
1

) 5
I B—Cz B —(Cz
V(',;;) == f 5 dz +f s (Z,.’/f,

1

0

1
1 #
Br__ ’ & s U
W'(L,> =~———~f~—ofdz—]§~—0jdz,
N s 8
0 1

les intégrations étant faites sur l'axe Oz et s étant pris négativement

£ g I ..
entre 0 et 1, - positivement entre 1 ct ik Dans ces conditions on a

1 1

fB—Cde:_”_i, fwdzzo.
8 2 §

0 0

Puis, d'aprés des formules dues & JacosI et reproduites par RosexmAIN
(Mémoire couronné, loc. cit. page 381, formules 29), on a

1

1
Iz 0 ,ﬂ

/?_&M=/W*&m+j3*%@,
8 S 8
1

1 —0

& 0

1
e
BI —_ ’ BI_ ’ BI_ 14
_/-——Oz-dz =f———0—z—dz +f————0—z-a?3
. 8 8 8
1 1

—_0

ou on prendra partout %> o. Done, en vertu des équations (37) de la

page 91 dans lesquels S est négatif, on aura actuellement:

Acta mathematica. 13. Imprimé le 13 aoQt 1890. 18+
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1
k2

fB—Ozdz= —élogp—A,

§
1

1

k2

B — 'z 1
f—s——dz=—A—510gq.

1
Par conséquent

(8 =St ()= 4+ L.

Cela posé les équations différentielles de Jacosr sont les suivantes
(d'aprés Rosenuarw, loc. cit. page 432)

dv =dV(s) + dV(s,),
dw = dW(z) + dW(z,)

ou

. B — (2, B — (s,

dv = _—Sl—— le + "‘-—;—)— dz
B0y, O,
8, 8

2

dw =

dz,,

en faisant, pour abréger,

§ = \/(Zlk/l/u)’ Sy = \/(zak'{#)'

Dans ces équations on remarquera que le second membre de la seconde
a un signe contraire au signe du second membre de la seconde équation
de RoseNHAIN: ce petit changement nous est imposé par la disposition
des coupures et le choix des intégrales normales V(2) et W(z) qui en
résulte. La variable que nous appelons w est donc égale a celle que
RoseNuAIN appelle w changée de signe. Nous n'en pourrons pas moins
appliquer toutes les formules de RosENHAIN & condition d'y changer partout
le signe de 4. Ainsi nous écrirons la fonction ¢, ,(v, w), (voyez RosEx-
HAIN, Mémoire couronné, page 388)

m=+4+w n=+4w®

593’3(0, w) — 2 z em’logp+n7logq-4mn.4+2mv+2nw,

Mm—0 N=-—00
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en mettant — gmnd au lieu de 4mnd; et de méme pour les autres
fonctions ¢,,. En effet, changer le signe de 4 revient 4 changer le signe
de w, comme on le voit en changeant » en — n.

Intégrons maintenant les équations différentielles de Jacosr écrites
4 la page précédente, et prenons pour valeur initiale de z, la valeur o

o ey I
et pour valeur initiale de 2, la valeur

73> DOUs aurons, puisque

V(o) = W(o) = o,

o= V(z) + V(z)— V(kl)
(38)

Il

(1
w=W(z)+ W(z)— W(5)
L’inversion de ces équations donne, d'aprés Rosexzamn (Mémoire couronné,
page 422),
2
501,0(1’ ;_'L_Q

I;
§0§,0 (v, w)

= - kﬂﬂzlzﬂ
(39)

2
¢3’1 (U 4 w) xlll 2 9 .
3 ’ Spl(‘),o('v 3 ’LU) k;]};/l,;( 1)( 2)

ol mous n'écrivons que la premiére et la troisitme formule de RosENmAIN.
Les fonctions

551,0('”’ w) s ¢3,1(v ) w)

s'annulent pour
v=w=0, (RosENHAIN, loc. cit. p. 416)

de sorte qu'alors on a

ce qui est bien d’accord avec la fagon dont nous avons fixé les valeurs
initiales de 2, et 2z, en écrivant les équations (38).

Reprenons la surface de Riemann de la page 92 et appelons, comme
plus haut, a,f, 7, les points ou l'axe Ox des quantités réelles ren-
contre les bords des coupures a, et a,. Si I'on suppose z, =y, 2, = qa,
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les variables v et w prennent des valeurs v, et w, données par les équa-
tions

v = V() + V(@) — V(i) = W)+ W) — W)

Supposons ensuite que 2z, parte de y, décrive la portion y1 de l'axe Ox
dans le feuillet supérieur, la portion 1, 0 du méme axe dans le feuillet

Y
Y lT:CLz 'AT}(M
AR e

inférieur, et enfin la portion od du méme axe dans le feuillet supérieur;

A 4 . . I
supposons en méme temps que z parte de a, décrive la portion @z de

I

Vaxe Ox dans le feuillet supérieur, la portion %’k’ du méme axe dans

le feuillet inférieur, et enfin la portion %ﬂ du méme axe dans le feuillet

supérieur, Alors les variables v et w définies par les équations de Ja-
COBI

v=V(s) + V(z)— V(g)

w=W(z) + W) — W(%)

partent des valeurs v, et w, qui sont purement imaginaires (c'est a dire
sans partie réelle) et varient par une suite continue de valeurs purement
imaginaires de v, et w, a v, + i7 et w, 4+ izx. Cela résulte immédiate-
ment de ce que, sur l'axe des quantités réelles, dans l'un et Vautre
feuillet, les intégrales
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\ fB—CzQ
V(z,) :/—T—dzg,
0
I B—Cz
V('Zx) - V<F> :f s d 12
1 l OSZQ _<_. I’
X = “3 =
1 I
o =< <=
B/__Olzg klz 1=12
W(z,) = ———f — da,,
2
0
. 1 B’—- ’
Wi(z)— W(5) = f g,
1 1
s

sont purement imaginaires, (pages 9o et suivantes) et de ce que l'on a
V() — V(a) = o, V(o) — (1)
W) —W(a) ==,  W(o)—W()

7

ll

Inversement, comme, par linversion, 22, et 2 + 2, deviennent des fonc-
tions uniformes de v et w, lorsque v et w varient par valeurs pure-
ment imaginaires de v, et w, a v, + =i, w, + 7, les points 2, et z,
restent sur laxe Oz des quantités réelles et décrivent: le point 2, un
chemin L, formé de la droite y1 dans le feuillet supérieur, de la droite
1,0 dans le feuillet inférieur, enfin de la droite 0 dans le feuillet

- . . , . I
supérieur, et le point 2 un chemin L, formé de la droite @ dans le

feuillet quperleur, de la droite ;- dans le feuillet inférieur, enfin de la

Fd k’
droite P p dans le feuillet supérieur. Nous avons, dans la figure de la

page précédente, représenté ces chemins L, et L, par des contours

fermés voisins de l'axe des quantités réelles: d’aprés ce que nous venons

de dire, ces contours doivent étre supposés infiniment voisins de cet axe.
La fonction abélienne

Prov,w)
—¢3,o wow) kA 2,
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admet par rapport & chacune des variables la période zi et reste finie
quand v et w partent des valeurs purement imaginaires v, et w, et va-
rient par valeurs purement imaginaires de v, et w, a v, 7 et w,+ 7i.
On a donc, par la série de Fourier,

m=+ow n=4wn

) R e

ooV, W) aileni-e ™" ’
m et n étant des entiers qui prennent toutes les valeurs de — oo a 4 oo
et P, , un coefficient indépendant de v et w.

Ce développement est valable pour toutes les valeurs purement ima-
ginaires de v et w: il aura encore lieu pour des valeurs de v et w suffi-
samment voisines de valeurs purement imaginaires. En d'autres termes,
si l'on fait

v =10 4w’ w=w -+ w"

et si l'on représente les variables imaginaires v et w sur deux plans
v'0v"’ et w'Ow”, le développement sera valable pour les valeurs de v

v w*

situées dans une bande paralléle a I'axe Ov” et les valeurs de w situées
dans une bande paralléle & l'axe Ow”. Ces deux bandes sont ombrées
sur la figure.

- Le coefficient P, , est donné par l'intégrale double

vyt 7l we+ 7w
O, 0(” ’LU) 2mu+?nw
I dw,
(a1) f f fhale.

I'intégration étant étendue & des valeurs purement imaginaires de v et w,
de sorte qu'il suffirait de poser

v =19, + 0, w = w, + w"’

pour avoir une intégrale double étendue a des valeurs réelles v’ et w”.
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Le calcul de cette intégrale double se rameéne au calcul des modules
de périodicité d'intégrales de fonctions a multiplicateurs. Pour le montrer,
faisons-y le changement de variables défini par les équations de Jacosr'

I

v = V() + V() — V(E)

I
w =W(z) +W(s) —W (),
en prenant pour nouvelles variables 2, et 2, Comme nous I'avons expliqué
en détail, pour faire varier » et w par’valeurs purement imaginaires de v,
et w, & v, + ir et w, + 4w, il suffit de faire varier ¢, par valeurs réelles
de 7 & 1 dans le feuillet supérieur (voyez la figure de la page 100),

puis de 1 & o dans le feuillet inférieur, puis de o & & dans le feuillet
‘s . . , y 1
supérieur, et de faire varier 2z par valeurs réelles de a & — dans le
I
yo

1 . o
b dans le feuillet inférieur, enfin de

feuillet supérieur, puis de x

I

P2
. . . ] 14 14 .

nous dirons, pour désigner d'une maniére abrégée ces successions de va-

& f dans le feuillet supérieur. Ainsi que nous en sommes convenus,

leurs réelles de 2, et z,, que les variables 2, et z, décrivent les contours
L, et L, |

Nous devrons alors, en appliquant les régles élémentaires du change-
ment de wvariables réelles dans une intégrale double, remplacer

dvdw

par
(81} dw ov dw

—— —— — |dz,dz,.
92,02, 0z 8z> 1772
Or les équations

v = Vi) + V() — V{,})

w=W(z) +W(z)—W <7:‘>

! voir page 99.
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donnent, puisque

w  B—0Cs w  B—0q
o, s, oz, s,
ow B — (% ow — C'z,
07, 8 ’ 0z, s —

d’ou
W WM (BC'— CB) A

Nous devrons donc faire, dans l'intégrale double,

dvdw = (BC' — CB)™ - v 2 4y, da,.
Comme dv et dw sont purement imaginaires positifs, le produit dvdw est
réel mégatif; dans le second membre, le facteur (BC' — CB') est réel po-
sitif d'aprés les valeurs de B, C, B, (', la différence 2, — 2, est négative

. . . , . I
puisque 2z, est réel et compris entre o et I, 2 réel et compris entre -5

I dz dz .. . .
et —, enfin — et — sont tous deux positifs d’aprés la suite des valeurs
FEk p I
1 2

que prennent 2z, et 2, dans les deux feuillets, s, étant pris positivement
quand 2z, croit et négativement quand z décroit, et de méme s, a I'égard
de z,. Comme on a de plus

Sﬂ?,o('v , W)

o, w) A,

Vintégrale (41) qui donne le coefficient P, , devient, aprés le changement
de variables,

V -—2 W J—
(42) Pm,n _ Ae —2om U n kz ff Z Z) ')m[V(z,H— V(2] +2n] W(z})+ W(I‘Udz dz -
L, L,

la lettre A désignant le facteur constant

klp

A =(Bo — CB)
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et les indices L, et L, rappelant que les variables réelles 2, et z, doivent
décrire sur la surface de Riemann les chemins définis plus haut et appelés
L, et L,. 11 se présente une petite difficulté a propos de cette trans-
formation, c'est que les éléments des deux intégrales se correspondent
bien deux & deux, mais les ¢léments appartenant & la limite de l'une
n'appartiennent pas a la limite de l'autre. Pour montrer la légitimité
de la transformation, nous allons vérifier que la mnouvelle intégrale (42)
est bien équivalente a la premiére (41). Si l'on pose:

I, I. ., .

8y = 73€08"U, + nsin’u,, 8, = sinu, cosu, A, u,,
e 3 2 - 1

2, = sin’u,, 8§, = sinu, cosu, A u,,

N

o A u, et A,u, sont des quantités qui restent réelles et positives pour
toutes les valeurs réelles de u, et u,, on fera décrire & 2, le chemin L,
et & 2z, le chemin L, en faisant varier u, et u, de 0 & 7z par valeurs
réelles. L’intégrale double (42) deviendra ainsi une intégrale double
étendue aux valeurs réelles de u, et u, telles que

o<wu# <, o<u, <.
D’autre part, posons comme précédemment
v =19, -+ v, w=w, + W',

v" et w” étant réels, et désignons par P un point ayant pour coordonnées
v et w” par rapport a deux axes rectangulaires 0"v", 0"w".

v Q,
'k B’
P
T P
L 1
N
0 &

On peut alors dire que l'intégrale (41) est étendue & l'aire du carré
0"A"B"C" dont les cotés sont égaux a z. Les éléments des intégrales
(41) et (42) sont égaux; pour comparer les champs d’intégration, donnons,

Acia mathematica. 13, Imprimé le 31 octobre 1890. 14*
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dans lintégrale (42), & w, une valeur constante et faisons varier w, de
o a 7: le point P de coordonnées v et w" décrira une courbe P PP,
telle que le segment P, P, soit paralléle a 'axe O"v” et ait pour longueur
7; car si, dans les équations (38) de JacoBr, on laisse z, constant en
faisant décrire 4 2, le contour IL,, w revient & la méme valeur et v aug-
mente de zi. A chaque valeur constante donnée & u, correspond ainsi
une courbe P PP, dans le plan v"” 0”w”; si 'on fait varier cette valeur
constante donnée & u, de o a =z, la courbe P PP, se déplace et se dé-
forme d’une maniére continue depuis la position 0" @, A" correspondant
a u, == 0, jusqua la position C” @ B" correspondant & u, = =z, de fagon
a recouvrir une fois et une seule fois l'aire 0" Q4" P,B" Q,C"P,0". Cette
aire est limitée par quatre courbes: la courbe C” @, B” se déduit de 0", 4"
en augmentant les ordonnées de cette derniére courbe de z (@, ¢, = 7),
et la courbe A" P B’ se déduit de 0" P,C" en augmentant les abscisses
de cette derniére de 7w (PP, = 7). Llintégrale double (42) cst donc égale
& l'intégrale double (41) étendue & l'aive curviligne 0”@, 4" P, B"Q,C"P,0";
mais, comme la fonction de v et w qui figure dans 'intégrale (41) admet
par rapport a v et w” la période 7z, la valeur de cette intégrale étendue
a laire curviligne est égalc & la valeur de cette méme intégrale étendue
au carré 0”"A”B’C", c'est 4 dire aux valeurs

0<v' <7 o<w <=

Cest ce qu'il fallait démontrer.

I1 est donc bien établi que la premiére intégrale double (41) donnant
P,, peut étre remplacée par la nouvelle intégrale (42); mais, et c'est
14 un premier point d'une grande importance, dans cette nouvelle intégrale
double, les variables se séparent, el Uintégrale se rameéne & quatre intégrales
simples. En effet, si I'on pose

*2d
7, dz, £2m V(2 Wz a Z 0% £2m V) Wey)
A, = | = o Gy= ,

8 8

Ly L
2, dz Zids
M. 2 Y% 2w 12420 W(zy) a — 2Y%2 omV(z,)+2n W(z,)
A, = [ 2Ty , = [ 272 ,
2 s 2 s
2 2
Ly Ly

on a

' ALY o (U
p.= & g ga),

m,n
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ou encore, puisque (d’aprés pag. 98)

V(p)=—ZS—jlogp—4,  W(5)=d+;logs,

2
(43) Pm,n — <_ I)m Apm q—ne2(m—n)4 (Ala:Z . A‘)al)'

Le calcul du coefficient P, . est ainsi ramené au calcul des quatre

intégrales définies
Al"AZJ a/1’ a?'

Or ces quatre constantes sont les modules de périodicité, le long des
coupures a, et a,, des intégrales de fonctions & multiplicateurs

o 2.1y
adz 2m V(z)+ 20 W(2) 2" dz D 7(2) + 20 W(2)
5 ¢ A .

Pour le montrer, considérons l'ex onentielle
)
E(Z) e‘Zm V(2)+2n W(z)

qui est, ainsi que V(2) et W(z), uniforme sur la surface R, de Riecmann
avec les coupures a,,a,, b, ,b,. Cette exponentielle admet le long des
coupures @, , @,, b, , b, les multiplicateurs respectifs

m. — I, m. = I, n = 7,.‘.’mq‘2n’ nQ — 2)27n,r2n

Cest ce qui résulte immédiatement du tableau des modules de périodicité
des intégrales V(z) et W(z) tel que nous 'avons donné & la page 96.
Ainsi, le long de la coupure @, on a

E(2) _ antvoo—vip+an way—wio)
- b
E(p)

et, comme le long de q,,

V) —Vip) =0,  W(R)— W(p) = =i,
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on a

ce qui montre que le multiplicateur m, relatif a la coupure a, est lunité.
On voit de méme que le multiplicateur m, relatif a la coupure a, est
Vunité. '

Le long de la coupure b,, on a

E(2) _ pmlvor—voremma—we)

E(p)
cest a dire, I')uisque
V(2) —V(p) = — 24, W(4) — W(p) = logg,
E_(_Z) e a2m 21,
By~ "1

ce qui montre que le multiplicateur », relatif a la coupure b, est r*"¢™.
On voit de méme que le multiplicateur n, relatif a la coupure b, est
p‘zm,’.?n.

Alors la fonction

@(Z) — Z_e‘ZmV(z)+2nW(z) — EE(Z)

est aussi uniforme sur la surface R, de Riemann et admet le long des
coupures @, , @,, b, , b, les mémes multiplicateurs que I'exponentielle E(2)
a savoir

L'intégrale de cette fonction

8

2ds o
(0(2/') =f_ e.mV(z)+2nW(;)

0

est uniforme sur la surface de Riemann R, avec les coupures a,, a,,
b, b,,c,, telle qu’elle est figurée & la page 100. Cette intégrale est de
premiére espéce, car elle est partout finie. Le module de périodicité de
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cette intégrale w(z) le long de la coupure @, est la valeur constante
que posséde la différence

w(A) — ml‘”(ﬂ))

cest a dire w(d) — w(p) puisque m, = 1, le long de la coupure a,.
Or cette différence cst

w(ﬁ) — w(a))

a et B désignant comme plus haut les points ou I'axe Oz rencontre les
deux bords de la coupure a¢,. Le module de périodicité de w(z) le long
de a, est donc la valeur de l'intégrale

8

fziz V) +2n W (o)
8

-3

. ‘ N S
prise de a a f sur un contour L, entourant les deux points 7w et

pouvant étre pris infiniment voisin de laxe des quantités réelles. Ce
module de périodicité est donc la constante appelée précédemment 4,

(page 106)
Al =f_l_% 37’"V(31)+2nW(:1).

sl
L
On verra de méme que le module de périodicité de cette intégrale w(z)
le long de @, est la constante appelée précédemment A, (page 106).
Nous appellerons en outre B,, B, et C, les modules de périodicité de
cette intégrale w(z) le long des coupures & ,0,,c,, de sorte que I'on
aura

le long de a,: w(d)— wo(p) =4,
le long de a,: w(A)— w(p)=4,,
le long de b,: w(2) —nw(p) = B,
le long de b,: w(A) —n,w(p) = B,,
le long de ¢;: w(d) — w(p)=C,,
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les multiplicateurs m, et m, étant égaux a 1 ct », et n, ayant les

valeurs
2m ,2n 2m .20
n, = r’"q¢", n, = p""r*.

Les modules de périodicité et les multiplicateurs de I'intégrale de premieérc
espéce w(2z) sont liés par les deux relations suivantes, déduites de la con-

sidération des points de croisement des coupures a,,b,,c, et a,,0,,¢

17 29 Y9

BI(I —ml) _Ax(I _”1) + nlCQ = 0,

B,(1 —m,) — 4,(1 — n,) — m,n,C, = o.

Ce sont la en effet les relutions générales (12) de la page 34 appliquées
au cas actuel ou le genre est égal & 2. D'aprés les valeurs des mul-
tiplicateurs m, ,m,, n,,m,, on & 1 —m, =0, 1 —m, =0 et il vient
les deux relations

_ AI(I _ 1,2mq2n) + ",‘Zm q‘zn 02

I

0,

44
( ) . AQ(I ___p‘lmr‘ln) _p‘2n17.2n02 — O,

Considérons maintenant la fonction

2 2

qf(z) — 2";_621111/(;)+2MW(2) _ 2; E(z) .

Cette fonction est uniforme sur la surface R,, de Riemann et admet le
long des coupures a,, a,, b,, b, les mémes multiplicateurs m , m,, n,, n,
que l'exponentielle E(z).

L'intégrale de cette fonction

z z

(T)(Z) :fl,l‘-@)dz _ z’%@‘ MV + I W)

0 0

est partout finie excepté a l'infini ou elle posséde un point critique loga-
rithmique; c'est donc une intégrale de froisiéme espéce qui n’est plus uni-
forme sur la surface R, de Riecmann comme l'intégrale précédente w (7).
Cette intégrale @(z) sera uniforme sur la surface R, obtenuc en ajoutant
aux coupures a,, @,, b, b,, ¢, un lacet / commencant et finissant au point
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19 bl ’
point oo, comme le montre la figure schématique suivante ou le point
o0 est figuré par un point a distance finie.

. L4 .
de croisement des coupures a ¢, et tournant deux fois autour du

On voit, sur cette figure, comment le lacet ! se termine par un
contour fermé o tournant deux fois autour du point co en passant
d'un feuillet a l'autre chaque fois qu’il traverse la ligne de passage

1
— RR c0.
[l
L'intégrale @(z) uniforme sur cette surface de Riemann R, posséde
siz modules de périodicité relatifs aux six coupures a,,a,,b,,0,,c, et I;

les modules de périodicité relatifs aux coupures a, et a, sont les constantes
appelées précédemment d, et , (page 106)

2 2
a. — #1dz, e+ We a = 4z, 22 Ve +2n Wey)
1 7~ —Q ) h 8 b
“1

L L,

2

les indices L, et L, signifiant que les intégrales sont prises sur les con-
I I
Py }57
points o, 1, infiniment prés de I'axe Oz des quantités réelles. Ces con-
stantes &, et &, étant les modules de périodicité de l'intégrale

tours L et L, qui entourent le premier les points le second les

1

z

2
(T)(Z) ___fz (:zze‘.‘ml’(:)+2nll'(z)

8
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le long des coupures a, et a,, nous appellerons en outre &, ,8,,C,, <
les modules de périodicité de cette intégrale le long des coupures b,,8,,¢,, /.
De sorte que l'on aura:

le long de la coupure a,: ¢
le long de la coupure a,: @(A) — @(p
le long de la coupure b,: @

(
(
(
le long de la coupure b,: @(4
le long de la coupure c,: @(A
(

le long de la coupure I : @(4

les multiplicateurs m, et m, étant égaux a 1 et les multiplicateurs n, et n,
A Mgt et ptmytn,

Le point de croisement des coupures a ,b,,¢,,! ct celui des coupures
a,,b,,c, fournissent chacun une relation entre les modules de périodicité
et les multiplicateurs, ainsi que nous I'avons montré dans la deuxiéme
partie (page 56 par exemple). Ces relations sont les suivantes

B(1—m)—a (1 —mn)—mnl+nC =o,
g‘)’z(l - m?) - a2<1 - "2) - 7"’2”2@2 == O,

ou il faudra faire

On aura donc
. nxez e nxg "2@’2

al'——h—“——-—’ a2=—~

I—mn,

D’ailleurs on a trouvé précédemment (page 110 éq. 44)

A — n102 A — '"'202

1 1—mn,’ 2 I —m,

Done le coefficient P,, donné par la formule (43) de la page 107, olt
lon fait ¢4 = r,

Pm,n = ("'— I)mApmq—nrn_m(Alan - Anal)’
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devient

e o m m . —n ,n—m LU
Bon = — (=8P e = OF
ou encore, en remplacant ini—o;— par sa valeur — 4, et m, par r'"¢*,
3
m pmanm-{»n ‘
(45) P = (— 1" A T mm Aa%

Ce coefficient P,, est ainsi exprimé a l'aide de 4, et £ seulement. Or la
constante £ est aisée 4 calculer. Cette constante est égale & la différence

&(d) — a(p)

tout le long de la coupure I: elle est donc en particulier égale a

f et y étant les points ou le contour ¢ qui entoure deux fois le point
co se raccorde avec les bords de la coupure ! (Voyez la figure de la
page 111). La constante £ est donc la valeur de lintégrale

[

2
f z'dz M)+ I W)
s

X

prise sur ce contour ¢ dans le sens marqué par une fléche.
Dans le voisinage du point co, c’est & dire pour des valeurs de z
dont le module dépasse un nombre suffissamment grand, on a

. L \—
2
<"7*;> (I“ﬁ«)

, , . . . . I
d’oi en développant en série suivant les puissances croissantes de -:
Z

ST
K|

e a8 T

I I a, a, »
ey | i
La fonction

2mB — 2nB’ — (2m( — 2n0’)z~ de

2mV(z2) + 2nW(2) =f p

0
Acta mathematica. 13. Imprimé le § novembre 1890. 15%
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sera done, pour ces mémes valeurs de 2z, développable en une série de
la forme

2mV(2) + 2nW(2) = K + z(ﬂq_—,z@[l + &-I—’ij + .. ]
kAuz* # o z
ou K désigne une constante d'intégration et o nous n'avons calculé
exactement que le coefficient du terme en _1}; La constante K est aisée
4
4 déterminer: en effet en faisant 2z = 0o, on a

2mV(c0) + 2nW (o) = K,

et comme (voyez page 96)

V(co) = — -logp, W(c0) = 4,

on a
= —mlogp + 2n4d.

D'aprés cela l'exponentielle

K+ 2(2mC—2nC") [ B ]

— — |1+ —=+...
E(z) —_— e’lmV(lH—m W{z) = e “#2% z ,

se développe en une série de la forme

m 2(2mC — 20C") : A
() = pmr 1 4 2SO (1 B By ],
. kApz P 2
car
eK —_ e—mlogp+2nA — p——mr—n.

En vertu de ces développements de 5 et E(z), on a, pour les mémes

valeurs de gz,

PR _pmemrrn o, 2(@mC—2u0%1 6, | 4,
“E(2) = [Z%J“'—"—W z+z§+z,+...].

8 kAu

La constante £ est, comme nous l'avons vu, l'intégrale

fo “E(s)ds
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prise sur un contour ¢ entourant deux fois le point co dans le sens
négatif (figure de la page 111), cest & dire sur une circonférence trés
grande de centre O parcourue deux fois dans le sens positif autour de O.

Or cette derniére intégrale est le produit de 4z par le coefficient de é

dans le développement ci-dessus de ?;E(z) On a donc

67t
2 = —I—,‘—; ~myr= (MmO — nC' .
A pr ( )

La constante £ étant ainsi calculée, I'expression (45) trouvée pour P,,
a la page 113 devient

» 16mA

P,,=(—1) i mC—nC) L4

I — ,’.2m q2r_l 2

ou encore, puisque

A =" po —cB) (page 104),

w 16(BC"— CB)i

: 4,
—r (mC — nC)r

—m q—n — ym qn

(46) Ppp=(—1)

ou il ne reste plus d'inconnu que le coefficient 4, exprimé par l'intégrale

définie
2dz 4, V(2)+2n W(2)
.A2 =f——s—-e

L,

prise de y en ¢ sur le contour L, infiniment voisin du segment de droite
O1 (figure de la page 111).

\ Cette derniére intégrale peut s'écrire d’une fagon
un peu plus commode. Figurons le contour L, formé
de T'axe des quantités réelles de y en 1 dans le feuillet
supérieur, de 1 en O dans le feuillet inférieur (partie
ponctuée) et de O en ¢ dans le feuillet supérieur.
Appelons #z un point de T'axe des quantités réelles
situé dans le feuillet supérieur entre O et 1, et 2
le point du méme axe situé au dessous de z dans
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le feuillet inférieur, et soient s et s’ les valeurs correspondantes de s,
de sorte que 8 = —s. L’intégrale qui donne 4, pourra s'écrire

d d
A, zz fzz fzdz ,

Comme I'exponentielle E(z) admet le multiplicateur m, = 1 le long de
la coupure g,, elle ne change pas quand on franchit cette coupure, et,
par conséquent, les deux premiéres intégrales peuvent étre réunies en

une seule
1

8
0

D’autre part on a le long de la droite O¢
¥=2z s=—s5  V@)=—"V(e), W =—W_),

car on a, par exemple

V(z):fB—s,Cz'dz':- B — —7(s)
0 0

et de méme pour lintégrale W. Puis le long de la droite y1, on a

F=12 §=—s, V(E@)=—m—7V(), W) =—W().

En effet on a, sur cette portion de l'axe Oz,

=70+ (2% = vy — [25 %
1 1

B —
Czdz

et

V(e) = V(1) +

d’ou en ajoutant

V(@)+ V(z) = 2V(1) = — mi;
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on trouvera de méme
W)+ W(e) =2W(1) =
car _
V(i)=—=%, Wa)=o.
Il résulte de 1a que Ton a entre O et y

E(Z') — e?m V(2') 420 W(z') — e—2m V(z)—2n W(z)

et entre y et 1
.E(Z’) — e‘ZmV(;')+2nW(z') — e—2mV(z)—2nW(z)’

car le facteur ¢ égale 1. On a ainsi la méme expression de E(2)
entre O et 1, et la formule qui donne A4, peut §'écrire

’
zdz _E( ) + dz y fz dz 2m V(z)+2n W(z) +f —ﬂm V(2)—2n W(t)

Donc, en posant
1

(47) P(m, n) = f 242 amve)+anmn

8
0

Iintégration étant faite le long de 'axe Ox dans le feuillet supérieur en
traversant la coupure a,, on aura

4, =¢gm,n) + $(—m, —n)

et l'expression de P,, deviendra

. » 16(BC" — CB)s __om¢m,n) + d(—m, —mn)
(48) Pmm - (— I) T (mo n(/) p—mg—n __‘rmqn
ou il n’entre plus que l'intégrale simple rectiligne ¢(m , n) définie ci-dessus.
Le développement de la fonction abélienne considérée est donc
So’xl,o ('v ’ w)
Spg,o('v w)

_16(BC’'—CB)i ™ X" o NP(m,n) + d(—m,—n) oo g0,
_"—717417_]”,2_@(_ "m0 — nC) = o e

(49)

’
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les constantes B, B, C, (" ayant les valeurs que donne RoSENHAIN & la
page 433 de son Mémoire. Comme le premier membre est une fonction
paire de v et w, il doit en étre de méme du second. C'est ce qu'on
vérifie immédiatement, car si l'on change v et w en — v et — w, puis
m et n» en —m et —m, le second membre ne change pas. En réunis-
sant dans la série les termes qui correspondent & des valeurs de m et n
égales et de signes contraires, on aura la série trigonométrique suivante
ne contenant que des cosinus

Fiov, )
Poo(v, w)
' OB "R "R / ) bh(— —n .
W E (— 1)"(mC—nC") glm ’;_)m';_‘:(_'r:;n ”)cos(zmiv + 2niw)

m=—w n=0

Il faut remarquer que, dans ces formules, le coefficient P,, corres-
. . .0 .
pondant & m = n = 0 se présente sous forme illusoire . On obtiendra

directement ce coefficient en faisant dans la formule (42), page 104,
m=n=o0. On a ainsi

Py = "% (B0 — CB) f f whls =2 g, g,
L I

ou bien

Po,o - (Agag - Ag a?)

A0 — [ A4 dz, A0 — 2,0z,
1= 8 ’ 2 8 ’
1 2
Ly

a? — i@ﬁ, ag =fz:d21.

8

L, ) L,

__ Kju(BC'— CB)
byl 2e —O8)

en faisant

Le coefficient P,, est ainsi exprimé & l'aide de quatre constantes dont
les deux premiéres A] et 4j sont les modules de périodicité de I'intégrale
abilienne

zdz

s
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le long des coupures a, et a,, et les deux derniéres a? et A3 les modules
de périodicité de l'intégrale abélienne

2*dz
8
le long des mémes coupures a, et a,, Les deux premiéres constantes

A4} et A} se calculent immédiatement & l'aide des équations (36) de la
page 9o; il est inutile d’insister sur ce calcul.

Développement de la fonction abélienne qui donne la somme z, + z,
exprimée en v et w.

Nous venons de trouver le développement de — kluz 2, en série
trigonométrique: nous formerons de méme celui de — kdu(z, 4- 2,). En
supposant

mn=-o

— klp(z, + 2,) = )2 Quae e,

mn=—oo

on trouve, comme pour P,, (pages 102—104),

~2 V = QnW 2 —2
(50) Quo= m k u f f (2, + 2,)(2, —2,) LT+ Vel ml W)+ Wl g

8,8,

formule qui se déduit de la formule (42) de la page 104 en y rempla-
cant 2,2, par 2, + 2,. L’intégrale double ainsi obtenue se décompose en
quatre intégrales simples dont deux

2
__ [ #da VD2 Wiz
1 8 ’

L

a — f zdz, gim Vi) +3n Wiey

)

a

L,
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sont les mémes que précédemment et dont les deux autres

dz
! 1 p2m V(z,)+2n W(z,
Al —-f..s_e 1 ])’

1
I

A, = f f‘lz_* e Vi) +on Wiz)
8

2
Ly

se ramenent facilement & celles que nous avons appelées A, et 4,. Avec
ces notations, la formule qui donne @, , s'écrit

BC' — OB

Qun = (— 17 BB gyt 4, — 1, ),
car
A = "ﬂff‘ (BC' — CB),
V(%):—%L—;logp——fl, W(%>=A+;logq.

En répétant les calculs qui ont été faits pour la détermination de
P,, on trouvera la formule

 16(BC’ — CB)i

On = (— 1) v

(mC — nC') . 4

— M R ___ plh oM
q ™q

ne différant de la formule (46) de la page 115 que par le changement
de A4, en A;. Cette constante A,

A: —_ ‘E e?m ¥ (2)42n W(z)
2 8
Ly

peut g'écrire plus simplement

2= ¢'(m,n) + ¢(—m, —n),
en posant
‘ 1

¢'(m, n) =fd_ze2mr’(z)+2nn/(z);

8
0
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il suffit, pour le voir, de répéter le raisonnement fait pour 4, aux pages
115—117. On aura donc le développement

(5 I) - ]M/,L(Zl + Z?)
— 16(BO’ — CB’)l ’”’”=+f° m W ¢'(m 5 n) + 9/"(_— m, — n) —2my—2nw
T mkly ;_w<— 1) (mC — nC) Mg — g ¢

m

que lon pourrait ordonner suivant les cosinus des arcs (2miv 4 2niw).
Le coefficient ,, devra étre calculé & part, comme nous l'avons fait
pour P, ,.

Il est important de remarquer que la fonction ¢'(m, n) peut se ra-
mener & ¢(m, n); cela-revient a dire que les constantes A; et 4; peuvent
g'exprimer en fonction de 4, et 4,. En effet, comme

z

o= (258, W =—[E5 %%,
. 0

8
0

I'on a, pour I'exponentielle E(z), I'expression

z

z
2(mB—nB’)f"T’—2(mC—nc’)f#
0 1]

E(Z) — e?mV(z)+2nW(z) —
d’ou lon déduit, en différentiant,

AE(z) = 2(mB —nB) % E(s) — 2(nC — n0) % E(2).

Intégrons cette identité de o a 1, l'intégrale du premier membre sera
E(1) — E@©) = (—1)"—1,
car
V()= W()=o0, V(1)=—2,  W()=o;
on aura donc
(—1)"—1 =2mB—nB)d'm;n) — 2mC— nC)d(m,n),

formule qui exprime ¢’(m, n) en fonction de ¢(m , n) & condition toutefois

que (mB—nB’) ne soit pas nul. En retranchant de la relation ci-dessus
Acta mathematica. 13. Imprimé le 25 septembre 1890. 16%
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celle qu'on en déduit par le changement de m et » en —m, —u,
on a

(mB — nB)[¢'(m, ) + ¢'(—m, — n)]
= (mC — nC)[¢(m, n) + H(—m, —n)],

formule qui permettra d'exprimer [¢'(m, n) 4 ¢'(— m, — )] en fonc-
tion de [¢(m,n) + ¢(—m , — n)], & condition que (mB— nl¥) ne soit
pas nul.

Connaissant ainsi les développements en série de ¢,2, et 2 4+ ¢,, on
écrira immédiatement les développements en séries trigonométriques des
cing fonctions abéliennes

giolv w) e (v.w) @i (v, w)  @ia(v.w)  ¢is(v, w)
giow, w) @i, w)7 ea(v,w)’ @iy, w)’ @h(v, w)

qui, d’aprés les formules données par RosExmaiN a la page 422 de son
Mémoire, s'expriment toutes linéairement cn 2,2, et 2, 4 #,. (Nos variables
2, et z, sont celles que RoseNmAIN appelle x, et z,). Dans ces cingq
développements figurera la seule intégrale définie appelée ¢ (m , n)

1

0

le chemin d'intégration étant rectiligne.
Il est essentiel de remarquer que les modules des intégrales

1 1

zdz . dz . .
S[)(,'n , ,n) ’:f , é?nzl(z)+'2n¥V(z)’ Sl" (/”2, , ’}?/) :f_ e‘ZmI(z)+2nU(z)

8
0 0

restent finis quand m et n croissent indéfiniment par valeurs positives ou
négatives. En effet, ces deux intégrales sont prises le long de l'axe Or
des quantités réelles: or, le long de cet axe les intégrales

z z
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sont purement imaginaires, puisque les constantes B, C, B, (" le sont
(pages 90 et 91); le module de I'élément différentiel de V'intégrale ¢ (m , n)
z_dz M V(@) +2n W(z)
L
est donc égal a
2dz
hi
et, le module de lintégrale ¢f(m,n) étant plus petit que la somme des
modules des éléments différentiels, on a

1
zdz

W(m,") =

8
0
ou, d'aprés la notation de M. WeIErsTRASS, nous appelons |« | le module de
la quantité imaginaire . On trouve de méme, pour le module de ¢'(m, n)

1

dz

(g, m)| < |

8
0
Cette remarque permet de voir comment convergent les séries que nous
avons obtenues.

Sur un cas particulier dans lequel certains coefficients des séries
précédentes se présentent sous forme indéterminée.

Dans la détermination des coefficients P, , et ,, nous avons supposé
que le dénominateur de ces coefficients

2m 20

1 — ¢i"g

est différent de zéro. Ce dénominateur est toujours nul pour m =n = 0;
aussi faut-l, comme nous l'avons vu, calculer a part les coefficients Py,
et Q. Mais, si l'on ne se trouve pas dans un cas de réduction des fonc-
tions 6 de deux variables & des fonctions @ d’'une variable, ce dénominateur

2m ,2n

1 — r’"q

ne sera nul que pour m = n = O.
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!

En effet, supposons-le nul pour m = m', n = n
gt — 1,
alors, comme on a posé r = ¢*, on aura
g—imAtanlogg g
d’ou, 4 et logg étant réels,
— am'4 4 2n'logq == o.

Dans ce cas, il y aurait donc réduction pour les fonctions 8 et les fonc-
tions abéliennes correspondantes. J'en rappelle rapidement la raison.
Les fonctions abéliennes précédentes de v et w admettent les couples de
périodes suivants:

pour v: logp , — 24
et pour w: — 24, logg.
En appelant F(v, w) une de ces fonctions, on aura donc
Flv4mlogp — 2nd , w— 2md + nlogq) = F(v, w),

m et n désignant des entiers quelconques. Si lon fait, en particulier,
m = w', n = n', la quantité ajoutée & w devient nulle d’apres I'hypothese
faite, et il vient

Fv 4+ m'logp — 20’4, w) = F(v, w)
comme on & aussi
Flo+ ni,w) = F(v,w);

on voit que la fonction abélienne F(v, w) est une fonction doublement
périodique de v aux périodes m’logp — 21’4 et 7i. Il y a donc réduction,
comme nous l'avons annoncé. La quantité

m' logp — 2n'4
ne peut pas étre nulle en méme temps que

—2m'd 4 n'logg,



Sur les intégrales de fonctions & multiplicateurs. 125
car on aurait
44*> —logp.logg = o

et les séries de RoSENHAIN qui définissent les fonctions ¢,,(v, w) seraient
divergentes.

Supposons-nous placés dans un cas de réduction de ce genre, clest
a dire supposons
' —2m'4 + n'loggq = o,

m’ et n' étant premiers entre eux. La quantité

n

,r——mq——n . qu — r—mq—n ( 1 — er q2n)

qui figure au dénominateur du coefficient P, , dans la série de la page
117, est nulle pour toutes les valeurs de m et » de la forme

’

m = ym/, n = yn, (= 41,42, £%)
le numeérateur
4, = (m,n) + $(—m, —n)
est alors nul aussi et le coefficient P, , se présente sous une forme illusoire
g, qu'il est aisé d’éviter, comme nous allons voir.
En effet, nous avons établi les relations suivantes, pages 110 et 112
4. (1 — g™ 4 r*rg’"C, = o,

2m7.2n) _ p‘lm,’,?n 02 — O,

3

1 7.2mq2n) e 7'2mq2“£ + ,r.‘b’mq%@2 — O,

1

"'— Az(I -
—a (1 —

2m .21 2m ,2n —
—a,(1 — pr) —p™rC, = o.
Puisque nous supposons

’ I — r?mq% — 0

et que (1 — p™r™) ne peut pas étre nul en méme temps, comme nous
Pavons vu a la page précédente, ces relations donnent

C,=o, 4, =o, C =g, a,=- Epro

2 . pm PP — p—m P—n °
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Le coefficient P, ,, donné par la formule

Pm,n — (___ I)m Apmq—-nrn—nl (A1&2 . Agal)
devient alors

-Pm,n = (_ I)"' Ap?mq—nr%—m_ Axg

e ————
ou, d’aprés la valeur de £ (page 115)
1671

L = mp“”’r‘" (mC -— nC"),

P

n,n

= (_— I)MI_(.ZQF? (7”0 —_ n(/") _w .

cette formule léve l'indétermination qui se présentait avec la premicre
expression de P,,. La constante 4, est définie par lintégrale

Al — fﬂ‘lﬁ e?mV(z)JanW('z)’
s
L,

o L ; . . . I ,
Vintégrale étant prise sur le contour L, qui entoure les points %, o figuré

a la page 111.
Si I'on pose

I I

V<l~z-2—>=——%———alogp———A, W(k*) =A+;~logq,
on obtient

zdz .
A —_ (— 1) —m nf,.m—-n e?mh(zH—?nW,(z)'
1 ( 'p"q 5

L
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Cette derniére intégrale peut s'écrire

d"(m,n) + ¢"(—m, —mn)

si l'on pose
p
1
Az

zdz . ]
¢;r(m , n) =f_?_62m11(z)+2n “1(2),

1

k%

Vintégrale étant rectiligne: c'est ce qu'on voit comme nous Pavons fait
aux pages 116 et 117 pour une intégrale analogue. On aura donc enfin
167 g'(m,n) + &"(—m, —n)
> — . A4 o N
P = a8 (mC — nC") .

pm PN — 2)—1717.—11

Il serait d'ailleurs aisé de voir que cette formule convient pour toutes
les valeurs de m et n; de sorte qu'on a deux formules pour développer

. 97‘12.0(” ) w)
S‘O:.O (1) ] ’M))

suivant qu'on prend l'ancienne expression de P, , o celle que nous venouns
d'obtenir. Ces deux développements se reconnaissent immédiatement comme
équivalents & cause de la relation

A, A

e ATy — T —m 1
,'.—mg-—n o ,,.mgn - p q v Z}mT" . p—m,'.—-n

qui se déduit des relations (44) de la page 110 par 'élimination de C,:
puisqu’on a
A, = g(m,n) + (—m, —mn),
Al — (— I)mp—mgnr-n+m[¢)u(7n , 7?/) + Sbu(____ m, — n)],

on aura la relation

) Y ) ) ¢, — )
( ,,.—mg—-n _ ,,.mgn - Pm,rn __p—mr—-n

qui montre I'équivalence des deux développements et permet de lever
I'indétermination chaque fois qu’elle se présente.
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On pourrait faire les mémes remarques sur le coefficient @

myn*
Mais nous laissons cette question de cdété pour revenir au développe-

ment en séries trigonométriques de fonctions abéliennes autres que celles

que nous venons de considérer et qui se raménent a 22, et 2, + 2,

Développement d’une fonction de v et w symétrique et entiére
en z et z,,s et s,.

Une fonction symétrique et entiére en 2z et z,,s et s, est une
somme de termes de 1'une des trois formes suivantes

ad + A4, siad + s8a, si8,(da + A7),

les exposants v et p étant des entiers positifs ou nuls. Il suffira donc de
développer en série chacune de ces trois expressions.
Appellons f(z,, 2,) I'une de ces expressions et soit

m,n=+o0

](‘(zl , 22) — z Rm,n e—'lmv—2nw’

mn=—c

développement valable pour des valeurs purement imaginaires de v et w
et des valeurs voisines. On verra, d'aprés la méme méthode que ci-dessus,
que le coefficient R, , est donné par l'intégrale double

nBC — CB —n f(z,.2,)(3,—2 ) 2] V(2 + V)] + 20| Wizy)+ W(zp)

B, =(—1)"———p"" """ f f e e VT sy day

L L
3s ’ I

obtenue en remplacant, dans I'intégrale de la page 104, 2,2, par — " fe,, 2,).

Les indices L, et L, signifient, comme plus haut, que I'intégrale est étendue
aux valeurs réelles de 2 et ¢, représentées par les contours L, et L,
supposés infiniment voisins de 'axe Ox. Désignons par E(z) I'exponentielle

E(Z) —_ e’lmV(z)+2n W(z);
alors en supposant

f@l ’ Z,) = 2i2h + 214,



Sur les intégrales de fonctions & multiplicateurs. 129

nous serons ramenés a calculer I'expression

zi{+l z2 v+l
fsl E(z )d F ,)d2, —f E(z f y E(z,)dz,
L
,)dz, +/-E(z dzf E(z,)dz,,

v
%

L L,

formée d’intégrales simples.
De méme en supposant

fle,, 2,) = 8,815 + 8,202,

nous aurons, pour calculer &, ,, a calculer l'expression

p 2
fz‘;“E(zl)dzl z—jE(z,)dz, ——f:—l‘E(.zl)dzl/‘z;“E(.e'g)alz2
L, 2 L,

Z

p+l P

+ E( l)dzlfz;E(zg)dzﬂ— 2 E(2,)de,
L, L, Ly L,

+1
E(z Ydz,,

composée d'intégrales simples.
Enfin si nous supposons

[, 2) = $:5,(514 + #2)
nous aurons a calculer 'expression

fz”“E % dzlfz? (2,) dz,——fz”E fz;“E(z,)dz?

Ly

+ f.z’{“E(z])dz,fz;E(z?)dz2 — z;E(zl)dz,fzf;“E(z?)dzg,
L 12 L,

Iy

formée d'intégrales simples.
Si T'on considére l'intégrale de fonction & multiplicateurs

2’dz

¢.(2) = TE(z)? =0,

Acta mathematica. 13, Imprimé le 29 septembre 1890, 17*
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-A],v =fZIjZIE(Zl)’ A2,v :fﬁg@E(zg)
A

Zy

les constantes

sont les modules de périodicité de cette intégrale le long des coupures
a, et a,; de méme, les constantes

4;, =fz{E(zl)dzl, 4;, =fz;E(z,)dz2
A I,

sont les modules de périodicité relatifs aux coupures a, et a, de l'intégrale
de fonction a multiplicateurs

e,(#) =fz”E(z)dz. ' vz0
Ces fonctions 4 multiplicateurs
“E(2), 2 E(2)

ont d’ailleurs les mémes multiplicateurs que l'exponentielle E(z), cest a
dire les multiplicateurs ,

My My, By 5 Ny
définis précédemment (page 108)
2n

m =1, m, =1, n, = r*"qg™, n, == p"r*t.

On voit que le calcul des coefficients R, , se raméne au calcul de
déterminants de l'une des trois formes suivantes

! ’ I ’ !
Al,vA2,p - A1,10A2,v7 Al,u A‘Z,p - -A‘.),VAI,;)’ -Al,v-A2,p - A;,p-sz

ou y>0,p>0.
Toutes ces intégrales

&, :f?s. E(z)dz, ¢, =fz"E(z)dz

y=0,1,2,...,00
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se rameénent & trois dentre elles. En effet faisons, pour abréger,

z
M+ N.
_’L_‘d,

s
E(Z) . e?mV(z)+2nW(z) — eo

avec
M = 2(mB — nD), N=—2(mC —n().

L’identité
E(

$

IE(s) = M2 d; 4 N*E(s)d

donne par lintégration
(53) E(z) = M¢, + N¢,
ce qui ramene le calcul de ¢, a celui de ¢,.
Puis V'identité
d# B(s) = ve " E(a)dz + M B(3)ds + N*2- B(2)dz
ou y > 1 donne par lintégration

(54) 2E(2) =ve,, + Mp, + No,s,

formule qui raméne le calcul des fonctions

Cosr PryPasrene
a celui des fonctions

DirPar Pysene

D’autre part, soit
s?=z(1 —2)(1 —k'2)(1 — 2*2)(1 — p’2) = 20,2° + @, 2" + 20,2° + ;2" + 24,2

y 3
d’'ou
ds __ Sa,2* + 20,2° + 30,2 + a2 + a,
)

ds s

la différentiation de l'expression sz’ E{z) donne

d[sz E(z)] =z’j—:E(z)dz + vs2 P E(2)dz + s2' (M + Nz)%fE(z)
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ou en rédulsant
al[sz E(2)]

(2v+ 5)a0z”+‘; + v+ 2)a,zt? + (20 —l—-s?,)a.‘,‘z“’L2 + G+ Daztt + (2 4 a2 E(Z) ds

+ M2 E(2)dz + N2t E(2)dz.
L'intégration de cette identité donne:

(55) sZE(2) = (2v + 5)adiis + 0 + 2)oudiss + (20 + 3) ¢y
+ ¢+ g+ (2v + 1o, + Mo, 4 No,,;

remplagons, dans cette relation, ¢, et ¢,,, par leurs expressions déduites
de la relation (54) de la page précédente dans laquelle on changerait
successivement vy en v 4 1 et y -} 2:

_ #t1E(z) M N
&y = V1 —y+ I¢v+1"‘—y+ I¢v+2’

PPHG) M N
Ci1= T x 2 Ty + 2 Dria _‘;+—2¢”+3'

Nous aurons

M N .
(56) (sz”-—;q_—lz‘“—;—_*_—;z“> E(2)=(2v + 5)%¢, 14

+ [(” + 2)“1 #u l_::] ¢v+3 + [(2” + 3)“2 ”— Vﬂ_l*_NI - L_M_FALZ] ¢V+2

B M* -
[+ Da— 5 |+ (2 + Dt

relation exprimant 1'intégrale ¢,,, en fonction des quatre précédentes
Dossy Poras @1, ¢, En faisant successivement dans cette relation

y=0,1,2,...
on exprimera toutes les fonctions ¢, & l'aide des quatre premiéres

Gos b1y s Py

et comme ¢, et ¢ sont liés par une relation établie précédemment, (re-
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lation (53) de la page 131), ou pourra exprimer toutes les fonctions ¢,
a l'aide des trois
$is sy Po

Comme chaque fonction ¢, sc raméne aux fonctions ¢, par la formule
(54) de la page 131, on voit que toutes les intégrales appelés ¢, ct ¢,,
(v=o0,1,2,3,...,00) sexpriment en fonction linéaire & coefficients
constants de

¢rs a5 &
et de fonctions connues.
Ces fonctions connues sont de la forme

s? E(z), 2 E(z),

et leurs modules de périodicité sont nuls. Les modules de périodicité
d’une quelconque des intégrales ¢, et ¢, sont donc des fonctions linéaires
homogénes des modules de périodicité correspondants des trois intégrales

$isfar Py

Par exemple
Al,v =ad;, + a4, +a"4,,,

A2,u = aA2,1 + a’Am + a"A2,37
Al,p: bAl,l + b'Am "|" b”A],37
Az,p= bA?,l + b,Am + bl’Am*

Done

AJ,VAZ,p - A? 4

R B

(al — ba')( A Ay — Ay, 4,,),
+ (ab" — ba")(4,1Ays — 4,5, 4, ,),
+ (@b — ba")( Ay, 4,y — 45,4, ).
Le calcul du déterminant .
4,,4,,— 4,,4,,

ge trouve ainsi ramené, quels que soient les entiers v et p, a celui des
trois déterminants )

(57) A1,1A2,2 — A,,4,,, A,,4,,— 4, A5, 4, A2,3 — A2,2A1,3-
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Il en sera de méme des déterminants tels que

’ ’
Al,v 2,0 'A'?,VAI

P
47 ! ’ ’
1pep 7 2,vA1,p
qui peuvent aussi figurer dans l'expression de R, ,. (Voyez page 130).
On sera donc toujours ramené, par voie récurrente, au calcul des
trois déterminants (57) de la page précédente.
Or le premicr de ces trois déterminants n'est autre chose que celui
qui a été désigné a la page 106 par
Alaa '_" Azal;
en effet on a

Ax = Al,n A2 = Al,?’ al == A?,l az :Am;

ce déterminant a été calculé et exprimé a l'aide de l'intégrale définic

rectiligne
1

d(m, n) = @E(s)

8

Le second des déterminants (57)
A1,1A2,3 - A2,1A1,3

peut, par les mémes méthodes, étre cxprimé a l'aide de la méme in-
tégrale définie rectiligne ¢(m , n).
Enfin le troisiemc de ces déterminants

A1,2A2,3 - A2,2 A1,3
exige pour son expression deux nouvelles intégrales rectilignes analogues
1 1

a ¢(m,n)
2°dz

. y(m , n) Z/Iz?dzE(z), o(m, n)= | — E(2).

8 S
0 0

En effet les deux intégrales

S

00~ [TEBD, =[S EE
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dont la premiére n'est autre chose que l'intégrale appelée précédemment

—

@(2) (pages 110 et suivantes)
o(2) =fzzsdzE(z)

sont des intégrales de troisiéme espéce de fonctions aux multiplicateurs

m =1, Mm, =1, n, =r"g*, n, = p'"r’,
ces intégrales ont pour point critique logarithmique le point co. Elles
sont uniformes sur la surface de Riemann R, figurée & la page 1r11.
Appelons £ et £ les modules de périodicité de ces intégrales ¢, et ¢,
le long de la coupure /; nous avons calculé £ précédemment aux pages
113—115; en suivant la méme méthode on aura £. Le développement
que nous avons établi a la page 114

p-—m,'.—n

TEE =[G R ]

donne immédiatement

alors

& = 4zi _M/t

Nous avons établi les deux relations suivantes entre les modules de périodi-
cité d,,d,,C,, £ de lintégrale ¢,(#) ou @(z), modules que nous ap-
pelons ici, pour plus de symétrie dans les formules, 4,,, 4,,, C,,, £

(voyez page 112)
A _ ny Oy —n, L

1,2 7 I___nl ’ 2,2

On aura de méme, en appelant

7/
Al,3 ’ Aa,s ’ 02,3 ’ £
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les modules de périodicité de ¢,(2)

0y Chg— 0, &
‘Al,3 =TT A2,3 =

I — iy

D'ou Ton tire

A1,2A2,3 — A2,2A1,3 ::(7_—-—7%(%——_713 (Q(Jm " 53,02,2)
ou encore
A1,2A2,3 - A2,2A1,3 = e A? 253' - T A2 32-

I — ny ! I — n, ’

Le calcul du troisiéme des déterminants (57) est ainsi ramené au calcul
des deux modules de périodicité

Ayy— f “ERBe), A= | TER).
L,

Ly

Si Ton pose
1

dmsn=[“E B, s, = (T2 B,

L2

0 0

les intégrales étant rectilignes, on voit, comme aux pages 115—117,
que l'on a

Ayg=y(m,n) + y(~—m, —n), dyy==am,n) + &(—m, —n).

En résumé, le calcul des coefficients des développements en série trigono-
métrigue d'une fonction abélienne exprimée par ui.e fonction symétrique entiére
de 2z, et z,, s, et s,, se raméne towjours par des opérations algébriques élé-
mentaires au calcul des trois intégrales définies rectilignes

1 1

m, my= [ “E (), X(m,n)zfz?;le(z), a)(m,n)=fz”sz(z)

0

ou
E(z) = enVer+mie

Il serait, par exemple, bien facile d’appliquer cette méthode générale
au développement de s;s, ou de s, + s,.
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On peut, par les mémes méthodes, calculer les coefficients des dé-
veloppements en séries trigonométriques de fonctions abéliennes de l'une
des deux formes

R(s,, #)R(s,, 2,), Rls,, ) + B(s,, 2,),

R(s, #) désignant une fonction rationnelle de s et 2. Pour que ces dé-
veloppements soient convergents comme les précédents, il faut et il suffit

que R(s, #) reste finie quand z varie par valeurs réelles de o & 1 et de
I , I
P a 2—5.

Développements de fonctions non symétriques en z ,s, et z,,s,.

Les méthodes que nous avons appliquées au développement des fonc-
tions abéliennes en séries trigonométriques procédant suivant les puissances
de € et €', peuvent, dans certains cas, donner les coefficients du dévelop-
pement en séries trigonométriques de fonctions non-symétriques en 2, , s,
et 2,,s,, fonctions qui sgexpriment par des racines carrées de fonctions
abéliennes. ’

Prenons, par exemple, la fonction

by
2, —2%

zl z?’

ou mnous supposons 2, réel et compris entre o et 1, 2 réel et compris

I I . , . . , :
entre 7; et . Cette fonction s'exprime par une racine carrée de fonc-
tions abéliennes, car

klp ku
A \/(zl + za)’ — 42,7,

’

la racine étant prise positivement. Nous avons vu que, si les variables
v et w partent de valeurs purement imaginaires v, et w, et varient par
valeurs purement imaginaires de v, et w, & v, + 7, w, + i, les variables
2, et 2, oscillent sur l'axe des quantités réelles la premiére 2z, entre o

et 1, la seconde 7, entre —; et II,— de fagon & décrire les lacets appelés

I
K

Acta mathematica, 13, Imprimé le 10 novembre 1890, 18*
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L, et L. (Page 100) Lorsque v et w varient ainsi de v, et w, & v, 4 7i
et w, + =i, la fonction

LI

2, —z 12

est donc uniforme, finie et continue. Elle est pour ces valeurs purement
imaginaires de v et w développable en une série de la forme

m,n= - w0

. 2%
— ]l J) S Sl S —2mv——‘.‘nw
L DI

m, 11
1 my,n=—aw

avec

totmi wetwl
Ir)llf f va+2nwd,w.

En faisant, dans cette intégrale double, le changement de variables défini
par les équations d’inversion de Jacosr

I

ve=T(2) + V(z,) — V(p), =) + W(e) — W ()

\

on trouve, comme pour P,, (pages 102—104),

S = —2'”( 2"" u ffz 2,4z dzl ALV + Visp 120 Wz + W, \]
m,n

formule qui se déduit de la formule (42) de la page 104 en y rempla-

2 2, \ . ’
¢ant 2,2, par ———. L'on aura donc, d’aprés les valeurs des intégrales
7, —2,

) o i)

‘gm,n = (— I)mklla BO ;O_B-p“‘g'—"?.n—mAlAg,

ot A, ct A, désignent comme précédemment (pages 106 et suivantes)
les intégrales

A ——__f,__’_li e‘z""(’l)+9" "(21> /" d"" "nl!'(zz)‘l"?nll'(z,)
1 )
S
1
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dont les valeurs sont liées par les relations (44) de la page r10:
— A, (1 — g™ + r*"g*"C, =0,
— A,(1 — p™r*") — p™r**C,=o,

qui donnent par V'élimination de C,

—M g—n )
—m m—n pr P 'r_'_
,’.-—mq-—-n m gn 2°

Al = gnp

On a donc

m1y BC — CB' pmen — p—my—n
Sm,n - (_ I) klﬂ' 2 Y ! g’

T T——m q—-—ﬂ J— ,rm gn

et comme

A, =¢(m,n) + (—m, —n),

on voit que le coefficient S, , est encorec exprimé a l'aide de l'intégrale
définie appelée ¢(m , n).

On trouverait de méme les développements de fonctions de la forme

Gy 215 80 2)
2, — %

ou le numérateur f(s , 2 ;s,, z,) désigne une fonction symétrique entiére
de s,,2 ets,,2,.

Sans insister davantage sur ces développements, jarrive & une autre
question intéressante, a savoir celle de l'inversion d'une intégrale ultra-

elliptique, —; V(z) par exemple, pour des valeurs réelles de z et de Uintégrale.

Les intégrales définies appelées J{m , n), y(m K n), @(m,n) se présentent
dans une autre espéce de problémes qui se posent souvent
en mécanique rationelle.

Soit, pour fixer les idées, la relation

z

(58) t:-‘.fB—_—C-fdz

8
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ou B et C sont les mémes constantes purement imaginaires que précédem-
ment et ou s est 1ié & 2 par la méme relation que ci-dessus

s?=12z(1 — )1 — k2)(1 — 1’2)(1 — p’2).

Supposons que ¢ désigne le temps et z une variable réelle servant a fixer
la position d'un mobile au temp ¢. Alors les variables z et ¢ doivent
rester réelles, et ¢ aller toujours en croissant.

.y B O , .
Dans ces conditions, comme — et — sont des constantes réelles positives

>

ol &
LN K

2 croitra de o a 1, le radical
8 = \/(skip)

étant pris positivement; puis 2z décroitra de 1 & o, le méme radical s
étant pris négativement; puis 2z croitra de nouveau de o a 1, s étant
positif; et ainsi de suite indéfiniment. Nous avons vu (page 9o) que I'on a

1

7£=£fB—Czdz;
2 1 s

0

d’aprés cela, si dans la relation (58) de la page précédente

1 { B— (Cz
(58) t=¢‘f " d
0

on veut prendre le temps ¢ comme variable indépendante et la variable
réelle 2 comme fonction de ¢, on voit que 2z est une fonction réelle de ¢
admettant la période 7 et restant finie (comprise entre o et 1) pour toutes
les valeurs du temps {. On pourra donc développer z en série trigono-
métrique de la forme

A=+

g== X pme—mzi

n=—m
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convergente pour toutes les valeurs réelles de f. La connaissance des
coefficients de ce développement permettrait donc de réaliser, a ce point
de vue spécial, V'inversion de l'intégrale (58). Le coefficient p, est donné
par lintégrale définie

Lt

I
Pu = ;z'.fze?m“dt)
t

ou, en faisant, dans cette intégrale, le changement de variable

] e O}
? 8 2

0

1 (B— On)2dz gnys
i

I'indice L, signifiant comme précédemment (page 101 et figure de la
page 100) que le point # décrit un chemin formé de la portion y1 de
laxe Oz dans le feuillet supérieur (s > o), de
la portion 1,0 du méme axe dans le feuillet
inférieur (s < o), enfin de la portion od du méme
axe dans le feuillet supérieur (s > o); ¢ étant
infiniment voisin de y. Pour pouvoir figurer ce

chemin L,, nous l'avons représenté non comme confondu avec le segment
o1 (ce qu’il est en réalité), mais comme infiniment rapproché de ce segment.
Nous avons vu précédemment que l'on a

z2dz
fTe2mV(z)+2nW(z) — Sb(m , n) + ¢(_ m, — n)’

L

z'dz
f__s_ 62mV(Z)+2nW(Z)=X(7n , n) + X(—— m y — n)'

L,

On aura donc, pour déterminer p,, I'équation

Pa=s[p(m, 0) + g(—m , )] — Z[x(m, o) + y(—m, O],
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A
ou

1
¢("n , O> :fi%f e‘lmV(z),
0

1
P
2dz g
m, 0)= | — ™",
x(m, 0) fs
0

On est donc bien ramené, pour calculer p,, aux mémes intégrales que
pour développer les fonctions abéliennes précédentes en séries trigono-
métriques.

On verra de méme que si l'on veut développer non seulement z
mais 2’ ou-bien sz’ (v entier positif) en série trigonométrique ordonnée
par rapport aux puissances de €™, le calcul des coefficients se¢ raméne &
celui des trois intégrales

¢(m,o0), y(m,o), @m, o)

en vertu des formules de réduction des pages 131 et suivantes.
On arrive donc ¢ cette conclusion remarquable que, si I'on sait développer
en séries trigonométriques les fonctions abéliennes

5o+ 2z,

on sait en méme temps faire U'inversion de l'intégrale ultraelliptique
f—1! f b0y,
1 8
0

2 v )

2,80 2., 8,828,828, ..., 87, ...

2 et ¢ réels) et développer

en séries trigonométriques procédant suivant les puissances de ™.
Ces résultats s'étendraient sans peine & linversion d’une intégrale
ultraelliptique de la forme plus générale

v {B— 0z p (B—C2z
. "—»zf‘ p dzﬂf‘—s_dz’
0

0
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y et p étant des entiers tels que l'expression
y(B— C2) + p(B'— C%)

ne gannule pas entre o et I.

Les intégrales ¢(m , n), y(m,n), @(m,n) comprennent comme cas
tres-particuliers les fonctions de Bessel.

Dans les calculs précédents (pages 131 et suivantes) relatifs a la
réduction des intégrales de la forme

2 dz .
s[)“(Z) — e‘lmV(z)+‘Zn W(z) , gpv(z) =fzvdz e?m V(2)+2n W(z)

8

ou » est un entier positif ou nul, & trois d’entre elles ¢, , ¢,, ¢, nous
avons supposé m et n entiers, d'aprés la nature de la question qu'il
gagissait de résoudre. Les formules de réduction que nous avons établies
sont les mémes lorsque m et » ne sont plus des nombres entiers, mais
désignent des constantes quelcongques.

On en conclut que, quels que soient m et n, entiers ou non, les
intégrales définies

1 1
f 7 :lz £2mVin +In W) , f 2 dz MV WE)
0 1]

se raménent aux trois que nous avons appelées

d(m,m), y(m,n), @m, n).

Ces derniéres intégrales sont des fonctions de m et # qui comprennent
comme cas limites les fonctions de BessgL.
Par exemple m et n étant quelconques, I'expression

2mV{(z) + 20 W(z)

est de la forme

z

fa—j_—ﬂzdz
8

0
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a et § désignant des constantes arbitraires linéaires et homogénes en m
et n. L'intégrale ¢(m, n) devient alors

z

1 j‘ atpz
2dz g

8

st=2(1 — 21 — k) (1 — X’2)(1 — p’2).
Supposons, comme cas limite,
k=A=p=o0, s'=2(1—2);
lintégrale ci-dessus ot l'on fait

. . dz
z=sin"p, s=singpcosg, ~ = 2dyp

prend la forme

g

2
. 8
2fsm2 @ .dp . e TRe—grinly,
0

intégrale qui dans P'hypothése
20 + f=vi, (v entier)
8

se raméne immédiatement & des fonctions de BrsseL de la variable S

(Voyez, par exemple, le Traité de Topnunter: On Laplace’s, Lamé's and
Bessel's Functions (pages 287 et suivantes).

La méthode employée dans le chapitre précédent s'applique aux
fonctions abéliennes les plus générales. Dans un supplément, nous
montrons en particulier comment cette méthode s'étend aux fonctions
abéliennes qui naissent de linversion d'intégrales hyperelliptiques d'un
genre quelconque. Puis nous indiquons comment nos recherches sur les
intégrales de fonctions a multiplicateurs peuvent étre étendues a 1'étude
de lintégrale générale d'une classe importante d'équations différentielles
linéaires a coefficients algébriques.




