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Seit dem Erscheinen der v. STAUDT'SChen Geometric der Lage ist es 
wig bekannt der synthetischen Geometric msglich ihre Satze ganz all- 
gemein aufzustellen d. h. ohne Riicksicht darauf, ob einige oder auch 
alle der eingehenden Elemente im Sinne der analytischen Geometric ima. 
gini~r sind. Nachdem die geometrischen Bedeutungen der imagini~ren 
Grundelemente eingef~hrt worden sind, ist es nun systematisch richtig und 
in der projectiven Geometric genau besehen nothwendig yon vorne herein 
alle Elemente als unbedingt complex aufzufassen und z. B. die Beweise 
der Satze in der Geometric der Ebene gleieh so zu fiihren, dass sic auch 
in der imaginhren Ebene ihre Gtiltigkeit behalten. Hierbei fhllt aber 
ftirs erste die besondere Stellung der reellen Etemente innerhalb der Saturn- 
lung aller Elemente der Ebene weg, und dies ist fflr gewisse weitere Unter- 
suehungen ein Hinderniss. Der Hauptzweck der vorliegenden Arbeit ist 
nun der, eine Grundlage fiir die allgemein projective Behandlung derjenigen 
Fragen zu geben, welehe grade auf king Unterseheidung des reellen und 
des imaginaren hinauslaufen. 

Im ersten Absehnitte gebe ieh eine Theorie der Sammlung derjenigen 
Punkte einer Ebene, in welche die reellen Punkte einer reellen Ebene 
durch eine allgemeine projective Transformation iibergehen. Diese Samm- 
lung wird eine zweidimensionale Kette genannt, in [Sbereinstimmung mit 
der v. STAt~DT'Schen Terminologie, wo Kette (welche im vorliegenden 
einfache Kette genannt wird) die Sammlung derjenigen Punkte einer 
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Graden bedeutet, in we]ehe (tie reellen Punkte einer reellen Graden (lurch 
eine projective Transformation abergehen. Als ein einfaches Beispiel 
wahle ieh die Aufgabe zu bestimmen dureh wie viele eentrisehe Projee- 
tionen vier allgemeine Punkte einer imagini~ren Ebene in vier reelle Punkte 
projieirt werden kSnnen. 

Im zweiten Absehnitte werden zunachst die vorstehenden Sittze dazu 
benutzt, die Paare yon reellen oder eonjugirt imaginaren entspreehenden 
Punkten bei der projectiven Transformation einer reellen Ebene in sieh 
zu bestimmen. Dann werden ferner besonders die hier sog. symmetralen 
Beziehungen behandelt. Es sind diese bisher ziemlieh wenig untersueht, 
und soviel ieh weiss, nirgends in systematisehem Aufbau. ~ 

Obgleieh ieh die algebraisehen Ausf(]hrungen bis auf spatere Zeit 
versehiebe, lassen sieh die bier behandelten Probleme am leiehtesten in 
analytiseher Form andeuten. Bedeutet niimlieh .u die eonjugirt imaginare 
Zahl zu x, wird eine allgemeine symmetrale Transformation der Ebene 
dutch die Transformationsformeln 

P~I  = a'T" -Ji- b]] -t'- c~ I I .  s .  w ,  

bestimmt. Es werden die Doppelelemente land involutorischen Paare in 
derjenigen ebenen Correlation bestimmt, deren entspreehende Punkte sym- 
metral gepaart sind. Diese Correlation nenne ieh eine zweidimensionale 
Symmetralitat, freilieh ineonsequent, indem sonst i~berall, wenn yon einer 
einfaeh unendliehen Zahl (yon Losungen) die Rede ist, damit die Zahl 
der reellen Punkte einer reellen Graden gemeint wird. Es zeigt sieh 
ferner, dass ~c = :c der allgemeinsten Form einer involutorischen Symme- 
traltransformation entsprieht. 

Der wesentlichste Theil dieses Absehnittes behandelt a b e r -  in syn- 
thetiseher und direeter d. h. eonstruirender F o r m -  die Frage, in wie 
fern sieh die Transformationsgleiehungen mit reellen Coeffieienten schrei- 
ben lassen. Es ist dies far die projeetiven Transformationen im All- 
gemeinen nieht msglieh - -  far die symmetralen dagegen immer, im 
Allgemeinen entweder dureh zwei oder dureh vier Gruppen yon Trans- 
formationen (Coordinateni~nderungen). Ieh habe bier eine gewisse Voll- 

In FELIX KLEIZ~ Ober t~iemann's Theorie der Abel'schen IMegrale finden sieh 
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st~ndigkeit beabsichtigt und die Resultate far alle nicht zerfallenden 
Transformationen angegeben. 

Es mag noeh auf die Beziehungen dieser Arbeit zu denjenigen Un- 
tersuehungen yon MOBIUS, welche sich an die Theorie der Kreisverwandt- 
schaften ankniipfen, hingewiesen werden. Die bier gewonnenen Resultate 
welche, wenn man sich allein an das Gebiet der imagini~ren Graden hML 
auch ganz elementargeometrische Satze geben, reiehen jedoch wesentlich 
fiber die MOBI~S'schen hinaus. 

Zum Schluss sei noeh bemerkt, dass die Hauptresultate dieser Un- 
tersuchung obgleich zum Theil mit anderer Begrtindung, schon in meiner 
Doctordissertation v. J. 1835 zu finden sind. 

1)~e zweid imens ionale  Kette. 

In einer reellen Ebene giebt es nach der projectiven Z~hlung v. 
STAUDT'S n 4 + n: + I reelle und imagin~re Punkte, insbesondere n 2 +  i 
reelle Punkte, wenn die reelle Grade n + I reelle Punkte enthMt. Die 
imaginare Ebene ist yon derselben Machtigkeit wie die reelle; man wird 
desshalb auch die Sammlung der n 2 + I Punkte einer imaginaren Ebene 
bestimmen ksnnen, welche wie die Sammlung der reellen Punkte einer 
reellen Ebene dadurch characterisirt ist, dass der Schnittpunkt zweier 
Graden, welche zwei der Sammlung angehSrigen Paare yon Punkten ver- 
binden, selbst ein Punkt der Sammlung ist. 

Diese Sammlung oder Gruppe yon Punkten sei eine zweidimensionale 
Kette genannt und K H geschrieben. Es seien A und B zwei Punkte yon 
K H, C ein Schnittpunkt yon A B  und einer Verbindungsgraden zwischen 
zwei anderen Punkten der Kette. Die ganze in der Graden AB ent- 
haltene dutch A ,  B u n d  C gehende einfache Kette k wird (]ann in K ~ 
enthalten sein. Naeh dem Vorgange des Herrn MORITZ PASCt~ in den 
Vorlesungen gber ne~tere Geometri G kann man n~mlich durch Construc- 
tionen, welche die Kette K ~ nicht verlassen, e in  ))Netz)) yon Punkten 
A ,  C 1 , 6'2, . . . ,  C~ = B herstellen, dergestallt dass 

(AQ) : (ACt) + (AC,) + . . .  + (ACl) (r Addenden), 
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wo die Additionen im v. STAUDT'Schen Sinne zu nehmen sind, so dass A 
der Nullpunkt und C der Unendlichkeitspunkt der additiven Transforma- 
tion ist. Well man n so gross nehmen kann, wie man will, lltsst sich 
dutch fortgesetzte Construction yon Punkten des Netzes AC1C2...  jeder 
Punkt  der einfachen Kette ABC mit beliebiger Genauigkeit erreichen. 1 

Wenn die Grade A B  noch einen nicht in k liegenden Punkt mit 
K Ix gemein hat, muss jeder Punkt yon A B  in K" liegen, und diese wird 
dann gradezu aus den Punkten der Graden bestehen; diesen Fall schliessen 
wit aus. 

Eine Grade, welche mit K II eine einfache Kette yon Punkten gemein 
hat, sei der zweidimensionalen Kette adjungirt genannt. 

Die einfachen Ketten, welche in einer und derselben zweidimensiona- 
len enthalten sind, bilden eine Sammlung, welche in projectiver Beziehung 
ganz der Sammlung der in einer reellen Ebene liegenden reellen Graden 
analog ist. Ebenso wie man die imaginaren Elementargebilde einer re- 
ellen Ebene dutch reelle involutorische Gebilde darstellen kann, wird 
man auch in der imaginaren Ebene jeden Punkt und jede Grade dutch 
involutorische Gebilde darstellen ksnnen, welche in einer beliebigen festen 
zweidimensionalen Kette enthalten sind. Es ist nicht nOthig dies n~her 
auszuft'~hren 2 und ich schliesse gleich hieraus: 

Jede Grade einer Ebene, welche einer gegebenen K H nicht ad]ungirt ist, 
hat einen und nur einen _Punkt mit der Kette gemein, und 

Dutch jeden Punkt einer Ebene, welcher nicht in einer gegebenen K ~x 
liegt, geht eine und nur eine Grade, welche der t(ette adjungirt ist. 

Das duale Gebilde zu den Punkten einer K H wird aus den Graden 
gebildet, welche einer anderen /C' adjungirt sind. Insbesondere werden 
die Graden, welche durch einen festen Punkt einer K II gehen und der- 
selben Kette adjungirt sind, eine ))einfache Kette von Graden))bilden d. h. 
sie werden eine beliebige Grade in Punkten einer einfachen Kette schneiden. 

Durch eine Involution yon Punktpaaren, wclche in einer in K '' ent- 
haltenen einfachen Kette liegen, werden zwei Punkte der Ebene bestimmt, 
weil man die Involution in zwei Sinnen durchlaufen kann. Von zwei 

1 Vgl. M. PASCH, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, w 15. 
Siehe v. STAUDT, Beitrgige, No. I38. 
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solchcn Punkten werden wit sagen, dass sie in Bezug auf die Kette K I~ 
symmetrisch liegen, oder dass sie dutch die Kette K I~ harmonisch getrennt 
werden. Man sieht leicht, dass die Punkte, welche zu den Punkten einer 
Graden oder den Punkten einer beliebigen Kette in Bezug auf eine feste 
Kette K H symmetrisch liegen, selbst bzw. in einer Graden oder in einer 
Kette liegen werden. 

Wir wollen jetzt die Sammlung der Trigger derjenigen 1)unkte be- 
stimmen, welche einer festen K H angehsren. 

Es seien A und B zwei Graden, welche der K I~ adjungirt sind und 
demnach zwei einfache Ketten a 1 und b I mit K H gemein haben werden. 
Die Tr~ger der a 1 und b 1 angehSrigen Punkte bilden zwei Regelschaaren 
a g und fig, die nach dem obigen eine Grade m gemein haben. Durch 
jeden reellen Punkt yon m gehen zwei Graden, die eine der Regelschaar 
a g, die andere der fig angehsrig. In der durch zwei solche Graden be- 
stimmten Ebene liegt eine Grade - -  eine imaginlire Grade erster A r t -  
die mit K ~ zwei Punkte gemein hat und demnach der Kette adjungir,t 
ist. Umgekehrt wird jede reelle Ebene #, welche eine der K H adjungirte 
imaginare Grade erster Art enthMt, einen Strahl mit a 2 sowie mit fig 
gemein haben und also die beiden durch a g und ~8 g bestimmten Hyper- 
boloide bert~hren. Die Ebenen /~ werden also auch den um die Hyper- 
boloide umgeschriebenen Torso berflhren; dieser ist hier reell, well a g 
und i8 g reelle Graden enthalten und einen gemeinsamen reellen Strahl 
besitzen. Betrachten wir nun eine beliebige in K '~ enthaltene einfache 
Kette k 1, so bestimmt diese wie oben ein Hyperboloid, ,Und auch dieses 
wird wie a ~ und fig in dem genannten Torso eingeschrieben sein. Hier- 
aus folgt, dass die Trigger der Punkte der k ~ - -  und demnach die Trigger 
aller Punkte der K ~' --- Doppeltangenten des Torsos sein warden; die 
Beriihrungspunkte sind entweder reell oder conjugirt imaginar. 

Umgekehrt sieht man auch leicht, dass zwei Regelschaaren, welche 
in einen Torso dritter Classe eingeschrieben sind, immer einen Strahl 
gemein haben, und dass zwei Doppeltangenten des Torsos eine und nur 
eine eingeschriebene Regelschaar bestimmen. 1 Man hat also: 

Die Tra:qerkongruenz der Punkte einer zweidimensionalen Kette wird 
aus den reellen Doppeltangenten eines reellen Torsos dritter Classe 9ebildet. 

Das entwickelte wird leicht llbersichtlich~ wenn das Dualitittsprineip angewendet wird. 



6 C. Juel. 

Eine Kette zweiter Dimension kann der Definition zufolge nlcht durch 
weniger als vier Punkte bestimmt sein. Sind aber ABCD vier Punkte 
einer Kette K ~ und E der Sehnittpunkt (AB.  CD), so werden die ein- 
fachen Ketten (ABE) und (CDE) zwei Regelschaaren und diese ferner 
einen Torso dritter Classe und damit die K ~ bestimmen. Well zwei 
einer Kette adjungirte Graden sich in einem Punkte der Kette schneiden, 
hat man gleich: 

Eine zweidimensionale Kette ist eindeutig bestimmt dutch I)vier Punkte 
2) drei Punkte und eine adjungi'rte Grade 3) eiuen 1)unkt und drei adjungirte 
Grade~ 4) vier adjungirle Graden. 

Dabei dfirfen selbstverstandlich nicht drei der Punkte in einer Graden 
liegen und nicht drei der Graden dutch denselben Punkt gehen. 

Weiter hat man: 

Eine zweidimensionale Kette ist eindeut 0 bestimmt, we'an sie zwei Punkte 
A und B enthalten und zwei andere C und 1) harmonisch trennen soll. 

Wenn A B  und CD - -  die nieht zusammenfallen d { i r f e n -  einander 
in E schneiden, lege man in der Graden CD eine einfache Kette k ~, 
welche durch E geht und U und D harmoniseh trennt, ~ ebenso in A B  
eine Kette kl, welche dureh A ,  E und B geht. Die Kctten k 1 und kl 
bestimmen die gesuchte Kette K ~'. 

Auf diese Bestimlnung lgsst sieh die folgende zurOckf(lhren: 

Eine zweidimensionale Kette ist eindeutig bestimmt, wenn sie zwei Paare 
yon Punklen OD und E F  harmonisch trenno, soll. 

Die genannte Kette muss ngmlieh aueh durch die Punkte (CE.DE) 
und (CF.DE) gehcn. 

Noch sei bemerkt, dass cine zweidimensionale Kette durch zwei ein- 
fache Ketten yon Graden bestimmt ist, wenn diese einen Strahl gemein 
haben. 

Wenn man die in eine Grade zerfallenen Ketten ganz yon der Be- 
trachtung aussehliesst, sind in projectiver Beziehung alle Ketten gleich 

Siehe v. STAUm'~ Beitr~ge, No. I41. 
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allgemein. In nicht projectiver Beziehung finden sich dagegen specielle 
Ketten, die in mehreren Problemen auftreten kSnnen, und ich werde diese 
hier anfohren, indem ich bei der Classification yon der Lage der Kette 
zur rcellen Axe u der imaginhren Ebcne ausgche. 

I. Die "~'eellen Punkte der Axe u geh6.ren alle der Kette an. 
Es seien A und B zwei Punkte der Kette; die Grade AB wird dann 

einen reellen Punkt enthalten ngmlich (AB.u).  AB  muss desshalb eine 
imaginlire Grade erster Art sein, und die Tr',fger der Punkte A und B 
miissen sich schneiden. Indem A und B beIiebige Punkte yon K ~r sind, 
folgt daraus, dass in diesem Falle alle Trltger yon Punktcn der Kette 
durch einen festen Punkt gehen miisscn. Eine Kette dieser Art erhi~lt 
man, wenn man die reellen Punkte einer reellen Ebene alas einem reellen 
Punkte auf eine imagini~re Ebene projieirt. 

II. Die Axe u ist der Igetle adjungirt. 
Sind A , B ,  C , D  vier Punkte der Kette, deren Tri'~ger sich nicht 

schneiden, werden die dutch A ,  B ,  (AB.u)  und C, D,  (CD.u) gehen- 
den einfachen Ketten zwei Regelschaaren a s und /3 ~ bestimmen; diese 
haben hier zwei Strahlen gemein, n','~mlich u und den Trliger f yon 
(AB.CD). Die Trigger der Punkte von K H werden desshalt) in diesem 
F~lle eine lineare Congruenz bilden, deren Leitgraden die zwei (reellen 
oder~ imagin~ren) Graden sind, in .denen sich die dutch a ~ und /~ be- 
stimmten Hyperboloide ausser in u und f schneiden. Die einfache Kette 
yon Punkten, welche u hier mit K II gemein hat, wird keinen oder auch 
zwei reelle Punkte enthalten; jenachdem der eine oder der andere Fall 
eintritt, wird die lineare Congruenz zwei eonjugirt imaginiire oder auch 
zwei reelle Leitgraden haben. 

III. Die Axe u hat einen und nur einen ~'eellen Punkt mit der Kette 
gemein. 

Wenn O der reelle Punkt der Kette K ~ ist, gehen durch 0 unend- 
lich viele zu K H adjungirte Graden erster Art, also auch unendlich viele 
Beri~hrungsebenen zu dem durch die Kette bestimmten Torso. Dieser 
muss desshalb hier in einen Kegel zweiter Classe, dessen Spitze in 0 f~llt, 
und noeh eine Grade p zerfallen. Die Trgger der Punkte dieser speciellen 
Kette werden demnach alle einen Kegel zweiter Classe beriihren und 
ausserdem eine feste Tangente p dieses Kegels schneiden; p ist selbst 
Trager eines Punktes der Kette. 
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Auf eine Kette der letzten Art kommt man, wenn man die reellen 
Punkte einer reellen Ebene aus einem imaginaren Punkte P des Raumes 
,~uf eine imagini~re Ebene projicirt; die Trigger der Projektionen werden 
dann den Tr~tger p yon P schneiden und miissen demnach auch einen 
festen Kegel beriihren - -  was tlbrigens auch eine yon dem obigen un- 
abhhngige kurze ~lberlegung direct zeigen wiirde. 

Umgekehrt kann man sich jede Kette der Art III in der oben ge- 
nannten Weise erzeugt denken. Auf der Graden p, welche yon samrnt- 
lichen Tri~gern geschnitten wird, w'ahle man nur einen beliebigen im'agi- 
naren Punkt P.  Die reellen Punkte derjenigen Graden, welche P mit 
drei imaginlh-en Punkten yon K n verbinden, bestimmen eine reelle Ebene, 
deren reclle Punkte aus P in die Punkte von K"  projieirt werden. 

Nach diesen Bemerkungen ist es leicht die Frage zu behandeln, 
dutch wie viele centrische Projeetionen sich vier allgemeine Punkte 
ABUD einer imaginaren Ebene in vier reclle Punkte einer reellen Ebene 
fibertragen lassen. Dutch eine Projection ist dies im Allgemeinen jeden- 
falls nicht m0glich, denn die durch ABC'D gehende Kette ~k "H mOsste 
dann yon dec speciellen Art III sein. Man kann es aber immer durch 
eine Projection erreichen, dass eine beliebige Kette in einer Ebene ~ in 
eine Kette yon dieser besonderen Art, welche in einer anderen imagin'aren 
Ebene 7r 1 liegt, transformirt wird. Man braucht nitmlich nur das (reelle 
oder imagini'Lre) Projectionscentrum in dem Trigger m eines Punktes M der 
Kette - -  abet ausserhalb ~ -  und die reelle Axe von ~a durch einen 
reellen Punkt yon m zu wahlen. Dutch zwei auf einander folgende 
Projectionen kann man also immer das xerlangte leisten. Hierbei ist 
dass zuletzt benutzte Projectionscentrum im Allgemeinen imagini~r. Man 
kann abet auch fragen, wie viele Projectionen nsthig sind, wenn sie 
sammtlich reell sein sollen. Man wird dann sehen, dass man mit drei 
Pro]ectionen auskommen kann. Durch Projection aus einem reellen Punkte 
kann man ngmlich erst wie oben eine Kette K'~ ~, der Art III herstelIen. 
Die Trgger der Punkte yon K~ schneiden alle eine Grade p und be- 
rfihren eine Kegelfii~che z. Man lege nun eine reelle Berohrungsebene 
a zu z, welche p in P sehneiden mSge. Die Projection yon K~ I aus P 
auf eine imagini~re Ebene 7:2, deren Axe in a liegt, wird dann eine Kette 
in ~.2 yon der oben genannten Art  I ergeben; diese Kette kann ferner 
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~us einem bestimmten reellen Punkte in die Kette der reellen Punkte 
einer ganz beliebigen reellen Ebene projicirt werden. 

Wir wollen jetzt zwei zweidimensionale Ketten betrachten, welche 
in derselben Ebene liegen, und die gemeinsamen Punkte derselben be- 
stimmen. Die Anzahl dieser Punkte kann im Allgemeinen h0chstens drei 
betragen, well eine Kette schon durch vier Punkte bestimmt ist. 

Die gegebenen Ketten seien K I~ und Ki~; um die Schnittpunkte zu 
bestimmen, lege man durch einen beliebigen festen Punkt A yon K ~, 
der nicht in K~ ~ liegt, die Graden a, welche der K ~ adjungirt sind, und 
deren Schnittpunkte mit K~ I eine einfach unendliche kontinuirliche und 
geschlossene Reihe von Punkten bilden. Diese Punktreihe a kann mit 
einer in K~I ~ liegenden einfachen Kette k 1 h0chstens zwei Punkte gemein 
haben, denn dutch kl wird eine Grade bestimmt, welche yon den Graden 
a in den Punkten einer neuen einfachen Kette k 2 geschnitten wird, und 
k1 und k~ k0nnen hSchstens zwei Punkte mit einander gemein haben 
wenn aber einen dann im Allgemeinen noch einen zweiten. 

Ersetzt man A durch einen neuen Punkt  B yon K '~, erhalt man in 
K~ ~ eine neue analoge Punktreihe /9. Auf die Schnittpunkte yon a und 
/9 kann man die tlblichen Sitze der geometria situs iiber reelle Curven- 
zweige anwenden, was desshalb angeht, weil man f~r diese Sitze pro- 
jective Beweise gebea kann. Indem nun a und 1~ yon jeder der Kette 
K~ ~ adjungirten Graden in zwei Punkten geschnitten werden, mtissen a und 
fl einander in einer graden Anzahl yon Punkten schneiden. Ein Schnitt- 
punkt ist aber von vorne herein gegeben, n'imlich der in K~ ~ liegende 

P u n k t  yon AB; jeder andere Sehnittpunkt liegt sowohl in K~ I ~ well 
in a ~ ,  als in _K ~ ~ well er der Sehnittpunkt zweier zu K ~' adjun- 
girten Graden ist; K ~ und K~ ~ werden also im Allgemeinen einen oder 
drei Punkte gemein haben; diese letzteren ksnnen aber auch wie ge- 
wshnlich zusammenfallen. 

Bei besonderer Wahl yon A kann die zugehsrige Kette a alle Punkte 
einer einfachen Kette k~ enthalten. Well a auch in diesem Falle mit 
jeder anderen in K~ ~ liegenden einfachen Kette hsehstens zwei Punkte 
gemein haben kann, muss a hier aus zwei einfachen Ketten zusammen- 
gesetzt sein. 

Bei specieller Lage yon K ~ und K~' kann es ferner geschehen, dass 
auch /9 in ein Paar yon Ketten zerfMlt, yon welchen die eine mit einer 

~t~a ~nathematlea, 14. Imprim6 le ~7 novembre 188~. 
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derjenigen Ketten identisch ist, in welchc a zerfallt. In diesem Falle 
werden dann K ~ und K'I ~ alle Punkte einer einfachen Kette und ausser- 
dem noeh einen isolirten Punkt gemein haben. 

Well die zweidimensionalen Ketten selbstdualistisehe Gebilde sind 
(siehe S. 4), sieht man gleich, dass zwei ~olehe Kttten im Allgemeinen 
entweder eine oder aueh drei adjungirte Graden gemein haben werden; 
wenn deren drei existirGn, werden sic die drei gemeinsamen Punkte der 
Ketten verbinden. 

Betrachten wit noch besonders den Fall, wo K ~I und K~ nur einen 
Punkt gemein haben, der aber night mehrfach zu z:,'dflen ist. In diesem 
Falle giebt es auGh eine (und nut eine) Grade a, die sowohl zu ]C' wie 
zu K~ ~ adjungirt ist, und demnach mit diesen die einfaehen Ketten l," 1 
und k 2 gemein h'tt. Well nun diese einander nicht sehneiden, kann 
man wie folgt sehen, dass sit beide dureh ein und dasselbe Punkt- 
paar getrennt sein werden. Die Punkte, welche dureh k und k~ yon 
einem beliebigen Punkte P der Graden a harmoniseh getrennt sind, seien 
bzw. Q und Q~. Dureh P ,  Q und Q~ geht Gine einfaehe Kette, welehe 
k und 1~ in .MN bzw. 2t/lN 1 schneiden mOge, und diese zwei immer re- 
ellen Punktpaare werden einander night trennen, wenn, wit vorausgesetzt, 
k und k~ einander night schneiden.~ Es finden sigh demnaeh in der 
dureh PQQ1 gehenden Kette zwei Punkte E und F,  welehe durch 3 I N  
sowie dureh M~hr, harmoniseh getrennt wGrden. Dieselben Punkte sind 
der Definition zufolge aueh dureh K '~ und K'~' harmonisch getrennt, oder 
liegen in Bezug auf diese symmetriseh. 

Es folgt also: 

Zwei zweidimensionale Idetten habe~z im Allfemeinen einen oder auch 
drei _Punkte, sowie bzw. ei~e oder auch drei adjungirle Graden 9emein. 
Wenn sie einen und nu~" ehzen Punkt gemein haben, .qiebt es zwei Punkte 

und auch zwei Graden - -  welche in Bezug auf die beiden Ketten sym- 

metriseh liegen. 
Wenn die zwei Ketten ~nehr als drei Punk/e gemein h oben, werden die 

9emeinsamen P,~nkte aus allen Punkten eiuer eb~faehen Ifette und ~och einem 

isolirten Punkte bestehen. 

' Siehe v. STAUDa', BeitrSge No. 2o7. 
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Ich will hier noch die besondere Lage yon zweidimensionalen Ketten 
hervorheben, welche eintritt, wenn man eine Kette K~ durch zwei Paare 
yon Punkten legt, welche in Bczug auf eine andere Kette K H symme- 
trisch liegen. Weil eine zweidimensionale Kette durch vier Punkte be- 
stimmt is~, wird K~ ~ in Bezug auf K II selbstsymmetrisch sein, d. h. die 
Punkte yon K~ ~ werden sich in Paare yon Punktc vertheilen, welche 
durch K I~ harmonisch getrennt sind. Man kann nun zeigen, dass diese 
Lage gegenseitig ist, d. h., dass aueh K ~ in Bezug auf K~ ~ selbstsymme- 
trisch sein wird. Es seien AA'  und BB' zwei Paare yon Punkten in 
Ki  ~, welche in Bezug auf ~K ~ symmetrisch liegen. Die Grade AA'  ist 
zu K H wie zu K~ ~ adjungirt, und sie habe mit der ersteren die Punkte 
der einfachen Kette k, mit der zweiten die Punkte der Kctte k~ gemein. 
Dann wird k I in Bezug auf k selbstsymmetr%ch sein, und daraus folgt, 
dass auch k in Bezug auf k~ selbstsymmetrisch sein wird; ~ zwei solche 
Ketten kann man als einfache 0rthogonalketten bezeichnen. Demnach 
finden sieh in k Punktpaare, welche in Bezug auf K~ ~ symmetriseh liegen. 
Ebenso kann man in der Graden BB'  Punktpaare bestimmen, welche in 
Bezug auf K~ ~ sylnmetrisch und zugleieh in K ~ liegen, und hieraus folgt 
der Satz. 

Zwei solche Ketten, welche wir als gegenseitige Orthogonalketten be- 
zeichnen wollen, sind in dem oben erwi~hnten Fall unendlich viele Punkte 
mit einander gemein zu haben, ni~mlich einen isolirten Punkt  0 und ausser- 
dem noch alle Punkte einer gewissen einfachen Kette k. Durch 0 gehen 
zugleich die Verbindungsgraden aller derjenigen Punktpaare in der einen 
Kette, welehe in Bezug auf die andere symmetriseh liegen, und die 
Punkte eines beliebigen Paares werden dureh 0 und k harmoniseh getrennt. 

D~e zweg ei~fachste~b P u n k t t r a n s f o r m a t i o n e n  e ine~" Ebene.  

Die einfachste Transformation eines ebenen Punktsystems in ein an- 
dercs, wird diejenige sein, ~velche jeden Punkt  und jede Grade der cinch 
Figur in ein ebensolches Element der andercn transformirt. Wird ferner 
vorausgesetzt, dass Incidenz- und Coincidenzverhaltnisse unverandert tiber- 
gehen, in welchem Falle wir die Transformation continuirlich nennen, 

t 1 8iehe v. S'rAUD~ Beitrdge No. 240. 
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schllesst man aus der Grundeigenschaft des vollst~ndigen Vierecks, dass 
vier harmonisehe Punkte wieder in vier harmonische Punkte ~;bergehen. 
Daraus ist man aber bei allgemeiner projectiver Auffassung, welche alle 
Elemente als unbedingt complex voraussetzt, noch nicht berechtigt zu 
sehliessen, dass jede Elementarreihe in eine damit projective t'tbergehe. 
Die v. STAUDT'SChe Definition der projectiven Beziehung yon zwei ein- 
fsrmigen Elementarreihen lautet auch ~vie folgt: zwei einfsrmige Gebilde 
sollen zu  einander projectiviseh heissen, wenn sie so auf einander bezogen 
sind, dass jedem Elemente des einen Gebildcs ein Element des anderen 
entspricht und tiberdies je zwei homologe Wt'trfe, was den Sinn anbe- 
langt, yon einerlei Art sind. t Aus dieser Definition leitet er dann den 
Satz ab, dass in zwei projectiven graden Punktreihen vicr harmonischen 
Punkten ~vieder vier harmonische Punkte entsprechen, v. STAUDT sehl~igt 
also bei der Bestimmung dcr Projectivit~tt zweier complexen Elementar- 
reihen einen ganz anderen Weg tin als bei den reellen projectiven Reihen. 
Dies war abet nothwendig; die v. STAUDT'Schen Beweise zeigen namlich 
in der That zugleich, dass wenn zwei einf~rmige Gebilde so auf einander 
bezogen sind, dass die Elemente derselben einander gegenseitig eindeutlg 
entsprechen und t~berdies je zwei homologe W~rfe, was den Sinn an- 
belangt, nicht yon derselben Art sine], aueh dann die vier harmonischen 
Elementen entsprechenden ~vieder vier harmonische Elemente sind. 

Eben auf der v. STAUDT'sehen Arbeit fussend muss es dann berech- 
tigt erscheinen yon vorne herein neben der projectiven Beziehung yon 
zwei Ebenen noch eine andere aufzustellen, ~velche continuirlich ist, und 
in welcher Punkt und Grade wieder Punkt und Grade entspreehen, 
~v~,hrend entsprechende W~rfe, was den Sinn anbelangt, nicht yon derselben 
Art sind. Diese wollen ~vir eine sy~metrale Beziehung und die zugehorige 
Transformation eine symmetrale Transformation nennen. Es giebt in der 
That nur zwei M~glichkeiten, denn die Punkte zweier graden Punktreihen 
a und b der einen Figur kann man immer perspectiv mit einander ver- 
kn~lpfen, wodurch die Punkte der entsprechendcn Reihen a~ und b~ auch 
so mit einander verknopft werden. Es ist desshalb nicht msglieh, dass 
zwei Punktreihen a und a~ projectiv, w~hrend zwei andere b und b~ sym- 
metral gepaart sein ksnnen. 

i Siehe v. 8TaUDT, Beitr~ige No. 215. 
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Eine aus Punktpaaren P/~ gebildete Figur nenne ich eine Collineation 
(Projectivildt) oder eine Symmetralitdt, jenachdem die Punkte 2 in die zu- 
gehsrigen Punkte /)1 dutch eine projective oder eine symmetrale Trans- 
formation tibergehen. Der Satz, dass dutch eine projective Transforma- 
tion einer Ebene in sich im Allgemeinen drei Punkte in sich fibergehen, 
kann man dann auch so ausdri~cken, dass es in einer (zweidimensionalen) 
Projectivitt~t drei Doppelpunkte giebt. Man hat als die einfachsten Sgtze: 

Eine Symmetralitdt ist durch vier beliebige t~aare bestimmt. 

Dieser Satz lgsst sich ganz wie der analogc i~ber die Projectivitat be- 
weisen, und ist densetben Besehrankungen wie dieser unterworfen. 1 

Zwei Systeme, welche zu einem und demselben drittcn Systeme symme- 
tral sind, werden unter sich ~rojectiv sein. 

Dieser Satz, der eine directe Folge der Definition ist, zeigt, dass die 
symmetralen Transformationen nicht wie die projeetiven eine Gruppe bilden. 

Ehe ich in der Untersuchung der symmetralen Beziehungen welter 
gehe, will ich erst mit Benutzung der im vorigen Abschnitte eingeffihrten 
zweidimensionalen Kette die Frage beantworten, wie viele reelle Elemente 
durch eine projective oder symmetrale TransforInation wieder in reelle 
Elemente i~bergehen, wobei die Figuren in derselben reellen Ebene ge- 
dacht sind. Die reellen Punkte der Ebene bilden dann eine Kette, 
wtihrend zwei conjugirt imagini~re Punkte durch diese Kette harmonisch 
getrennt sind. Well nun eine Kctte durch jede projective und symme- 
trale Transformation in eine ebensolche tibergeht, und die Elemente, 
welche zwei zweidimensionale Ketten mit einander gemein haben konnen, 
frfiher untersucht worden sind, hat man: 

Darch eine alOemeine projective oder symmetrale Transformation einer 
reelleu Ebene in sich werden entweder drei reelle _Punkte und drei reeIle 
Graden oder auch nut ein reeller _Punkt und eine reelle Grade in reelle 
Elemente transfonnirt. In dem letzteren Falle giebt es zugleich ein Paar 
von conjugirt imagingren t'unkten - -  und yon cont'ugirt imaginCiren Graden 

welche in ein ebensolches t)aar transformirt werden. Speciell k6nnen 

In diesem Satze liegt zugleich der Existenzbeweis. 
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auch alle reelleJ~ Punkte einer reellen Graden und noch ein isolirter Punkt 
in reelle _Pankte tm~sformirt werden. 

In dem letzten speeiellen Falle werden auch unendlich vlele Paare 
yon cmqjugirt imagin~ren Punkten in solche i:bergehen; diese Paare werden 
in jeder der Figuren in einer Graden liegen. Wenn abet zwei PaarG 
yon eonjugirt imagingren Punkten, welehe nieht ill einer Graden liegen, 
wieder in solehe nbergehen, muss zugleieh jeder reelle Punkt in einen 
reellen i;ibergehen, well eine zwddimensionale Kette, welche zwei PaarG 
yon nicht in einer Graden liegenden Punkten harmonisch trennt, dadurch 
eindeutig .bestimmt ist. 

Noeh speeieller kann die Kette der reellen Punkte in Punkte einer 
Kette transforulirt werden, welehe zur ersteren orthogonal ist. Man er- 
sight hieraus dig MOgliehkeit einer solehen projeetiven Transformation 
einer reellen Ebene ;r in eine andere ~ ,  dass die reellen Punkte yon ~, 
welehe dutch einen gewissen Punkt und eirm gewisse Grade harmoniseh 
getrennt werden, in eonjugirt imagin:ire Punkte yon r:.~ flbergehen, und 
umgekehrt. Diesen Fall hat man z. B., wenn man einen reellen Kegel- 
sehnitt dureh eine imaginr~re Collineartransformation in sieh transformirt. 

Ieh gehe jetzt dazu abet  zu untersuehen inwiefern zweidimensionale 
Ketten dutch eine gegebene projective Transformation in sigh i]bergehen 
kSnnen. Hierdureh wird zugleieh entsehieden, ob die allgemeine Projee- 
tivit'at dureh eine projective Transformation in eine solehe Projeetivifftt 
transformirt werden kann, in weleher das jedem reellen Elemente ent- 
spreehende Element wiGder reell ist; eine solehe Transformation selbst 
karm man (sowie aueh die zugeh0rige Projeetivitgt) reell nennen. Um 
dies zu untersuehen denken wir uns erst, dass die Projeetivitat drei Doppel- 
punkte .E, F ,  G hat, yon welehen night zwei zusammenfallen. Wenn nun 
K"  eine Doppelkette in der Projeetivitii.t sein solI, werden denjenigen 
Punkten, welehe in Bezug auf K H symmetriseh liegen, wieder solehe Punkte 
entspreGhen; desshalb mftssen entweder alle drei Punkte EFG in K" 
liegen, oder aueh nur der eine Punkt E ,  w:,'dlrend die zwGi anderGn in 
Bezug auf K"  symmetriseh liegen. 

Es seien nun PP, und OO~ zwei Punktpaare in dec Projeetivit'at; 
man hat dann 

E(FGt'Q) -~ E(FGP, Q,) 



und 

Aus diesen folgen: 

und 

Uber einige Grundgebilde der projeetiven Geometrie. 

F(EGPQ) '~ F(EGP~ Q1)" 

z(FaP2 ) S E(FaQQ,) 
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F(EGPPa) -~ F(EGQQ~). 

Wenn demnach E E . F F .  GG:PP 1 . QQ1 Paare in einer gewissen Projeeti- 
vit~ sind, werden _EE.FF. GG.PQ.PIQ1 Paare in einer anderen Pro- 
jectivit~t sein. Ist nun K I~ eine selbstentsprechende Kette und P ein 
Punkt dieser Kette, werden demnach nicht nur" EFGPI~I, sondern auch, 
wenn QQ~ ein beliebiges neues Paar ist, 'EFGQQI in einer Kette liegen. 
Ebenso werden QQ~ in einer durch E gehenden und F und G harmo. 
nisch trennenden Kette liegen, wenn dies far ein Punktpaar PP1 gilt. 
Man hat also: 

.Es giebt in einer Projectivitdt im Allgemeinen keine oder auch unend- 
lich vide Doppelketten. 

Ein fi~r alle Mal bemerke ich, dass ein Satz wie dieser sich auch 
wie folgt ausdrficken lasst: 

Man kann durch keine oder dutch zweifach unendlich vide wesentlich 
verschiedene Lineartransformatione~ eine allgemeine Projectivit(it in eine reelle 
transformiren. 

Wesentlich verschieden sind hier diejenigen Transformationen, welche 
nicht durch eine reelle Transformation in einander abergehen ksnnen. 

Beide Systeme von Doppelketten werden sich im Allgemeinen nicht 
vorfinden. Wenn namlich d'urch E ,  P und /)1 zwei Ketten gehen, yon 
welchen die eine F und G enthMt, wahrend die andere F u n d  G har- 
molfisch trennt, werden die zwei Ketten orthogonal sein m~ssen, und 
zwar so, dass der isolirte gemeinsame Punkt der Ketten in FG liegt 
(S. i I). Die anderen gemeinsamen Punkte E ,  P und P~ werden deshalb 
in einer einfachen Kette, also jedenfalls in einer Graden liegen, d. h. 
die gegebene Projectivitat w~re in diesem Falle eine Centralcollineation. 

Wenn man nun die Centralcollineation direct betrachtet, sieht man 
wie oben, dass eine Doppelkette nothwendig das Collineationscentrum E 
enthMten und der Axe e adjungirt sein muss. Auch bier wird sich im 
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Allgemeinen keine Doppelkette vorfinden, dagegen unendlich viele, wenn 
das eharakteristisehe DoppelverhMtniss reell ist, denn sind ~)ZO1, t)1t) ~ 
zwei Paare in der Collineation, und schneidet die Grade -PP1 die Axe e 
in Q, mtissen EQPP1P~ Punkte einer und derselben einfaehen Kette sein; 
die Doppelketten sind offenbar alle diejenigen, welche E und eine be- 
liebige in e liegende einfache Kette ent~halten. Es giebt demnaeh hier 
eine vierfach unendliche _/JIenge yon Doppelketten. Die Bestimmung wird 
nur dann illusorisch, wenn E in e liegt. 

Ich werde nun den Fall behandeln, dass zwei der Doppelpunkte 
.EFG oder auch alle drei zusammenfallen. Wenn erstens nur F und G 
in F zusammenfallen, muss eine Doppelkette nothwendigerweise E und 
eine in e = FG liegende und durch 27 gehende einfache Kette enthalten. 
Man hat nun den bekannten Satz, dass, wenn -M~I1, M1M~ zwei Paare in 
einer Projectivitat ira einformigen Gebiete sind, in welcher die Doppel- 
elemente in 0 zusammenfallen, dann OMM~M~ vier harmonische Ele- 
mente sind; demnach werden, wenn t)P,, P,P~ zwei Paare in der hier 
betrachteten Projectivitat sind, ~ F ,  EP ,  EP,,  EP~ vier harmonische 
Graden sein. Dagegen wird das DoppelverhMtniss der Graden FE,  FI  ), 
FP1, FP; ira Allgemeinen nicht reell sein. Desshalb findet sich hier ira 
Allgemeinen keine zweidimensionale Doppelkette, wenn abet eine dann 
zweifach unendlich viele. 

Anders verhMt es sich, wenn alle drei Doppelpunkte in einen Punkt 
E zusammenfallen. Dann mtlssen auch die drei Doppelgraden efg in eine 
Grade e zusammenfallen; wenn namlich night, wiirde die Collineation eine 
Centralcollineation sein, in welcher das Centrum E in der Axe e lage. 
Schliessen wir fiir einen Augenblick diescn Fall aus, und seien wieder 
PP, und P1P~ zwei Paare in der Collineation. Wenn nun durch P eine 
Doppelkette .T~ II geht, wird diese durch .EPPI_P ~ bestimmt sein. Weil 
aber e, EP,  .EP,, EP'~ vier harmonische Graden sind, wird e der Kette 
adjungirt sein, und deshalb werden auch die Punkte Q ~ (e._PPI) und 
Q, ~ (e. P1P~) in K" liegcn. E,  Q und Q, bestimmen aber in e eine 
einfache Kette, welche in der Collineation sich selbst entspricht, weil der 
entspreehende Punkt Q[ zu Q, mit EOQ1 zusammen vier harmonisehe 
Punkte bilden. Die Kette K H ist also wirklich eine Doppelkette, weil sie 
mit der entsprechenden die Punkte EP~P~ O~ gemein hat. Es giebt demnach 
in diesem Falle immer eine zweifach unendliche Menge yon Dol~pelketlen. 
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Es steht nur noch zurtlck die Doppelketten in einer Centralcollinea- 
tion zu bestimmen, deren Centrum E und Axe e incident sind. Man 
sieht hier leicht umnittelbar, dass jede zweidimensionale Kette, welche 
zwei beliebige entsprechende Punkte P und /)~ sowie zwei beliebige 
Punkte yon e enthMt - -  und nu r  eine solche - -  eine Doppelkette sein 
wird. Es giebt demnach hier wie in der allgemeinen Centralcollineation, 
dessert DoppelverhMtniss reell ist, immer vierfach unendlich viele Doppelketten. 

Es mug an dieser Stelle eine besondere Bestimmung einer projcctiven 
oder wenn man will, s y m m e t r a l e n -  Transformation erw~hnt werden, 

welche die besondere Stellung der reellen Punkte innerhalb der Saturn- 
lung aller Punkte einer reellen Ebene scharf hervorhebt. Es seien zur 
Bestimmung einer projectlven Transformation drei Paare yon entspreehen- 
den Punkten AA~, BBI ,  CC 1 gegeben; dadurch wird eine vierfach un- 
endliche Menge yon Transformationen bestimmt. Wenn in zwei von 
diesen M, MI,  iVx~ die zwei festen Punkten M und N entspreehenden 
sind, werden A, B1C~M~N1 und 2fIB1C1M'IIV~, also nach dem obigen auch 
A1B1C~3T~3I' 1 und AIB~C1NIN~I einander in einer gewissen Collineation 
entsprechen. Die Systeme yon Punkten, welche in allen den gegebenen 
Systemen zwei festen Punkten entsprechen, werden also unter sich pro- 
jectiv sein. Well nun zwei zweidimensionale Ketten im Allgemeinen 
einen oder drei Punkte gemein haben, schliesst man: 

Wenn zur Bestimmung einer in einer reellen Ebene liegenden _Projec- 
tivtransformation drei Paare yon entsprechenden _Punkten gegeben sind, und 
ausserdem noch, dass die zwei festen Punkten entsprechenden reell sein sollen, 
so werden hierdurch im Allgemeinen drei oder auch eine Transformation 
bestimmt. 

Die Zahl der L~sungen kann auch einfach oder zweifach unendlich 
werden, aber selbst das letztere besagt noch keineswegs, dass die Auf- 
gabe vollst~ndig unbestimmt ist. 

Ieh gehe jetzt zur naheren Untersuchung der Symmetraltransforma- 
tion einer Ebene i:lber. Um diese f6rdern zu ksnnen wird es jedoch erst 
nothwendig sein die Symmetraltransformation in eincm einfsrmigen Ge- 
biete zu untersuchen. Als solche nehme ich eine Grade, deren Punkte 
syrnmetral gepaart werden; diese Abhangigkeit ist, wie aus der Definition 

Aeta mathematica,  14. Impr im~ le 30 novembre 1889. 3 
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folgt, dutch drci Paare yon entsprechcnden Punkten bestimmt. Wir 
suchen nun die Punkte, wclche durch die Transformation PP~ in sich 
obergehcn. Entspricht dcm Punkte /)1 wicder ein ncuer Punkt /)~, so 
bilden die Paare PP~ eine Projcctivitat; dqs Paar yon Doppclpunktcn 
E und F in diesec wird auch ein Doppelp:mr in der gegebenen Symmetra- 
litii.t bildcn, well diese sonst involutorisch sein w0rde ~ ein Fall, den wir 
nachher behandeln. Dies ist abet auf dol)peltc Weise m0glich: entweder 
werden E und E ,  /;' und F oder auch E und F, F u n d  E entsprechende 
Punkte sein d. h. 

Dutch eine SymmetraltransfiJrmation einer Graden in sich. werden ent- 
weder zwei oder auch kein t)unkt in sieh trans/brmirt; im letzlen Falle giebt 
es ein (und nur ein) Paa~" yon Pu~zkten, die sieh umgetauscht entspreehen. 

Die zwei Doppelpunkte einer Symmetraliti~t ksnnen auch zusammen- 
fitllen; man sieht leicht, dass die Symmetralitat auch durch ein Paar PP1 
und einen Punkt E ,  in welchen (lie zwei I)appelpunktc zusammcnfidlcn, 
vollst~ndig bestimmt ist. 

Es bleibt noch die MSglichkeit zu untersuchen, dass P und Pi iden- 
tisch zusammenfallen, in welchem Falle die Symmetralitat PP~ involu- 
torisch ist. Sind nun PPI und QQ1 zwei Punktpaare in einer involu- 
torischen Symmetraliti~t, so hat man, wenn ich V als Zeichcn der symme- 
tralen Beziehung wtthle, 

(t,P QQ,) v (P PO, Q), 

also auch 

(2) (PP~ QOl) v (P-P1QQ,). 

In der dureh die Paare PP.PaPx. QQ bestimmten neuen Symmetraliti~t, 
wird die dureh PPxQ gehende einfaeho Kette k Punkt for Punkt sieh 
selbst entspreehen, wi~hrend ~ wie man direct aus der Definition der 
symmetralen Abhi~ngigkeit schliesst - -  zwei beliebige entspreehende Punkte 
durch k harmonisch getrennt sin& Desshalb muss aueh der Punkt Q~, 
der naeh (2) ein weiterer Doppelpunkt ist, in k liegen. Die involutorisehe 
Symmetralit~tt ist also nicht wie die involutorische Projeetiviti~t dureh 
zwei beliebig gegebene Punktpaare bestimmt, sondern nur dureh solche, 
welche einer und derselben einfaehen Kette angeh0ren. 
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Wenn umgekehrt /)/)1, QQ~ vier Punkte einer Kette sind, wird die 
durch die Paare _P_PI.t)~P. QQ1 bestimmte Symmetralitat noch das Paar 
QQ enthalten und involutorisch sein, denn, wenn /~ ein beliebiger Punkt 
der Graden ist, folgt aus 

(P-P1QQ1) V (P1PQ1 Q) 
und 

zugleich 
(PPI Q'~) ~ (~1t)QIR1) 

Wenn nun  PP~. und QQ~ in k einander nicht trennen, giebt es in k zwei 
Punkte E~ und E~, welche in der gegebenen Symmctralitat Doppelpunkte 
sind; innerhalb einer Kette ist n~mlich eine symmetrale Beziehung yon 
einer projectiven nicht verschieden, so class E~E 2 die Punkte sindl welche 
/)P~ und QQ~ harmonisch trennen. Legt man ferner eine Kette durch 
~ und eln neues Paar yon entsprechenden Punkten, wird es in dieser 
ausser E~ noeh einen anderen Doppelpunkt E 3 geben. Die durch E~E2E 3 
gehende Kette k ~ wird in der gegebenen Symmetralit~t Punkt fiat Punkt 
sich selbst entspreehen, und zwei beliebige entsprechende Punkte werden 
dutch diese feste Kette harmonisch getrennt. Well incidente Punktreihen 
nut dann als symmetral gepaart aufgefasst werden k~nnen, wenn sie in 
einer und derselben einfachen Kette liegen, giebt es ausserhalb k ~ keinen 
Doppelpunkt. 

Wenn dagegen PP1 und QQ1 sich in k trennen, wird es ~berhaupt 
keine Doppelpunkte geben k6nnen. Man hat also: 

Die involutorische Symmetraltransformation einer Graden in sich ist 
dutch zwei _Punktpaare bestimmt, insofern diese einer und derselbe~ ein- 
fachen Kette angeh6ren. Es giebt entweder keinen selbstentsprechenden Punkt 
oder auch unendlich vide, welche eine einfache Kette fiillen. 

Nach dem obigen giebt es, wenn AA1, BB~ zwei Paare einer in- 
-qolutorisehen Symmetralit'~t sind, in der dureh diese Punkte gehenden 
Kette k zwei Doppelpunkte, wenn die Symmetralitat i~berhaupt Doppel- 
punkte hat, und umgekehrt, Wenn dies nicht der Fall ist, kann man 
dagegen ein aber auch nut tin Paar yon entsprechenden Punkten CC, 
bestimmen, welche zugleich in Bezug auf k symmetrisch liegen. Sind 
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n~mlich in der gcgebenen Symmetralit'a,t PP~ zwei beliebige entsprechende 
Punkte, und ~ der Punkt, der in Bezug auf k symmetrisch zu P~ liegt, 
so werden die Paare PP~ eine Projectivitat bilden, in der die Kette k sich 
selbst entspricht, und deren Doppelpunkte CC~ daher entweder in k liegen 
oder durch diese harmonisch getrennt sind. Das erstere findet hier nicht 
Statt, well sonst auch die Symmetralit~,t dieselben Punkte als Doppelpunkte 
haben wt'lrde, und dies wurde eben ausgeschlossen. 

Es sei noch bemerkt, dass eine involutorische Symmetralitat obgleich 
im Allgemeinen durch zwei Paare bestimmt dennoch nicht durch zwei 
Doppelpunkte (sondern erst dureh drei) bestimmt ist. 

Man sieht, dass eine involutorische Symmetralitat unendlich vide 
Doppelketten hat, n~mlich ausser der (eventuell existirenden) Kette der 
selbstentsprechenden Punkte ~ der Grundkette - -  noch jede durch ein 
Paar von entsprechenden Punkten gehende Kette. 

Indem ieh jetzt dazu ~bergehe die Doppelketten in einer allgemeinen 
Symmetralitgt zu bestimmen, mt'~ssen erst die Doppelketten in einer all- 
gemeinen Projectivitat gefunden werden. Man sieht aber ganz wie S. I5, 
dass dureh eine projective Transformation im Allgemeinen keine Kette in 
sich nbergeht, in speeiellen Fallen jedoeh unendlich viele, welche ent- 
weder alle dureh die Doppelpunkte 1~ und F gehen oder alle dureh 
diese harmoniseh getrennt werden. Beide Reihen finden sieh nur dann, 
wenn die Transformation involutoriseh ist. Fallen die Doppelpunkte in 
einen zusammen, so wird jede dureh diesen Punkt und noeh ein beliebiges 
Paar von entspreehenden Punkten gehende Kette in sieh t'tbergehen. 1 

Entsprieht nun in einer Symmetralitht dem Punkte P ein Punkt/)1,  
diesem wieder ein Punkt /~, so werden die Paare PP; eine Projectivit~t 
bilden. Eine Doppelkette in der Symmetralit'at PPI muss aueh in der Pro- 
jectivieat PP~ eine Doppelkette sein. Wenn nun die Projeetivitgt allgemein 
ware, w~]rde es naeh dem obigen aueh in einer allgemeinen Symmetralitiit 
keine Doppelkette geben. Man kann aber zeigen, dass die Projectivit~t 
pxP~ stets yon specieller Natur ist. 

Wir nehmen erst an, dass die Symmetralitat zwei Doppelpunkte E 
und /~' besitzt, und haben dann: 

(EFPP ) V (EFP, P;) X 

t Vgl. v. STXUD% Beitrage No. 243. 
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Die durch EF.FE.  PP; bestimmte Symmetralit~t muss involutorisch sein, 
well sie ausser dem involutorischen Paare EF noch einen Doppelpunkt 
/)1 hat. Es ist also 

(EFPP;) V (FEP[ P) 

oder 
(EFPP;) V (EFPP;), 

und diese sagt eben, dass EFPP~ in einer und derselben Kette k liegen. 
In dieser Kette werden die Paare EF und PJP~ einander nicht trcnnen, 
well /)1 Gin Doppelpunkt der involutorischen Symmetralit'~t ist. 

Die Doppelketten in der Symmetralitat PP~ miissen also nothwen- 
digerweise durch E und /~' gehen. Eine explicite Bestimmung dieser 
Ketten erhi~lt man am besten, wenn zuerst die Frage etwas umgcstellt wird. 

Wenn ni~mlich durch eine symmetralG Transformation -~-P1 eine Kctte 
lc in sich iibergeht, wird die involutorische Symmetralit~t, in welcher die 
Punkte yon k Doppelpunkte sind, auch in sieh iabergehen. Eben well 
die neUe Symmetraliti~t involutorisch ist, kann man aber auch sagen, dass 
diese dutch die gegebene Transformation in ihre inverse fibergehe. Wir 
werden demuach zuerst  diejenigen Symmetralit~ten suehen, welche durch 
die Transformation /)P1 in ihre inversen fibergehen, und nachher priafen, 
ob diese auch involutoriseh sind. 

Wenn wie angenommen E und F in der Syrnmetraliti~t PP1 Dop- 
pelpunkte sind, konnen wir uns die Aufgabe dadurch erleiehtern, dass 
wir von vorne herein wissen, dass eine Doppelkette dureh E und F gehen 
muss. Wir werden daher nur diejenigen Symmetralithten der genannten 
Art  zu bestimmen suehen, in welehen E und F Doppelpunkte sin& 
Werden nun die Punkte P und N in /)1 und N~ transformirt, so kommt 
es, indem P und P~ lest genommen werden, darauf an N und N, so zu 
bestimmen, dass die Symmetralitaten EE. FF. PN und EE. F2'. PIN~ 
invers sind, d. h. so dass EE.FF. PN.A~P~ Paare in einer und der- 
selben Symmetraliti~t sin& Wenn dies der Fall ist, mnssen 

(~) (EF~N,)  __V ( ~ ' ~ )  

urid 

(2) (EFPN) V (EFP1N1) 
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gleichzeitig bestehen. Zur Bestimmung yon N, ziehe man noch das Paar 
P~PI zu Hilfe. Es ist dann: 

(3) (EFP, N) Z (EFP; U,). 

Aus (~) und (3) folgt: 

( E_~'P~ N~) ~ ( EFN1P) -A ( FEPN,). 

N~ ist also der eine oder der andere yon denjenigen Punkten N1 und N~, 
welche E F  und PP', harmonisch trenncn. 

Die zwei gefundenen SyInmetralitaten 

E E .  FF.  3;~ P~ . . .  und EE.I,'~:N~ I~ . . . 

mfissen involutoriseh sein, weil es naeh dem obigen aberhaupt nur zwei 
Symmetralitaten yon der betraehteten Art giebt, welehe in ihre inversen 
nbergehen, mad sieh sonst vier solehe gefunden h~tten, namlieh diejenigen, 
welehe die Paare P,N~ ; N:P, ; PIN~ ; N~P, enthalten. Hierbei ist freilieh 
vorausgesetzt, dass dic zwei gefundenen Symmetraliff~ten nieht unter sich 
invers sind, d. h. dass nieht 

Wenn dies aber der Fall w'~re, masste wegen (EFN~P~)V(FENIP,)  
die Paare ' ' E F . N I N 1  eine involutorische Symmetralitat bestimmen, in 
weleher P1 ein Doppelpunkt ware; in der dureh EFNIN~ gehenden 
Kette masste dann aueh ein Doppelpunkt liegen; dies ist aber unm0glieh, 
weil E F  und 1 NIN1 einander (harmonisch) trennen. 

In jeder der gefundenen involutorisehen Sym,netralitr~ten giebt es 
eine Grundkette, well .E u n d . E  Doppelpunkte derselben sind. Wit haben 
also ganz explieite zwei Ketten k und k 1 bestimmt, welehe dureh die ge- 
gebene symmetrale Transformation in sieh abergehen: sic gehen beide 
dutch E und F und die eine trennt P~ und N~, die andere /'1 und N~ 
harmoniseh. 

Wenn in derjenigen der gefundenen Symmetralit~.ten, in weleher k 
eine Grundkette ist, der Kette k 1 eine Kette k~ entsprieht, wird aueh diese 
dureh die gegebene Transformation in sieh fibergehen mgssen; weil es 
aber aberhaupt nur zwei solehe Ketten giebt, muss k~, well sie yon k 
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verschieden ist, nothwendigerweise mlt k, zusammenfallen, d. h. k und k, 
mt'lssen ein Paar von 0rthogonalketten bilden: 

In einer SymmeLralitat mit zwei Doppelpunkten giebt es zwei Doppd. 
ketten, welche unter sich orthogonal sin& 

Wenn die zwei Doppelpunkte in einen Punkt E zusammenfallen, 
wird es nut  eine Doppelkette geben. Sind wieder PP,, P,P; Paare yon 
entspreehenden Punkten, und E N  x durch PP'I harmonisch getrennt, so wird 
diejenige Kette, welche durch E geht und /)1 und N~ harmonisch trennt, 
die gesuchte sein. 

W i r  gehen jetzt zu dem Falle aber, wo die Transformation /9P, 
zwei Punkte E und F vertauscht in sich t~berfahrt. Man hat hier mit 
den fr0heren Bezeichnungen 

(EFPP,) Z (FEP, P;) -~ (EFP;P,). 

Die durch die Paare EE.FF .  PP'~ bestimmte Symmctralit~it muss also 
involutorisch sein, well sit drei Doppelpunkte EFP~ hat. Daraus folgt 
wieder: 

(PF, EF)  __V (~"1/9~F) -5 (~/9;FE). 

Die Symmetralit~t /9/9./9~P~.EF... muss dann auch involutorisch sein, 
well sie ausser den zwei Doppelpunkten/9 und P', noeh ein involutorisches 
Paar hat. Es geht demnach dutch /9 und /9'1 eine Kette, welehe E und 
/;' harmoniseh trennt, nfLmlieh die Kette der Doppelpunkte in der letzt- 
erwahnten Symmetralit~t. Man ersieht hieraus, dass die dureh Iteration 
der Transformation -PP1 gebildete projective Transformation PP~ jede 
Kette, welehe E und F harmoniseh trennt, in sieh transformirt. 

Um die n~here Bestimmung der Doppelketten in der Symmetralit~t 
zu erhalten, stelle man wie oben die Frage urn, und suche die Symme- 
traliti~ten, welche dutch die Transformation PP1 in ihre inversen tiber- 
gehen. Well eine Doppelkette dem obigen zufolge jedenfalls E und F 
harmoniseh trennen mus,% setzen wir gleich voraus, dass E / ;  und FE 
Paare in der gesuchten Symmetralit~t sind. Es sind dann wie in dem 
obigen Falle, zwei solehe Punkte N und N a zu bestimmen, so dass gleichzeitig 

(,) (EF/9 V,) V (F lV/91), 
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und 

_V (FERN,) 

Statt finden. Nimmt man noch das Paar P~/9~ zu Hilfe, so hat man 

(3) (EFP, N) _V (FEP; 

und aus (,) und (3) 

(FEP; N1) -A (FEN, P) -A (EFPN,). 

_~ wird also der eine oder der andere der Punkte N', und N~ sein, 
welche EF und .PP', harmonisch trennen. 

Es giebt demnach auch in diesem Falle zwci Symmetralitaten 

E F .  NIP~... und E F .  N ~ P ~ . . . ,  

welche in sich t'tbergehen. Hieraus folgt schon, dass diese involutorisch 
sind; ieh will dies jedoch hier direct zeigen, well daraus zugleich ersicht- 
lich wird, dass nut die cine derselben Doppelpunkte tlat. Nach den 
obigen Bemerkungen S. 23 bestimmen die Paare EE.  FF. P.P', eine involu- 
torische Symmetraliti~t 2'x, deren Doppelpunkte in einer durch E ,  F u n d  
/91 gehende Kette k 1 liegen, und zugleich die Paare .PP./9~/9~. EF eine 
andere involutorisehe Symmetralitat Z'2, deren Doppelpunkte in eincr 
durch /9 und P~ gehenden und EF harmonisch trennenden Kette k 2 
liegen. Diejenigen Doppelpunkte yon X1, welche in k 2 liegen, werden/9 
P~ harmoniseh trennen und zugleieh in k, liegen well k 1 alle Doppel- 
punkte yon X1 enthMt - -  und diejenigen Doppelpunkte yon 2'2, welche 
in kx liegen, werden E und F harmonisch trennen und zugleieh in 
k~ liegen wei[ k~ alle Doppelpunkte yon 2' 2 enth~lt. Daraus erhellt, 
dass k, und k s zwei Punkte gernein haben, welehe grade die oben ge- 
suchten Punkte N~ und N~ sind. Weil demnach -, 2 EFP1.N , N 1 Punkte der- 
selben Kette sind, hat man: 

(ZF/9, NI) 2_ (EFP,  N',), 
also aueh 

(EFPINI) V (FFNI P,), 

woraus ersichtlieh ist, dass E F . F E . P ,  NI (und ebenso EF. FE. PIN~) 
wie verlangt eine involutorische Symmetralitiit bestimmen. 
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Well EFN~N~ vier harmonische Punkte einer Kette k 1 sind, in 
welcher auch Px liegt, werdcn yon den Paaren PtN~ und P1N~ das eine 
die Punkte E und F trennen, das andere aber nicht; desshalb hat nut 
die eine tier gefundenen Symmetraliti~ten in kl, also t~berhuupt, Doppel- 
punkte, d. h.: 

In  einer Symmetralitdit, welche ein involutorisches /)aar hat, giebt es 
eine und nut eine Doppelkette. 

Man zeigt an dieser Stelle leicht, dass jede projective und symme- 
trale Transformation eines einfsrmigen Gebildes in sich durch eine Reihe 
yon involutorischen Symmetraltransformationen ersetzt werden kann. Ich 
betrachte erst eine Symmetraltransformation /)PI" Wird durch diese eine 
Kette k o in sich transformirt, und liegt P'  zu P symmetrisch in Bezug 
auf ko, so bestimmen die Paare /)'/)1 eine Projectivitat, in der k 0 und also 
unendlich viele Ketten sich selbst entsprechen. Es seien diese erstens 
dlejenigen, welche durch die Doppelpunkte E und F gehen. Wir denken 
uns nun /) und /9' als feste Punkte yon k 0 und bestimmen den symme- 
trischen Punkt /)" zu /)' in Bezug Ruf eine beliebige uber feste Kette, 
welche E und F harmonisch trennt und demnach zu k o orthogonal ist. 
Well desshalb E ,  F , / ) 1  und /)" alle in derselben einfachen Kette k 0 
liegen, kann man dem obigen zufolge eine involutorisehe Symmetralitht 
bestimmen, in der E F  und /)1/)" zwei Paare sind. Die gegebene Trans- 
formation /)/)1 k a n n  also, weil sie durch E ,  F und ein beliebiges PaRr 
yon entsprechenden Punkten bestimmt ist, durch drei invoIutorische ersetzt 
werden. Diese werden bzw. durch die folgenden Paare bestimmt 

E E .  FF .  PP' ; E F .  F E .  P'P" ; E F .  F E .  P"/)~. 

Wenn die gegebene Symmetraltransformation ein Paar E F  vertRuscht 
in sich transformirt, kann man ganz i~hnlich verfahren, und hat allgemein: 

Jede symmetrale Transformation kann durch drei involutorische crsetzt 
werden. 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Jede projective Transformation kann dutch vier involutorische Symme- 
traltransformationen ersetzt werden. 

Man schliesst n'~mlich gleich aus dem obigen, dass durch zwei in- 
Acta mathematica.  14. Impr im~ le 7 ddcembre 1889. 4 
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volutorische $ymmctraltransformationen nicht die allgcmeine projective 
Transformation erzeugt wird, sondern nur eine solche, welche unendlich 
viele Ketten in sich transformirt. 

Ieh werde jetzt wieder zur Geometrie der Ebene zurtickkehren und 
die ill einer solchcn liegenden Symmetralitliten untersuchen. Hicr trctcn 
im wesentlichen dieselben Probleme auf, welche sehon im eindimensionalen 
Gebiete erledigt sind, und es lassen sich auch diese mittels des vorher- 
gehenden leicht behandeln. 

Zuerst sollen die Punkte gesucht werden, welehe dutch eine symme- 
trale Transformation tiP1 einer Ebene in sich selbst in sich iibergehen. 
Entsprieht dem Punktc P1 ein Punkt l'~, so bilden die Paare Pfi~ eine 
Collineation, welche im Allgemeinen drei Doppelpunkte E F G  hat. Diese 
Gruppe yon drei Punkten wird auch dutch die symmetrale Transforma- 
tion PPI in sieh *'lbergehen. Wenn dies nitmlieh nieht der Fall ware, 
so dass z. B. G in Gt transformirt wi;irde, so wi'trde die Symmetralitr~t 
Pi'~ vier involutorische Paare ctwa E E .  I,'I,', GG~, G~G haben und dem. 
naeh ~berhaupt involutoriseh sein, ein Fall, den wir nachher betraehten 
werden. Die Puuktgruppe E F G  kann aber entweder so in sich i'lber- 
gehen, dass (mit a ngemessenen Bezeiehnungen) Js GG, oder so, dass 
J,;]J. FG.  G J,' Paare in der dutch die Transformation bestimmten (zwei- 
dimensionalcn) Symmetralitat sind. Bei(le M/Sglichkeiten sind gleieh all- 
gemein; eine Symmetralititt I)P~ der letzteren Art erhitlt man z. B. wenn 
PQ Paare in einer Collineation sind, deren Doppelpunkte I~'FG sind, und 
ferner (2 und P~ symmetriseh in Bezug auf eine feste zweidimensionale 
Kette liegelb welehe dureh E geht und 1" und G harmoniseh trennt. 

Speeiell kOnnen die Paare Pt); aueh eine Centraleollineation bilden. 
Ist E das Centrum, e die Axe derselben, so wird dureh die Symmetraltrans- 
formation t)t)~ e involutoriseh in sieh transformirt. Es entsprieht dess- 
halb in 1)1'~ ausser E kein Punkt sieh selbst oder auch noeh alle Punkte 
einer in e liegenden einfachen Kette. Man hat also: 

_b2ine ~icht involutorische Symmetralit(~t hat entweder drei Doppelpunkle 
oder auch eine~ Doppelpunk~ iu Verbindu~g mit einem im, olutorischen P ,  are. 
S2)eciell l:(~n~z die S qmmetralit(it ausser ei~em, Do:pl)elpunkte ~zoch u~wndlich 
vide i~wohd,,)rische Paare e~thaIten, welche (hmn in ei~er Grade~z liegen. 

1)as V(~vh'.~lten der l)~)l)p(dgraden f~)lgt hi(.raus mitt~ds de~ 1)ualiti~t- 
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princips. Wenn die Symmetralit~tt t't~ involutorisch ist, wird (:lie Bc- 
ziehung t'P~ identisch. Es seien AA~ und BBt zwei nicht in derselben 
Graden liegende Paare yon Punkten in einer involutorischen Symmctra- 
lit~t. Es ist dann eine zweidimensionale Kette K '~ eindeutig bestimmt, 
welche A und A1, B und B~ harmonisch trennt. Ist nun P ein beliebigcr 
Punkt der Ebene, P~ der zu P in der Symmetraliti~t entsprechende Punkt, 
P' der Punkt der zu P in Bezug auf K ~' symmetrisch liegt, so bilden 
die Paare PP' eine Collineation; diese muss nothwendig identisch sein, 
weil P mit P' in jedem der Punkte A ,  A~, B und B~ zusammenffdlt. 
Man hat also: 

Wenn eine zweidimensionale Symmetralit(it involutorisch ist, werden ent- 
sprechende Punkte durch eine feste zweidimcnsionale Kette (deren Pmd;te 
Doppdpunkte sind) harmonisch getrennt. Die Beziehung ist dutch zwei be- 
lieboe getrennte Paare, wdche nicht in derselben Graden liegen, vollstdndi9 
bestimmt. 

Ausser tier Kette der Doppclpunkte ~ der Grundkette ~ geht dutch 
eino involutorische Symmetraltransformation noch jede Kctte in sich i~ber, 
welche zur ersteren orthogonal ist. 

Es sollen nun die zweidimensionaien Doppclketten in eincr allgcmei- 
non Symmetralit~t bestimmt werden, und ich setze erst voraus, dass diesc 
drei (und nut  drei) getrennte Doppelpunkte E ,  F u n d  G hat. Entspricht 
dem Punkte P ein Punkt P~, dlesem wieder ein Punkt /)~, werden die 
gesuchten Doppelketten auch Doppelketten in der Collineation t~1)~ sein. 
Eine gesuchte Doppelkette muss desshalb dem vorhergehenden zufolge 
entweder durch alle drei Punkte E ,  t,' und G gehen oder nur durch 
den eipen, wghrend sie die zwei anderen harmonisch trennt. Eine Kette 
der ersteren Art hat mit EF sowie mit EG eine einfache Kette yon 
Punkten gemein. Dutch die Transformation Pt~ geht jede dieser Graden 
z. B. EF so in sich iiber, dass dabei zwei getrennte Doppelpunkte L ~ 
und F auftreten. Es giebt demnach in E F  zwei einfache Ketten /~ 
und k :, in EG zwei andere solche Ketten k~ und k~, welche in sich trans- 
formirt werden. Well nun eine zweidimensionale Kette dutch zwei ein- 
fache Ketten, welche einen Punkt gemein h~ben, vollsti~ndig bestimmt isL 
sind hier vier Ketten gefunden, welche durch die Transformation PP~ 
in sich ctbergehen, n'~mlich diejenigen, welche durch k~k~, k~kl, k~k2, k~k: 
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bestimmt sind. Well k ~ und k 2, k~ und k 2 bzw. orthogonal sind, werden 
auch je zwei der gefundenen zweidimensionalen Ketten gegenseitig ortho- 
gonal sein. Ausser diesen kann keine andere durch EFG gehende Kette 
Doppelkette sein; dagegen ware noch Doppelketten msglich, welche z. B. 
durch E gehen und F u n d  G harmonisch trennen. Diese neuen Ketten 
wfirden dann aber auch in der Collineation PP; Doppelketten sein, und 
dann mfissten, wie friiher bewiesen, die Paare PP'I eine Centralcollinea- 
tion bilden, wass mit dem im Streite ist, dass der Symmetralit~t drei 
und nur drei Doppelpunkte zugeschrieben wurden: 

Eine zweidimensionale Symmetralitdt, mit drei (abet auch nur drei) 
Doppelpunkten, enthdlt vier zweidimensionale Doppelketten, yon welchen ]e zwei 
unter sich orthogonal sind. 

Fallen zwei der Doppelpunkte z. B. 17 und G zusammen, so findet 
sich in der Graden FG nut eine einfache Doppelkette. Die zweidimen- 
sionale Symmetralitat hat dann in dem Falle auch nur zwei Doppel- 
ketten. Fallen alle drei Doppelpunkte zusammen ohne dass auch die 
Doppelgraden zusammenfallen, wird die dutch Iteration erzeugte Colli- 
neation PP~ eiue Centralcollineation sein miissen, in welcher Axe und 
Centrum incident sind, ein Fall, den wir nachher betrachten. Fallen abcr 
die Doppelpunkte und die Doppe]graden gleiehzeitig zusammen, wird es 
nut eine Doppelkettc geben. 

Um die DoDpelketten zu bestimmen, ~venn die Symmetraliti~t ein 
involutorisches Paar hat, muss man einen anderen Weg einschlagen, der 
i;lbrigens auch im ersten Falle zum Ziele gefilhrt haben wt~rde. Man be- 
nutzt hier bequem den direct aus den Definitionen folgenden Satz: 

Die Schnittpunkte entsprechender Graden in zwei symmetral gepaarten 
Gradenbii, scheln bilden, wenn diese elne entsprechende Grade gemein haben, 
eine zweidimensio~ale Kette. 

Sind die B~schel mnp.., und mnlpl . . . ,  so wird die durch (nnl)und 
(pp~) gehende und (np~) und (n~p) harmonisch trennende Kette die im 
Satze genannte sein. 

Man hatte diesen Satz gradezu als Definition der zweidimensionalen 
Kette benutzen und dadurch die Lehre yon den Ketten in die der Symme- 
traltransformationen hineinziehen kSnnen. Hier werden wir sie dazu be- 



Ober einige Grundgebilde dor projeetiven Geometrie. 29 

nutzen diejenigen Doppelketten in einer mit einem (und nur eineln) in- 
volutorischen Paare FG versehenen Symmetralitat zu bestimmen, welche 
F u n d  G harmonisch trennen und ausserdem noch durch den Doppel- 
punkt E gehen. Es sei K Heine solche Doppelket te .  Eine beliebige feste 
dutch F gehende Grade m muss dann einen (noch nicht bekannten) Punkt 
M mit K H gemein haben. Der Graden m entspreche in der Symmetra- 
litat eine durch G gehende Grade m 1 = n, dieser wiederum eine dutch 
F gehende Grade n 1. Entspricht ferner dem Punkte 21/ ein Punkt 2~fl, 
so wird auch dieser in K ~ liegen, und GM 1 wird mit m~ identisch sein. 
Die Grade GM nennen wir r, die entsprechende FMI sei r~. Werden 
nun E F ,  E G ,  _FG resp. g ,  f ,  e genannt, so hat man, well F u n d  G 
durch K '~ harmonisch getrennt werden, 

v 
und ferner 

(efar) V (eqnlrl). 
Aus diesen folgt, weil m~ --= n 

(egn, r,) (e r,m) 
d. h. rl ist ein Doppelstrahl in der Involution, in weleher eg und mn~ 
zwei Paare sind. Aus r~ wird r abgeleitet und der Sehnittpunkt yon r 
mit m giebt M. Die obigen Beziehungen in der umgekehrten 0rdnung 
genommen zeigen direct, dass eine Kette, welehe dureh E und M geht 
und F und G harmoniseh trennt, aueh 3I~ = (m~r~) enthalten wird und 
demnaeh eine Doppelkette ist. Ausser den hierdureh bestimmten zwei 
Ketten ksnnte kS noeh Doppelketten geben, welehe dureh alle drei Dop- 
pelpunkte gehen. Dann wtlrde aber die dureh Iteration erzeugte Colli- 
neation eine eentrisehe sein, und die gegebene Symmetralit~t demnaeh 
unendlieh viele involutorisehe Paare enthalten. Well es also nui ~ zwei 
Doppelketten giebt, milssen diese nothwendigerweise unter sieh orthogonal 
skin. Man hat also: 

Eine zweidimensionale Symmetralitdt mit einem abet auch nur einem in- 
volutorischen Paare enth(ilt zwei zweidimensionale Doppelketten, welche gegen- 
seitig orthogonal sin& 

Wir haben friiher gesehen, dass es in einer Collineation im Allge- 
meinen keine Doppelketten giebt. Die durch Iteration einer allgemeinen 
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Symmetraltransfornmtion (wzcugtc 1)r,~jec'tiv( ', Transfom~mtion nmss (tess- 
halb eine speciellc scin; es folgt (lies auch einfach aus den S. 23 ge- 
gebcnen Sgttzen fiber Symmetraltr,qnsform:~tionen im einformigen Gebietc. 

Es steht jetzt nut noch clbrig (lie Symmetralitatcn t'1)~ zu behandeln, 
welche (lurch Iteration eine Centrqlcollineation crzeugen. Es giebt hier 
wie oben bemerkt zwei Msglichkeiten: entweder sind ausser einem immer 
existirenden Doppelpunkte E n o c h  alle Punkte einer gewissen einfachen 
Kette /:0 (in einer Graden c) Doppelpunkte, oder es giebt ausser E keinen 
Doppelpunkt aber doch eine Grade e, deren entsprechende Punkte in- 
volutorisch gepaart sin& 

Im ersteren Falle kann man in /:0 zwei beliebige Punkte F~ und G~ 
wi~hlen, durch welche nach der Theorie der involutorischen Symmetralitaten 
im einf0rmigen Gebiete noch eine eindeutig bestimmte einfache Doppelkette 
k geht. In der Graden EI~ liegen zwei einfache Ketten k ~ und k: abet 
auch keine mehr, denn die Transformation yon EF~ in sich kann nut 
dann involutorisch sein, wenn dig Transformation 1~ involutorisch ist. 
Verbindet man /~ (und die feste ko) mit jeder dec Ketten k ~ und k: erhi~lt 
man zweidimensionale Doppelketten. Well es in e zweifach unendlich 
viele einfaehe Doppelketten k giebt, finden sieh aueh zweifach unendlich 
viele zweidimensiona!e I)oppelketten, ni~mlich zwei (lurch jede der l(etten 
],:, und ausserdem noch zwei dureh k 0. Ausser diesen kann es keine 
anderen geben, denn jede Doppelkette muss dutch E gehen und eine 
einfaehe Doppelkette yon e enthalten. 

Aueh in dem zweiten Falle, wo nur E ein Doppelpunkt ist, muss 
eine zweidimensionale Doppelkette eine in e liegende einfaehe Kette k ent- 
halten. Es giebt dann in e ein aber aueh nut ein Paar von entspreehen- 
den Punkten E~ und Iq ,  welehe dutch k harmoniseh getrennt sind (s. 
S. 2o). Man kann mm ganz wie oben S. 29 zwei dureh k gehende 
zweidimensionale Doppelketten bestimmen, d. h. dureh jede einfaehe Dop- 
pelkette in e gehen aueh hier zwei Doppelketten K". Man hat also: 

Jede Symmetralitdt, welche dutch Iteration eine Centralcollineation er- 
zeu(jt, enth:ilt eine zweifach unendliche Menge von zweidimensionalen Dop- 
loelketten. 

Es gilt dies aueh, wenn das Collineationseentrum L" der Axe e in- 
cident ist. 


