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UBER DIE I N T E 6 R A T I O N  

DER D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G E N  E R S T E R  0 R D N U N G  

IN WELCHEN DIE UNABHANGIGE VERANDERLICHE NICHT VORKOMlVIT 

Y O N  

WALTHER RASCHKE. ' 

I n  dem J o u r n a l  de l ']~cole p o l y t e e h n i q u e  (3 6~ eahier) haben 
die Herren BRIOT und BOUqUeT folgendes Theorem aufgestellt: 

Wenn eine algebraisehe, irreduetible Differentialgleiehung zwlsehen 
d d b  r . .  �9 

u und ~-~z , welehe die ~eranderhehe z nieht explicite enthidt, ein ein- 

deutiges Integral besitzt, so mi:lssen folgende nothwendigen und hinreiehen- 
den Bedingungen erfi]llt sein: 

3. Die Glelehung muss die Form haben: 

+ \d l 

wenn f~(u), f~(u), . . .  ganze, rationale Funetionen in u bedeuten, yon 
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denen f~(u) hschstens vom 2 ten Grade, f2(u) hschstens vom 4 ten Grade 
u. s. w., schliesslich f~(u) hSehstens vom 2m t~ Grade ist. 

2. Wenn ~ fiir den endlichen Werth u ~--u~ nicht verschwindet, 

so muss es sich nach ganzen Potenzen von ( u -  ul) entwickeln lassen. 
du 

3. Verschwindet aber dzz for den endlichen Werth u = u~, so muss 

in jeder Entwicklung yon ~zz nach (u--u1)  der Exponent der niedrigsten 

Potenz yon ( u -  u~) entweder gleich oder grSsser als I sein, oder die Form 
i 

haben i - - - ,  wenn p eine ganze, positive Zahl bedeutet. 
p 

4- Schliesslich muss die Differentialgleichung, welche man erhalt, 
i 

wenn in obige Gleichung u ~ -  gesetzt wird, for w----o dieselben Be- 
w 

dingungen erfiillen. 
Herr Fucks hat reich darauf aufmerksam gemacht, dass es yon In- 

teresse sein wttrde, im Ansehluss an ein Verfahren, welches Herr HnR- 
MITE in selnen Vorlesungen an der l~eole polytechnique I874--75  an 
einzelnen Beispielen erli~utert hat, eine algebraische Gleichung zwischen u 
und v zu Grunde zu legen, deren Verhnderliche sich mit Htilfe eines 
Parameters x und einer Quadratwurzel aus einer ganzen Function in x 
yon hschstens dem 4 re" Grade ausdrticken lassen, und die Bedingungen 
daftir aufzustellen, dass diese Gleichung ein eindeutiges Integral hat, so- 

d ~ t  
bald v : d z z  gesetzt ~vird, wie er es in einem Briefe an HERMITE (Comp- 

tes r e n d u s  I88I,  p. IO65) ffir den besonderen Fall der binomischen 

Gleichungen ausgeffihrt hat. 
In der That ist es mir gelungen auf diesem Wege die Formen der 

Differentialgleichungen in 1]~bereinstimmung mit den Resultaten yon BRIOT 
und BOUQUET abzuleiten (Abschnitt II[ dieser Arbeit). 

Alle algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche die 
unabhi~ngige Variable nicht explicite enthalten, gehsren in die Classe der- 

"I �9 O" jenigen algebraischen Glelehun=en zwischen u und v, in welchen sich u 
und v als eindeutige Functionen eines Parameters z ausdrticken lassen 

und u eine algebraische Function yon dzz ist. Von dieser Classe ist im 

Abschnitt I gezeigt, dass jede Veranderliche, als algebraische Function 
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tier andern betrachtet, nur eine gewisse Anzahl von Verzweigungspunkten 
besitzen darf, so dass die algebraische Gleichung zwischen u und v e i n  
Geschleeht hat, welches kleiner als zwei ist. Mit Hiilfe des bekannten 
Satzes, dass in jeder Gleichung, deren Geschlecht kleiner als zwci ist, sich 
die Ver~nderlichen mit H~lfe eines Parameters x unter Adjunction einer 
Quadratwurzel, deren Radicand hschstens v o m  4 ten Grade in x ist, ratio- 
nal ausdri:tcken lassen, ergiebt sich, dass die Formen, welehe in III auf- 
gestellt sind, shmmtliche Formen unserer Differentialgleichung umfassen, 
die ein eindeutiges Integral besitzen. For den eben erwi~hnten Satz ist 
im Abschnitt II ein analytiseher Beweis gegeben, welcher auch for solche 
algebraische Gleichungen bestehen bleibt, deren Veranderliche mehrfache 
Verzweigungspunkte besitzen. 

I. 
Es ~el 

(,) f ( u ,  u )  = o 

eine algebraische irreductible Gleichung Zwischen u und U. Wenn U---- d~_~ 
dz 

gesetzt wird, so stellt dieselbe eine Differentialgleichung erster Ordnung 
dar, in welcher die Variable z explicite nicht vorkommt. Es wird an- 
genommen, dass (I) ein Integral u besitzt, welches fi'~r endliche Werthe 
yon z eindeutig ist. 

Nueh der Theorie der algebraischen Gleichungen lasst sich U far 
irgend einen endlichen Werth u = a nach u -  a in folgender Form ent- 
wiekeln: 

k+h  k + h ~ l  

(2) u =  T M  + .42(u--a)k l + . . . .  

Hierin sind A1, A ~ , . . .  Constanten, k und h bedeuten ganze Zahlen, yon 
diesen kann k + I stets positiv angenommen werden, h kann positiv, auch 
negativ sein. Wenn k > o ist, so nennt man den Punkt u ~ a, welcher 
zur Entwicklung (2) gehSrt, einen k-faehen Verzweigungspunkt der alge- 

Acta mathematiea, 14, Imprim~ le 5 d(!cembre 1889, 5 
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braischen Function U. Wenn U for u. ~ a verschwindet, so dass k -{- ]t. > o 

ist, so hat die Gleichung f (u ,  o) = o mindestens eine (k + h)-fache Wurzel 

Aus (2) erh~lt ma, n nach dem Verfahren yon B~IOT und BOUQUET in 

folgender Weise eine Entwieklung von z nach Potenzen yon ( u -  a): 

d z  I , ~-!?-+ ~'-~ ~-  " + h) 
. . . . . . .  I . - - . )  k+, + B , ( , , - - . )  - '  + . . . .  
d~, A ,  

Die Integration giebt, wenn kein Exponent  gleich - - I  i s t  ~ in welchem 

Falle z unendlich gross warde  fa r  u ~ - a -  

l - h  2 - - h  

z -  z0 - -  c , ( ~ -  a) '+~ + ( : , , ( ~ -  .)~*' + . . . .  

Es kann z nu t  endlich bleiben ft~r h < i. In diesem Falle ergiebt sich 

eine Entwicklung yon u nach z - - z 0 :  

,,.-- <,. = D , ( ~ - -  z0) 1-~ + D~(,~ - -  ~) '-~ + . . . .  

k + l  
Da u eindcutige Function yon z sein soll, so muss --i--h eine ganze Zahl 

sein. Nach der Entwicklung (2) entspreehen eineln Punkte  in der Niihe 

yon u ~ a (k-{- l) unendlich wenig verschiedene Stellen U und daher 
mindestens k-}- i verschiedene Stetlen z; dieses ist nur  mSglich, wenn die 
En twickhmg yon u - - a  naeh ( z - - z 0 )  mindestens mit der k + I Potenz 

yon ( z ~ z 0 )  beginnt, daher ist h ~  o. Fi~r z ~  oo war h > o ,  folglich 
gilt die nothwendige Bedingung, dass h > o sein muss. Aus dieser Be- 

dingung ergeben sich folgende Siitze: 
i. Fflr endliche Werthe yon u kann U nieht unendlieh werden. 
2. Wenn for u - ~ a  der Wer th  yon U =  o wird, und kS ist diese 

Stelle t in k-father Verzweigungspunkt  ftir U, so muss u ~ a mindestens 

k-fache Wurzel  ,con f ( u ,  o ) =  o sein. 
Wenn die algebraisehe Gleichung (i) in Bezug auf  U yore Grade m 

ist, so kann man sie in folgender Weise schreiben: 

( I )  f o ( t t )~?n  2 V f l ( u )  U "  ' - - 1 - . . .  A i- f , , , _ , ( ' l l ) U ' - 4 -  f a ~ ( u )  = O.  

ES bedeuten f0@), f ~ ( u ) , . . ,  ganze rationale Functionen ,,on ~t.. In Folge 
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der Bedingung i. muss fo(U) eine Constante sein. Ebenso wie u ist auch 
I 

w = -  eine eindeutige Function yon z; fi]hrt man daher in (x)die  Trans- u 
formation ein: 

I I d w  

u =~v'  U =  w~dz , 

d w  
so darf in der transformirten Gleichung dS-z nur  unendlich werdcn, wenn 

dieses f~r w der Fall ist, dcr Coefficient yon - ~  muss in (I) constant 

sein; dieses ist nur moglieh, wenn f~(u) h~Schstens vom 2 t~ Grade, ~(u)  
hoehstens vom 4 t~ Grade in u ist, "u. s. w., schliesslich f~(u) hschstens 
den Grad 2m hat, so dass die Glcichung (i) in Bezug auf u h~schstens 
vom em t~ Grade ist. 

Diese Result.ate werden f~r die algebraische Gleichung yon u und v: 

(3) F ( u ,  v) = o 

verallgemeinert, wenn hierin u und v eindeutige Functionen yon z sind 
�9 und die eindeutige Function u einer Differentialgleichung yon der Form 
(1) gen~'lgt. Dann hat auch die eindeutige Function v diese Eigenschaft, 
denn durch Differentiation yon (3) na,eh z erhMt man eine algebraische 

du dv 
Gleichung zwischen u ,  v,-~z  und d~z" Eliminirt  man aus dieser, aus (I) 

du 
und (3) die GrSssen u und ~-z' so erhalt  man eine algebraische Gleichung 

dv 
zwischen v und ,-~z" 

Man bilde i~ber der u Ebene eine m-bl~ttrige Riemann'sche Flache 

T, auf welcher die algebraische Function U = du, welchc durch (I) de- 
dz ' 

finirt wird, eindeutig ist. Durchli~uft man dieselbe mit der algebraischen 
Function v, so kann es vorkommen, dass demselben Punkte auf T mehrere 
V~crthenpaare (~, v) entsprechen; dieser Fall soil zunrLchst ausgcschlossen 
werden, so dass auch v auf T eindeutig ist. Ferner kann zu 1 verschiedc- 
nen Stellen y o n  T dasselbe Werthenpaar (u, v) gehoren. Diese Stellcn 
haben denselben Werth u, liegen also in der .u-Ebene abereinander in 1 
verschiedenen Bli~ttern yon T. Bcwegt man die l Punkte  auf gleichem 
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Wege in der u-Ebene, das heisst so, dass stets u in allen 1 Bli~ttern den- 
selben Werth behMt, und (]berschreitet auf diesem Wege keine Verzwei- 
gungspunkte yon U und v, so hat einerseits v in den l ~abereinandertie- 
genden Punkten einen gleichen Werth und andererseits mi~ssen die l Punkte 
stets in verschiedcnen Bli~ttern liegen. Bei dieser Wanderung kann man 
zu allen Werthenpaaren (u, v) gelangen und jedem entsprechen / Punkte 
yon T. Es gilt dann der Satz: 

Wenn einenl Werthenpaare (u, v) l und nut l verschiedene Stellen 
yon T entspreehen, so miissen auch jedem anderen Werthenpaare 1 und 
nur 1 Stellen yon T entsprechen. Ausgenommen sind nut  die Verzwei- 
gungspunkte. 

Jedem u entsprechen im Allgemeinen m versehiedene Werthe U und 

daher nach obigem Satze 7 verschiedene Werthe v. Die Gleichung (3) 

ist in Bezug auf v vom Grade "2. 
l 

Fiir einen k-fachen Verzweigungspunkt yon v, der im Endlichen der 
u-Ebene liegt, gilt die Entwicklung: 

p p+l 
(4) v = - / l l ( U -  . ) k + l  + A 2 ( , t ~ _  a )k+ l  .3F . . . ' k > O. 

In der Nghe yon u = a ,  z. B. far u = a '  giebt es k +  i Werthe v: 

V 1 ~ V 2 ~ �9 �9 �9 ~ V ~  ~ �9 . �9 , Y k + l ~  

welehe in einander i~bergehen, wenn man den Punkt der Flliche T, ffir 
welchen die Entwieklung (4) gilt, k-real umkreist. Bei diesem Umkreisen 
nmss aber auch U in u = a' k + I versehiedene Werthe erhalten, da 
jedem Werthenpaare (u, U) nut eine Stelle (u, v) cntspridtt. Es ist daher 
u = a mindestens ein k-faeher Verzweigur~gspunkt yon 2'. 

Es soil aber jeder Werth v, fclr u = a' in l verschiedenen Blgtttern 
yon T vorkommen, so dass ihm l versehiedcne U entspreehen, welehe mit: 

U,~ IT" U~") t'~') ('~= 1, % ...,k+l) 

bezeiehnet werden sotlen. Von diesen l(k Jr-I) Werthen U mt~ssen je 
(k,+ i) zu einem Verzwdgungspunkt yon I '  gehoren, und es kann die 
Bezeichnung so gewMflt werden, dass dieses immer diejenigen Werthe sind, 
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deren oberer Index (#) gleich ist. Ferner k~nnen einige der k-fachen 
Verzweigungspunkte yon T zusammenfallen, dieses mSge z. B. ffir die n~ 
Gruppen Ur (z) der Fall sein, ftlr welche # = 1~1 ,/~2, " " , /~ . ,  wird. Als- 
dann bilden diese einen q~-fachen Verzweigungspunkt: 

ql ~ nl(k + I ) - -  I. 

Von den anderen Gruppen U~ (z) msgen noch n2, n 3 , . . ,  einen gemein- 
samen Verzweigungspunkt bilden, welcher dann beziehungsweise q.~ + i, 
q~ + i , . . .  versehiedene Bl'~tter yon T verbindet. Die Summe aller 

Gruppen ist l, so dass: ~ n  == I. Der k-fache Verzweigungspunkt yon 
v verlangt dann ql + q~ + q 3 " "  Verzweigungspunkte in T: 

X q  = X n  . k + Y.(n - , ) >  lk. 

Bezeichnet man mit Q die Anzahl si~mmtlicher Verzweigungspunkte yon 
v, for welche u endlich ist - -  hierbei wird jeder k-fache Verzweigungs- 
punkt wie k einfache Verzweigungspunkte gezrLhlt - - ,  so verlangen diese 
mindestens 1. Q Verzweigungspunkte auf T. 

Wie oben gezeigt wurde, muss jeder k-fache Verzweigungspunkt yon 
U mlndestens k-fache Wurzel yon f(u, o)----o sein, so dass jene l .Q 
kritischen Punkte der Gleichung f(u, o ) =  o ebensoviele Wurzeln geben; 
wenn ausserdem noch s Wurzeln vorhanden sind, so gilt die Ungleichung: 

(5) 2m > 1Q + s, 

denn (i) ist hsehstens vom Grade 2m in u. 
Um den wichtigen Einfluss dieser Bedingung auf (3) zu erkennen, 

betrachte man F (u ,  v ) =  o als algebraische Curve der rechtwinkligen 
Coordinaten u und v. Einem einfachen Verzwcigungspunkt entspricht be- 
kanntlich entweder eine einfache Tangente yore unendlich fernen Punkte 
der v-Axe oder ein einfacher Rockkehrpunkt. Im Allgemeinen giebt 
die Anzahl der Tangenten, welche yon irgend einem Punkte an die Curve 
gezogen werden ksnnen, die Classe = k derselben an. Unter der Annahme, 
dass in (3) dieses fOr den unendlich fernen Punkt der v-Axe der Fall ist 
und dass for sammtliche Verzweigungspunkte yon (3) sowohl v als auch 
u endlieh bleiben, ist Q = k + r, wenn r die Anzahl der Rockkehrpunkte 
bezeichnet. 
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Ferner soll angenommen werden, dass in (5) der Grad yon v, also 

m zugleich die Ordnung der Curve ist. Bezeichnet p das Geschlecht 

von (3), so gilt folgende (PLf3CKER'sche) Formel: 

2 p - - 2  = k + r ~ 2  T �9 

Verbindet man dieselbe mit  (5), so ergiebt sich: 

8 

(6) p ~ x - -  2~" 

Es sind s ,  1 und p ganze positive Zahlen oder Null,  daher muss p < 2 
und s entweder Null oder 21 sein, fiir p ~ x muss s----o sein. Hiermit 
ist die nothwendige Bedingung gefunden: 

Das Gesehlecht yon (3) muss kleiner als zwei sein. 
Im Laufe der Untersuchung wurden der Gleichung (3) einige Be- 

schr~nkungen auferlegt, welche aber leicht durch die lineare Substitution 

b,n '  + b,~v' + b~ c ,u '  + c~v' + c~ 
(7) u := v ---- , 

"t Tt' "k a~v' "b a s ' at u' --{- %v '  "4- a, a 

in welcher a ,  b und c beliebige Constanten bedeuten, beseitigt werden 
konnen. Da u und v eindeutige Functionen yon einem Parameter  sind, 
so ist dieses auch ft]r u' und v' der Fall. Ferner lasst die Substitution 
das Geschlecht yon (3) ungei~ndert. Wenn daher far die transformirte 
Gleichung jene Bedingung far  das Geschlecht gilt, so ist dieses f a r  (3) 
selbst der Fall. 

Es wurde verlangt, dass die Anzahl der Tangenten yore unendlich 
fernen Punkt  der v-Axe gleich der Classe k yon (3) sei. Man erreicht 
dieses fiir eine Curve in u' lind v' auf folgende Weise. Wenn u = u 1 
und v = v~ einer der unzahlig vielen Punkte ist, yon dem aus die Anzahl 
der Tangenten : k ist und der nicht auf der Curve (3) selbst liegt, so 
bestimme man: 

b~ c~ 
. . . .  U i ; . . . .  V 1 . 
0 2 t l~  

Dem Punkte u ~ u~, v - ~  ~,~ entspricht in der transformirten Curve der 
unendlich ferne Punkt  der v'-Axe, und es lassen sieh yon u ' = o ,  v'=-- 
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k Tangenten ziehen; dutch die lineare Substitution wird die Classe der 
Curve nicht geandert. 

Ferner wurde vorausgesetzt, dass in der Gleichung (3) die Ordnung 
n mlt dem Grad in v ilbereinstimmt, und dass fiir u ~ r und f~tr 
v ---- cxv die algebraische Function v yon u keinen ~ erzwel~ungspunkt be- 
sitzt. Um dieses dutch die Substitution zu erreichen, bes t imme man bl, 
al und c~ derart, dass die Gerade, welche dutch die Gleichungen: 

b,t -F b~ c,t -~- c~ 
alt "-~ %'  alt T a.~ 

bestimmt wlrd, wenn t einen beliebigen Parameter bedeutet, und wclche 
durch den Punkt  u ---- u 1 , v ~ v I geht, in n verschiedenen Punkten,  for 
welche t n verschiedene endliche Werthe t~, t2, . . . ,  t~, . . . ,  t, annimmt, 
die Curve (3) schneidet. Die transformirte Curve erh~ilt dann ftir u ' ~  

~t r 

n verschiedene, cndliche Werthe -~-----t~, d. h. fie hat im Unendlichen 
v 

keinen singularen Punkt  ufid ihr Grad in v ist n. 
Da im Allgemeinen die Wahl  des Punktes (u~, v ~ ) u n d  die Richtung 

obiger Geraden beliebig sind, so tritt  keine Bedingungsgleichung zwischen 
den Coefficienten auf; a~, b, und c~ bleiben im Allgemeinen beliebig. 

Die Gleichung (I) ist in Bezug auf U vom m TM Grade; durch die 

_ ~ ~ du' wird die neue Gleichung far  Substitution u u' +--a ' U ~ (,,/ + a) '~ dz 

u' und -~z im Al lgemeinen  vom 2m t~ Grade in u'; es kann dann auch 

durch die allgemeinere Substitution (7) erreicht werden, dass in der Glei- 

du' U' ehung zwischen u' und ~-z der Grad yon das Doppelte vom Grade in 

du' ist. In diesem Falle muss es far  u' d-~- ~ oo mindestens eine Stelle geben, 

for welche t du' endlich und yon Null  verschieden ist, wenn # ~ I ist. (u' /  dz 
Ausser den eben behandelten Annahmen wurde noch verlangt, dass 

die Gleiehungen (~) und (3) in solcher Verbindung stehen, dass niemals 
einem Werthenpaare (u ,  U) versehiedene Werthenpaare ( u ,  v) entsprechen. 
Es mSge diese Annahme far die transformirte Curve in u' und v' nicht 

erffillt sein, sondern zu dem Punkte u' ' und du' , ul d--i~-~ U~ zwei vet- 



40 Walther Raschke. 

schiedene Stellen (u ' ,  v') gehSren. Man gehe dann yon (u;, U~) in der 
u'-Ebene aus, beschreibe irgend eine Curve, ohne einen Verzweigungspunkt 

d ,lff 
yon ~ und v' zu iiberschreiten, und bestimme in jedem Punkte  der- 

selben dell Werth yon v. Es ist dann ersichtlieh, dass jedem Werthen- 

paare (u', d"~ Tz-/ zwei Werthe yon (u', v') entsprechen, daher mi~ssen auch 

yon den n versehiedenen Stellen (u', v') ft~r u ' =  o0 mindestens je zwei 

demselben Werthenpaare (u', d.,.'] zu . d--~/ gehSren. 

Fiir u':-= oo ist jede der n verschiedenen Stellen (u', v') dutch einen 
�9 l ~  I ( l t t f f  

der Werthe t~ charakterisirt,  welehen hier -- annimmt. Fiir ein 
V' d?)' 

Werthenpaar  (u' du"~ , ~ /  im Unendliehen der u'-Ebene mSge 

I du' 
~'." dz = ,7, (/~ > o)  

einen endlichen yon Null verschiedenen Werth  annehmen. Zu dieser 
Stelle gehoren zwei verschiedene Werthe t, und zwei verschiedene Werthe 

I d r '  a 
--  Betrachtet man aber die Funetionen u"-----u'+ av' und v' 

und bezeichnet mit  t: und d die Grossen, welche ftir die neue Gleichung 
in u" und v' analoge Bedeutung haben, wie t, und a far  die Gleichung 
in u' und v', so erhMt man:  

d - -  (~,, + av,), ~ \ dz + a d z  ; t. - -  ~ v  (ftir u' = oo) ; 

I 

I )t~-I 
I + a g  

Wenn # >  I ist, so kann man a derart  w'~hlen, dabs fClr verschiedene 
Werthe t~ auch d einen verschiedenen Werth annimmt, und dass a' mit  

I ~'t(' 
keinem Werth  iibereinstimmt, den .t,,,~ dz ftir beliebige Werthe ), im Un- 

endliehen yon u" annimmt. Alsdann kann diesem Werthe  d nu t  ein 
t: entsprechen. Wenigstens an einer Stelle im Unendlichen muss aber 
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# > I sein. Es giebt also ein Werthenpaar  u", d z / '  zu dem nur ein 

Werthenpaar  (u", v') geh~rt, folglieh kann t~berhaupt keine Stelle u", -d2~/ 

mehreren Stellen (u", v') entspreehen. Hiel:durch ist aueh die letzte Be- 
sehr~nkung fnr (3) beseitigt, so dass folgender Satz gilt: 

Wenn in einer algebraisehen irreduetiblen Glelehung zwisehen u und 
v die beiden VerSnderliehen als eindeutlge Funetionen eines Parameters z 

ausgedrt~ckt werden ksnnen und u eine algebraische Function yon ~ ist, 

so muss das Geschleeht jener Gleichung kleiner als zwei skin. 
D i e  Substitution (7) wird auf  einen speciellen Fall yon (3) n~mlich 

auf  (I) selbst angewendet. 

( 8 )  u '  = ; v '  = 

A ~  + A, l -~z + A~ A,u + A~\dz / + ,'13 

Die transformirte Gleichung in u' und v' soll dann alle Annahmen er- 
fallen, mit I-Ii~lfe deren die Ungleichung (6) abgeleitet wurde, und far  
d,u 
d--2 = o sol1 u' nicht unendlich werden. Jedem Werthenpaare (u', v ')ent-  

r 

spricht ~ ein Werthenpaar  (u d ~  ( aT~'~ ' ~2Tz/' und diesem nur ein Werthenpaar  u',~zz/, 

folglich gehort zu jedem (u', v') nur eine 5telle (u' ,  d,,."~ ,~-z/ und die Zahl l 

in (6) ist hier gleich I. Es kann daher s nur  2 oder o skin. Es mOge 

du' fa r  u' ' ' .. d-~- ----- a, ,  a.j,. , a" verschwinden und die Entwicklung nach u ' - -  a: 

lauten: 
p~ + l~ 

du' 
(9) dz  = A:(u' - -  a:) p~+~ + . . .  (p~ > o ; l~ > o). 

Dann ist u' = a: eine (p~ -4-/~)-fache Wurzel der Gleichung zwischen u' 
d~*,' d,~' 

und d-Z--z fi~r - - =  o, folglich ist s = ~:l.,. H~chstens ftir zwei Entwick- dz 
lungen (9) kann l~ > o sein. Um zu erkennen, dass diese Beziehung auch 
far  (r) selbst gilt, betrachte man die Stellen yon (~), wetche der Ent- 
wicklung (9) entsprechen. Die Substitution ist so eingerichtet, dass jedem 

aeta mathemat~ca. 14. I m p r i m 6  le 18 d6cembre  1889, 6 
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Werthenpaar  (u' d,~'~ ' ~zz/ nur  ein Werthenpaar  (u ' ,  v') entspricht; hierfiir er- 

giebt sich nu t  eine Stelle u ,  dzz ' folglich geh0rt zu (9) nur eine Stelle 

yon (I); far  dieselbe soll die Entwicklung gelten: 

d'a 
( , o )  d-~ ----- A , ( u  - a,)*,+' + A : ( u  - -  a,)"~+' -{- . . . (k, > o). 

Wenn u = a. eine Wurzel  von f ( u ,  o) = o sein soll, so muss h~ > o sein. 
Setzt man diese Entwicklung in (8) ein, so ergiebt sich: 

( x i )  
n~, n v +  1 

u, - - a ~ ,  = B ( u  - -  ,,3', +' + B,( , ,  - -  ,~)'~+' + .  . . ;  

n v ]7 v 
du' 

- "~ B ( u  - -  a~) ~+---q'-'+*--~ + . . . .  
d z l~'~ t- x 

Wenn u ' =  b in der Nahe von u ' =  a; liegt, so giebt ( 9 ) n u t  p , -}- I  ver- 
d u '  

schiedene Werthe dTz' und diese hschstens p~-q-I  verschiedene Werthe 

u, folglich kann n, nicht grOsser als p~ -I- r sein. El iminir t  man aus den 
Entwicklungen (I i) den Werth  ( u -  a~), so erhMt man:  

n ~ , . + h v - - k v - - I  

d ,  r ! t t 
, l ~  A~(~ - -  a3  "~ + . . . .  

Der Vergleich mit  (9) ergiebt: 

n, ----- c . (p~ q- I), h~ = (k~ -q- l~).c (c ist eine ganze Zahl :> o), 

da n ~ < p ~ - t -  I, so ist c-=- I. Hiernach gilt der Satz: 

Wenn ~du fflr u = a 1 , a2 , . . . ,  a~ , . . .  verschwindet, und die Ent- 

wicklungen nach ( u -  a~) die Form (I o) haben, so ist h ~ =  );'~-I-l~; wenn 
(lie Gleichung (i) yore Geschlecht Eins ist, so muss l~ aberall  gleich Nul l  
sein; wenn dagegen das Geschlecht yon (l) Null  ist, so muss ]~l~ < 3 sein. 
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II. 

In diesem Absehnitt soll nachgewiesen werden, dass jene nothwendige 
Bedingung, welche verlangt, dass das Geschlecht yon 

F ( u ,  v) = o 

niedriger als zwei ist, wenn u und v als eindeutige Functionen eines Pa- 
rameters z: 

u = ~ ( ~ ) ,  v = r  

du 
dargestellt werden ksnnen, und wenn dz eine algebraische Function yon 

u ist, zugleich hinreichende Bedingung ist. 
Um dieses nachzuweisen, gehe man yon der Differentialgleichung: 

dz 
s = d z '  R ( x )  = K~x  ~ -{- K ~ x  3 --]- . . .  -t" Ko 

aus. Wenn die vier Wurzeln yon /~(x) verschieden sind, so ist die Glei- 
chung (i) vom Geschlecht Eins, im andern Falle vom Geschlecht Null. 
Eine Untersuchung derselben lehrt, dass x eine eindeutige Function yon z ist. 

Jede rationale Function von x und s ist auch eindeutige Function 
von z. Die allgemeinste Form einer solchen ist: 

(2) y - -  g(z)  + h(~) .  s q(x) .  ~(~) -~(~)' 

g ( x ) , h ( x )  und p(x) bedeuten ganze rationale Functionen yon x, welche 
dy 

keinen gemeinsamen Theiler haben. Es ist sofort ersichtlich, dass ~z z eine 

algebraische Function yon y ist. Ebenso erkennt man, dass zwischen zwei 
verschiedenen Functionen Yl und Y2 yon der Form (2) eine algebraische 
Formel besteht, 
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Die Form (2) repri~sentirt somit eine grosse Mannigfaltigkeit von ein- 
deutigen Functionen in z, welche alle in die Classe derjenigen eindeutigen 
Functionen gehSren, welche hier behandelt werden. Wir untersuchen den 
Fall, dass x eine m-deutige Function yon y ist. Aus (:) ergiebt sich: 

(3) p ~ ( x ) y  2 -  : g ( x ) p ( x ) y  -i- g : ( x )  - h : ( x ) R ( x )  = o. 

x ist m-deutige Function yon y, wenn g ~ ( x ) - - h 2 ( x ) R ( x )  dutch p ( x )  
theilbar ist and _ p ( x ) , g ( x )  and h ( x ) R ( x )  yore mt'" Grade sind. Man 
bezeichne die Coefficienten yon diesen ganzen rationalen Functionen in 
folgender Weise: 

a ( z )  = AoX m + . . .  + 4 , x " - "  + . . .  + Am, 

h ( x )  = 13o x"'-2 -I- . . .  "-I- B~x  '~-~-~ q- . . .  "a t- B,,,_2, 

p ( x )  = z" + C~x '~-' + . . .  + q . z ' - "  + . . .  + o,,. 

Da in (3) das von y unabhangige Glied g ~ ( x ) - - h ' ( z ) R ( x )  durch 
theilbar sein soll, so mnssen folgende Bedingungsgleichungen liar 

die Coefficienten A ~ ,  B,, und C~ bestehen: 

(4) (y= 1,~, ..., m) 

p(~,) = o 

Wenn die Coefi]cienten A~ and B~ gegeben sind, so sind die Cp be- 
stimmt and zwar sind die letzteren algebraische Functionen der anderen 
Grossen. Es msge ffir die Coefficienten A~ and B~ eine bestimmte Wahl 
getroffen sein, z. B. 

t t A f , - - A ~  and B,~, -----B~, 

dann m5gen die Werthe Cr, ----- C~ den Bedingungen (4) genngen and die 
Wurzeln a,~ die Werthe a'~ annehmen. Die Coefficienten A~ and B~ kSnnen 
immer so gewahl~ werden, dass die Wurzeln a~ alle versehieden sind. 
Fi~r diese Bestimmung der Coeffieienten bczeichne man die Gleiehung (2) 
in folgender Weise: 

(5) ~ ( x ) ~ - -  Q(x) = o, 

so dass P ( x )  : x ~ -t- C' lx"- '  -1- C~ xm-~" "]- . . .  "l- C~, 

Q(x )  = A'ox '~ - I - . . .  -I- A:,, q-- (Box : -2  -I- . . .  -1- B '_ , )~ / -~(x ) .  
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Wenn sich die A~ und B~ unendlich wenig, um 3A, und 3B~ andern, so 
soll die _&nderung yon Q mit 3Q und yon a, mit 6a~ bezeichnet werden. 
Es l~sst sich dann allgemein 6C~ durch die Variationen 3A~, 3B. aus- 
drt~cken. Man bilde zu diesem Zweck das Differential der Gleichungen (4): 

' aQ(~:) , , ,  aQ ((,~) 
aQ(a~)aA,o aA~ "t" . . .  + ~ O-O o "Jr" �9 . .  + ~ aa, = o 7 

(6) (~=,,= ...... ) 
a v (~,'~) 4,,  ae(~,;) aP(?~) 

0% + " " +  ~--O:j a c 2 +  a , , :  & ~ - - o .  
v 

Ftlr den besonderen Fall m = 2 werden diese Gleichungen die Form an- 
nehmen: 

t 

p~,  A ' -~ "---='--'7~ 0{2~, 08~ + + O A 2 -  + 

aP(a:) 4 
~ay 

( ~ = 1 , 2  . . . . .  m)  

Hieraus berechne man 3C, und o~,. Es sind lineare Functionen yon o'A, 

und 3B~: 
! 

aC'~ 4 -  aC'~ 4 .  . aC'~ aC'~ i'B 
(7) 3Q = ~oOAo + . . .  + ~ o A , ,  - t - ~ o 3 B  o + . . .  + ~ o ,~_:; 

-dlDm_ 2 

aC. aC. 
die Coefficienten ~ und ~-~. werden nur dann unendlich, wenn die De- 

terminante D., der Coefficienten yon 3U, und (~a, in (6) verschwindet. 
Far  m 2 erhMt man: 

aQ(<) 
0 0 0 

0 0 0 

, a P ( 4 )  
~1 I ~a~ " 0 

aP(4) 
~ I 0 

oder 

D ~  ~ 

r 
~ I 

i ~2 I 
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Allgeinein heisst diese Determinante: 

P ~ I - - I  v m - - 2  v 

�9 �9 , �9 . ~ ~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 . �9 ~ ~ �9 

, m - - I  , m - - 2  ~' I 
Gl ra ) Olin ~ �9 " " ) ~ m 

aa~ 

Sie verschwindet nur dann, wenn g(x)--h(x)V'R(z ) mehrfache Wurzeln 

hat und nut in diesem Falle k0nnen die Grsssen aC~, ao~ unendlieh OA, ' aB~ 
werden. 

Fiir die m-deutige algebraische Function x der Veranderlichen y, 

welche durch die Gleichung 

(2) p(*)v--g(.)=o 

dcfinirt wird, sind die Verzweigungspunkte yon besonderer Wichtigkeit, 
und zwar hat dieselbc - -  wie gczcigt wcrden soll - -  2m einfache Ver- 
zweigungspunkte. Wenn aber R(x) einen Grad hat, der kleiner als 3 ist, 
so giebt es nur 2 m -  2 einfache Verzweigungspunkte. 

Man kann sieh darauf beschranken, solche algebraische Functionen x 
zu betrachten, far deren Verzweigungspunkte x und y endlich bleiben, 

I I 
denn man kann dieses stets dutch die Substitution x ' - - - - - ~  y ' = - -  x + a '  y+b  
erreichen, wenn a und b beliebige Constanten bedeuten. Hat ftir die 
endlichen Werthe x ~ ~ und y ~ 7 ]  die Function x einen Verzweigungs- 
punkt, so mtissen folgende Gleichungen bestehen: 

p(~)~-q(~)=o, 

a•)r/ 
aq(~) 

a #  = o .  

In der Entwicklung yon y nach 4 : -  x muss der Coefficient yon (~ - -x )  
verschwinden: 

(8) y = v + x = ( ~ - - x ) '  + x ~ ( ~ - - x )  ~ + . . . ,  



0ber die Integration gewlsser Differentialgleiehungen erster Ordnung. 47 

dy dy 
d. h. ~ muss for diese Stelle Null werden und auch umgekehrt, wenn d-~ 

verschwindet, so hat x einen Verzweigungspunkt. 

Man bezeichne df(z__)) mit f'(x), dann ist: 
dz 

du {2..g'(,) + 2 ~ ' ( , ) R ( ~ )  + h ( , ) n ' ( , ) } v ( . , ) - { g ( , )  + h ( , ) , } 2 , p ' ( , )  

dx 2s_p'( ~e ) 

In rationaler Form lautet diese Gleichung: 

dy 
(9) 4p*(x)R(x)(dY'~ ' -  8p~(x)B(x){p(x)g ' (x)-  p'(z)g(x)}G + t(x) = o. \dz/ 

Hierin ist: 

0o)  t(x) = p:(x){4r [27,'(x)Rfx) + h(x)n'(x)]~l 

- -  4p'(x)R(x){p(x)[2g(x)f(x)- 2Z4x)Z~'(x)R(x)- h~(x)n'(x)] 

- -  [.q~(~)- h~(~)Ri~)]p'(~)}. 

Es kann t(x) auch in folgender Weise gesehrieben werden: 

( io ' )  t ( x )  = 

- + - 

Da g ' (x ) - -h ' ( x )R(x )  durch p(x) theilbar sein soll, so ist- 

r ( x )  = "q'(~) - -  h ' ( ~ ) R ( ~ )  
~ ( ~ )  

eine ganze rationale Function vom m t~ Grade und 

r'(x) = v (~)[2.q (~) j ' ( ~  - -  2 h (~) l~'(.) R (~) - -  h'(~) ~,'(~)] - -  [g'(~) - -  h'(~) ~ (~)b,'(x) 

eine ganze rationale Function vom ( m -  x) ten Grade. Ein Vergleich yon 
r'(x) mit (Io) ergiebt, dass t(x) durch p2(x) theilbar sein muss. Anderer- 
seits zeigt (Io'), dass t(x) im Allgemeinen vom Grade 4m sein muss 

t(x) 
daher ist ~-r(-~ eine ganze rationale Function yon x vom Grade era. 

Wenn der Grad yon iR(x) kleiner als 3 ist, so kann in ~hnlicher Weise 
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t(~) 
bewiesen werden, dass dann I-~-(.T) yore Grade 2m- 2 ist. w Die Glei- 

dy 
chung (9) ist im Allgemeinen, wie der Coefficient yon ~ zeigt, h~ch- 

t~) 
stens durch p~(z) theilbar, folglich geben die 2m Wurzeln yon ~ die 

dy 
Stellen an, for welche ~ verschwindet. 

Wenn ~-~-) eine mehrfaehe Wurzel hat, so zelgt die Differentiation 

d'y verschwinden muss, wenn yon (9) naeh x, dass ft'lr diese Wurzel auch 

nieht p ( x ) . q ' ( x ) - - H ( . r ) g ( x )  verschwindet, und dana ist in der Ent- 
wicklung (8) auch A 2 = o, so dass an dieser Stelle x einen mehrfachen 

t (~ )  _ 
V e r z w e i g u n g s p u n k t  hat. Die Wurzeln yon p~(~) o sollen mit ~ ,  ~2, 

. . . ,  ~ ,  . . . .  ~.,., bezeichnet werden. Sie sind a]gebraische Funetionen der 
Coeffieienten A~, und B,,. Es ist zu untersuehen, ob bei jeder beliebigen 
Wahl der Coefficienten in Folge der Bedingung (4) zwei Wurzeln gleieh 
slnd. Wenn A 0 unendlich wenig, um 9A0, geRndert wird, so andern sich 
auch die ~ unendlieh wenig, daher kann dA o so klein angenommen werden, 
class diejenigen Wurzeln &, welche vor der Anderung verschieden waren, 
auch nach derselben dasselbe Verhalten zeigen. Wenn also stets 2 Wurzeln 
~ gleich bleiben sollen, so kann dieses nur geschehen, wenn 2 Werthe, 
z. B. ~1 und ~2, welche vor der Jknderung coineidirten, aueh naeh der- 
selben gleich geblieben sind. Die Differenz ~ -  ~,  weIche eine alge- 
braische Function yon A 0 ist, hat dann auf einer unendlich kleinen Streeke 
yon A o bis A o -[-dA o den constanten Werth Null und muss nach einem 
bekannten Satze der Functionentheorie (siehe BmOT und BOUQV~T, Thdorie 
des fonc. ellipt. No. I 14) far jeden Werth der Veranderlichen verschwinden. 
Man kann A 0 in solcher Weise stetig andern, dass $~ in irgend eine an- 
dere Wurze] $~, llbergeht, also muss aueh $~. mit einer anderen Wurzel 
~:~, coincidiren. Wenn far jede beliebige Wahl der Coefficienten A~, und 

t(~) 
B~, irgend zwei Wurzeln coineidiren, so muss stets jede Wurzel yon p'(z---) 

mindestens eine zweifache Wurzel sein. 

Filr eine mehrfache Wurzel hat abet x mehrfache Verzweigungs- 
punkte, wenn ~ p ( x ) g ' ( x ) - - p ' ( x ) g ( x )  yon Null verschieden ist. Man 
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kann aber die Coeffieienten AI~ und Bz so whhlen, dass x einen einfachen 
Verzweigungspunkt besitzt: 

.= q(,z) a o + a , z  + a ,x '  + . . .  
Y p(x)  = C,, + O,~_lx + . . .  + O~x "-~ + x " '  

ao = A., + B~_: ~R(o); 

a, = A=_, + B,~_~, 2 ;  /x~o + B .... ~ / ~ ;  

Hierin kOnnen die Coeffieienten A~ und B, stets so gewahlt werden, dass: 

a o ~--- % a 1 ~ % Ct 2 4= O~ 

d. h. ,nan hat die Coefficienten von q ( x )  so bestimmt, dass nut  2 Wurzeln 
gleieh Null sin& Von den anderen 2 m - - 2  Wurzeln wlihle man m a l s  
Wurzeln yon p ( x ) ,  dann sind die Bedingungen (4) erfallt  und C,,, :4= o.  
Da hierbei alle Conntanten his auf 2 beliebig geblieben sind, so kann 
man es stets so einriehten, dass C,, ,A, ,_ , - -C~_~A, ,~  4= o, no dass 

- -  

fi]r x = o nieht vernchwindet. Die Entwieklung ftir y ---- o und x ---- o 
ist dann: 

(12 
Y = c~z~ + c~x~ + " " '  % = Vo'  

d. h. y - - o  ist ein einfaeher Verzweigungnpunkt yon x. 
Man ka,nn daher allgemein die 2m Constanten A,~ und B~ so be- 

stimmen, dass alle 2m Werthe ~:~ und daher aueh alle 2m Werthe ~2x, 
welche hierzu gehsren, versehieden sind. Dutch unendlieh kleine An- 
derung der Coeffieienten bleiben die ~x vernehieden; diene Anderung  li~snt 
sieh no einriehten, dash aueh die Wurzeln yon q ( x ) =  0 versehieden sind. 

Es ist somi~ die Existenz einer Gleiehung (2) naehgewiesen, bei wel- 
eher alle Wurzeln yon q ( x )  versehieden sind und die algebraisehe Fune- 

Acta mathematica. 14. Imprim~ le 16 d~eembre 1889. 7 
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tion x yon y, welche durch diese Gleichung definirt wird, 2m einfache 
Verzweigungspunkte besitzt. Es m0ge die Glcichung (5) 

(5)  p ( ~ ) v - -  O ( ~ )  = o 

diese EigenscMften besitzen. Die 2m Verzweigungspunkte sollen mit 
t r ! r]~, ~ T e , ' " ,  ~7~., bezdchnet  werden; die Wcrthe x,  wclche zu dicsen ge- 

~ ( )  , , , . . . .  -" die 2m Wuvzeln yon x heissen a~,a.,,...,a.,,,, hSren, seien r . . . 
lit der Gleiehung (2) hat  man em beliebige Coeffieienlen A.,, und B~, 

zur Verfi~gung. Um dieselben zu bestimmen, konnen 2m Bestimmungs- 
str~cke gegeben werden. Zum Beispiel k0nnte verlangt werden, dass die 
Gleiehung (e) fi:,r die 2m Werthenpaare ( q ,  y , ) ,  (% , y ~ ) , . . . ,  (x..,y.), . . . ,  
(x.,,,, Y2,,) erffdlt  werde, so dass die Bedingungsgleiehungen gelten: 

v ( . ~ : , ) v , - -  q ( * ~ )  = o .  , , : , , , , ~  ..... -~,,,, 

Wenn aus.~erclem verlangt wivd, dass ffw y = y~., die algebraisehe Func- 
tion einen Verzweigungspmakt habe, so trit t  noeh die Bedingung hinzu:  

v'(:~,,,)w,, - -  ,/(*,,,,,) = o .  

Alsdann whren zu vieI Bedingungsgleiehungen zur Bestimmung der Coeffi- 
eienten gegeben, und man konnte nur verlangen, das.~ die Gleiehung (2) 
r{:,~ die ( ._, , ,~ ~) Werthenpaare (aq, y , ) , . . . ,  (.,',, ..... , ,  y._. .... ,) erfiallt ~-~,'de, 
aber ausserdem, dass die algebrai.qehe Function m fi:~r y = ?1..,,,, elnen ein- 
faehen Verzweigungspunkt lmbe. Hiermit. ist die Aufg:~be begr~'mdet: 

Es  soil eb~e Gleichuny w,n der For; .  (2) .qebildet werden, so dass sie 

du,'ch die n IVe,'the,,l,,,a,'e (:v,, ?h) , (.':..,, .%1:, " " ,  (.r.,, y.),  . . . ,  (:G , Y,,) e,'/',illt 
wird, uud dass die alyebraische ,m-deul(qe l,'m~ction x yon y,  welche &~rch 

(e) defim:rt zoird, f i i ry  --  ~/,,+,, rj,,~., . . . ,  r,,, . . . ,  ~/.,, ei,fache Verzu,eigu~gs- 
p,,nT~te aat. 

Die Bedingung~gleiehungen sind: 

( , , )  a , ( ~ , ) v , - - , t ( , ' ~ )  = o ,  , ,~ , ,~  ...... , 

(,-~) a , ( ~ , ) v , - - , J ( z  ~ = o I 
0,  : n  d - : ,  . . . ,  2 m )  

(, 3) v'(~,)v, - - , / (e , )  : :  o l  

Die Werth(~ ~ ,  welche zu den Verzweigungqmnkten gehOren, sind beliebig. 
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Um die Lssbarkeit der Aufgabe .zu beweisen, mt~ssen gewisse De- 
termin~nten untersacht werden. Hierbei legen wir die Function (5) zu 
Grunde, welche 2m verschiedene Verzweigungspunkt e 7h, besitzt. Es m6gen 
die Werthenpaare (xl , y;) , (x; , y'~) , . . . ,  (x; , y:) , . . . ,  (x:,, y') der Gleichung 
(5) geniigen. Unter x: wire] stets eine einzige Stelle (x, ~//r verstanden, 
bei welcher ~ / ~  ein gegebenes Vorzeichen hat. Durch unendlich kleine 
Anderung der (x.~, y,~) und 7b, urn 3x,, 3y,, beziehungsweise 3~ erhalten 
die Coeffieienten A~, und B~ gewisse Anderungen dA~ und 3B~, Das 
Differential der Gleiehungen (~ ~) und ([2) wird dann: 

(14) y: ~ oU, + . . .  + -% ~0~-~ ~)C., _ - 7  o~ao - - . . .  
~Ao 

' ~q(.;) ~ ,  ~Q(x;) ,,, 
VA'., ~ o  ODo ~ ' ' "  ~11,,,--2~ OD.,_2 

(~ 5) ,~ ~ ~(2, + . . .  + ~ ~ o ,,, ~A'o ~-Ao - - . . .  

~A;~ ~B'o 3 B o ~ . . .  vt~',,,_: o ,,_: 

+ P(~)@~.  + ~ 

Wenn hier die Determinante R,,,, welehe aus den Coeffieienten yon 3A~,  

3B~,, ~ gebildet wird, nieht verschwindet, so lassen sich Az, und B, nach 
ganzen positiven Potenzen yon ( x ; - - x ~ ) ,  ( y ; - -y~)  und (~];--~.~)entwickeln. 
Der Coefficien~ yon 35~ in der Gleichung (i5) versehwindet, da $~, ~2~ ein 
Verzweigungspunkt yon x ist. Nur unter den Gleichungen (I3) ist eine 
solche vorhanden, bei welcher der Coefficient yon o'$~ nich~ verschwindet; 
derselbe hat den Werth: 

3 Cx 

Far den besonderen Fall m = 2 werden die Gleichungen (14) und (~5) 
folgende Form erhalten: 

x S y ; ~ q  + g,) '% - -  z'~OAo - -  z:~;A~ - -  3A2 - -  ~ / ~ B o  

v [ P ( ~ ; ) y ;  - -  Q(~;)]  3x. ,  = o ,  
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Hierin sind fiir 3C,~ die Ausdri~cke (7) zu setzen. 

Determinante R .... folgende Form erhalten: 

Ffir n " I wird die 

~2,1 

X l ' + * , z ; + * ,  ~ + *, - - r  + *, o ,  

$ ; ~ + * ,  ~ ' , + * ,  ~ + * , - - ~ / , r  o ,  

$;' + * ,  ~ ; + * ,  ~ + * ,  - - 9 ~ ( r  + * ,  o , 

~;' + * ,  ~ + * ,  ~ + * ,  - - ~ / ~ ( ~ ) + * ,  o , 

0 ~ 0 

0 ~ 0 

0 ~ 0 

0 ~ 0 

0 ~ 0 

& ,  o 

o ,  S~ 

(r  rp  & a'[P " ' - -  Q(~i)] 
( J . = 2 , 8 , 4 )  

Die Glieder, welche durch ein Sternchen ersetzt sind, haben die Form: 

~"  aC,'-r x:m_ ~ 

,~ a , , m aC,~ . . . . .  

c Z ...... _ . ~-~,~ ~-~ - " ~  
7:,=1 ~ ,=1  ' 

Da die Wurzeln  yon Q(x)= o verschieden sin(t, so sind - - .  und 
aA/ ,  

ao~ 
aB~ endlieh, wenn y: und ~ versehwinden, so versehwinden aueh die durch 

ein Sternchen angedeuteten Glieder. Die Terme yon R~,~, far  welehe ein 

Punkt  gesetzt ist, haben auf den Werth der Determinante keinen Einfluss. 

4 2 . t  s 
1 1  ~ [P(~',) ~', - -  O(~i)] 

A 2 ~  1 

X 1 "31-- �9 >.': , ' ' 1  "-~ * I + :!: ' , , ~/t, (.;) + 

, r  I + *  

Ca + * * , r  , i + , ~ i ~ ( $ ; 1 + *  

, ~ 4 + *  I + *  / ' ~ '  * , , ~ l~ (r  -4- 
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Al lgemein und 
ergiebt sich: 

unabMngig yon der speciellen Wahl  

2 , = n + l  

der Gleichung (5) 

m m - - 1  m - - 2  z l  + *  * i + *  ~/R(~,) + *  , x ,  + , , , x ~  ~/R-(~,) + *  

�9 o �9 ~ . �9 �9 �9 �9 �9 �9 o 

�9 ~ ~ �9 ~ ~ o �9 �9 o �9 , , �9 

x +  -} -  * I -{-- * z "+-2 , , ,+~,+ + *  1~(~)  + *  ~ 1 4 9  ~ " ~  t t  

, " ' ,  , ~,++~ v ~r + *, . . . ,  ~/R(&+0 + * 

�9 . �9 �9 ~ �9 

�9 o �9 �9 o �9 �9 �9 ~ . . ~ 

G ~  + * ~ 2  ~ -t- * + + * ~'~-~ " n ' "  ' , , " " ,  , ,~,,+ v ~r + * ,  . . . ,  ~/R-G2~) + * 

Es wird angenommen, dass A,,,+ ft~r n ~ n t nicht identiseh verschwindet, 
so dams die Aufgabe fiir n----n~ mSglich ist und sich die Coefficienten 
A]~ und B, im Allgemeinen nach Potenzen yon ( x ; -  xj), ( y [ - -y~) ,  . . . ,  
( x : , -  x , , ) ,  (y" - -  y.,),  (~',+t - -  r],,+t), . . . ,  (7]+,,~ - -  ~22,,~) entwiekeln lassen, 
abet A,,,,,_~ soll identisch verschwinden. 

Die Determinante A ist auch algebraische Function jener Ver- 
ii.nderliehen; wit  schreiben sie in folgender Weise: 

t X l  ~ X2 ~ �9 �9 . ~ Xn I \ 

% 

/~ . . . .  = A ~ ] . , + l  ' " " " ' ~ m ) "  

Yl , Y~ , , Y.,, 

Es m~Sge Am,,, for x, = x" , y~ = y; ,  r;~ -= ~ nicht verschwinden. L~sst 
man allen Veranderlichen diese bestimmten Werthe und ~ndert nur  (x.,,y.,), 
aber so, dass dieses Werthenpaar stets der Gleichung (5) gen~:~gt, so ist 
A+,,, eine algebraische Function yon x.,, welche fi~r m., = x,:~ yon Null  
verschieden ist, daher auch nicht identisch, sondern nur for eine endliche 
Anzahl  yon Werthen verschwindet. Zu diesen Nullmtellen gehort der Werth 
x = ~' far  welchen y = ~,:, ist, denn hier wird A .... - ~  A., , . ,_.  Obwohl 
A,~,~,--=-o wird, besitzen hier die algebraischen Functionen A~ und B~ 

p p 

keinen Pol, denn sie haben die endlichen Werthe: A;, und B, .  
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Werden die Veri~nderlichen x~, . . . ,  x , , ,  y~, . . . ,  y , , ,  ~7,,, " " ,  r/:= un- 
endlich wenig geandert, so andert sich auch der Werth  von A unend- 
lieh wenig und aueh die algebraischen Functionen Az und B,  erhalten 
eine unendlich kleine Anderung,  wenn sic keine Pole an dieser Stelle haben. 

In A , . ,  setze man folgende Werthe:  

t 
7/.,+~ = rl,,,+l, �9 �9  ~,.,,,, = ~7~,., 

ferner 
t �9 , _ _  X l  P 

X l  X l  , Y l  = Y ' I  ~ " , X . I - - I  - -  h i - - 1  , Y.,-1 ~ Y.,-1 

und sehliesslich 
0~,, = X,  y~, - -  Y. 

Y bedeutet irgend einen Werth  in der N'ahe yon 7/,. 
wird aber X so bestimmt, dass die Gleichung besteht: 

( x ) X ~  ~ X 2 ~ . ~ n l _  1 ~ 

(16) A , , ~' Y ~ " + I ' ' ' "  ~b,, = o 
\Yl ,  Y2, , Y.,-1, 

und dass X in unendlieher Nr~he yon $,',, liegt. 
Die Coeffieienten A , ,  B~,, welehe auf diese 

] ! sind yon A , ,  B~, unendlich wenig versehieden. 
zeichne man mit  (i7):  

(I7) I ' ~ ( x ) y - - Q , ( x )  = o .  

Sehliesslich 

Weise gebildet werden, 
Die neue Gleichung be- 

In der N'ahe jedes Werthenpaares (x, y), welches der Curve (5) ent- 
sprieht, gibt es ein Werthenpaar,  dass der neuen Gleiehung genfigt: z. B. 
msge die SteUe x = x,',', y - :  y,',;, dureh welehe (x7) erft'dlt wird, in der 
N.ahe von x = x:,,, y = y,:, liegen. Es ist dann 

p r to t 3:2[; X , ,  ~ �9 �9 . ~ X n l _  1 ~ , ~ n l  , 

(I8) A ," ~' ,, ~,,,~, . . . ,  ~,~ ~ o, 
\Y'~, Y~, , Y,,-1 , Y., 

da cs sich nur unendlich wenig andert, wenn man x,',i in x,',, und y'], in 
y'~, verwandelt ;  nach obiger Annahme ist aber A ftw x~ = x : ,  y,,-= y: 
und r A = ~ yon Nul l  verschieden. 

In der Niche jedes Werthenpaares (x, y), welches sowohl der Glei- 
r (5) P ( x ) y - - Q ( x ) = o  als atteh der Gleiehung t " ( x ) y - - Q ' ( : v ) = o  
genflgt, muss ein Werthenpaar  der neuen Gleichung liegen, wclches ein 
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analoges Verhalten zeigt. Daher giebt es in der N~,he yon ( ~ ' ,  7]:) ein 
Werthenpaar  ,(~"~,, 7]':), far  welches die algebrMsche Function x ,con y, 
welche durch (17)def in i r t  wird, einen einfachen Verzweigungspunkt hat. 
D a  A , , , , , _ I  = o ist, so besteht noch folgende Gleichung: 

Xl 9 X2 , " �9 �9 , Xnl--1 
(I9) A , ~' , 7/ ,+:,  . . . ,  ~/2,,, = o. 

\ Y l ,  Y'2, , Y~,-1 

Man betrachte schliesslich die algebraische Function yon x, , ,  y~: 

X' 1 ~ X2 , �9 �9 . ~ Xnt--i ~ Xn] , 

/~k , 7 ] n , + l  , . . . ,  ~ 2 m  , 
r i 

\Y't , Y2, , Y~,-~ , Y~, 

in weleher x , ,  und y , ,  nut  solche Werthe annehmen sollen, welche der 
neuen Gleichung genagen - -  so dass sic also nut  algebraische Function yon 
x , ,  ist. Diese Function wird wegeu der Gleichung (18) nicht identisch 

2p Null,  kann  also in der Nahe yon x,,, = ..., nur for einen Punkt  ver- 
schwinden und aus den Gleichungen (16) und (I9) folgt, dass 

F-pI 
% x ,  ~:' = y 

Es ist daher msglich, eine Gleichung (2) zu bilden, welche durch die 
X' ~q'  (n, - -  1) Werthenpaare (x; ;  y;), . . . ,  ( ,,,_, y,,_~) erfiil.lt wird und in weleher 

x ausser fi]r den Punkt  y = 72,;~+~, . . . ,  7/;,,, noch far  y = Y einen einfachen 
Verzweigungspunkt hat, wenn Y irgend einen Punk t  in der N~he yon r1,',, 
bedeutet. Da A,,,,,, ~ o ist, so sind die Werthe 

( ;  y',) ( ,  , ) , 

ganz beliebig. Obiger Satz kann daher in folgender Weise erweitert 
werden: Obwohl A.,,,,,_~ identisch verschwindet, ist es msglich, eine Glei- 
chung (2) zu bilden, welche von ( n , - - I )  beliebigen Werthenpaare n (x~,y~) 

erfall t  wird und in welcher die algebraisehe Function x ft~r (2m--~1  + I) 
gegebene Werthe ~ einfache Verzweigungspunkte hat, so dass die auf Seite 
50.gestel l te  Aufgabe auch far  n~ ~ i Werthenpaare @~, y~) msglich ist. 

Das identische Verschwinden yon A ...... _x dr~ckt also keine UnmSg- 
liehkeit der Aufgabe ~us, sondern nu t  eine Unbestimmtheit.  Es giebt 
dann unendlich v ide  verschiedene Formen (2), welehe die betreffenden 
Bedingungen erfallen. 
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Die algebraisehe Gleiehung: 

A , ~ , ,~+1 , rT,~-~ . . ,  . .  �9 , ~ , , ~ )  ---- O ,  

",Yl , Y~ , , ?l.~-I , ~7., 

welehe bestehen muss, wenn A ..... _~ identiseh versehwindet, hat im All- 
gemeinen nut" eine endliche Anzahl yon Wurzeln r wenn man ftir ~G, 
y, und r]~. irgend welehe bestimmte Werthe einsetzt, denn A , . ,  ist nicht 
identisch Null. Ferner giebt es nur einc endliche Anzahl yon Gleichungen, 
welehe den Werthenpaaren (:q, y ~ ) , . . . ,  (x,,~_~, y,,_~), ($,,, ri,,,) geniigen und 
bei weleher die algebraisehe Function x ft'tr y = r ; , , + ~ ,  . . . , ~ , ,  einfaehe 
Verzweigungspunkte hat, folglieh giebt es nur eine endliehe Anzahl yon 
Gleiehungen, welehe den Punkten (x,, y,), . . . ,  (x,,~_l, y,,,_,) genfigen und bei 
welehen x die Verzweigungspunkte y --=- ~,,,, ~,,,+,, . . . ,  ~..,,,, hat. Daher kann 
A ...... _r i:berhaupt nieht identiseh versehwinden. 

Wenn also A ....... nieht identiseh versehwindet, so ist dieses aueh fiir 
A ....... -1 nieht der Fall. 

Dee grSsste Werth, welehen n annehmen kann, ist 2m. Fctr diesen 
Fall ist abet leieht zu erkem~en, dass: 

nieht identisch versehwindet. Der Gleiehung (5) geni~gen die Werthen- 
p a a F e  y - -  o ,  , = {/: (9 = I , 2 , . . . ,  2111) welk in  or; die Wurzeln von O(x) 
bezeiehnet. I_)iese sind "llle versehieden; die Glieder yon A ...... , welehe 
dutch ein Sternehen (*) bezeichnet sind, versehwinden i'tir y = o, abev die 
Detevminante in =; ist nicht identiseh gleieh Null. 

Hiermit ist bewiesen, dass die Aufgabe, welehe auf Seite 5o gesteltt 
wurde, im Allgemeinen zu 10sen ist. I)er Fall n = o hat ft~r unseren 
Zweek besondere Wiehtigkeit.  in Folge desselben gilt der 8atz: 

In  de," Gleichuny (2) si,ul die 6'oefficie,lle,, A, , ,  B~ und (4, algeb,'aische 
Fu~wtionen &:r 2m ITe,Tweigun.qspunkte rA, welche die algebraische m-deutige 

Fuuction x yon y besilzt. 

Im Allgemeinen lassen sich dann f['lr irgm~d ein endliehes Werth- 
system V, = V~, die Coeffieienten in folgender Form entwiekeln: 
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= ~ �9 " " ~ ~7~,,0 �9 

11,12, . . . ,  12~ sind ganze positive Zahlen, %.,~ ..... t~. bedeutet eine Constante. 
Far gewisse Werthsysteme, ft~r welche einige algebraische Functionen 
Pole haben oder unbestimmt sind, giebt es keine solche Entwicktungen. 
Um die Abhsngigkeit der Coefficienten yon den Verzweigungspunkten 
auszudr~teken, sollen jene beziehungsweise mit A,,(rB) , B~(yB) und 6'~(r/z) 
bezeichnet werden. Wenn far das System r2a die Werthe der Coeffieienten 
und damit die Gleichung (2) gefunden sind, so ist dieses aueh far das 
System 

a~ + b 
c~ + d 

der Fall. Man fahre zu diesem Zweeke in (2) die Substitution ein: 

dann ergiebt sieh: 

t a Y +  b 
cy  + d '  

Nach der Bedingung (4) ist: 

wenn r ( x )  eine ganze rationale Function m re" Grades in x bedeutet, also 

c'r(z) + 2tag(z) + asp(z) 

Hieraus sind die Coefficienten Az(r~),B,(r~) und C,(rz). zu berechnen; 
durch Division von Z~hler und Nenner mit einem constanten Factor ]<ann 
bewirkt werden, dass einer der Coefficienten C z den Werth I erhfdt. Jeder 
Coefficient yon r ( x ) ,  welcher in der Gleiehung far y nur im Z~hler g(x) 
eine Rolle spielt, tritt in (21) auch in den Nenner; er ist ebenso wie die 
Coefficienten d ( x ) ,  algebraische Function der r B. Wenn far ein Werthsystem 
~ einige Coefficienten unendlieh werden, so enth~It in (2I)sowohl Z~hler 
als auch  Nenner diese unendlich grossen Werthe und zwar zu derselben 

Acta mathematica. 14. Imprim$ le 17 d~cembre 1889. 8 
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Ordnung;  durch Division mit einem gceigncten Factor werden alle Coeffi- 
cienten in (2z) endlich und mindestens ein Coefficient des Zhhlers und 
ein Coefficient des Nenncrs yon Null verschieden. Dutch obige Substitu- 
tion k0nnen daher die Potc der algebraischen Functionen yon ~2x vermieden 
~verden. 

Wenn for ein Werthsystem ~x einige Coefl]cienten unbest immt werden, 
so setze man ~'~, = ~2x-t-b. Die Cocfficicnten sind dann entweder alge- 
braische Funetionen einer Variabeln b und haben cinch bestimmten Werth 
oder sic sind yon b unabhangig und dann Constanten. 

Durch continuirliche Anderung  des Werthsystems 72~ erh~lt man 
immer neue Gleichungen (2), doch ist dutch dieselben nicht immer eine 
bestimmte m-deutige Function x von y definirt. Die Gleichung 

y _~ 
g(~) + h(~)~/~) 

p(x) 

zeigt, dass x nicht mchr m-deutige Function yon y ist, wenn f~'Lr ein be- 
stimmtes Werthsystcm 72~ , g ( x ) ,  h(x) und p(x) cine gleiche Wurzel x = x 1 

haben. Es muss dann in (9) die ganze Function t(z) ~v'(x) yon x, deren 

Wurzeln die Verzweigungspunkte geben, dutch ( x - - x 1 )  ~ theilbar sein; 
x ~ x~ ist aber keiu Verzweigungspunkt. In der N[dm yon ~Tx giebt cs 
unendlich viele Werthsysteme 7h-4-3y]~., f~'~r welche x eine m-deutige 
Function yon y ist und jedc dcr ganzen Functionen g(x), h(x) und p (x )  

eine Wurzel in der N~he yon x'+ hat. Ft',r ~2~ A-3~h hat dann t(z) ion(x) 
zwei Wurzeln in der N~he yon x', for welche x cinen Verzweigungspunkt 
hat. Die hierzu gehsrigen Werthe 72~-t-3~2~ sind unendlieh wenig ver- 
schieden, ~venn sic nicht unendlich gross sind. Sobald sie zusammenfallen, 
vernichten sie sieh gegenscitig, d. h. wenn man um beide in der y-Ebene 
einen unendlich kleinen Kreis beschreibt und denselben mit der alge- 
braisehen Function x durchl~uft, so kommt  man zu dem Anfangswerth 
zuriick. 

Ein specieller Fall der eben behandelten Singularitat tr i t t  auf, wenn 
die Coefficienten B,, s::~mmtlich verschwinden, ferner wenn die Coefficienten, 
welche zu x '~ und x'~/I~@) gehsren, zu Null werden. H~ben g(x), h(x) 
und p(x) keine gemeinsamen Factoren - -  und dieses ist nach Obigem 
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stets der Fall, wenn alle Werthe des Systems ~A verschieden und nicht 
unendlich sind ~ so erhglt man in der Gleichung (2) stets eine algebra- 
ische m-dcutige Function yon x. 

Es ist leicht zu erkcnnen, dass sieh der speeie]le Fall ~ ----- o unserer 
Aufgabe auch in folgcnder Weise aussprechen lhsst: 

Zu jeder m-bl(ittrigen zusammenh(ingenden _Riemannschen FICiche, welche 
iiber der y-Ebene eonstruirt ist und 2nz einfache Verzweigungs:punkte besitzt, 
lasst sieh eine algebraische Function x von der Form 

bilden, welche auf derselben eindeutig ist. 

Um diesen Satz nachzuweisen, kann angenommen werden, dass kein 
Verzweigungspunkt der Riemannsehen Fl~tehe im Unendlichen liegt. Man 
gehe yon der Gleiehung (5i aus, far welehe 7A= r][ Verzweigungspunkte 
sind und bilde die Riemannsehe Ftrmhc T, auf welcher x eindeutig ist. 
Die m Bt~ttter von T werden mit 5'1, . . . ,  B, ,  . . . ,  Bin, die Werthe, welche 
x auf B~ annimmt, mit x~ bezeiehnet. Far  einen Verzweigungspunkt, der 
B, mit B~ verbindet, ist x~ ----- xa; nut in der Nghe eines solehen Punktcs 
sind zwci Werthe von x unendlieh wenig verschieden. Ferner bilde man 
die Entwieklungcn (2o). 

In diese setze man ~1 ----- 7]1 + 3r]1 , w~,hrend far die anderen Variablen 
72~ die Werthe 72[ gesetzt werden, das heisst, man versehiebe 72; eontinuir- 
lich nach r B + o~2,. Durch diese unendlich kleine Anderung erh~lt x 
far jeden Punkt y den Werth x + 3x, dee yon dem fraheren Werthe an 
dieser Stelle im Allgemeinen unendlich wenig verschieden ist; wenn daher 
fnr eine Stelle der y-Ebene die beiden Werthe x.~ und xz, um eine endliche 
Gr(}sse vcrschieden watch, so sind auch 0c,+ 3s~ und x~, + axe, verschiedeiS. 
Nut in der N~he der Verzweigungspunkte yon T ksnnen durch diesc 
~_ndcrung zwei Werthc gleich werden. Die Punkte 72~ (2 > z), welchc 
auch naeh der Variation Verzweigungspunkte bleiben massen, verbinden 
dann gcnau dieselben Blgtter, auf welehen sie vor derselben lagen. Bis 
auf die Versehiebung yon r]; und 72~-t-o~2'1 ist die giemannsehe Fl5che 
der neuen Function x m i t  T in allen Verzweigungspunkten und Ver- 
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zweigungssehnitten congruent. Einer unendlich kleinen ~_nderung des 
Systems ~ entspricht eine unendlich kleine Deformation yon T. 

Man kann auf diese Weise 72'~ naeh einem beliebigen Punkte yon T 
bringen, weleher nicht mit  den anderen Verzweigungspunkten zusalnmen- 
frLllt und im Endliehen b!eibt. Wenn hierbei kein Verzweigungssehnitt 
i'~bersehritten wird, so verbindet ~ dieselben Bliitter yon T, welche es 
vor der Bewegung verzweigt hat;  es mSgen dieses die Blhtter B~ und 
t72 sein. Hat r~; einen Verzweigungssehnitt  S t'~bersehritten, weleher B~ 
und B 3 verbindet, so wird es auf die Blatter B~ und B 2 zu liegen kommen. 
Da x nur einfaehe Verzweigungspunkte besitzt, so ist jeder derselben nur  
mit einem anderen dureh einen Sehnitt verbunden. Wenn dieser Sehnitt 
auf B~ und B~, liegt, so soll er mit &,,~ bezeichnet werden. Es sei 72.~ 
der Verzweigungspunkt, weleher zu 72'L geh5rt, und da 72; die Blr~tter Bx 
und B~ verbindet, so kommt dem Schnitt zwischen ~2; und 7; das Zeichen 
S~,: zu. Naehdem bei der J~nderung von r]~ dicser Punkt  einen Sehnitt 
S2,a 1]bersehritten hat, kreuzt sieh derselbe mit  S~,2. Um dieses zu ver- 
meiden, muss cntweder S.~,a verlegt werden, oder es nmss aueh r2'2 iiber 
&,a bewegt werden, so dass aus No  ein Sehnitt &,a wird. 

Da T zusammenhi~ngend ist, so kann man yon jedem Punkte dieser 
Fli~che zu jedcm anderen gelangen und im Besondern aueh vom Ver- 
zweigungssehnitt S',~, zu der Flltehe B~. Da es gleiehgt'dtig ist, ob man 
yon B, oder B,, ausgeht, so ist es m0glieh, diesen Weg naeh /71 auszu- 
fiihren, ohne einen Sehnitt &,,~ selbst zu benutzen. F~'thrt man nach ein- 
ander bcide Verzweigungspunkte yon &,,~ nach B~, so wird dieser Schnitt 
das Blatt B 1 mit irgend einem anderen verbinden, lgin iihnliches Ver- 
fahren f{'dlre man mit  allen Verzweigungspunkten aus, so dass alle auf 
dem Blatt B~ liegen. Alsdann haben wir nur Sehnitte yon der Form 
&,,~, und da die neue Fliiehe zusammenhi'mgend bleibt, so muss au f j edem 
Blatt B,,, (# =4= x) ein 8ehnitt liegen, so dqss # mindestens ein Mal die 
Werthe 2 , 3 , �9 �9  m annimmt. Es giebt nut  m Schnitte, daher tritt  nut  
ein Zeiehen Sj,,, doppelt auf; welehen Werth ,~ hat, ist vollslrmdig gleieh- 
gi;tltig; dutch Anderung der Bezeiehnung dcr Bliitter kann jede Zahl yon 
2 bis m ft'u" u angenommen werden. In dem Blatte B 1 k0nnen nun alle 
Verzweigungspunkte beliebig versehoben werden. Die neue Fl:iehe werde 
mit  T 1 bezeiehnet. Ebenso wie die beliebige Fliiehe 2/'in T~ transformirt 
werden kann, ist dieses %r jede andere m-blatterige I~iemannsche Flache 
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T' mit 2m einfachen Verzweigungspunkten der Fall und folglich kann 
,nan mit Hiilfe yon T~ auch T in T' i]berfcthren. 

Da das System r]~ bei dieser Transformation stets hn Endlichen bleibt 
und alle Werthe desselben verschieden sind, so ist die Function x, welehe 
man schliesslieh erMlt, wohl definirt und hat die verlangte Form. Wir 
erhalten, wie oben gezeigt wurde, nur dann keine Function yon der ver- 
langten Eigenschaft, wenn man zwei solche Verzweigungspunkte zusam- 
menfallen-l~sst, welehe dieselben ~Bl~tter verbinden, so dass sie sich auf- 
heben. Nghert man aber einen Verzweigungspunkt, der auf B1 und B 2 
liegt, und einen Verzweigungspunkt, der B 2 und Ba verbindet, so heben 
sie sich night auf, die neue Function x behglt die verlangte Form und 
hat einen dreifachen Verzweigungspunkt, der B~, B= und Ba verbindet. 

Daher kann man aueh zu jeder Flgehe 2'1, bei welcher die 2m ein- 
fachen Verzweigungspunkte in beliebiger Weise zu mehrfachen Verzweig- 
ungspunkten zusammenfallen, die Function x bilden, und obiger Satz ist 
allgemein bewiesen. 

Wir wenden denselben auf eine Riemannsche Flhehe T an, welche 
zu der algebraischen m-deutigen Function v yon u gehort, die durch die 
Mgebraische Gleiehung 

(~2) /~(. ,  v) = o 

definirt ist, welche vom Geschlechte Fins ist, so dass v i m  Allgemeinen 
2m Verzweigungspunkte besitzt. Es sei: 

23) u -~ 
~,(.) + h,,(~)~/R(,.) 

die algebraische Function x yon u, welche zu dieser Fl~che gehort. Eli- 
min~rt  m a n  aus (22) und  (23) die Var iab le  u,  so erh~lt  ,nan  eine alge- 

braische Gleichung zwischen v und (x, ~ / ~ )  und da zu jedem Punkte 
yon T nur eiu Werthenpaar {v;x, ~ / ~ }  gehbrt und ferner jeder Stelle 
(x, ~ / / ~ )  nut ein Punkt auf T entsprieht, so entspricht jedem (x, ~/~)  
nur ein Werth v und die algebraische Gleichung zwischen v und x hat die 
Form: 

v ~ - 2,(~ ) 
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Bei dieser Darstel lung yon u und v dutch den Parameter  x entspricht 

jedem Werthenpaar  (u,  v) der Gleiehung (22) nur  eine Stellc (x ,~ /R~)) ,  

wie Ieicht zu erkennen ist. 
Wie  am Anfange dieses Abschnittes erwi~hnt wurde, kSnnen x und 

~/R(x) mit Hilfe der Glcichung (dx'~ ~ -  R(x) ----- o als eindeutige Functionen ,dz/ 
des Parameters z ausgedrnckt  werden. Es sind dann aueh u und v ein- 

deutige Functionen yon z. 
Wenn die Gleiehung (22) yore Gesehlecht Null  ist, so hat v als Func- 

tion yon u nur  2 m -  2 Verzweigungspunkte;  in diesem Falle kOnnen u 

und v als Functionen yon x und ~/R(x) ausgedrackt  werden, wenn ~/R(x) 
vom zweiten oder nul l ten Grade in x ist, und zwar sind far  jede Glei- 

chung (22) vom Geschlechte Null  beide Fallc m0glich. 

I l l .  

(i) 

In dem Absehni t t  I wurde gezeigt, dass die Differentialgleiehung (I):  

f ( . ,  U) = o, 

U = ,77' 

fo lgende  Form haben muss, wenn u cine eindeutige Function yon z ist: 

u,. + f, (,,.) u , . - '  + . . .  + f,._,(,,)c + f,,,(,,,)= o; 

f l (u ) ,~(u)  u. s. w. bedeuten ganze rationale Funetionen yon u u,,d zwar 
ist f l (u)  hochstens yore 2 ten Grade in u ,  s hochstens vom 4 ~r Grade 

und s  h6ehstens yore Grade 2m. Da (t) cine irreductiblc Gleichung 

sein soll, so darf  /;,,(u) nieht identisch verschwinden. 
In Folge dicscr nothwendigen Eigenschaft kann (I) dutch eine Sub- 

stitution yon dcr Form: 

I I 
u - =  - + a ,  U -  W 

' W  tO ~ 
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stets in eine solche Gleichung transformirt werden, dass der Quotient: 

A W fi~r w ~ oo m verschiedene Werthe crhhlt, we]che slimmtlich von 

Null verschieden sind. Fiir w = r wird ni~mlich obige Gleichung auf 
folgende Glieder reducirt: 

(:) \w,/  f ~ ( a )  ~ - k  . . .  T f m _ l ( a ) ,  w '  - -  f r o ( a )  = o .  

Die algebraische Gleichung (2) zwischen a und ~i ist irreduetibel; es 

kann daher a stets so gew~hlt werden, dass obige Bedingungen ft~r die 
w 

Wurzeln ~-~ erf~llt werden. 

Diese neue Gleiehung zwisehen w und W: 

(3) ~ ( w ,  w )  = o 

ist auch eine Differentialgleichung yon der Form (i), wenn W ~ - d w  ge- 
dz 

setzt wird und cs ist dann w eine eindeutige Function yon z, wenn dieses 
fiir u der Fall ist und umgekehrt. Man erhi~lt fiir w---- eo m verschiedene 
Entwicklungen yon der Form: 

(4) W = A ~ w  ~ + A;~w~ + . . . . .  (,~=,,~ ..... m) 

A~ A 2 A ~ , .  A m  sind die Wurzeln W der Gleichung (2). 

Bctrachtet man (3) als algebraische Curve der rechtwinkligen Coor- 
dinaten w und W~ so hat dieselbe fiir w = oo und W =  r m ver- 
schiedene Zweige, welche sich s~mmtlich in zwei Punkten beriihren. Die 
algebraisehe Curve hat daher im Unendlichen r e ( m - - i )  Doppelpunkte. 

Wenn w eine eindeutige Function yon z ist, so muss die Gleichung 
(3), wie im Abschnitt I gezeigt wurde, noeh folgende nothwendige Be- 
dingungen erfflllen: 

I) Das Geschlecht der Curve (3) muss nledriger als zwei sein. 
2) Wenn w : a l  , a:  , . . . ,  a~ , . . . die Wurzeln yon (l)(w , o )  --- o 

sind, so muss die Entwicklung yon W nach ( w -  a~)folgende Form 
haben: 

k,,§ k~+l~-kl 

(5) w = 2 ~ ( w  - -  a~)~ +~ + B : ( w  - -  ~) ~§ + . . . .  
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Hierin bedeuten )~'~ und l~ ganze positive Zahlen, welche auch gleich Null 
sein konnen. Ist d'ls Geschleeht yon (3) gleieh Eins, so muss l, stets 
verschwinden. Ist aber das Gesehleeht yon (3) gleieh Null, so kann l~ 
hschstens far zwei versehiedene Stellen a~ grOsser als Null sein, und ~ l ,  
muss kleiner als 3 sein. 

Diese Bedingungen sind aber auch hinreiehende Bedingungen daftir, 
class w eindeutige Function yon z ist. Der Beweis ist leicht zu geben. 

Da das Gesehleeht yon (3) kleiner als zwei ist, so lassen sich w und 
W eindeutig mit Hrfife eines Parameters ~" ausdrt'lcken, und zwar be- 
trachten wir insbesondere die Darstellung, welche im Abschnitt II ent- 
wickelt wurde: 

g(~) + h(~)~/R(~) 

(6) 2,(~) / ' a~ '  \ d e / - -  R(x)  = o. 
W V(~) + H(~) ~/R(~) 

2(*) 

Es sollen bier nur solche Darstellungen gewa,hlt werden, fi'lr welche 
w nicht unendlich wird, wenn x unendlich gross wird oder verschwindet; 
dieses kann durch eine Substitution erreicht werden. Auch wurde oben 
gezeigt, dass bei diesen Darstellungen yon w und W jedem Werthenpaare 
(w, W), welches der Gleichung (3) geniigt, nur ein Werthenpaar (x, ~/R~) 
entspricht. Zu jedem Werthe w gehoren daher m Stellen (x ,~/R~)  und 
den m verschiedenen Zweigen far w = oo mi'~ssen m verschiedene Werthen- 
p-tare @, ~ / ~ )  entspreehen. Es hat dann p(x) nur cinfaehe Wurzeln. 
Ferner zeigt die Form der Entwieklungen (4), welehe far w-----c~ gelten, 
dass P ( x ) = p ' ( x ) s e i n  muss. 

dw 
Man vergleiehe W und d-T" 

d .  r ( ~ ) ~ ( g ( ~ )  + h ( ~ ) ~ / ~ )  + 

Nur for w-----c,o werden W und ~ unendlich, aber d~dW WI bleibt hier 

endlich. Dieser Quotient kann daher nur unendlich werden, wenn Wver-  
schwindet. Far IV---- o gelten die Entwicklungen welche durch die Be- 
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dingung (2) bestimmt werden. Es kann angenommen werden, dass ft~r 
w ~ a, der Parameter x nicht unendlich gross wird. Der Entwicklung 
(5) entspricht dann eine Entwicklung yon w nach ( x -  x,), welche zwei- 
deutig ist, wenn ~f~(z , )= o ist: 

Pv Pv+ 1 

w--~, = Q ( ~ - - ~ ) ,  + c:(~-- x,) ' + .... ~ , >  ,. 

Setzt man dieselbe in (5) ein, so muss sich W in gleicher Weise nach 

wenn R ( x ~ ) .  o ,  (~ )  ---- ~,(k, + ~ ) ,  (~ Xv) entwickeln. Folglich ist, im 

anderen Falle: p~ = q~(k~ ~ I); hier bedeutet q, eine ganze positive Zahl. 

~ . . . .  

Wenn die Entwicklungen nach ganzen Potenzen fortschreiten, so ist: 

~R-[Ti = ~R-i-Zj) + ~ , ( x -  ~,) + . . . ,  
daher: 

- - - -  . wenn k , ~ I .  d~ - - / ) , (w- -a , )  + . . ;  > ~ , +  , ,  

Im anderen Falle ist ~ / ~  = Bl(x mx,)�89 - [ . . . .  

dw CKj, , p ~ -  x k, 
d--~----D'(w--a~) J - ' " ;  T, >k~-I- x' wenn k ~  I. 

Wenn daher in (5) l~----- o ist, so ist, weil dann k ~  I sein muss, der niedrigste 
dw 

Exponent yon (w - -  a~) in der Entwicklung yon ~ -  grSsser als der kleinste 

Exponent yon (w a~) in der ~Entwicklung yon W. Der Quotient 
I d w  
[u wird dann ffir w----a, nicht unendlich. 

Hat die Gleichung (3) das Geschlecht Eins, in welchem Falle R ( x )  

vom vierten Grade ist, so verlangt die Bedingung (2), dass stets l, ~ o 
d w  I ist. Es wird also jener Quotient ~-r niemals unendlieh. 

Acta mathcmati~a. 14, Imprim~ le 23 d~cembre 1889. 9 
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Hat die Gleichung (3) das Geschlecht Null, so ksnnen w und W 

als rationale Functionen yon x dargestellt werden, so dass in den Formeln 
dw 

(6): ~ - =  ~/R(z) eine Cons tan te  wird.  W i r d  auch  hier  l~ stets Nul l ,  so 

k a n n  dw i hie une/adlich werden .  Es kann  aber  auch  l, an zwei S te l l en  
dz W 

z. B. f a r  a~ u n d  a~ gle ich Eins  werden.  D u t c h  elne l ineare Subs t i t u t ion  

kann  i m m e r  e r re ich t  werden,  dass f a r  x ~--cxv w n ich t  g le ich  a~ oder  a 2 

wird.  Es mSgen v i e l m e h r  diesen Stel len,  f a r  we lche  die E n t w i c k l u n g e n  

(5) gcl ten,  die end l i chen  W e r t h e  x~ bez iehungsweise  x 2 en tsprechen ,  u n d  
d w  

m a n  k a n n  w ,  W und  ~-z nach  ganzen pos i t iven  Po tenzen  yon  x - - x ~  

en twicke ln :  
w - -  a~ - =  C , ( z  - -  x~)  ~ ' + ' )  + . . . ,  q > o ,  

w = "~"~,~x - -  x , I  + . . . ,  

dw 
d"-;----- q(kl -'1- 1 ) C , ( x -  x~) q(''+')-I " 4 - . . . ,  

d,~, I __ q(k, + I)C, I 
d x  W C~ x - -  z ,  

- - + . . . .  

d w  I 
Ebenso  wi rd  dx W u n e n d l i e h  ftlr  x = x 2. An  die Stel le von x substi- 

t u i r t  m a n  fo lgende  e indeu t ige  F u n c t i o n  yon  ~': 

l o g :  - -  z, = r x - -  - -  
x~ I - -  e ~ 

u n d  be t r ach t e t  den Quot i en ten  

d~/) I r I ( X -  ~ , ) ( ;V- -~a )  

d~ W dz W z, - -  z,~ 

A u c h  dieser  Quo t i en t  k s n n t e  n u r  unend l i ch  werden  fiir w = a~ und  

w = a~, d. h. f a r  x ~ x~ u n d  x = x : ;  derselbe  b le ib t  aber  trier endl ich.  

Schliesslich k a n n  noch  l~ fiir eine der  S te l len  a~ z. B. ffir a~ = a 1 

den W e r t h  2 erhal ten .  D a n n  be t rach tcn  wi r  wieder  eine solche Dar-  

s t e l l ung  von  w und  W als ra t iona le  F u n c t i o n e n  von x,  in welcher  der  

P u n k t  x ~ c~ n ich t  des  E n t w i c k l u n g  (5) ftir w - ~  a~ entspr icht .  Es 
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mSge demselben vielmehr ein endlicher Werth  x~ entsprechen. Fi~r 
x = x~ hat man die Entwicklung: 

w - -  al = c ~ ( x  - .  x,)~(' ,+') + . . . ,  q > , .  

Durch Umkreisung des Punktes w = a, erhMt man fiir einen Punkt  in 
der Niche yon a~, z. B. fiir w = w ' ,  q (k ,  --}- I )  verschiedene Werthe x; zu 
gleicher Zeit erhMt man abet nur  k, -t- I verschiedene Werthe W in 
Fo|ge der Entwicklung (5), da aber bei jeder Darstel lung yon der Form 
(6) jedem Werthenpaare (w, W) nur  eine Stelle x entspricht, so muss 
q = I sein. 

W = c i ( ~ -  x , )  *'+~ + . . . .  

dw 
x - z =  (k~ + i ) C ~ ( x - -  x j . ,  + . . . .  

dw , (k, + I) I 

W - -  c-[ ( * - . 1 ) '  + . . . .  

Man ftihre folgende Substitution ein: 

= ~ , r  I __L__' r x - - -  

dw i 
so dass w und W eindeutige Funetionen von ~" sind. Der Quotient de W 

kann nur  fiir w ~ a 1 unendlich werden. 

dw i dw i 

ar w a~ f# (x  - -  ~,)'. 
Doch diese letzte Gleichung zeigt, dass auch an der Stelle w== a l ,  W-----o 
der Quotient endlich bleibt. 

In jedem Falle haben wit  eine solche Darstellung yon w und W 

als eindeutige Functionen von ~" gefunden, dass d__ww i~_ d~" W' welches auch al- 

gebraische Function yon w ist, far  keinen ~Verth unendlich wird, d. h. 
es ist gleich einer Constanten C: 

dw 
- - =  C W .  
d~ 

Setzt man C C - - - - z ,  so wird 

dw 

dz 
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Wenn daher die Gleichung zwisehen w und D r jene nothwendlgen Be- 
dingungen erffillt, so kann eine solehe eindeutige Darstellung yon w und 
W naeh einem Parameter z gefunden werden, dass Dr die Ableitung yon 
w nach z ist. 1 

Es ist hiermit folgendes Krlterium abgeleitet worden: 
Eine algebraische Differentialgleiehung erster Ordnung zwischen u und 

d__~ welche die Variable z nicht explicite enthMt: 

ro(u) dz "}- f~(u)~dz) .-}-. . .--t-  f . ,_,(u) ~z -t- f . , ( u ) =  o 

hat ein eindeutiges Integral, wenn sie folgende nothwendige Bedingungen 
erfiillt: 

I. Das Geschlecht der algebraischen Gleichung muss kleiner als 
Zwei sein. 

2. Der Coefficient yon \~-~] , welcher mit f~(u) bezeichnet ist, muss 

eine ganze rationale Function in u sein, die hschstens vom Grade 2~ ist. 
Man kann dann durch eine Substitution yon der Form: 

x du  I dw 

u -~ ~, + a,  d-z ~ w' dz 

eine algebraische Gleichung zwischen w und ~ erhalten, welche ftlr 

w-----0o m verschiedene Wurzeln dw i dz w ~ hat, yon denen keine verschwindet. 

dw dw 
3. In dieser neuen Gleichung zwischen us und ~ mSge ~ ver- 

dw 
schwinden ffir w ~ al ,  a2, �9 . . ,  a~, . . . ,  a.; die Entwicklungen yon ~ = o  

nach w -  a~ mSgen folgende Form haben: 

kv+l u k~+lu+ l 

W =  B~(w- -a~)  '~+~ + B : ( w -  a~) **+' + . . . .  

Hierin sind B~, B : , . . .  Constanten, k~ und l~ sind ganze Zahlen; die- 
selben milssen aber > o sein. 

i A u f  ~hnliche Weise ]iisst sich direk~ aus der I)arstelIbarkeit  yon w und W in der 

Form (6) die Nothwendigkeit jeuer  Bedingungen nachweisen. 
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4" Wenn das Geschlecht der algebraischen Gleichung gleich Eins 
ist, so muss l~ stets = o sein. 

Wenn abet  die Gleichung das Geschlecht Null  hat, so muss ~2l~ < 3 sein. 

Am Anfange dieser Arbeit  ist das Theorem yon BnIOT und BOUQUET 
mitgetheilt  worden. Der Vergleich ergiebt nun, dass die Bedingung (4) 

I 
jenes Theorems hier dutch die Transformation u = - - [ - a  ersetzt ist. Ein 

w 
wesentlicher Unterschied ist nur  darin zu erkennen, dass hier eine Be- 
dingung far  dan Geschlecht und die Bedingung (4)auf t re ten ,  w'~hrend 
das Theorem yon BRIOT und BOUQUET verlangt,  dass die algebraische 
Function W keine Verzweigungspunkte hat, wenn W *  o int. 

Es schien von Interesse, die Beziehung, in welcher diene verschiede- 
nen Bedingungen nothwendig stehen miissten, direkt nachzuweinen. 

Zu diesem Zwecke betrachte man die Resultante, welche sich dutch 
Elimination yon W aus den Gleichungen: 

(D(w, W)= W" + f, (~ .-[-a)w'W"-'-{--...+ f,,,(~ .Jr a)w'"-----o, 

-[- f~,-1 + a w '~-1 = o 

ergiebt. 

Wenn ,nan kurz  w'f,(~+a) mi t  f , ,  w'f,(~+ a) m i t  f~ u. s. w. 

bezeichnet, so heisst diese Resultante: 

A = 

I ,  f , ,  ~ ,  . . . ,  f , ,  o ,  o ,  . . . ,  o 

O~ I ,  f l ,  ' " ,  f~- l ,  f~, O~ ' . . . ,  0 

. ~ o �9 o �9 �9 �9 . �9 �9 �9 o �9 �9 . . 

,n ,  ( m - -  i ) f , ,  ( , , - -  2 ) f , ,  . . . ,  f~_,,  o ,  . . ,  . . ,  o 

O, m, ( m - -  I ) f , ,  . . . ,  2f,_2, f , ~ - l , . . ,  . . . ,  o 

�9 �9 * �9 . �9 �9 . * �9 * �9 �9 �9 �9 . 
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Der Grad yon A = o in w giebt die Anzahl der Schnit tpunkte yon 
obigen beiden Gleichungen im Endlichen an. Dieser Grad ist nur ab- 
hangig yon denjenigen Gliedern in f~, f ~ , . . . ,  welche die h~)chsten Po- 
tenzen yon w enthalten. In /'~ ist f~(a)w ~ dieses Glied, in f~ ist es f~(a)w ~ 
u. s. w., daher wird die folgende Determinante D yon demselben Grad 
sein wie A:  

D ..=_ 

, ,  ' ,  . . . ,  o 

O, I ,  f l ( a )w  ~, . . . ,  o 

�9 �9 o o �9 �9 . o �9 ~ ~ o �9 �9 ) �9 * 

. . . . . . . . . . . . . . . .  f , , (a)w ~" 

m ,  ( m - -  l ) f l (a)w 2, ( i n - -  2) f i (a)w 4, . . . ,  o 

o ,  m,  ( m - -  I ) f l ( a ) w ' ,  . . . ,  o 

�9 �9 * . . �9 * , 

f,,,_,(a)w '''-~ 

Diese Determinante ist aber die Discriminante yon: 

(7) W "  + f l ( a ) w ~ W  "-1 "4 - . . .  + f, , ,-l(a)w ~' ' -~W "4- f, ,(a) w~'' = o, 

(8) m W  m-' + ( m - -  I ) f~ (a)w~W '~-~ + . . .  + f , . _ , ( a ) w " " - ' =  o. 

Die erstere yon diesen beiden Gleichungen kann auch in folgender 
Weise geschrieben werden: 

( w - -  . . .  ( w - -  A ,w = o 

A~, A 2 , . . .  sind die Wurzeln von (2), also s~mmtlich verschieden 
yon einander. Diese Gleichung stellt  ein System yon m Parabeln  vor. 
Ebenso reprasentirt  die Gleichung (8) ein System yon O n -  I) Parabeln;  
keine derselben ist mit einer Parabel  yon (7) identisch, da die Wurzeln 
A 1, A 2 , . . .  versehieden sind. Ft~r endliche Werthe yon w und W hat 
jede Parabel  in (7) n u t  den Scheitelpunkt w = o und W = o m i t  den 
Parabeln (8) gemeinsam, und zwar ist es ein zweifacher Schnit tpunkt,  da 
sich si~mmtliche ParabeIn hier beriihren. Folglich hat jede Parabel  von 
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(7) mit den Curven (8) im Endlichen 2 ( 0 , - - x ) g e m e i n s a m e  Punkte, und 
die Gleichung (7) mit der Gleichung (8) 2 m ( m - - x )  gleiche Wurzeln: 

W~--O. 

Es ist: 
.D ~ C w  2re(m-l). 

Aueh A ist daher vom Grade 2 r e ( m - - i )  in w. 
Marl betrachte r  W ) =  o als algebraische Curve der rechtwink- 

ligen Coordinaten w und W. Aus der Theorie der algebraischen Curven 
ist bekannt, dass jeder endliche Werth, fiir welchen eine Parallele zur 
W-Axe einfache Tangente an die Curve (P(w, W ) =  o ist, eine einfache 
Wurzel der I~esultante A-----o sein muss, dass ferner jeder endliche Werth 
w, der zu einem Doppelpunkte gehSrt, zweifache Wurzel und jeder end- 
liche Werth w, ftir den die Curve einen Rtickkehrpunkt hat, dreifache 
Wurzel der Resultante A _~ o ist. 

Man bezeichne die Anzahl der Doppelpunkte im Endlichen mit d, 
die Anzahl der Ri~ckkehrpunkte im Endlichen, for welche W = o ist, 
mit r, und fiir welche W :4= o ist mit r'. Schliesslich sei die Anzahl 
der Tangenten vom unendlich fcrnen Punkte der W-Axe, fiir welche w 
endlich und W =  o ist, gleich t; wenn dagegen W=I= o ist, so nenne 
man die Anzahl derselben t'. Es ist dann: 

(9) 

2re(m--  ~) ---- t + t' + 2d + 3(r + r'), 

2(d + r + r') = 2re (m- -  x) - -  (t + r + t' + r'). 

Far  jede k-fache Tangente vom unendlich fernen Punkte der W-Axe 
und for jeden k-fachen Rfickkehrpunkt hat die algebraische Function W 
yon w elnen k-fachen Verzweigungspunkt; t + r i s t  folglich die Anzahl 
der Verzweigungspunkte yon W, fiir welche W-----o ist, und t ' +  r' die 
Anzahl dieser Verzweigungspunkte yon W, flir welche W :4= o ist. 

Nach einer nothwendigen Bedingung, welche in beiden Kritcrien be- 
steht, muss far  W ~ - o  und w ~ a, folgende Entwicklung gelten: 

kv+l u k,f}-~v+ 1 

W = B , ( w - - a , )  ""+a + B;(w--a~)*~+' . -{- . . . ,  l ~ o .  
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Ft~r W-----o ist folglich die Anzahl der Verzweigungspunkte (t + r) 
gleich ~:k~. 

Es giebt ~(kv + l~) die Anzahl der Wurzeln der Gleichung: 

�9 (w ,  o) = o 

an, also: 
E (k~ + l~) ---- 2m, t + r + Ely ----- 2m. 

Die algebraische Curve r  W)== o hat im Unendlichen keine 
Rtickkehrpunkte, dagegen eine bekannte Anzahl d' yon Doppelpunkten 
(siehe Seite 53) 

d' = m ( m -  

Aus der Gleichung (9) ergiebt sich dann: 

2(d + d' + r -}- r') ----- 4 r e ( m - -  i ) - -  2.$ "-~ ( E l , - - t ' - - r ' ) .  

Es ist nun d + d ' +  r + r' die Anzahl s~mmtlicher Doppel- und Rack- 
kehrpunkte, welche die Curve (3) besitzt. Nennt man p das Gesehleeht 
der Curve, so ist 

(2m-- i ) ( 2 m -  2) (d + d' + r + r'), 
P =  2 

t t r t ~ - -  p _-- + +__2__ 
2 2 

bTaeh dem Kriterium, welches in diesem Abschnitte abgeleitet wurde, 
soll ft~r p----- I auch ~ l ~ = o ,  f a r p - ~ o  aber ~ I ~ < 3  sein. In beiden 
Fallen muss also t ' + r ' - - - - - o  sein, d. h. ft~r W . o  darf es keine Yer- 
zweigungspunkte geben. Auch ergiebt sich, dass far  p = 0 ~:l~ = 2 ist. 

Sollte t' + r' nicht verschwinden, so ist der Widerspruch nur da- 
durch zu erkl'~ren, dass die algebraische Gleichung reductibel ist. 

bTach dem Theorem von BmOT und BOUQUET soll t ' +  r ' =  o sein. 
Far  diesen Fall zeigt die Formel (Io), dass p < 2 sein muss; ferner 
wenn p---- I, so ist ~lv = o, im anderen Falle gleich 2. 

t Auf  diese Weise wlirde sich auch der Satz ergeben~ welcher yon BmoT und 
BOUQUET aufgestellt ist, dass wenn l~ diese Bedinguug nieht erfilllt~ die Gleiehuug (3) 

reductibel ist. 



~lber die Integration gewisser Differentlalgleichungen erster Ordnung. 73 

In dem Werke von BalOT und BOUQUET: :Th&rie des fonctions eIlip- 

Hques sind mit H~ili? des dort entwickelten Kriteriums die binomischen 
und trinomisehen Differentialgleiehungen aufgestellt, welehe ein eindeutiges 
Integral besitzen. Die hier aufgestellten Bedingungen fahren natC~rlieh 
zu denselben Resultaten; da in beiden Kriterien einzelne Bedingungen 
gleieh sind, so wird aueh dig betreffende Untersuehung mit derjenigen, 
welche die Herren BaroT und BOUQUET gefCthrt haben, in einigen Punkten 
abereinstimmend sein. Es wird im Folgenden nur auf den Untersehied 
beider Methoden aufmerksam gemaeht. Zum Sehlusse wird das ein- 
deutige Integral einer einfaehen Differentialgleiehung bereehnet, welche 
in dem Werke yon B~IOT und Bocqum' nieht behandelt ist. 

A .  B i n o m i s c h e  G l e ~ c h u n g e n .  

Wie oben erwghnt, hat Herr FUCHS die Formen der binomisehen 
Differentialgleichungen aufgestellt, welche ein eindeutiges Integral besitzen, 
dadureh dass er den Satz vom Geschlecht der algebraischen Gleichungen 
zu Grunde ]eg~e. Indem hierauf verwiesen wird, geben wit nut die An- 
zahl der Doppel- und. Rtlckkehrpunkte, welche jede dieser Formen besitzen. 

V 2 ~  

U - -  G ( u  - -  a )  ~ = o, 

U m -  a ( u  - -  a)m+l(u - -  b ) ' - '  

(I) hat im Unendlichen 2 

Die betreffenden 

(~) u ~ + 

(z) u ~ + 

(3)  u ~ + 

(4) U~ + 

(5)  v - -  

(6)  

(7)  

(8) 

Differentialgleiehungen sind: 

o ( ~ ,  - -  . ) ( u  - -  b ) ( .  - -  c)( , ,  - -  ,1,) = o, 

a ( ~ ,  - -  . ) ' (2 ,  - -  b ) ' ( , , -  c ) '  = o ,  

a ( u -  . ) ' 0 '  - -  b ) %  - -  c) ~ = o,  

O ( u  - -  .) ,~(u - b) ' ( , ,  - -  ~)" = o ,  

o ( .  - -  . ) ( u  - -  b) = o ,  

G(u - -  a)'(u - -  b)(u - -  c) = o, 

~---0. 

Die Curve Doppelpunkte, irn Endlichen 
keinen Doppel- und RCtekkehrpunkt. Die Curve (2) hat im Unendlichen 
6 Doppelpunkte. Dem Punkt U--- o ,  u ==-a. entsprleht ein einfaeher 

A e t a  f a a t h e m a t i c a .  14. Imprim~ le ~7 d4eembre 18811. 10 
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t~t~ekkehrpunkt, dasselbe ist fur U = 0 und u := b resp. u = e der Fail. 
Die Curve (3) besitzt im Unendliehen 12 Doppelpunkte. ]m Punkte U----o 
und u = a bert',hren sigh 2 Zweige in einer zur U-Axe parallelen Geraden; 
es giebt hier 2 Doppelpunkte. Dutch den Punk t  U =  o ,  u = b geht nu t  
ein Zweig, derselbe repr~,sentirt zwei Rt~ekkehrpunkte und einen Doppel- 
punkt;  dasselbe ist fiir U-----0 und u = c der Fall. Im Unendliehen der 
Curve (4) liegen 30 Doppelpunkte, ft~r U = o und u--- -a  beri'~hren sieh 
3 Zweige, es giebt hier 6 Doppelpunkte. Dutch den Punkt  U-----o und 
u = b gehen zwei Zweige, in beiden beginnt die Entwieklung yon U naeh 

(,t ~ b) mit  der Potenz ( u -  b):~, es fallen hier 2 Rfmkkehrpunkte zu- 
sammen, welehe sieh in 6 Doppelpunkten sehneiden. F~r U-----o und 

p ,n = c giebt es nut  eine Entwleklung naeh ( u -  c), dieselbe reprasentirt  
6 Doppelpunkte und 4 Rt'mkkehrpunkte. Berechnet man hiernaeh far diese 
4 Curven das Geschleeht, so ergiebt sieh das.~elbe bei allen gleieh Eing. 

Die Curve (5) hat keinen Doppel- und Rfiekkehrpunkt, die Curve 
(6) besitzt im Unendliehen 2 und far  U = o und u-----o einen Doppel- 
punkt. Die Parabel (7) kann keinen Doppelpunkt besitzen und die Curve 
(8) endlieh hat . . '~(m--~) I),)ppelpunkte im Unendliehen; fflr U---=o und 
u = c.' ist nut  eine Entwieklung naeh ( , - - a )  m0glieh, die Anzahl der- 

I m(,~,-- i), unt.er diesen Doppel- und Rnekkehrpunkte an dieser Stelle ist 

giebt es (m - -  1) Ilnekkehrpunkte.  Ebenso giebt es far  U =  o und ,~ = b 
~, nur eine Entwlekhmg yon u naeh Potenzen von U, unter den 

! (,,, ,) 
2 

Doppel- und Rt'lekkehrpunkten giebt es m -  2 Rt'lekkehrpunkte. Die 
Curven yon (5) bi~ (8) sind vom Gesehleeht Null. 1 

B .  T r i n o m i s c h e  G l e i c h u n g e n .  

(,) + + o. 

Im Unendliehen liegen ~(m ~ I )  Doppelpunkte. Diejenigen R~ek- 

a Es wurde bei dieser Bestimmung der 8ingularltttt eines Punktes die Methode be- 

uutzt, welehe Herr  NOTItEI~ in den G s t t i n g e r  N a e h z i e h t e n  187I angegeben hat. 
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kehr- und Doppelpunkte, welche im Endliehen liegen und far  die U=~ o 
ist, mfissen ausser obigcr noch folgenden Gleichungcn genagen: 

(2) .~U -t- ( m -  I)f l (u ) = o. 

(3) ~ (u)u , , - ,  + Z,',,(u)= o. 

Die Elimination yon U aus (!) und (2) ergiebt: 

( - -  I )  m-1  (,l't' - I)"-- l f lm(l l  ) "3 I- f , ,(u) = o ---- P(u). 
q'lT, m 

Aus (2) und (3) erhMt man: 

( - -  I )  . . . .  1 (~"  - -  I )  m - I  f lm--I  
.~.,_~ (,.)/~(.) + r,',,(,~)= o = Q(u). 

Es ist daher: 
dP(~,) 

Der Werth u, welcher zu einem Doppelpunkt  gehsrt~ muss Wurzel  
yon P (u )  und yon Q(u)  sein, d. h. er ist mindestens zweifaehe Wurzel  
yon P(u).  Es ist somit n5thig zu bestimmen, wie viele Doppel - resp .  
Rtickkehrpunkte zu einer mehrfaehen Wurzel  yon P ( u ) g e h s r e n .  Hierzu 
wird folgende eindeutige Transformation eingefahrt :  

u =  v m - ' f , ( u ) ,  

deren Fundamentalpunkte im Unendlichen liegen. 
Die transformirte Gleiehung (I) heisst: 

(4) v., + . . .  + (- -  ,)-- ,  ( ~ -  ')~ Z,--'(u) v '  + s)(u) = o. 
�9 2 ~1, m - 3  

Wenn u = u 1 gemeinsame Wurzel yon P (u )  und f~(u) ist, so hat  
aueh f,,(u) diese Wurzel  und U wird fiir u = ul versehwinden. Hier 
sollen aber nur solehe Doppelpunkte betraehtet werden, far  welehe U . o  
ist; far  diese ist dann aueh f~(u) :4: o. Es sei u = u~ eine ~v-faehe Wurzel 
yon P(u) ;  wenn p = 2/) also eine gerade Zahl ist, so berahren sieh an 
dieser Stelle zwei _~ste yon (4) in p Punkten  und bilden p Doppelpunkte. 
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Ist dagegen p = 2p + I, so giebt kS an dieser Stelle nur  einen Zweig, 
derselbe bildet einen l~aekkehrpunkt,  dessen beide Seitkn sich noch in 
p - - 2  Punkten berahren, so dass kS p - - - 2  Doppelpunkte und einen 
R~iekkehrpunkt giebt. Da P @ )  yore Grade 2m ist, so giebt kS h~Sehstens 
m Doppelpunkte und dieses ist der Fall, wenn P ( u ) e i n  vollstgndiges 
Quadrat  ist. Eine gleiche Anzahl Doppelpunkte hat (i) selbst. 

Betraehtet man z. 13. die Curve: 

~;:' + .~ ( , , -  .)( ,~ - z,) L: ~ + c ( , , , -  . , ) ( , ,  - ~,)(,, - ~,)(,, - , ~ , ) ( .  - ~,)(,, - r ' )  - o .  

Diese erf011t die Bedingungen (3) und (4) des Kriteriums auf Seite 
68. h a  Unendlikhkn likgen 6 Doppelpunkte, far  U =  o giebt kS keinen 
singularen Punkt ,  daher mt'lssen noeh 3 Doppklpunkte ft'~r U=t= o vor- 
handkn skin, d. h. 

4 
~ ' ( , , )  = ~ t : ( , , )  + ~ ( , ~ )  

muss ein vollst~ndiges Quadrat  skin, &unit die Curve das Gesehlecht Eins 
hat. Hierdureh werden den Io Coeffieienten a , b , a ' , . . .  3 Bedingungen 
auferlegt. 

Eine Gleiehung ~o t~ Ordnung, welehe den Bedingungen (3) und (4) 
genagt, ist: 

v ~ + A (,, - -  ~)(, ,  - -  ~,) u '  + c ( , ,  - -  a ) ' ( , ,  - -  b ) ' ( ,  - -  ~ ' ) ~  = o .  

h n  Unendlichen liegen 20 Doppelpunkte. Dem Punkte  U =  o und 
u = a entsprieht eine Entwicklung naeh ( a -  a), welehe mit  der Potenz 

( u - - a )  } beginnt, dikselbe repr'asentirt 3 Doppel- und 3 Raekkehrpunkte,  
dasselbe ist ft~r U = - o  und u =  b der Fall. Im Punkte  U = o  und 
u = c' liegkn 2 Doppelpunkte. Far  endliche Werthe yon U, welehe yon 
Null  verschikden sind, muss es noeh einen Doppelpunkt  geben, damit  die 
Curve vom Gesehlkcht Eins sei. Far  diksen Fall  ist: 

Der Factor, welcher ft'lr ~t = - a  und u = -b  nicht verschwindet, muss ein 
Quadrat sein. 
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Wie in dem Werke yon BPIOT und Bouquet gezeigt wird, lassen 
sich die Coefficienten nicht immer so bestimmen, dass die Bedingung :far 
/~(u) erfallt ist. 

C. E ine  Gleichung avhter Ordnunff~ 

weIche die Bedingungen (3) und (4) erfallt, ist folgende: 

(i) U 4 q- Ap(u)U ~ -}- Bp~(u)U ~ q- C23(u)r(u) = o, 

p ( u )  = u ~ + 2~,u + %, 

, .(u) = ,, ,  + :fllu + A 

Ira Unendlichen liegen 12 Doppelpunkte, ffir jede der beiden Wurzeln 
yon ~o(u)= o und far  U =  o giber es 2 Rfickkehr-'und einen Doppelpunkt. 
Damit (:) yore Geschlecht Eins sei, muss es noch zwei singulare Punkte 
geben. Ft~r diese beiden Punkte gelten ausser (i) noch die Bedingungs- 
gleichungen: 

(2) 4U' + 3Ap(u)U + 2Bp'(,,) = o, 

(3) Ap'(u)U ~ + ~B~'0,)p(u)~:'  + 3c~'(~)p'(~)~(~) + cF(~,)~'(,,) = o. 

Wenn K: und I1" 2 die Wurzeln yon 

4K~ "k- 3AI(, -b 2B = o 

bedeuten, so kann (2) in folgender Weise geschrieben werden: 

{u-- K~p(~)}{U-- Ic,~,(u)} = o. 

Die Elimination yon U aus den 3 Gleichungen (:), (2) und (3) ergiebt: 

(K: + AK; ~ + BK~)p*(u) + C~o~(u)r(u) = o ----- P~(u), (~=,.~) 

t a g :  + 2BK~)p'(,,)V~(u) + C[3p'(u)r(~,)  + ~(u) , " (u) ]~ ; ( , , )  = o = Q~(u), 

p~(~,,) = Q~(u) + (4~;: + 3-alc; ~ + ~.i3• 
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In Folge der Definitionsgleichung far  K, versehwindet der Factor yon 
p'(u)p'~(u) in der letzten Gleichung. 

p~(u)  = O~(,,). 

Jeder Werth u eines Doppelpunktes, ft~r welchen 
destens zweifaehe Wurzel yon P(u)  sein. 

Durch die Substitution 

u =  v + ~ ( u )  

wird (I) in folgende Gleichung transformirt: 

V4 + (4K~ + A)p(u)V 3 + (6K] + 3A1r + B ) f ( u ) V  '~ + P,(u) = o. 

Far  eine zweifache Wurzel yon P~(u), welche nicht Wurzel yon p(u)ist, 
hat dann (I) einen Doppelpunkt. Der Factor yon P.~(u), weleher ver- 
schwinden kann, ohne dass dieses fi'lr p(u) der Fall ist, heisst: 

R~(u) = (g: + AK: + I~'7)1'( 't) + C,(~,). 

Er ist vom zweiten Grade und muss daher ein vollstAndiges Quadrat sein. 
Bezeiehnet man 

K: + Ah? + BK: 

mit C.,, so wird R~(u): 

R~(u) = (C + C~),, ~ + ~(C~, + a~,)"  + (Off, + C,~) = (M,~ + ~,) ' .  

Die Bedingung ist daher: 

(cg, + ct~,)' = (c + c'.~)(cfl., + c,~,). 

Hiermit ist gefunden, dass die Differentialgleichung (i) dann ein ein- 
deutiges Integral besitzt, wenn 

(4) C'. -~- K.: -t- AK; ~ if- BK: (~-,,2.) 

die Wurzeln der quadratisehen Gleichung sind: 

(5) ( ~ ; - - ~ , ) c ; -  (~ , , -  ~_~,,g, + g,.,)cc, + ( F , -  fl.,)c = o. 

(uffil,~) 

U =I= o ist, mugs min- 
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Man kann in folgender Weise dieses Resultat direct nachweisen. 
Durch die Substitution U =  xp(u)  wird. (I) 

(6) ~(~,){~' + ~ ,~  + B x ' }  + c , . ( u )  = o = f .  

Durch Differentiation nach z erhMt man: 

t - d ? / ,  

{p'(u)(x'  -I- Ax  '~ + Bx')  + Cr (U)}d~ z 

dx ,lf 
+ (4x' + 3Ax + 2 B ) p ( u ) x - g  z ---- o ----- ~ ,  

= x p ( u )  + ~ % ( . ) ~ ,  

W =  4~'  + 3Ax + 2B ---- 4 ( x - - K , ) ( z - -  K.). 

Setzt man ferner: 

V =  x ~ + Ax  ~ + Bx ~, 

dx 
so erhMt man far u , x  und ~zz folgende Gleichungen: 

( V  + C)u '  + (2 V~, + 2cfl ,)u + (Va, + % )  = o = f. 

dz 

Durch Elimination von u ergiebt sich folgende Differentialgleichung 
fiir x: 

( ~ - -  ~ ) v ' - -  (~,-- ~,fl, + fl,)cv + (fi~--A)c' = -~ w'fd~ ' 
4 \~zz/ " 

Die linke Seite hat in Folge der Gleiehung (5) die Wurzeln 

V =  c,, ( v =  ~, 2); 

(a~ %)(V C,)(V C,~) 4@ K~)'(x ' ~~ ' . . . . . . .  

Die ganze rationale Function yon x: 

v - - g , = x "  + Ax  "~ + B z ' - C ,  
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hat die Wurzel x-----]f,, wegen der Bedingung (4), und zwar ist dieses 
eine doppelte Wurzel, da 

d(V--  C.~) 
d:c 

- -  4 x:~ Jr- 3-" :c" + 2 B x  

aueh far x = I/,~ 
theilbar: 

V--C~ 
( . -  IL) "~ 

versehwindet. Es ist daher V - - 6 ~  durch 

-- :~,~ + (2K~ + A)x + (3K: + 2Aic.~ + B), 

�9 4 

dx 
dz ~/~(~)" 

Hier bedeutet  R(x)  eine ganze Function in x vom vierten Grade. 
Aus (7) erhi~lt man schliesslich fi]r u folgerrden Werth:  

2 J 2,z,x' + 2,s.,Ax' + 2a, B z  ~ + 2fl, C + (4x ~ + 3 . 4 ~  + B)~/ t , (x )  
2x '  + 2A~e ~ + 2B:e ~ + 2U 


