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SUR UNE PROPRII~Tt~ DU SYSTI~ME D'I~QUATIONS DIFFt~RENTIELLES 

QUI DI~FINIT LA ROTATION 

D'UN CORPS SOLIDE AUTOIJR D'I]N,POtNT FIXE 

P A R  

SOPHIE KOWALEVSKI 
S T O C K H O L M .  

Dans mon mdmoire Sur le problOme de la rotation arun corps solide 
autour d'un ~oint flxe 1 j 'ai dit que les ~quations diff~rentielles 2 

A.d( (B - -  C )  qr -t- Yo r" - -  Zo r', d! = rr'  - -  qT", 
d t  

dq (C- -  A)rp + Zor " (I) - - x o r ,  d f  PT" d-t ----- - -  rT' 

dr = ( A -  B)pq -l- Xof - -Yor ,  c~ d--/- ---- q T  - -  T T ' ,  

auxquelles se ram~ne le probl~me considerS, n'admettent point en gdn~- 
ral de syst~me d'int4grales uniformes, renfermant cinq constantes arbi- 
traires et jouissant de la propri~td de n'avoir que des p61es dans toute 
l'5tendue du plan de la variable t. 

i A c t a  m a t h e m a t i e a ,  T. I2 .  

2 Pour  cause de bri~vete j 'gcr i ra i  toujours dans le prdsent mdmoire z o , y o ,  zo au lieu 

de M g x  o ,  -~Igy o ,  M g z  o. ~o �9 Yo , Zo ddsignent donc les coordonndes du centre de gravitd du 

corps solide~ multiplides par la masse de ce corps et par l 'intensit~ de la force de gravit4. 
Aeta mathematica.  14. I m p r l m ~  le  26 n o v e m b r e  1889. 11 
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Si tel 6tait le cas il faudrait  en effet pouvoir int6grer les 6quations 
diff6rentielles (i) par des s6ries de la forme 

P = t - 1 ~ ' . P ,  t", r ---- t-2 .f.t", 
0 O 

Qr~ vo 

(2) q t - ' X . q . t  ~, = r ' =  t - : ~ . g , t " ,  
0 0 

r --= t - l ~ . . r . t  ", 1"' = t-2 .h . t" ,  
O 0 

ces s6ries devant 6tre uniform6ment convergentes dans un certain do- 
maine et devant contenir en outre cinq constantes arbitraires. Mais, comme 
je l 'ai fait voir dans mon m6moire cit6, pour n ~= I , 2 ,  . . .  les coeffi- 
cients p . ,  q . ,  r . ,  f~, g . ,  h. dans les s6ries (2) sont d6finis par le syst~me 
d'6quations lin6aires suivantes 

(3) 

( , , - -  ~ ) Ap .  - -  a ,  (qor. + *'oqJ + Zoa. - -  Voh. = ~ . ,  

(n - -  ~)Bq.  - -  B~(rop.  + pot . )  + xoh. - -  Zof. = Q.,  

(n - -  ~)Cr. - -  C~(poq. + qoP.) + Yof. - -  Zoa. = R . ,  

( n -  2 ) f ~ -  t o g . - - g o t .  + qoh. + hoq. = F,,, 

( n -  2 ) g , , - - p o h , , -  hop. + rof~ + for. = G.,  

(n - -  2)h.  - -  % L  - -  f ,q .  + pog. + aoP. ---- g . ,  

oh les P , . . . H ,  d6signent des fonctions enti6res des coefficients p ~ . . .  hm 
tels que m < n. 

Pour  n = o on a le syst6me d'6quations sulvantes 

(4) 

Apo = Alqor o + Yoho - -  Zogo, 

Bqo = Blrop o + zofo --xoho, 

- -  Cro --= ClPoqo + X o g o -  Yofo, 

m 2 f  ~ = t o g  ~ _ _  q o h o ,  

- -  2g o ---- poho - -  rofo, 

- -  2ho ~ qnfo --Pogo" 

J 'ai  montr6 dana mon m6moire cit6 que, sauf pour trois cas sp6ciaux, 

il n'y a qu'un noinbre fini de syst6mes de valeurs de Po, qo, to, fo,go, ho 
qui satisfont aux 6quations (4). 
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Pour chacun de cea syst6mes lea valeurs de toua les coefficients 
p . . . .  h. sont compl6tement d6termin6es par lea dquations lindaires (3), 

moins que le ddterminant de ces dquations ne soit nul pour certaines 
valeurs enti6res positives de n.  C'est donc ce d6terminant que je vais 
maintenant calculer. 

Je dois de nouveau, comme je l'ai fait dana mon m6moire cit6, 
distinguer deux cas. 

Premier  cas. Les quantitda rdelles positives A ,  B ,  C sont telles 
qu'aucune des diffdrences 

A~ = B - - C ,  B1 = C - - A ,  C~ = A ~ B  

n'est nulle. Dans ce cas j 'ai montr6 dana mon m6moire que lea 6qua- 
tions (4) ne peuvent dtre satisfaites que par le syst6me suivant de va- 

leurs de Po , qo , t o ,  fo , go ,  ho" 
Si l'on pose 

i/~-~ + t / / ~ +  b = v  ~ c ~  01 

(en d6finisaant le aigne de chacune de ces racinea d'une mani6re arbitraire) 
on dolt avoir 

Po =- bc, 

qo =- ca,  

% = -  - -  ab. 

En posant ensuite 

on trouve 

p = AXoPo -1- BYoq o -['- Czoro, 

(:A + ~)p0;, fo = - -  Alqoro ~ = 

2 
( : B  + ~)qo- ,  go = - -  BlroPo ~ = tL 

la quantit~ Jl d~signant une racine quelconque de l'~quation alg~brique 

AxoPo -{-- Byoqo -4- Czoro = ~ (Alxoqor  o -k  B~yoroPo -b C~ZoPoqo). 
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(Cette 6quation, mise sous une forme rationnellc, est du 8 ~' degr6 par 
rapport  g 2 lorsque les constantes A, B, C, x o,yo,zo sont ind6pendantes les 
unes des autres.) 

Pour  plus de facilit6 dans les calculs j'dcris 22 au lieu de ~. On 
a alors, en posant 

a2 = A + ,~ b~ _ B + ~ c~ __ C + ). 
At ~ Bt ~ C~t 

IL = 2 (Axobc + BYoca - -  Czoab ), 

Po = 2bc, fo ~- 2~ A~qoro _ 42(A + ~)Po, 
{~ l L 

2~B~roqo __ 4~(B + 2)qo ' (5) qo ----- 2ca, go "~ - -  -fi I~ 

r o ----- - -  2ab, ho _~- 2~C~p0qo = 4~(0 +),) ro ' 
/2 /2 

6tant une racine de l '6quation alg6brique 

v Bt v - - ~ ,  + Vo(B+ ~)v -07 - ,  A, 

+ zo(C + 2~) V ~  V - ~ - -  = o. 

Pour  caleuler le d6terminant des 6quations (3) je vais t~cher de r6soudre 
ces 6quations sous la supposition q u e / ) .  = Q. = R. -----/~ = G. = H. = o. 

Je pose 

d'oh il r6sulte 

for n ~ 

ul = PoP. + qoq. + ro t . ,  

u2 = Apop. + Bqoq. + 6:rot., 

u3 = A~pop., + B~qoq. + C~ror., 

BC% - - ( B  + C ) %  + %  

Bt C1 

~Au, - -  (C + A)u ,  + u 3 
CIA~ 

A B u  t - ( A  + B ) %  + % 
AIB,  

(6) 
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Je pose en plus 
vl ~ gor.  ~ hoq., 

(7) v, = hop.--  for., 

v~ = foq. - -  goP.. 

Les trois premi6res des 6quations (3) se rdduisent alors 

( n -  2 ) f . -  reg.  + qoh. = v~, 

rof. + ( n -  : ) . q . -  poh. = v~, 

- -  qof. + ~og.  + (n - -  2 )h .  = v~. 

Si je pose n -  2 = m, le d6terminant de ce syst+me d'6quafions est 6gal h 

m - -  re qo 

r o m __2 Po 

- -  qo Po m 

= m (  m ' + p ~ + ~ / ~ +  r0 ~ ) = m ( m 2 - 4 ) = n ( n - 2 ) ( n - 4 ) .  

E n  supposant done que n n'est pas 6gal ni k 2, n i  k 4, on trouve 

n ( n -  2 ) ( n -  4)f. = ( my + p~o)V, + (Poqo + rare),,, + ( p o r e -  mqo)v, 

= (n - -  4 ) ~ P o [ ( A m  - -  22)u 1 - -  (m + 2)u,]. 

En divlsant par ( n -  4) il vient done 

2a 
n (n  - -  2 ) f .  = -r ipe(Ainu,  - -  2,tu, - -  nu,) ,  

:,t qo (Bmu I _ _  2~ux - -  nu2), (a) n ( n  - : ) g .  = -~ 

. ( n -  : )h .=  ~ro(Cm., - -  : , ~ , -  ~.,). 

Prenons maintenant les trois premi6res des 6quations (3) 

( n -  I ) A p . -  A , (qor .  + roq.) --- y o h . -  Zog., 

(9) ( n - -  I ) B g .  - -  Bi ( rop .  "JI- 1)or.) = zorn - -  xoh. ,  

( , , - -  ,)c'~. - -  c , ( m .  + qop.) = Xoe.--vof.. 
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En les mult ipl iant  respectivement par Po, qo, ro et en les additionant on 
trouve 

(~o) ( ,~--~)u~ + XAlq0r0P~ = Z X o ( r o a . - - q o h . ) .  

(Les signes ~ impliquent  une sommation respectivement aux trois quan- 

tit6s symm~triques A B C ,  A~B~Ca , poqoro ou xoYoZo). Mais 

E A ,  qorop. = - -  2 Z ( A  + ,t)pop. = - -  2 (u~ + 2u~), 

22 
n ( ~ - -  2)(~oa. - -  q0h.) = - / ~ o q o a , m u , ,  ,~ = n - -  2, 

par cons6quent, vu que ~.xoAlqor o = - - t  t, 

nExo(rog. - -  qoh.) = ~ 22u~. 

L'6quation (x o) se r6duit donc k la suivante 

n { ( . -  , ) . 2 -  : ( . ,  + a~,)} = -  :a . ,  

( i2) 

Mais 

XAAlq0~oP. = - -  : Z A ( A  + a)pop. = - -  : (au,  + u,), 

~(~ - -  2)(Crog. - -  B~oh.) = :2 ~i,~oqo(2~u, + nu,), 

~ ( ~ -  2)X:xo(Cr0g . -  B~0h.) = --  2a (2~ ,  + ~u,). 

L'6quation (x2) se rfiduit donc k la suivante 

ou bien 

(I 3) n ( n - -  2 ) ( n - -  3)u 3 ~ 2 n ( n - -  3)~u 2 + 4a~u~ = o. 

n ( n -  ~ ) { ( n -  3)u 3 - -  2).%} = - -  4 2 ~ u l -  2anu~ 

Oll 

(ix) n ( n - -  3)u 2 - -  2 ( n - -  ,)2u, ----- o. 

De m6me, en mult ipl iant  les deux c6t6s de ehacune des 6quations (9) 
respeetivement par Apo , BYo, Cr o et en les additionnant on trouve 

( n -  ~)u3 + Z a A ,  qorop. = Z x o ( C r o g . -  Bqoh.). 
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En combinant lea ~quations (I2) et (I3) on trouve 

4,~'u 1 = n ( n -  3)u3, 

En portant ee~ valeurs de u 1 et de u~ dana les ~quations (8) on trouve 

f. --~ 2~~ - 3 ) A - -  421u 3, 

qo (I4) g,, ---- 2-~{(n - -  3 ) B - -  4&lug, 

Posons maintenant  

(tS) k o = A + B + C, kt -~ BC + CA + AB,  k~ = ABC, 

multiplions chacune des 6quationa (9) respectivement par BCP0 , CAqo , 
ABr o e t  faiaons-en la somme 

(i6) k2(n- -  I)u~ - -  E(ABC1 + ACB~)qorop. • Zxo(ABrog . - -  ACqoh.). 

M a i s  o n  a 

E(ABCI + ACB1)qorop. ---- 2 E A ( A  + .~)(B + C ~ A)pop. 

= 2[- -  :k u, + (:kl +  ko)u --(ko + 

par consequent 

k ~ ( n -  I ) U l -  E(ABC,  + ACBt)qorop. 

o u  bien, en portant  dans cette 6quation les valeurs de u~ et de u 2 ex- 
prlm6es en u3, on a 

k2(n ~ I ) U l - - E ( A B C ,  + ACB~)qorop. 

= u--~-'{n3k2- n(9k, -k 82k1 -I- 422k0) -k 4~(:k,  q- 3g'o -I- 42')}. 
42 * 
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D'un autre c6td on trouve 

On a 

Sophie Kowalcvski. 

ABrog.-- ACqoh. -~r~176 3)A(B q- C)A t - -  4L4A, } 

- -  P~ (A + ;~){(n ~ 3 ) A ( B  + (3) - -  4kA I 

=~o~{(,_ 3 ) ~ -  [( , ,--  3)(k, + ~.o) - -  4~,'],i + (n + ~),~A'}. 

~_..AxoP o = p, ~XoPo = /~ 

Posons encore 

On a trouve alors 

~A~xoPo = Pl" 

= ~  - -  ( n - -  3)k~ - -  : ( n -  3)(k~ + ~ o ) ~  + 8a ~ + : ( n  + , j~  

2)J ~ " 

En portant ces vMeurs dans l '4quation (I6) on trouve 

( n ~  ~)k~u~  Z(ABC~ -t- ACU~)qorop.-- Exo(ABrog.-- ACqohJ 

= 4,t~u-~ (n + x) n ( n - -  x ) k ' - - 6 k ~ - - 4 k ~ a - -  42 ~- ---- o. 

Par  la mani6re m~me dent  nous sommes arriv6s k cette expression, il 
est clair que le f,~cteur de u a, multipli6 par  n(n - -2 ) (n - -4 ) ,  est le 
d6terminant du syst6me d'6quations (3) 

( ,') ~ = (~ + i ) n ( n  - -  2)(n - -  4) n ( ~ - -  ~)k~ - -  6 k ' - -  4 k ~ a - -  4~ ?- �9 

L'fiquation A = o n 'ayant  pour aucun syst~me de valeurs des constantes 
A, B, C,x o,yo ,Zo cinq de ses racines ~g'des k des nombres entiers positifs, il 

Exo(ABrog.-  ACqoh.) 
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en suit que, rant que les quantit6s A 1 , B ~ ,  U 1 sont toutes trois diff6rentes 
de z6ro Its s6ries (2) ne peuvent jamais contenir le hombre n6cessaire 
de constantes arbitraires pour repr6senter le syst6me gdndral des int6grales 
des 6quations diff6rentielles (i). Les int6grales g6n6rales de ces 6quations 
ne peuvent done pas 6tre des fonetions uniformes du temps n'ayant que 
des pbles clans chaque domaine fini de la variable t. 

Consid6rons maintenant le second cas~ et supposons que l'on air A-----B. 
Posons: 

u = p  + qi, = = r + / i ,  
A 1 - - A - - C = - - B 1 ,  C 1 = o .  

v = p - - q i ,  f l = ~ ' ~ f i ,  

Vu que l'on peut toujours dans ce cas choisir leg axes des coordon- 
n6es de mani6re que Y0 = o, les 6quations diff6rentielles du probl6me 
peuvent s'6crire sous Ia s suivante 

d ~  
A ~[ + iA lru = 

d ( z  

dv d~ 
A d7 - -  i A l r v  = - -  i(z~ - -  x ~  d-~ = 

dr ~o i 
C-d? = _ ~ -  ~ - -  fl), = (ufl-- dt 2 

Si l'on pose 

u = t - 1 x  " X ", . u . t ,  a = t  -~ . a . t  
0 0 

~a 

V ~- t-l~.:~ v~t", 
0 

r 

fl = t-:  ~./Y,,t", 

Oil a 

r = t - l E . r . t  ", f '  = t - 2 E . h . t  ", 
0 0 

uo = 2 o  + qo i, ~o - -  f~ + goi,  

Vo ~ o  - - q o  i ,  flo = f ~  - - g o  i.  

Dans mon m~moire cit6 (page 182) j'ai montr6 que dang le cag oh A - = B  

les 6quations auxquels doivent satisfaire les six quantit6~ Po, q0, r0, f0, 
go,ho admettent deux syst6mes de solutions. 

Aeta mathematica. 14. Imprlm~ le 29 novembre 1889. 12 
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Dans le premier de ces deux syst~mes on a 

Po ---- e i  A Zo 2C 
- - 2 C  z o 

qo = eiPo , 

2G 
fo ~ ~ - -  

~o 

~0 ~ $ i fo  ~ 

r o ~ 2~i~ h o = O. 

Supposons , = I, on a alors 

~ 0  ~---- O~ (X 0 = O~ 

z o 2 g  4 g  
v~ = 2P~ 2i  A - - 2 0  ~o ' flo = zo 

r o -~ 2 i ,  h o ~ o .  

Pour ehaque valeur  enti6re positive de n, les six quanti t~s u . ,  v . ,  r .  

a . ,  f t . ,  h. doivent satisfaire au syst~me d'6quations lin6aires suivant 

( n -  ,)_Au. + iA,(roU. + , , o r . ) -  zoi~,, + ixJ,. = v. ,  

(,~-- , ) A v . -  iA,(,-oV. + Vo,'.) + zoifl.--iXoh. = V., 

(,, - - , )  c,-. + 2 ~ .  - -  fl~) --  ~ . ,  

(n ~ 2)a. + roia,, ~ iuoh.  + iaor .  ~ ihoU. = 9.1., 

( , ~ -  ~)fl.--,-oifl. + ~Voh.-  iflo,-. + ihoV. = ~ . ,  

(n ~ ~ Uofl,, - ~  ~ fl0~`,. - / t . .  

Les quantit6s U . . . .  H.  d6signent des fonetions enti~res des 
u,~, v~,  r,~, a . , ,  fl.,, h~, pour lesquels m < n. 

coefficients 

Si ron  porte dans ces ~quations les valeurs pr6c6demment trouv6es 
de Uo, v o ,  t o ,  ao ,  ~o ,  ho, elles se simplifient sensiblement et deviennent 

[(n - -  3 )A + 20],`,. + iZoT,. = u., 

[(,,~ + ~ ) A -  2 C i r . -  iAlvor. + iZofl . -  iZoh. = V., 

�9 X o 



Le d6terminant /) de ces 
calcul6 directement. On a 

Sat une propri6t6 d'un syst~me d'6quations diff6rentielles. 

( n -  4),'. = ~., 

n13~ -1- iv~ ha - -  it3o r. = !5., 

i 
( . - -  :)h.--~-Vo~. +~f loU.  = s t . .  

derni+res 6quations 

D = (. - -  4)(.A + -~ - -  :c) 

peut sans difficult6 ~tre 

= ( n -  4)(ha + A -  2C)D1, 

./3~ = [ ( . -  3)A + :c]  

i 

~o 

= (n-i- i ) (n--  2)(n-- 3)C(na-- 2A + 20). 

Par cons6quent 

D ~- (n + x)(n--  2)(n--  3)(n--  4)C(nA + . A -  2 O ) ( n A - -  2.4 + 2C). 

Afin que cinq des raeines de l'6quation 

(n I ) 0  "~~ ~ - f  0 

- -  % n voi 

0 n ~ 2  

ix o 

0 

Voi 

0 

0 0 

( n -  ~)c - - i  ~'o 
2 

- -  iflo n 

91 

(n ~ 3) A + 2 C o o i% 

o ( n - -  ~ ) O  i~~ o 
�9 2 

o - -  iflo n voi 

:~-flo o o 
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soient des nombres entiers positifs, il faudrait  que les quantit6~ 

2C 20 
- - ~  x et 2 - - - -  
A A 

soient toutes les deux des hombres entiers positifs; mais eeci n'est evidem- 
ment  pas possible. 

Seulement dans le cas 2C = A l 'une de ces quantitds est 6gale b, o~ 
l 'autre k I. 

Dana ce cas-lk on a, en faisant abstraction d 'un facteur constant, 

1) ----- (n + i ) n ( n - -  i ) ( n - -  2 ) ( n -  3 ) ( n -  4). 

Mais en regardant les formules pr6e6dentes ont volt que v o = co si 
A =  2C, k moins que l 'on n'ait en mgme temps z o = o .  Dans ce cas 
v o reste ind6termin6. Ce cas, off A = B = 2 C ,  x o = ~ o , z  o=o ,e s t j u s t e -  
ment  celui que j 'ai 6tudi6 dans mon m6moire pr6cit6. 

Le deuxi6me systdme de valeurs qui peuvent satisfaire aux 6qua- 

tions qui definissent les six quantit6s Po, qo, to,  fo, go, ho duns le cas de 
A = B, est le suivant (voir mon m6moire cit6) 

2A 
po = o, ~ = ~ _~-- ,  

qo "~ 2i, go = 0 ,  

r o = o ,  h o = - - i f o ,  

off, pour simplifier, j 'ai  6erit i seulement au lieu de ei (e'----- I). En 
portant ces valeurs dans les 6quations (6), on volt qu'elles se divisent en 
deux groupes 

A ( n -  x)p. ~ 2A~ir. + zog. = P., 

et 

c(n - -  x) r. - - X o g .  = R . ,  

ifop. + for. + ( n -  2)g. = O., 

~ l ( n - -  ~ ) q . -  zof. + Xoh. = Q., 

- - f o q . -  2if. + ( n -  2)h. = H.,  

- -  iLq. + ( n - -  2)f. + 2ih. = F.,  
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dont le premier ne contient que les trois quantit6s p~, r,~, g., tandis que 
le second ne contient que les quantit~s q~, f . ,  h.. En calculant les d~- 
terminants de chacun de ces deux groupes d'dquations ~ part, on trouve 
que le premier est donn~ par l'Squation 

D~ -- -~-- 3 A{[(~ __ n + 2 ) C - -  ~_A]x 0 - -  i n ( , ~ -  I)C'~o}, 
X o - -  ~ Z  o 

tandis que le second ~ la valeur  

~)~ = A(n + ~)C~-- 2)(n ~ 4). 

V u que toutes les constantes A , B ,  C ,  % ,  z o sont rdelles, on volt facile- 
ment que l'~quation en n 

D ~ D 1 D  , = o 

ne peut avoir cinq r~cines 5gales ~ des hombres entiers positifs que 
dans l 'un des deux cas 

A - - - - - C ~ B  

ou bien 
x 0 ~--- o, A = B. 

Rgsumd:  on volt done que la condition n6cessaire pour que les s6ries 
(2) tmissent repr6senter les int6grales g6n6rales du syst6me d'6quations 
diff6rentielles (I), n'est remplie que si les constantes A ,  B ,  C, x0, Yo, z0 
satisfont ~ l'une des quatre conditions suivantes: 

(I) A ---- B = C, 

( : )  x0 =:Yo = Zo = o,  

(3) A = B ,  Xo ----yo = o,  

(4) A - - - - B =  2 0 ,  z~ = o .  


