
111 

BESTIlYIMUNG EINER KLASSE 

V0N B E R I ~ H R U N G S T R A N S F O R M A T I O N S G R U P P E N  

DES DREIFACH AUSGEDEHNTEN RAUMES 

VON 

GEORG SCHEFFERS 
i n  L E I P Z I G .  

In der LIffschen Theorie der continuierlichen Transformationsgruppen 
spielen die sogenannten Beriihrunystransformationen eine ausserst wichtige 
golle, namentlich auch wegen ihrer fundamentalen Bedeutung far  die 
Integrationstheorie der partiellen Differentialgleichungen. For ihre An- 
wendung ist es yon ganz besonderem Vorteil, alle Gruppen yon Beriihrungs- 
transformationen auf typische Formen zurfickgef(ihrt zu haben. Bisher 
ist dieses Problem fctr die zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit zum Ab- 
schlusse gebracht worden, indem SorrIus I.In zeigte, dass alle endlichen 
continuierlichen Gruppen yon Berfihrungstransformationen der Ebene, wel- 
che sich nicht auf blosse Punkttransformationsgruppen reducieren lassen, 
(lurch drei gewisse typische Formen dargestellt werden. Es steht zu er- 
warren, dass es im Ramne von drei Dimensionen welt mehr Typen solcher 
Gruppen geben wird, und daher ist es zweckmassig, das betreffende Pro- 
blem fi'lr den Raum nur schrittweise, in mehreren Einzelproblemen, in 
Angriff zu nehmen. 

Herr Professor LIE veranlasste reich, zunachst eines dieser Einzel- 
probleme zu bchandeln. Die vorliegcnde Arbeit giebt die LOsung des- 
selben.  Es ist racine Pfiicht, an dieser Stelle hervorzuheben, dass ich 
Herrn Prof. Lm zum grSssten Danke verpflichtet bin ffir die mannigfache 
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Untersti;ltzung, die er meinen Untersuchungen gewahrte. Meinc Arbeit 
verdankt ihm ausser der Anleitung mehrere ~vertvolle Gesichtspunkte, 
durch die erst die Msglichkeit zu ihrer I)urchffdlrung gcgcben wurde. 

Diese im wesentlichen yon LIE hcrr~hrcnden Betrachtungen habcn 
in der Einleitung ihren Piatz gefunden. Eine andere Lr~'sche Betrachtung 
ist an einer spateren Stelle wiedergegeben worden. Des besseren Ver- 
standnisses halber sehe ich reich veranlasst, in der Einleitung aueh die 
fundamentalen Formeln ft'~r Bertihrungstransformationen des Raumes kurz 
zusammenzustellen.' Was endlich die allgcmeincn Begrifl'e und S~ttze (iber 
Transformationsgruppcn aberhaupt anlangt, wclche im folgenden fort- 
w'ahrend verwcndet werden, so muss ich zu ihrer Begri~ndung auf den 
ki~rzlich erschienenen I. Abschnitt des LIE'schcn Lehrbuches '~ verwcisen. 

Ein leitung. 

A. Bezeichnen :r, , x.~, :~:~ Cartesische Punktcoordinaten in eincm drei- 
fach ausgedehntcn Raumc - -  dem R a - - .  so ~vird cine durch den Punkt 
(x,, x~, x:~) gehende Ebene, dercn laufende Punktcoordinaten etwa X~, X~, _X 
sind, analytisch dargestellt dutch cine Gleichung won der Form 

= o 
I 

Mithin lassen sich x, , x~, .%~; p, ,  p : ,  p:, als Coordinaten des dutch diese 
Ebene im Punkte (x,, x: ,  .v:,) bestimmten Fldchenelemeates auffassen. Dabei 
ist zu beachten, dass p,, p~,p:~ homo.qene l~;estimmungsstficke vorstellen. 

' Professor LIE's wiehtigste Untersuchungen tiber Bertihrangstransformationen und 
Gruppen yon BertihrungstransformaLionen siud in den folgenden Arbeiten auseinandergesetzt: 
Analytische Theorie der Beriihrungstrausformationen, Gesellseh. d. Wissenseh. zu Christiania 
I873 ; Begrtindung einer Invariantentheorie der Bertlhruugstransformatiouen, Math. Anu. 
Bd. 8 : I 8 7 4  ; Gfttinger Naehrichten Decbr. I874 ; Archly for Mat hematik og Naturviden- 
skab I878 u. I879. 

SoPnvS LIn~ TIteorie der Tra~sformaiio~tsgruppe~. Erster Abschnitt~ unter Mit- 
wirkung yon Dr. F. ENGEL bearbeltet. Leipzig, Teubner I888. 
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Die Bedingung dafor, dass das Fl~chenelement (x,,  T , )mi t  dem ihm 
unendlieh benachbarten Elemente (x, -{- dx,, p~ + dpk) vereinigt liege, d. h. 
der Punkt des einen Elementes auf dem anderen gelegen sei, drfickt sich 
durch die Gleichung aus: 

8 
E , p ,  dxk = o.  

1 

Eine Transformation der Flachenelemente, welche vcreinigt liegende Ele- 
mente in ebensolche t~berftihrt, d. h. eine sogenannte Beri~hrungstrans- 
formation des //8, muss also die Gleichung (I) invariant lassen. 

Es sei 
3 ~f 

eine infinitesimale Beriihrungstransformation des /~a- VermSge derselben 
muss die linke Seite der Gleichung (i) ein Increment erhalten, das ein 
blosses Vielfaches dieser linken Seite ist, d. h. es muss sein 

B ~io, dx, ~ p. ,p~dxk, 

wo p eine Function der x , p  bedeutet, die aber ~_ o angenommen werden 
daft; d. h. 

3 

1 ~,~/ + 7~ , - -~0 ,  l ~ , P k G ~ - - - O .  ( '=1, ' , ' )  

Wenn umgekehrt die G und ~r, diese 6 Relatlonen identisch erfallen, 
so ist auch Bf eine infinitesimale Berahrungstransformation des R 3. 

Die Gleichungen (2) erfiillt man in allgemeinster Weise dadurch, 
dass man 

~H ~H (k=1,2,s) 

setzt, wo H e i n e  hinsichtlich p~, P2, P~ von der ersten Ordnung homogene, 
sonst aber beliebige Function der x,  p bedeutet. ~ Die allgemeinc Form einer 
infinitesimalen Beriihrungstransformation in den Variabeln x , p  ist daher: 

3 
~ I~H ~f ~tt ~f 

(4) Bf~,~op--~sx- ~ oz~T~)--(Hf), 

Vgl. LIE, Begriindung eider Invarianten-Theorie der Beriihrungstransformationen. 
Math. Anna l en ,  Bd. 8, p. 239 , 240. 
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wenn n~mlich unter (uv) allgemein der Ausdruck 

(5) (,,v) - - - - ~ , t ~  ~ ' ~,~ 

verstanden wird. ~ 
H ist die sogenannte characteristische Function der Berahrungstrans- 

formation B f  

Man kann nun durch blosse Ausrechnung folgenden Satz verificieren: 

(6) Besitzen die infinitesimalen Beriihrungstransformationen B f  

und B2f  in den Variabeln x ,  p die characteristischen Functionen 
//1 resp. H2, so besitzt die durch Klammcroperation entstehende 
infinitesimale Berahrungstransformation 

( B , B , ) ~ - - B I ( B , f ) - - B , ( B f )  

die characteristische Function 

3 

Statt der drei homogenen Variabeln T~, P~, Ps ksnnen wir auch nicht- 

homogene, ~ Y l , Y 2  - - ,  anwenden, indem wir etwa setzen 

Pi ~OI 

Dabei empfiehlt es sich, die hierdurch entstehende Unsymmetrie auch in 
den Variabeln xl,  x 2 , x a zum Ausdruck zu bringen; wir schreiben z statt x 3. 

Wir geben kurz die den obigen entsprechenden Formeln in den Coor- 
dinaten xl ,  x2, z, Yl, Y2 an, da wir sie im folgenden gebrauchen werden: 

Anstelle der Bedingung (I) far die vereinigte Lage zweier Flachen- 
elemente tritt  die Bedingung 

(I ') dz - -  y ldx l  ~ y2dx2 ---- o .  

Nicht zu verwechseln mit der Operation (AB) zwisehen 2 iufinitesimalen Trans- 

format ionen Af und Bf. 
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Die infinitesimale Transformation 

115 

of of of of 

stellt eine Beriihrungstransformation in den Variabeln x~, x~, z ,  y~, Y2 
dann und nur dann dar, wenn 

oW 0W oW 
~:k --= 0yk ' ~k Ozt Y* ~ '  

(k=l,2) 
(3') ow o w  

~'_= ~ w + yl ~y, + y~ oy, 

ist, wo W irgend eine Function yon x~, x 2 , z ,  y~, y~ bezeichnet. W mSge 
die characteristische Function der Bert~hrungstransformation Jgf in den 
Veranderlichen x~, x~, z ,  y~, y~ heissen. Nach (3') ist 

(4') 
0W 

~f=-{Wfl--f  ~ ,  

wenn allgemein 

O~ Ov Ou Ov Ore Ov Ou Ov / Ou 8v O~tt Ov ~ 
(5') lug}-- + oy. + Y, Oy, Oz~ Ox~ Og~ Oy 2 

[@u 3v $~ 3v) ~v ~tt 

gesetzt wird. 

(6') 

Anstelle des Satzes (6) endlich tritt hier der folgende Satz: 

Besitzcn die infinitesimalen Bertihrungstransformationen ~91f 
und /~2f des R3, geschrieben i n  den Variabeln xl, x2, z, y~, Y2, 
die characteristischen Functionen W~ resp. W2, so besitzt die 
durch Klammeroperation entstehende infinitesimale Bertlhrungs- 
transformation 

(B~B2) =_ B~(B~f) - -  B , (B , f )  

die characteristische Function {W 1 W'~}. 
Noch sei Eincs hervorgchoben: Besitzt eine infinitesimale Berahrungs- 

transformation in den Variabeln x ,  ~v die characteristische Function H 
und ist W die characteristische Function der durch Einft~hrung der Ver- 



116 Georg Scheffer~. 

~nderlichen x~, x 2 , z ,  y~, Y2 aus ihr hervorgehenden Berfihrungstransforma- 

tion, so besteht die leicht zu verificierende Relation 

(7) H =  

Wir werden spliterhin uns fast ausschliesslich auf die Benutzung der 
Veranderlichen x 1 , x2, z ,  y l ,  Y2, die wit  kurz als die nichthomogenen be- 
zeichnen, beschranken. Auch werden wit  sowohl beim Gebrauch der 
homogenen wie bei dem der nicht-homogenen Coordinaten gelegentlich 
eine infinitesimale Bertihrungstransformation mit  der characteristischen 
Function u einfach als die Transformation (u) bezeichnen. 

B. Der Raum enthMt c'~ 5 Fl~chenelemente. Eine continuierliche 
Schar. von c-x~ 2 Flachenelementen des R s , von denen ein jedes mit  allen 
infinitesimal benachbarten der Schar vereinigt liegt, heisst bekanntlich 

ein Verein yon Fldchendementen. 
Eine GruTpe yon Berfihrungstransformationen des R 3 ist nun dann 

und nur  dann reducibel, d. h. vermSge eincr Beriihrungstransformation in 
eine Gruppe yon blossen Punkttransformationen liberft~hrbar, wenn sich 
die cx3 n Flachenelemente des /~  in r 3 Vereine anordnen lassen, deren 
Inbegriff bei der Gruppe invariant bleibt, wahrend die einzelnen Vereine 
unter einander vertauschr werden konnen. Ist n'~mlich diese Anordnung 
msglich, so kann man durch eine Berfihrungstransformation die cx3 3 Ver- 
eine in diejenigen cxv 3 Vereine des /~3 tiberft~hren, deren jeder aus allen 
Fl[mhenelementen besteht, die einen und denselben Punkt  gemein haben. 

Denn eine Zerlegung der Gesamtheit der cx3 5 Flachenelemente des 
/~  in cx9 ~ Vereine w i r d -  in den homogenen Coordinaten x ,  _ p -  dutch 

drei Gleichungen 

(8) X , ( X , ,  X , ,  X3 , Pl ' P2' P~) = ci ,i=1,2,3, 

vermittelt ,  in denen X 1 , X2, X~ von einander unabh'~ngige nur die Ver- 
h~iltnisse der p enthaltende Functionen der x ,  p und die c~ willktirliche 
Constanten bedeuten; derart, dass diese Gleichungen, wenn in ihnen ffir 
c 1 , c 2 , c 3 bestimmte Zahlenwerte gesetzt werden, jedesmal die 0,3 2 Flachen- 
elemente eines der cxv 3 Vereine darstellen. Dies thun sie aber dann und 
nut  dann, wenn sie die Bedingung (I) der vereinigten Lage nach sich 
ziehen, d. h. (da dies fiir alle Wertetripel c a , c~, c s gelten soll) wenn es 
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noch drei Functionen / )1,  P 2 ,  P3 der x , p  giebt von der Beschaffenheit, 
dass 

(9) p ax, + p, dx, + p, dx , -  P, dX, + /),dX, +/),dZ, 

wird. Die GMchungen 

bestimmen hiernach eine Beri;lhrungstransformation der x ,  p in die x', p' .  

Denn dass sie umgekehrt nach den x ,  p auflSsbar sin(t, lasst sich all- 
gemein beweisen, ebenso wie man zeigen kann, dass die Forderung (9) 
bei noch unbekannten P1, / )2 , / )3  immer in allgemeinster Weise (lurch 
drei beliebige yon einander unabhangige Functionen X1, X2, X 3 yon 

Pl iP, erfallt werden, far welche nut jedes (XiXk) =- 0 sein muss; X 1 ~ X~  X 3~%~j0s 

die P bestimmen sich dann nachtraglich aus den X. 1 
Die Beriihrungstransformation (I0) filhrt nun jeden der durch (8) 

bes~immten c-x~ 3 Vereine (c~, c~, Ca) in einen Verein fiber, dessen Elemente 
samtlich einen Punkt (x; -=- Cl, x~ = c2, x; ----- c3) gemein haben. Wenn 
also eine Gruppe yon Berahrungstransformationen die Schar (8 )yon  c~ 3 
Vereinen invariant lassen soll, so muss nach Einfiihrung der neuen Vari- 
abeln x', p'  bei der Gruppe die Schar der 003 Punkte des R 3 unter sich 
transformiert werden, d. h. die Gruppe wird zu einer Gruppe yon blossen 
Punkttransformationen. 

Da sich diese Betrachtung mit Leichtigkeit auch umkehren lasst, so 
ergiebt sich folgendes 

Criterium der IrreducibilitCit : 

Eine Gruppe yon Berfihrungstransformationen des R~ in den 
homogenen Variabeln x ,  p ist dann und nur dann irreducibel, 
wenn es keine drei von einander unabh'~ngige Functionen X1, X2, X 3 

P' P~ giebt yon der Art, dass jedes von x~,x 2,x~,T~,T~ 

(x,x,) o 

Dass die Funetionen Xk~Pk: welche die Gleiehung (9) erftillen, yon einander un o 

abhiingig sind~ ist aus der Theorie des PF~_FF'sehen Problems bekannt; eine einfaehe direkte 
Begrtindung dieses Satzes finder sich bei A. MAYER~ Direkte Begriindung der Theorie der 
Berfihru~gstransformalionem Math. An n a l e n ,  Bd. 8, p. 304 ft. 
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ist und t~berdies das Gleichungensystem 

X 1 = Const. ,  X 2 = Const. ,  X 8 = Const.  

bei den Transformationen der Gruppe invariant bleibt, d. h. die 
X durch Ausft~hrung der Transformationen der Gruppe immer 
wieder in Functionen der X allein tibergehen. 

In nicht-homogenen Variabeln lautet der Satz so: 

Eine Gruppe yon Bert~hrungstransformationen des R~ in 
x~,x  2 , z ,y~ ,y~  ist dann und nur dann irreducibel, wenn es 
keine drei yon einander unabh~ngige Functionen X~, X 2 , Z yon 
x~, x 2, z, y~, y~ giebt yon der Art, dass 

[X,X~] ___ o, [X~Z] -- o, [ /~Z] _= o 

ist und iiberdies X~, X2, Z durch Ausfahrung der Transforma- 
tionen der Gruppe immer wieder in blosse Functionen von 

X~, X~, Z iibergehen. 
Hierin bezeichnet das Symbol [uv] allgemein den Ausdruck 

~u ~v $u ~v "~u ~v ~,1~ ~v b,v] + 

+ yl 

sodass also nach (5') insbesondere 
~v ~t 

ist. 

C. Ein Hauptmittel zur Vereinfachung yon Gruppen besteht in der 
EinfC~hrung neuer Variabeln dutch eine endliche Transformation, hier natilr- 
lich dutch eine Bertihrungstransformation. Wir schicken daher auch einige 
Bemerkungen hieriiber voraus. 

Bei einer derartigen Einfiihrung neuer Variabeln findet ein wohl zu 
beachtender Unterschied statt zwischen der homogenen und der nicht- 
homogenen Darstellung der Transformationen. 

Ist ni~mlich zunachst H die charactcristische Function einer in den 
Veri~nderlichen x ,  !9 geschriebenen infinitesimalen Berlihrungstransforma- 



Bestimmung einer Klasse yon Berahrungstransformationsgruppen. 119 

tion, so hat letztere selbst nach (4) das Symbol (H D. Wenn wir nun 
vermSge irgend einer endlichen Berfihrungstransformation 

# i 

( ~ 3) - : , . , , ,> 
pi  = p i (x ,  , x ,  , x: , p,  , p~ , p:) 

die ncuen Ver'~nderlichen x', p' anstelle der x p einftihren, so geht dadurch 
die infini/esimale Transformation (Hf) fiber in 

Hier ist nach (5): 

H x ; ) - - ,  + (Hp; . 

1 1 

wo wiecler 

ist, wenn wit die Function H, nachdem in ihr die Substitution (I3) ge- 
macht ist, (lurch H' bezeichnen. Da (I3) eine Berfihrungstransformation 
darstellt, so ist ferner nach einem bekannten allgemeinen Satzel jedes 

(x ; zO - (plp:)  -= o ,  ,t :,: i :  @~p')  - o ,  (p~xl) ~ ~. 

Mithin wird: 
~ H' OH' 

sodass also die Berahrungstransformation (Hf), geschrieben in den accen- 
tuierten Variabeln, die Form annimmt: 

3 

In den neuen Variabeln hat sie mithin H' zur characteristischen Function. 
Dies Ergebnis k0nnen wit so aussprechen: Der Begriff der charac- 

teristischen Function einer infinitesimalen Berfihrungstransformation in den 

Vgl. LL~, a. a. O. p. 236 ,  oder auch MAYEr, a. a. O. p. 308.  
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homogenen Variabeln x ,  p verhMt sich der Einf•hrung neuer  homogener 
Variabeln vermSge einer Bertihrungstransformation gegentiber invariant. 

Dies gilt nun durchaus nicht mehr stets bei der Benutzung der nicht- 
homogenen Veranderlichen xl ,  x 2 , z,  y~, Y2" Aus der obigen infinitesi- 
malen Berfihrungstransformation ( H f )  gehe namlich durch Einftihrung der 
nicht-homogenen Variabeln 

(I4) x~ ----- xl, x~ x~, x s = z, y~ P' P' ~o3 ~v3 

etwa die infinitesimale Beriihrungstransformation mit der characteristischen 
Function W hervor. Nach (7) ist dann 

H ---- - - p 3 W  

eine blosse Folge yon (I4). Wenn wir nun die den Gleichungen (I3) 
entsprechenden Formeln in nicht-homogenen Variabeln 

(,s) 
I xl ----- x;(xl,  x2, z ,  Yl, Y2), 

x; - -  x ' ( x , ,  x2, z ,  y~, y~), y; = yi(x~, x , ,  z ,  y , ,  y:) 

~' = z ' (x , ,  x2, z ,  y , ,  y~), ~;  - -  y;(~ , ,  x~, z ,  y l ,  y~) 

benutzen, um die accentuiertcn Variabeln in die infinitesimale Trans- 
formation (B r) einzufi;lhren, so geht diese fiber in eine Bertihrungstrans- 
formation, welche in den x', z', y' die characteristische Function ~ besitze. 
Die dieser entsprechende Bert~hrungstransformation in homogenen Ver- 
i~nderlichen x', p' hat nach dem obigen die characteristische Function H', 
und es ist nach (7): 

H '  = - -  p ' ~ . q .  

Vorher hatten wir: 
H =  - - p 3 W  

und mithin zeigt sich, dass vermSge unserer Substitutionen 

T. 

sein muss. Der Factor P~, hat eine besondere Bedeutung. 
23 

riihrungstransformation (x 5) ist n~imlich etwa 

dz'  - -  y[ dx'l - -  y'~dx'~ ---- p (dz ~ y ,  dx ,  ~ Y2 dx~),  

Bei der Be- 
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w~hrend wir bei (I3) haben: 

121 

p~dx; + p;dx'~ + p;dx; ---- p,  dz ,  + p~dx~ + p~dx~. 

Erstere Gleichung muss aus letzterer durch Division derselben mit p; und 
Einft~hrung der nicht-homogenen Veranderlichen hervorgehen und deshalb 
folgt, dass 

p---~ 
p,, 

ist vermSge unserer Substitutionen. (i6) reduciert sich also auf  

(I7) ~2 = pW.  

Wenn daher in eine in den nicht-homogenen Variabeln xl, x2, z ,y l ,y~ 
geschriebene infinitesimale Bert~hrungstransformation mit der characteri- 
stischen Function W neue Variabeln x'l, x~, z', y'~, y~ vermsge einer end- 
lichen Bert~hrungstransformation, bei der etwa 

dz' - -  y;dx; - -  y':dx; = p (dz  - -  y, dxl - -  y~dx~) 

ist, eingeftlhrt werden, so geht die characteristische Function der neuen 
infinitesimalen Beri]hrungstransformation aus p W dutch die Substitution 
der neuen Variabeln hervor. 

Wie man sieht, verhMt sich der Begriff der characteristischen Func- 
tion einer Bert~hrungstransformation in x~, x~, z ,  y~, y~ im allgelneinen 
nicht invariant gegenfiber der Einftihrung neuer nicht-homogener Variabeln 
vermSge einer Bertihrungstransformation. 

D. Wit wenden uns jetzt nach diesen allgemeineren Bemerkungen 
zu unserem eigentlichen Probleme, das wir so aussprechen: 

Problem: Es sollen alle Typen yon irreducibeln Gruppen yon .Beriihrungs- 

transformationen in xl , xl , z, y~ , y~ 9efunden werden, welche endlich 
und continuierlich sind und bei denen eine Schar yon Gleichungen 

~(x I , x2, z ,  y~, y~) = Const. 

invariant bleibt. 
Acta  mathemat ica .  14. Imprim~ le 16 janvie~" 1890. 16 
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Da nach einem allgemeinen Satze ~ jede Function ~ yon :c~, x~, z, ?h, Y~ 
vermSge einer Ber~'thrungstransformation in jede andere derartige Func- 
tion verwandelt werden kann, so ksnnen wit aueh die hier vorliegende 
Gleiehungenschar 4)---=-Const. durch eine Berfdmmgstransformation etwa 
in die Gleichungenschar 

~ = Const. 

tiberffthren. Wir dt'trfen uns deshalb unbeschadet dcr Allgemeinheit der 
Untersuchung darauf beschrrmken, alle Typen yon endlichen continuier- 
lichen und irreducibelen Gruppen yon Berahrungstransformationen des 
R~ aufzustellen, bei dcnen ~r~ nut yon :r~ selbst abhrmgige Incremente 
erhr~lt, sodass jeder Verein yon Flachenelementen, tier durch eine Curve 
parallel der x~z-Ebene des R:, dargcstellt wird, vermSge der Transforma- 
tionen dieser Gruppen in ebensolehe Vereine t'~bergeft'tl~rt, wird. 

Es seien nun 

(k  = l , ' 2 . . . r )  

die r unabMngigen infinitesimalen Transformationen einer solchen Gruppe. 
B, x2 muss dana cine Function yon "~'2 allein sein, mit anderen Worten: 
$,.,. darf mtr yon x~ abh/i~.qen. Die verk~rzten 1ran. tormatmnen 

~f 

erzeugen daher far sich einc Gruppe und zwar - -  als Gruppe der ein- 
fachen Mannigfaltigkeit :q ~ eine hdchstens drei.qlie&'ige. ~ Daraus folgt, 
dass wit annehmen ksnnen, dass mindesten~ r ~  3 yon den B , f  frei yon 

~f seien, also die Form haben: dem Gliede in w,-: 

~1" ~f ~f ~f A , f  -- "~'~a,,, + ~Fz + :q~-~:h + ~q''~"~,,., (~=~.o. ..... ,~,._~). 

Vgl. LIE, a. a. O. p. 296. Das dort mit X X [  bezeichnete Theorem zieht den 

oben bertlhrten Satz naeh sich. 
Siehe LIE~ Theorie de~" Tran,r I. 3 la th .  Anna len .  Bd. I6, 

p. 44I  ft. 



Bestimmung einer Klassc voa Beriihrungstransformationsgruppen. 123 

Zu diesen Transformationen Akf treten noch o ,  I , 2 oder 3 Trans- 

af cnthalten und ~ wie man ohne Miihe formationen hinzu, welehe 

einsieht - -  in der Form angenommen werden konnen: 

zf ~f + Z~ af af zf C'f=X'~x, + ax--~ az + Y' ~,g~+ Y'~-- 
1 aY2 ' 

(%.f - X~ a~,~ 

~_~ af af + + y0, + 

Mithin sind 4 verschiedene Falle zu unterscheiden. I n  ihnen treten je 
folgende infinitcsimale Transformadonen in der gesuchten Gruppc auf: 

,) A , f  , A~f , . . . ,  A f ;  

2) A~f, A2f, . , . ,  A,f ,  C,f; 
, 3) A~f , A~f  , . . . ,  A~f, C , f  , C2f, 

4) A, f ,  A~<, . . . ,  A,f, C',f, C2f , CJ. 

Zu allen diesen infinitesimalen Ber0hrungstransformationen geh0ren eharac- 
teristische Functionem Die zu A, f  gehSrige bezeichnen wir durch IV,. 

e W, bis auf eine infinitesimale Constante das Increment Nach (3') ist dann 

yon x~ bei Aft.  x~ aber wird durch A , f  nicht transformiert und folglich ist 

aw~ 
3y 2 : O, 

d. h. die W~ sind frei yon Y2. 
Daher kommt Y2 t~berhaupt nicht in den ~,1, ~ ,  7,1, ~k2 vor, wie 

ebenfalls aus den Formeln (3') erhent, huch  jedes (A,A,) und schliess- 

af d. h. diese Klammerausdri~cke lich auch jedes (A~C,) ist frei von a--~, 

sind linear mit constanten Coefficienten aus A l f , . . .  , A , f  ableitbar, mit 
anderen Worten: A ~ f , . . . ,  A~f erzeugen in allen oben unterschiedenen 
Fallen eine s-gliedrige Untergruppe der ganzen Gruppe ~ nl~mlich diejenige, 
bei der x~ invariant bleibt - -  und zwar ist diese Untergruppe in der ganzen 
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Gruppe invariant. Es erhellt hieraus, dass wit unser Bestreben zundchst 
darauf zu richtea haben, alle Typen you Beriihrungstransformationsgruppen 
yon der Form A ~ f , . . . ,  A , f  aufzusteUen, und dann spdter zu diesen Typen 
i ,  2 oder 3 Transformationen yon der Form Cf in geeigneter Weise hin. 
zuzufi~'gen haben. 

Dabei aber erhebt sich noeh eine fundamentale Frage: 
Gesetzt ndmlich, dass die ganze Gruppe der A f  und Cf (in i~yend einen~ 

unserer Fdlle) irreducibel ist, ist dann auch ihre invariante Untergruppe 

A l l ,  . . . .  , A , f  irreducibel oder nicht? 
Ksnnten wit diese Frage bejahend beantworten, so brauchten wir 

nicht alle Typen yon Gruppen A~f, . . . ,  A, f ,  sondern nut die irreducibelen 
aufzustellen, was eine ganz bedeutende Erleichterung gewahren wiirde. 
Dass dem nun m d e r  That so ist, werden die folgenden Betrachtungen 
als Endresultat ergeben. 

E. Die aus den A~f verki~rzten infinitesimalen Transformationen 

~f (~=l,2,...,s) 

bilden, da sie yon Y2 frei sind, ebenso wie die A~f selbst eine Gruppe 
(freilich im allgemeinen keine Gruppe yon Bert~hrungstransformationen 
des R3). Diese Gruppe enttdflt allerdings x2; aber x~ hat in ihr nicht 
den Character einer Variabeln. Die A~f sind in der Ebene x 2 ~ Const. 
Bertihrungstransformationen, was man geometrisch leicht einsehen kann. 
Da n~mlich die Akf Beriihrungstransformationen des R 3 vorstellen, so 
ffihren sie vereinigte Fl~chenelemente wieder in vereinigte i~ber. Greifen 
wit nun in der Ebene x 2 ~ Const. zwei vereinigte Linienelemente heraus, 
so ksnnen ~vir durch jedes derselben irgend ein Fl~chenelement des /~3 
legen. Diese beiden Fl~chenelemente liegen offenbar auch vereinigt, und 
A , f  fiihrt sie wieder in vereinigte Fl~chenelemente i'iber. Da jedoch 
Akf  x~ invariant lasst, so mtlssen die beiden transformierten Fl~chen- 
elemente mit der Ebene x 2 ~ Const. je ein Linienelement gemein haben, 
und diese beiden Linienelemente liegen nattirlich wieder vereinigt. An- 
dererseits giebt Akf an, wie die L/n/enelemente (x~, z,  y~) der Ebene 
~----Const. transformiert werden, wenn A~f selbst die Fldchenelemente 
(x~, x , ,  z ,  y~, Y2) des /~a untereinander vertauscht. Also ft~hrt Akf ver- 
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einigte Linienelemente in jeder Ebene x~ = Const. wieder in vereinigte 
Linienelemente fiber, was zu beweisen war. 

Man kann nun leicht einsehen, dass, wenn die G ruppe der 74~f in der 

Ebene aUgemeiner Lage x~ ~ Const. ~ als Gruppe yon Beriihrungstrans- 

formationen in dieser Ebene - -  reducibel ist, dann auch die A k f  eine redu- 

cibele Gruploe von tlerghrungstransformationen des t t  3 erzeugen. Ist namlich 
die Gruppe der :]~f in der Ebene x 2 ---- Const. reducibel, so liisst sich ver- 
mSge einer Berfihrungstransformation in xa, z,  y~ in der Ebene x: = Const, 
erreichen, dass dig Gruppe ]~f in eine Gruppe yon blossen Punkttrans- 

formationen fibergeht. Die ] k f  ffihren also dabei alle Linienelemente der 
Ebene x~-----Const, dutch einen Punkt  wieder in ebensolche fiber. DiG 
zugehSrigen A k f  mfissen dann natfirlich auch alle Fli~chenelemente des 
R 3 durch einen Punkt in ebensolche fiberffihren, d. h. auch die Akfsind 
bIosse Punkttransformationen. 

Zur Vollsti~ndigkeit dieses Beweises eriibrigt nur noch zu bemerken, 
dass es stets eine Beriihrungstransformation des R 3 giebt, welche in jeder 

.Ebene x~----Const, eine gegebene Beriihrungstransformation derselben dar- 

stdlt und x 2 selbst nicht transformiert. Von dieser Behauptung moge marl 
gich dutch einfache Berechnung fiberzeugen. 

Wit  wollen noch bemerken, dass es nicht schwer ist, die im vor- 
hergehendcn gemachten geometrisehen Betrachtungen in die Spraehe der 
Analysis zu fibersetzen. 

F. Nunmehr werden wir zeigen, dass, wenn die Gruppe A k f  redu- 

cibel ist, auch die im Abschnitt D. unter 2), 3), 4) aufgez(~hlten Gruppen 

A l f  , . . . ,  A~f , C~f , . . . ,  C~f(i ~ I , 2 , 3) reducibel sind. 
Ist die Gruppe Ak f  reducibel, so gilt dasselbe offenbar yon der Gruppe 

Akf in den Ebenen x 2 = Const. In jeder Ebene x 2-~ Const. muss also 
mindestens eine Schar yon cx9 2 Vereinen von Fli~chenelemenien exist ieren, 
die bei den Akf in sich transformiert wird. Existiert nut eine solche 
Schar in jeder der Ebenen, so ist der Nachweis geliefert. Denn eine solche 
Schar von Vereinen wird dutch cx9 2 Curven (oder im besonderen durch 
dig cxv 2 Punkte) einer Ebene x~----Const, dargestellt. Bei den A~fbleibt 
in jeder Ebene eine bestimmte Schar invariant, und da die A k f  eine in- 

variante Untergruppe der ganzen Gruppe A~f ,  Cif darstellen, so ffihrt nun 
auch jedes Cf die invariante Schar einer jeden Ebene x~ = Const. ila die 
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einzige inwriante Schar einer zweiten EbeJm .r  == Const. iiber. Daher 
l~sst die gal,ze Grupl)e A J ,  Q f  insgesamt ~:~ Curven (resp. alle r :~ 
Punkte) in den Ebenen invariant. Diese Curven stellen im R~ eine fil- 
variante Schar yon r ~ Vereinen von Fl~ehenelementen dar (und zwar 
selbstverstandlich eine solche, die wirklich alle oo ~ Flt~ehenelemente des 
R 3 umfasst), d. h. die ganze Gruppe A f t ,  Q f  ist aueh redueibel. 

Dieser Beweis gilt auch dann, wenn in jeder Ebene x~ -~ Const. eiI~e 
discrete Zahl yon invarianten Seharen you ~-x~' Curven bei der Gruppe 
A , f  existiert, abet nieht mehr, wenn uJ~e~dlich viele Seharen in jeder 
Ebene vorha~den sind. In diesem letzteren Falle verthhren wir naeh LIE 
viehnehr wie folgt: 

Existieren in jeder Ebene x~ ~ Const. unendlieh viele bei den Akf 
invariante Seharen yon je cx~ ~ Curven, so betraehten wir die dutch ein 
Linienelement einer Ebene x~-----Const, hindurchgehenden Curven der 
Seharen. Von jeder einzelnen Sehar geht dureh dasselbe eine oder jeden- 
f~dls nur eine discrete Zahl yon Curven hindureh. Ist letzteres der Fall, 
so k0nnen w i t  bei einer der Scharen aus dieser disereten Reihe eine be- 
stimmte Curve ausw',~hlen. 1)amit ist auch bei jeder anderen Schar der 
Ebene eine bestimmte Curve ausgewahlt, da ja die unendlieh vielen Seharen 
eine continuierliche Mannigfaltigkeit bilden. Wir ksnnen daher Oberhaupt 
f~r die folgende Betraehtung annehmen, dass dureh ein bestimmtes Linien- 
element nut je eine Curve jeder Sehar hindurchgehe. 

Jedes Linienelement L(x~, z ,  y~) der Ebene x~ ~ Const. interpretieren 
wit nun als Punkt :1 eines dreifach ausgedehnten I~aumes P:~ mit den 
Coordinaten x~, z, y~. Alsdaml entsprieht einer dureh das Element L 
gehenden Curve k (d. h. einem Verein von Linienelementen, dem L an- 
gehort) der Ebene x~ = Const. eine durch diesen Punkt :1 des P~ laufende 

�9 ~ ~ O "  Curve x, welehe in :1 eine Fangentmlrichtun~ z', besitzt, die dem dureh 
die Gleiehung 

dz ~ yldx~ ~ o 

im Pa dargestellten ebenen Strahlenbiit'chel mit dem Scheitel A angehOrt, 
denn diese Gleiehung ist ja die Bedingung der vereinigten Lage zweier 
Linienelemente in ml, z, Yl- Da bei den A , f  jede der unendlieh vielen 
Seharen Von ~ "  Curven der Ebene z. = Const. einzeln invariant ist und 
yon jeder dieser Seharen eine Curve k durch L geht, so ist klar, dass, 
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wenn ein Af t  .L nach /. '  transformiert, alsdann die Curve k in eine ganz 
bestimmte Curve k' durch L' fibergeht. L' und k' entspricht im P3 tin 
Punkt A' and eine dureh ihn laufende Curve 7/, die in A' eine Tangential- 
richtung ~'~ besitzt, welche einem gewissen ebenen Strahlenbfisehel ange- 
hsrt. Bleibt bei Akf L lest, so gilt dasselbe yon d und den Riehtungen 
vx dutch A. 

Also sehen wir: Bei der Gruppe A~f sind den Punkten A sgmtliel~e 
(lurch A gehende Richtungen rx des ebenen Bfischels als invariant zugeordnet. 

:Nun ffihren wir eine Transformation Cfaus,  welche jene beliebig 
gewi~hlte Ebene x:--= Const. invariant lasst. Wenn etwa CfA in A' iiber- 
fi]hrt, so werden allerdings auch die Richtungen des B~schels in A in die 
des Biischels in A' transformiert, jedoch nicht mehr in derselben Weise 
avie dureh irgend ein A~f, das auch A nach A' fahrt, denn Cf transformiert 
ja aueh die Ebenen x~ = Const. Wir ~verden aber zeigen, dass bei den 
Cf jedem Punkte A des P~ nun zwar night jede einzelne Riehtung des 
Bi~schels, abet doch wenigstens eine P~ichtung desselben als invariant zu- 
geordneL ist. Wir betraehten hierzu insbesondere alle Cf unserer Gruppe 
Akf, Qf,  welche den Punkt A des /)3 invariant ]assen. Da fiberhaupt 
hSchstens drei Cf vorhanden sind, so giebt es sicher h(ichstens zwei Cf, bei 
denen A lest bleibt. Diese vertauschen dann die Richtungen r~ des durch 
A gehenden Bi;~schels und zwar vermSge einer hOchstens zweigliedrigen 
projectiven Gruppe der einfachen Mannigfaltigkeit dieser PSchtungen. Eine 
solche aber l~sst mindestens eine Richtung z'. lest. Folglich bleibt, wenn 
A in dieser Weise festgehalten wird, auch eine Riehtung v, durch A in- 
variant. 

Wir finden daher: JBei der Gruppe A f t ,  Q f  werden die Punkte A des 
1)~ untereinander transformiert. Aber mit dem Punkte A bleibt stets mindestens 
eine tier dutch iTm gehenden Richtungen ~ invariant verbunden. 

Es sind jedoch 8 Fi~lle msglieh: Es sind mit A invariant verbunden: 

entweder nur eine Richtung v~ 
oder zwei Richtungen ~ 
oder endlich alle Richtungen ~'~. 

lm ersten und zweiten Falle fahren wit so fort: Gehen ~vir yon A aus in 
einer der mit A invariant verbundenen Richtungen ~'x zu einem benach- 
barten A finer und sehreiten in dieser Weise welter, so erhalten wir eine 
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Curve des /93 v o n  der Eigenschaft, dass jedem ihrer Punkte die Tangential- 
richtung als invariant zugeordnet ist. Wit  erhalten im ganzen entweder 
eine oder zwei Scharen yon r ~ Curven des P3, und jede Schar ist bei 
der Gruppe Ak f ,  Q f  invariant. Einer solchen Schar entsprechen aueh 
in jeder der Ebenen x~-----Const, c-x~ 2 Curven und dutch die Cf werden 
die der einen Ebene in die der anderen transformiert. Hiermit ist aber 
das erreicht, was in dem vorherbetrachteten einfacheren Falle (wo in 
jeder Ebene x 2 = Const. nur eine bei den Akfinvariante Schar existierte) 
sich ergab. Wir konnen also auf das dort Gesagte welter verweisen. 
hn  dritten Falle, wo mit dem Punkte A alle Richtungen rx des ebenen 
Biischels invariant verbunden sind, haben wir allerdings wieder o,v 1 in- 
variante Scharen yon je cxv ~ Curven - -  wie oben - - ,  aber jetzt derart, 
dass alle Transformationen Cf, welche die Ebene x~ = x ~ in dieselbe 
Ebene x2-= x~ iiberft'thren, auch eine jede dieser Scharen der Ebene (x ~ 
in je ein und dieselbe Schar der Ebene (x~) i'lberftihren, sodass auch hier 
die Reducibilit'~t der Gruppe A J ,  C~f nachgewiesen ist (indem jetzt die 
Reduction auf blosse Punkttransformationen auf unendlich viele Weisen 
mSglich wird). 

Hiermit ist der versprochene Nachweis gef(ihrt: 

Wenn die Gruppe Ak f  reducibel ist, so .qilt dasselbe yon der Gruppe 

Ak f  , C,f. 

Andererseits erkannten wir schon vorher: 

Wenn die Gruppe Yikf in der Ebene allgemei~er Laqe x. 2 ~ Const. re- 
ducibel ist, so gilt dasselbe yon der Gruppe Ak f  des R~. 

Fassen wit beide Si~tze zusammen, so folgt: 

Ist die Gruppe Akf  in der Ebene allgemeiner Lage x 2 -~ Cow,st. redu- 
cibel, so .qilt dasselbe yon der ganzen Gr2~ppe A~.f, C~f. 

Nach den frtiheren Bemerkungen k(~nnen wir uns mithin in allem 
Folgenden darauf beschranken, diejenigen Gruppen Akf zu betrachten, 
deren zugehsrige verkiirzte Gruppen ~4kf in der Ebene allgemeiner Lage 
x 2 --= Const. irreducibel sind. (Vgl. Schlussbemerkung von Abschnitt D.) 

In der Ebene (x~, z ,  y,) giebt es nun, wie Lm gezeigt hat, nur 
drei irreducibele Gruppentypen, n~imlich diese: 
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Erstens : 
Of Of @f Of $ f  I $ f  

Of ~f of I ~Of 

Zweitens: Die vorigen Transformationen und  berdies 

vf ~f ~f 
Zl ~ + Yl ~Yl + 2Z~* 

.Drittens: Ausser den 7 genannten Transformationen noch 

~f ~f 

of I 2 ~f ! ~ of ( z - -  x~yj)~ - - i y ~ y  ' - ~ x l y ~ ,  

Ktirzer schreiben 
tionen, namlich 

.Er stens : 

Zweitens : 

120 

sich diese Gruppen in ihren characteristischen Func- 

I , X 1 , Yl ' X~,  x l Y l  , Y~; 

X , ~1 , YX , X~ , X l y  1 , y~ , g~lYl - -  2Z; 

1)rittens : 
I , xl ,  Yl,  x~, xlyl ,  Y~, x, y l - -  2z, 

Xl(~ly I - -  2Z), ~ I ( X l y , -  2Z), ( Z l y , -  22~) 2. 

Wenn wit also in den A)~f x2 = Const. setzen, so miissen sich diese 
Transformationen auf die einer der drei soeben angegebenen Gruppen re- 
ducieren, wie wit annehmen dtirfen. Damit ist dann die allgemeine Form 
der ~k f  und hiermit auch unmittelbar die der Akf  selbst gefunden. Wie 
dieselben weiter zu behandeln sind, werden wit im folgenden darlegen. 

Siehe Lm, Theorie der Transformationsgruppen, Abhandlung IV und Vim h r c h i v  
for Mathemat ik  og Na~urvidenskab~ I878 ~ I879. 

.d~a ~h4m~/oa. 14. Imprlm6 Io 17 janviar 1890, 17 
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w 1. Die Gruppen Akf, welche die Linienelemente der  Ebenen 

x~ ~ Const. 5- oder 7.ffliedrig transformieren.  

Wit betrachten in diesem Paragraphen diejenigen Gruppen Akf, bei 
welchen sich die verktirzten Transformationen Akf for X 2 ----Const. auf 
den erster~ oder zweiten der pag. I29 angegebenen Typen der Eberie re- 
ducieren, bei denen also Akf die allgemeine Form hat: 

~f ( ~f ~ ~f ~f i 

( k = l , 2 ,  ...,~) 

wo die X Functionen yon x 2 allein bezeichnen und im ersten Falle ins- 
besondere jedes Xk7--o zu setzen ist. Mit Hfilfe der Formeln (3') der 
Einleitung ksnnen wir aus den Incrementcn yon x~ und z, da x 2 bei den 
A~f das Increment o hat, die zugehsrige characteristische Function Wk 
von Akf berechnen. Es zeigt sich, dass diese die Form hat: 

(I) Wk :2-- I .AkX21 + .BkXly ' .~_ 2I Cky~ + Dkx~ + Eky~ + Fk + Gk(X~y~- 2Z), 

wo Ak, B I , , . . . ,  Gk Functionen yon x~ allein sind, die sich durch die 
Xkl, Xk~., . .  �9 Xk7 in einer uns gleichgi~ltigen Weise ausdrtieken, und dass 
im ersten Falle insbesondere jedes G~----o ist." 

.Es kommt nun darauf an, die Functionen A k , . . . ,  Gk yon ~ so zu 
bestimmen, dass W1, . . . ,  W, wirklich die characleristischen Functionen einer 
Gruppe sind, d. h. dass jedes {W~Wk} sich in der Form 

J 

darstellt, wo die c~ blosse Constanten sein m~ssen. Es gilt n~mlich bekannt- 
lieh der Satz: 
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Sind A i f  , . . . ,  A , f  infinitesimale Beriihrungstransformationen in x~ , x~, 

y~ , y~ , z und W~ , . . . ,  ~ ihre characteristischen Functionen, so zieht die 

Relation 
$ 

die Relation 

nach sizh und umgekehrt. Die e~k. bedeuten hierbei Constanten. 

Wir haben im vorhergehenden gleich zwei Falle zusammengefasst, nam- 
lieh denjenigen, in welehem die zugehsrige Gruppe der Ebene x~= Const. 
6-, und den, in welchem sie 7-gliedrig ist. Dass sieh abet letzterer Fall 
auf den ersteren zurfiekf~hren l~sst, kann so eingesehen werden: 

Im zweiten Falle wird eine Anzahl der Funetionen Wk die Gr~sse 
xxy I ~ 2Z, die wir kurz ~o nennen werden, wirklich enthalten. Wir 
wollen diese Functionen zlzr Unterseheidung mit P'I, 92, " ' ,  f2r bezeieh- 
nen und unter den W dann nur solehe der Funetionen (I)verstehen, 
welehe von oJ frei sin& Vorausgesetzt wird natt~rlich, dass die 9 linear 
unabhAngig yon elnander seien und dass kein Ausdruck ~ Const. 12 frei 
von oJ werde. Jedes {W~IVk} muss sieh nun in der Form 

X Const./2 + X Const. W 
darstellen. Aber die allgemeine Combinationsformel (5') der Einleitung 
lehrt, dass {1/V~Wk} ebenso wie TvV, und W~ selbst frei yon ol ist, d. h. 
es muss sein: 

X Const. w.  

Die infinltesimalen Transformatlonen (W1) , (W2) , . . .  bilden also far 
sieh eine Untergruppe. Dieselbe ist in der ganzen Gruppe invariant. Wenn 
wir n~mlich {W~/2k} bilden, so erkennen wir unsehwer, dass aueh dies frei 
yon ~o ist. Schliesslieh lehrt nun aueh d i e  Bildung yon {.9~.9k}, dass 
dieser Klammerausdruck oJ nieht enthMf. Daraus erhellf aber, dass wit 
unsere ganze Gruppe symbolisch in folgender Form sehreiben kSnnen: 

(2) 
t + r = a  
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wo jede Umrahmung die characteristi~chen Functionen einer Untergruppe 
enthMt und fiberdies andeutet, dass die betreffende Untergruppe in der 
sie zun~ichst umfassenden (und offenbar fiberhaupt in jeder sie umfassen- 
den) Untergruppe invariant ist. 

Aus dieser bemerkenswerten Gestalt (2) unserer Gruppe geht nun 
her:vor, dass die yon (W1) , ( W ~ ) , . . . ,  (~V,) erzeugte Untergruppe irre- 
ducibel sein muss, sobald die ganze Gruppe irreducibel ist. 

In der That, wenn die Gruppe der (W) reducibel ware, so lehrt 
eine Betrachtung ganz analog der in der Einleitung unter F. durch- 
geffihrten, dass auch die nachste gr0ssere Untergruppe (W1), . . . , (W,) ,  (.q,) 
reducibel sein mfisste. Anstelle der a. a. O. mit Akf bezeichneten infini- 
tesimalen Transformationen treten namlich jetzt die (Wk), anstelle der Q f  
tritt die eine infinitesimale Transformation (~21) , welche allerdings nicht 
wie jene Cf die Ebenen x~----Const, unter einander vertauscht. Doch 
dies thut nichts zur Sache und es bedarf auch keiner weiteren Erlauterung 
des Beweisganges, da er sich ganz dem frtiheren anschliesst. Ebenso 
ksnnen wir ferner zeigen, dass, wenn die Gruppe (W~), . . . ,  (W,) , (9~)re-  
dueibel ware, dasselbe yon der Gruppe (B~), . . . ,  (W,),(91), (/2~), in der 
jene als invariante Untergruppe enthalten ist, gelten wfirde u. s. w. 
Schliessliches Ergebnis ist, dass die ganze Gruppe der (W) und (9)redu- 
cibel sein mt~sste, was aber der Voraussetzung widerspricht, die wir fiber 
sie machen mfissen. 

Diejenigen infinitesimalen Transformationen der ganzen Gruppe also, 
deren characteristische Functionen von ea frei sind, erzeugen eine irreducibele 
invariante UntergruTTe, sobald die ganze Gruppe irreducibel ist. 

l~ieraus ersehen wir, dass wir uns zunachst auf die Erledigung des 
ersten Falles, in welchem W I , . . . ,  W, frei von eo ~ x ~ y ~ -  2z sind, be- 
schranken ksnnen. Sind alle Gruppen in diesem Falle bestimmt, so haben 
wir nur noch infinitesimale Transformationen hinzuzuft~gen, deren charac- 
teristische Functionen o enthalten. 

Wir behandeln also zunachst das Problem, alle Typen yon endlichea 
continuierlichen und irreducibelen Gruppen yon Beri~hrungstransformationen zu 
finden, deren characteristische Functionen die allgemeine Form haben: 

I 
(3) § B x,y, § § Dkx, § + . . . . .  . )  

wo die Ak,  B k , . . . ,  F~ blosse Functionen yon x~ bezeivhnen. 
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Wenden wir unseren Blick zur~ck auf die in der Einleitung unter 
C. fiber die ~infiihrung neuer Variabeln gemachten Bemerkungen, so er- 
sehen wir sofort, dass die Formen (3) (ja auch die Formen (I), was zu 
bemerken for spi~terhin wichtig ist) im wesentlichen ungei~ndert bleiben, 

t I ZP wenn neue Variabeln x~, x2, , Y;, Y'2 vermSge einer solchen Berfihrungs- 
transformation eingeft~hrt werden, bei denen Gleichungen bestehen von 
der~ Form. 

(4) 

xl = azl + fly', + ~, yl = rx; + 3yl + ~, 

, , I 
= pz' + ~x'~ 2 + px~y~ + 2vy', '~ + #xl + ~j~ + u, 

in denen a , ~ ,  ~-, 3 ,  e ,  ~ ' , 2 , t t , u , p , o . , r , u  blosse Functionen von 
x2 == x~ bedeuten. Solche Beri~hrungstransformationen glebt es aber in 
der That. Wir brauchen nur die Gleichungen (4) der Bedingung zu  
unterwerfen: 

d z - - y l d x l - - y / x 2  ~= p(dz'--VNx'~--y;d~;), (p ~ o) 

aus der sich durch Ausrechnung ergiebt, dass diese eine Gleichung in 
die Forderungen zerfallt: 

~z; + ~y; + ~ - -  (xxl + ~y', + r = - -  y ip ,  

~ ;  + ~y; + r -  (rxl + ~yl + r fl = o, 

I , ~  , , I py~ + pz' + ~ 2x, + ,ux~y~ + ~ vy'l 2 + #xl + ry'~ + u 
(S) 

- (rX' l  + ay; + c)(~x; + flyi + ~ ) =  y~. 

Die letzte Gleichung (5) bestimmt Y2 durch die accentuierten Variabeln, 
w~hrend die beiden ersteren wieder zerfallen in: 

(6) 

d . h .  

A = aT, 

#=,8/', 

# + p = ot,~, # = (xC, 

,, = fl~, : = p C ' ,  

p = o i l ' - - f i r  =)= o. 
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W~hlt man somit 2, # ,  ~, r ,  p in dieser Weise, so kann man die Glei- 
chungen (4) zu einer vollstandigcn Beri~hrungstransformation des R~ er- 
g~nzen. Uber die Functionen a ,  fl, r ,  5, s ,  ~', ~ yon x~ kann man dabei 
noch beliebig, doch so, dass p .  o wird, verfagen. 

Um nun die accentuierten Variabeln in die characteristischen Func- 
tionen W, einzufohren, haben wir zu beachten, dass 

dz' - -  y'~dxl - -  y;dx; = ; (dz - -  y l d X l  - -  y l d x u )  

ist. Nach dem fri~heren (pag. 12 I) mi]ssen wir also W, erst mit i mul- 
P 

tiplicieren und dann in das Product i W, die x~, x~, z', y~ vermSge (4) 
P 

einft~hren. Dadurch ergiebt sich die neue characteristische Function (in 
der wir, wie tiberhaupt yon jetzt ab, die lastigen Accente weglassen, da 
wir nur noch die neuen Variabeln gebrauchen, also keine Verwcchselung 
vorkommen kann): 

- -  ' [~ I v  ;lx~ (7) w k - ;  &c*~ + B.~r + ~ ~r ] 1 

Jr- ; [Akql~ -[- B,(a~ 2v fir) "Jr- CkT~ 
I I 

I 

I I 

Nun wcrden wir die Functionen a ,  f l ,  r ,  3 ,  r ,  (, fiber die wir noch ver- 
fagen kOnnen, so zu wahlen suchcn, dass mSglichst vide Terme in einem 
W~ verschwinden. Wir fragen zunachst, ob wir in (7) die Coefficienten 
yon x~ und y[ zum Verschwindcn bringen konnen. Dazu ist notwendig, 
dass 

Ak=' + 2Bkar + C~T'=--o, 

~fl" + 2B~po + c~o'_~ o 
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sei. Die quadratisehe Gleichung 
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A~$ ' + 2 B ~ r / +  CkV ~ = o 

muss also durch ~ = a ,  ~ = r  und durch $ = f l ,  ~7= 3 befriedigt werden, 
mit anderen Worten, sie muss die Gleichung sein: 

a ~ 

$,2 72 2 

~7 r ~ = o.  

Daraus folgt (bis auf einen Proportionalitatsfactor, den wir gleieh 
nehmen): 

I an -  

(8) ~ = r @ ,  - -  2B~ = (~a + fir)p, cA = ~flp, 

weil namlieh p - ~ a 3 - - f l ' f  ist. Zwisehen diesen drei Funetionen yon a, 
fi, ~-, # besteht abet eine Relation 

I 4 

Also l~sst slch unser Wunseh nur dann erftillen, wenn wenigstens ein 
Wk existiert, in welchem B~--AkCk  ~ o ist. Aber dann ist er auch 
sicher erfilllbar, wie man sofort sieht. Den Ausnahmefall~ in welchem in 
(3) jedes 2~--~/~4-k-~k ist, wollen wir weiter unten vornehmen, um hier 
keine Stsrung zu bereiten. 

Im allgemeinen ist unsere Abslcht, in einem wk die Coefficlenten yon 
x~ und y~ zum Verschwinden zu bringen, erreichbar. Wir haben dazu 
a ,  fl, 7,  ~ gemt~ss (8) zu wi~hlen, doeh derart, dass p ~ a d - - t ~ r  ~ o 

- -  I ~ 0 2 ~  O. X 1 bleibt. Dann hat xly 1 in Wk nach (7) den Coefficienten 2 

und Yl haben ferner die Coefficienten: 

P 

I 
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d. h. naeh (8): 
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Wollen wir auch diese zum Verschwlnden bringen, so haben wir zwel in 
und r Iineare Gleichungen zu erftlllen, deren Determinante lautet: 

fir), 

I I 4 I 
. p -  o. 

Also lassen sieh aueh diese Forderungen dureh passende Wahl yon ~ und 
r erft~llen. 

Damit ware dann 
Form annimmt: 

erreicht, dass ein ~-~ die bemerkenswert einfache 

I 

In dem oben bemerkten Ausnahmefall hat jedes Wk die Form 

(Akx, -b Fkyl)' + Dkx, -{- Eky, + Fk 

u n d e s  ist klar, dass mindestens zwei Ausdrt~cke Akxl'-FEkyl und A,xI-{-F~yl 
yon einander unabhangig und =~ o sein mt~ssen, weil sonst die zugehorige 
Gruppe der Ebene x,---- Const. nicht 6-, sondern weniger-gliedrig ware. Dann 
konnen wir die allgemeinste characteristische Function der Gruppe bilden 

.~l(Akxl -t- I-',yl)' -b } + p{(A,x, ~- F,y~)' + .} 0' # = Const.) 
I X  " " " * " ' 

wo wir nur die quadratischen Glieder angegeben haben. Diese aber hat 
jene Ausnahmeform nur, wenn ftir alle Werte der Constanten it,/~: 

ist, d. h. im besonderen ) . p -  o ist. Die Annahme, dass alle characte- 
ristischen Functionen der Gruppe jene Ausnahmeform haben, ist also an 
sich undenkbar. 

Wir kehren deshalb zum allgemeinen Falle zurt~ck. Wie wir ge- 
sehen haben, darien wir annehmen, dass unter den characteristischen 
Functionen (3) der gesuehten Gruppe eine yon der Form 

w - -   xly, + o) 
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enthalten sei, 'in der 2 und # Functionen yon x 2 bezeichnen. Ehe wir 
hieraus weitere Schlasse ziehen, bemerken wit: Alle characteristischen 
Functionen (3) haben die Form u~ -4- Ul, wo u~ quadratisch und homogen, 
u~ linear in Xl, Yl ist. Combinieren wir nun zwei solche Functionen 
u2 -t-u~ und v~ -f-v~ mit einander nach der allgemeinen Combinations- 
formel (5') der Einleitung, so sehen wir, dass in {u~ A-u , ,  v 2 + vi} die 
quadratischen Glieder nur diese sind: 

~U 2 OV a ~ ~V~ 

Diese Bemerkung ist far das folgende, w o e s  uns immer nur auf die 
quadratischen Glieder ankommt und wir deshalb nur diese berechnen, 
yon Nutzen. 

Sieherlich muss ein Wk ein yon Null verschiedenes Ak haben. Wir 
combinieren dasselbe mit obigem W und erhalten: 

(Bkx I J[- Ckyl)~y 1 - - ( . ~ k X l  --~ .BkYl) ~X 1 + . . .  

Unter den Wk kommt daher sicher eine Function vor yon der Form: 

(r + ~y~) + . . . ,  (~ ~ o), 

wo natt~rlich r und v Functionen von x~ bedeuten. 
mit W giebt: 

( ~  ~x~) + . . . .  

lhre Combination 

Combinieren wir dies wieder mit W und fahren wir so fort, so ergeben 
sich successive die Functionen: 

wo r =I= o ist. 
Acta mathemat lea ,  14. Impr imb le 18 janvier 1890. 

~x~ + ry~ + . . . ,  

~(~x, ~ + rye) + . . . ,  

~4QrX~ ~ l + ~ y ~ ) + . . . ,  

Dies kann, wenn die Gruppe endlich sein soll, nur so ge- 
l8 
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schehen, dass 
I und also: 

gesetzt werden. 

d. h. auch 

Oeorg Scheffers. 

= Const. ist. Dann aber darf  2, da es ~ o ist, gleich 

w =  xly~ + ~(x,) 

Wie wir  soeben sahen, kommen die Functionen vor:  

~x~ + ry~ + . . . ,  ~x,: - -  ry  ~, + . . . ,  

~x[ + . . . ,  
wo sicher a ~ o ist. 

Ganz analog (indem wir wissen, dass schliesslich unter den }$~ noch 

eines, dessen Ck :4= o ist, existieren muss) ergiebt sich cine characteristische 

Function 

PY~ + . . . ,  

WO p sicher ~= o ist. Wi t  bilden: 

{o.x~ + . . . ,  py~ + . . . I -  - -  4~pxly, + . . . ,  

{o.x~ + . . . ,  ~pzly, + . . . ]  = - - - ~ , ' p x ' ,  + . . . ,  

2 2 
{a pXl -I- . . . ,  pY~ -I- . . . } = - -  4'72P'xlYl A- . . .  

u. s . w .  So ergeben sich successive: 

apxly 1 - ] - . . . ,  a~p~xlyl - ] - . . . ,  a3p3xly~ + . . . ,  

was nur  so angehen kann, dass ap = Const., d. h. etwa _: i ist. Dann 

haben wit  die beiden characteristischen Functionen 

~x; + . . . ,  ~y~, + . . . .  

Wir  bilden weiterhin: 

o'x~ + . . . ,  ~ A,x] -]-- B~x,y, + ~ Qy] + . . .  - - - -  .." 

{r + . . . ,  ~x~(B, zl + c,y,) + . . . } - - -  :,,'C,x~ + . . . ,  

~Yl + . .  

~Y, + . .  

! 

,~'C,x', + . . .  I =- 4oC,,xly,  + . . .  

., oC, x,y,  + .  ~ :C,y~ + . . .  
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Wenn also 
I 

'--A,~ + B,x~y, +-~ C,y~ + . . .  
2 

vorkommt, so kommt auch 

vor, analog natt~rlieh auch 

und daher schliesslich noeh 

C,y~ + . . .  

A,x ~, + . . .  

B~xlyl + . . . .  
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Ausser solchen Functionen, welehe nur linear in xj ,  Yl sind, enthMt also 
die Gruppe nur noch solche yon der Form: 

X l V  1 + tt-g( X f t  ) ,  

Iy~ + 
o~  + . . . ,  7, " '" 

.a,x~ + . . . ,  .B,x,y, + . . . ,  C,y~ + . . . .  

Da sich ergiebt 

{~x~ + . . . ,  ~,x,y, + . . . }=_ - -  2~.B,x~ + . . . ,  

{~B,x~ + . . . ,  t~,z,y, + . . .  } _ ~ -  2 ~ x  ~, + . . . ,  

�9 . �9 �9 , . . �9 �9 �9 o 

so muss /Y~- Const. sein. Da schon die characteristische Function x~y 1 + p  

vorkommt, so k6nnen wir B, ~ o setzen. Welter ist 

{~x~ + . . . ,  c,v~ + . . . } = -  4~c,x,v, + . . . ,  

also aC~ -.Const. Ebenso kommt _i A~ ----- Const., d. h. a 

A~ ~- Const. ~r, Q ~_ Const. i ,  
�9 d r  

sodass wit offenbar, da schon o-x~ J r . . .  und ~y~ + . . .  vorkommen, 

A,-= C,---o 
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setzen diirfen. Mithin 
diese t~brig 

w , - -  ~x, ~ + . . . ,  

Georg Scheffers. 

bleiben von den quadratischen Functionen nur 

Dutch 
mation 

E i n f ~ i h r u n g  n e u e r  V a r i a b e l n  vermSge der Bert~hrungstransfor- 

i i d  
I (9) X'l ----- x~ /~ ,  Y'~ = Yl ~/[T' x2 -~ x2, y~ y~ 2 a xly~,  z' z ,  

bei der 
dz '  ~ y;dx'~ - -  y '2dx;  - -  d z  - -  y ~ d x l  - -  y~dx~  

wit sofort, dass diese drei characteristischen Functionen wird, erkennen 
auf die speciellere Form gebracht werden konnen 

w , -  x~ + . . . ,  w~ = x,y, + ~(x~), w~_= y~ + . . . ,  

wi~hrend die linearen W~ ihre Form nicht wesentlich andern. 
Es ist etwa: 

W 1 =_ x~ .gf_ axl .3[_ by, -~ c,  

wo a,  b , . . . ,  f Functionen von x 2 sind. Ihre Combination mit W~ liefert 
die characteristischen Functionen 

2x~ ~ aXl .4- bye, 2y~ - -  dxl  + eye. 

Addieren wir die Halfte der ersteren zu W I und subtrahieren wit die 
HMfte der letzteren von W3, so ergeben sich die Functionen 

i 3 3dx 1 _~I 

Ziehen wir ihr doppeltes yon W~ resp. W 3 ab, so kommt 

x ~ -  :byl + c, y] - -  :dzi + f. 

Wenn wir mit diesen wie soeben mit W 1 und W 3 verfahren, so kommen 
die characteristischen Functionen by~ und dx~ ,  sodass wir einfach 

Wl - x~ -4- ,~, W~ = xly~ + ~ ,  W.  --  y~ "4- 
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setzen d~rfen, wo )~, # ,  ~ blosse Functionen yon xs sind. Klammeropera- 
tionen zwischen diesen dreien lehren leicht, dass wir sie endlich in der 
Gestalt annehmen konnen 

x~ , x l y l  , y~. 

Die iibrigen, in xl und y~ linearen characteristischen Functionen der 
Gruppe, yon denen sicher drei existieren miissen, da die zugehorige Gruppe 
in der Ebene x~ = Const. 6-gliedrig sein soll, haben die Form 

a(x2)x~ + b(x~)y, + c(x,). 

lhre Combinationen mit x~, xiy 1 und y~ ergeben, dass axe, bx1, aye, bye, 
c , a ~, ab , b 2 characteristische Functionen sein mfissen. 

Somit ergiebt sich schliesslich die typische Form 

I. 

x~, xlYl, Y~, 

~,(x2)x,, ~(x2)yl, ~ ( ~ ) ,  ~ " , ' ~  ..... k=l,2~...,t 

wo jedes A, A j =  ~_ Const. B sein muss. 

Wir ksnnten diese Gruppe auch in ihren infinitesimalen Transforma- 
tionen schreiben. Doch unterlassen wit dies, da sie dadurch nur un- 
i~bersichtlich wird. 

Um nun den zweiten Fall zu behandeln, in welchem auch charac- 
teristische Functionen /~ mit einem Gliede in eo --~ xly  1 - -  2z auftreten (vgl. 
pag. I3@ haben wir zuni~chst eine solche Function s zum Typus I. 
hinzuzuffigen. Ihre Combinationen mit jenen Functionen mi~ssen in Ge- 
massheit der Gestaltung (2) der Gruppe sich dutch die Functionen des 
Typus I. allein linear mit constanten Coefficienten ausdrficken. Wit  er- 
halten aber, wenn wir setzen: 

~2~ ! Ax~ + Bxlyl  + i ~ --'~ 2 5 Yl + DZ1 + -Eft1 + F + Go, 

durch Combination mit x~: 

--:z~(Bx~ + or + E), 
mit x,y~ : 

A z l -  C~ + D z l -  ~y,, 



142 

mit y~: 

mit 21~xl: 

mit A,yl:  

mit Bk: 

Georg Scheffers. 

2V~(Ax~ + .ey~ + 9), 

--A,(Bx, + @, + E - -  Gx~), 

A,(aZl + By, + D + GV,), 

Also sind A ,  ~B, C Constanten, die wir offenbar ~ o annehmen ksnnen 
Ferner wird 

E =  ~ Const. A~, D -~ ~ Const. A, 

und deshalb daft  auch E = D ~ o  angenommen werden. /~kG muss unter 
den B~ enthalten sein, also auch ( .BkG) .G = BkG 2, ferner BkG 3 etc., 
woraus aber, da nicht alle B ~ -  o sind, lediglich G--Const.  folgt, sodass 
wir 

setzen mtissen. 
Damit ist der Typus gefunden: 

II. 

x~, xlYl ,  Y~, 

A,~,: A,yl, Bk, 

(wo jedes A~Aj ~ ~. Const. Bk) 
i~1,2,.. . ,~, k~] t2  r.,.,t. 

XlYx - -  2z. 

Eine weitere Function Q~ mit to ksnnen wir offenbar nicht hinzu- 
ffigen; sie warde sich ja auch auf x~y~ ~ 2z reducieren. 

Ob nun die beiden Typen I. und II., welche hiernach die einzigen 
sind, die es giebt, wirklich irreducibel sind oder nicht, wollen wir erst 
an einer sp'~teren Stelle entscheiden. Wit  werden ihre Irreducibilitat 
nachweisen, natiirlich nur unter der Annahme s , t  > o. 
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w 2. Die Gruppen  A~f, C~f, deren Untergruppen  A~f die I, in ien-  
elemente de~" .Ebenen x~ = Const. 6- oder 7-gliedrig transdformieren. 

Wir wissen (vgl. pag. I23), dass, wenn die Ebenen x~ ~ Const. bei 
einer der gesuchten irreducibelen Gruppen yon Beriihrungstransforma- 
tionen des R 3 wirklich unter einander vertauscht werden, alsdann die- 
jenigen Transformationen der Gruppe, welche diese Ebenen samtlich einzeln 
stehen lassen, eine invariante Untergruppe erzeugen. Wenn nun bei diesen 
Transformationen die Linienelemente der Ebenen x 2 --=-Const. 6- oder 7" 
gliedrig vertauscht werden, so ksnnen wit diese Untergruppe offenbar in 
der Form I. resp. II. des vorhergehenden Paragraphen annehmen, denn 
diese Formen werden aus den allgemeinen Formen derartiger Gruppen 
dudurch gewonnen, dass man gewisse Beriihrungstransformationen ausfiihrt 
(vgl. im vorigen Paragraphen die Formeln (4), (5), (6) und (9)), bei denen 
stets x~ selbst unge~indert bleibt. (Ware bei densclben auch x~ transformiert 
worden, so di~rften wir die Untergruppen nicht ohne weiteres in der 
Form I. oder II. wi~hlen.) Zu diesen Untergruppen treten dann noch x, 
2 resp. 3 Transformationen hinzu, welche die Ebenen x~ ~-Const. unter 
einander vertauschen und die wit fri~her (pag. x:3) durch C~f, C2f, C~f 
bezeichnet haben. 

Bei C,f erhi~lt x~ dus Increment 3t, bei C~f das Increment x23t und 
bei Caf das Increment x~3t. Wenn wir aber unter W1, W2, W a die zu 
C~f, C~f, CJ  gehSrigen characteristischen Functionen verstehen, so hut x 2 
bei diesen drei Transs nach den Formeln (3') der Einleitung 
die respectiven Incremente 

Mithin ist 

~w, ~w~ ~w~o~ ~y, 8t, (~t, ~ . 

ow~ ow, ow. 
- -  I ,  ~ X  2 ----X~ 

und W~, W2, W~ haben somit die Formen: 

(~) w~ ~_ x~-'y2 + o . (x l ,  x2, y, ,  z). (.-1,,,~) 
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Die Functionen r r r mfissen wit nun im folgenden dutch die 
Forderung einschri~nken, dass C~f, C2f , C3f mit den Transformationen A f  
der Gruppe I. resp. I[. wieder Gruppen bilden miissen, sodass I. resp. ]I. 
in diesen Gruppen die Rolle invarianter Untergruppen spielen. .Es muss 
also 7edes (Akf, C,,f) sich dutch die Transformalioneu ~4f yon I. res T. II. 
allein linear mit constanten Coefficienten ausdriicken. Dies gilt stets, ob nun 
nur Q f  oder ausserdem C~f oder schliesslich alle drei 6) r zu den Trans- 
formationen I. resp. II. hinzutreten. Wenn aber (A, f ,  6,~f)sich durch 
die A f  allein ausdrtieken soll, so muss dasselbe fiir die Combination der 
zugehorigen characteristisehen Functionen gelten. Daher berechnen wir 
im folgenc]en die Combinationen der W~, W2, W~ mit den characte- 
ristischen Funetionen der Typen.I.  und II. in Gem'~ssheit der Formel (5') 
der Einleitung. 

Es kommt nach (~): 

(2) 

i. {x?, w~} =__--2x, ~s, 

*~ w,,,} _~ 3" lYl , 

4. {A,~,  wo} ~_--  A , ~  

3 r  , m--I 5. {a,y~, w . I -  A, ~-~--  A , y ~  , 

. 

. 

- -  - -  Xl - - ~ -  z , 

xt 0z~ Yl ~ '  

2yl ~ + y~ - ~ ; ,  

- - -  . 4 ,  x l  X~ - -  A , X l  ~ ,  

{B., W~}-- - -  t3;x~ -1 - -  B~-~;;, 

Um uns bequemer ausdrtlcken zu ksnnen, wollen wir den Fall, in 
welchem die Linienelemente der Ebene x 2 = Const. bei festgehaltenen 
Ebenen vermSge I. transformiert werden, den Fall G6, den, in welchem 
sie vermSge II. transformiert werden, den Fall G 7 nennen. 

Nach dem obengesagten mflssen sich nun im Falle G~ die Func- 
tionen (2)~, ( 2 ) 2 , . . . ,  (2)~ (lurch dig in [. vorkommenden, im Falie G 7 
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die Funetionen (2)~, (2)2, " " ,  (2)~ dureh die in II, vorkommenden eharae- 
teristisehen Funetionen linear mit  eonstanten Coeffieienten ausdrtieken. 
In be iden  Fallen massen also die Funetionen ( e ) x , . . . ,  (2)r jedenfalls 
linear in z sein und zwar muss z einen eonstanten Coeffieienten haben 
(der im Falle G G sogar gleieh Nul l  anzunehmen ist). (2)~, (2)~ und (2)4 
lehren also, dass 

samtlich nur linear in z sein k0nnen (denn die A~ und Be in I. oder II. 
sind nicht siimtlich ~ o). #~ hat  daher die Form: 

(3) r ~ + r  ~ ,  v,)z + e,,,(~,, ~ ,  vl), ~,,=,,~,~, 

wo Zm nur yon x 2 abh~ngt. 
Aber noeh mehr! Infolge yon (3) kommen 

( 2 ) ~ , . . . ,  (2)~ folgende Coeffieienten von z vor: 
in den Functionen 

(4) 

I .  ~ 2X 1 ~y~ 

2.  

. 

Xl ~x t Yl ~y~ 

2ffl ~ + 2YlZ.,, 

~Yl 2A~xlZ..~ 

5. Ai ~r 
~Xt 

6. - -  ~ X , . .  

Sie m~ssen constant sein. Nach (4), und (4), ist also: 

~ Yl -~y , )  ~ 2A~xly1Z,~ -~ x l  Const. + y, Const., 

daher nach (4)2 aueh: 

A~. Const. - -  2A~x~ylzm ~ xi Const. + y~ Const., 
Ada ~ h c m a t ~ .  14. Imprim6 le 2fi janvier  1890. 19 
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was, da A~ nur yon x~ abh~ngt, nicht anders mSglich ist, als dass samt- 
liche Summanden einzeln gleich Null sind. Wit erhalten dadureh 

(s) z ~ o ,  

und ausserdem muss (4)2 gleich Null sein, d. h. es ist 

(6) 

(4), und (r 

,/,., =_ r , ~.,). 

w e r d e n  n u n m e h r  z u  

- - - ~ 1  - -  , j l ~ - ~ . -  �9 
~ ( z , y , )  "~ , y , )  

Dies aber sind nut dann Constanten, wenn r frei yon x l y  1 ist. 
Somit crgiebt sich nach (3), (5) und (6): 

Es ist aber for die folgenden Betrachtungen bequemer, 4),, in dieser Form 
zu schreiben 

I 
(7) (~m ~ Cm(X2)~ - -  2Z) -~- O)m(X, ' X2, y,),  (m=1,2,3) 2 

wo r eine Function yon x 2 allein bedeutet. Diese Form stimmt im 
wesentlichen mit der vorhergehenden ~'lberein. 

Wenn wir diesen Wert (7) in die Formeln (2) einfi~hren, so ergiebt 
sieh, dass 

{XlYl,  Wm}~ IXlVl , O)m}~ $2, 

{y~, wo} -{v~, o~} :_z~, 

t { A , x , ,  w , n  - -  x,., - -  

Die rechten Seiten S ~ , . . . , S  G resp. S ~ , . . . , S  7 mfissen sich, wie wir 
wissen, als characteristisehe Functionen des Typus I. resp. II. dars*ellen. 
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Wir bilden nun: 

s, + ~ & = A , (  ~ ~'~176 : ~ . ~  x~ y--~ ~ ~x, x, ~ , /  - -  4 A ; x ; - ' - -  zA,r 

und 
I I 2 ~r 2 O0)m 

xl Yl axl xl ~Yl ' 

Relationen, yon deren Richtigkeit man sich durch Ausrechnung fiberzeuge. 
Hieraus folgt: 

2 2__S ( '  I )  -- 4A,x2 .%s, + y, o ~ A ,  ~ S, + v,-" S~ - -  ' ~- '  - -  :A , r  

Die S besitzen, da sie characteristische Functionen von I. resp. II. sein 
mi~ssen, s~mtlich die Form: 

Const. x~ -k Const. xlyl -t- Const.y~ 

-k • Const. Axl + Z Const. Ayl -I- ~. Const. B -k Const.(xlyl - -  2z). 

Wenn wir also in unserer letzten Identitat die yon x~, yl ,  z freien Glieder 
links und rechts vergleichen, so ergiebt sich: 

~2 Const. A ~_ Const. A~ . . . .  1 ~1ir  m 4 A ~ X 2  - -  2 

d. h.: 

(8) 2 A~x~ '-~ + A, ,r ~ Z Const. A. 

Daraus folgt nach den obigen Werten yon S 4 und S~, dass ebenso wie 
S 4 und S~ selbst auch I Atx,, w,,} und [A,yt ,  eo~} characteristische Func- 
tionen des Typus I. resp. II. sein mfissen. Weil ferner in S 6 

ist, du Bk und eo~ blosse Functionen yon x 2 resp. xl ,  x 2 , y~ sind, so ergiebt 
sich, da S 6 auch characteristische Function yon I. resp. II. sein muss: 

(9) t3'kx': -I -I- 17~r =__ ~. Const. B. 

Unsere Betrachtungen lehren also, dass die Combinationcn der chamc- 
teristischen Functionen yon I. resp. I[. mit eo~ allein (statt mit W~) wieder 
characteristische Functionen yon I. resp. II. sein mi]ssen, d. h. dass die 
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Gruppe L resT. II .  mit der zu co,, gehSriger~ infinitesimalen Beriihrungstrans- 
formation eine Grup2~e erzeugt, welche die Gruppe L resp. I I .  zur invarianten 
Untergruppe hat. Diese (grSssere) Gruppe muss nun wiedcr eine der ty- 
pischcn Formen I. resp. II. haben, d. h. co,, hat die Form: 

tO,, ~__ az~ -~- b.vly I -~- r .~- D z ,  .qL Eft,  --~ F .qL g ( x l ~  ' __  2Z), 

wo a ,  b, c , g  Constanten sind (yon denen im Falle G 6 g - ~  o ist) und 
D ,  E ,  F Functionen yon x~ bedeuten. 

In der characteristischen Function(I), welche jetzt die Form hat 

7" m--I I ~ . ,  ~ x~ y~ - -  ~ r 1 6 2  - -  2z) + ,o,., 

k0nnen nun aber offcnbar die Glieder gestrichen werden, welche far sich 
gcnommen characteristischc Functionen yon I. resp. ]I. sind. Mithin dfirfen 

wir setzen 
eO,n-~ D x  1 + .Eff l  -'~ F ,  

Gerade so wie pag. I41 ergiebt sich hier weiter, dass Dxl ,  E x l ,  Dy 1 , ~Ey~ 
characteristische Functionen yon I. resp. II. scin miissen und also D ~ _ / ~  o 
gesetzt werden kann. ~o,, reduciert sich also schliesslich auf eine blosse 

Function yon x~. 
Im Falle G v muss iibrigens wegen 

{x , y ,  - -  ~z ,  ,o,~} = - -  ~,o,,, 

w,, characteristischc Function yon II. sein, d. h. dann darf co,,---o gcsetzt 
werden. 

Die Formcln (8), (9) und nach (I) und (7): 

( i o )  , n - - I  . .  I T~,,~-X2 f f 2 - - - ~ r  - 2' 0 "4- O),n(J;2) , 

wo im Fall G 7 con, ~ O ist, stellen das Resultat unserer Betrachtungen dar. 
Wenn wir nunmehr vermOge dcr cndlichcn Bcrt'lhrungstransformation 

x, = p r  Yl = pY',, 

J~ = p~y ' . - -H . ' ( .~ ;u ' . -  2z') + ~'r 

z = p ' z ' +  . (x ; ) .  
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WO 

& ~ Vl d',~l - -  V2 t'/x2 = P '  ( d~ '  .5..._ y ;  ( /x;  - -  Y'2 d'~4) 

ist und im Falle G 7 a(x2)~ o angenommen werden soll, neue Variabeln 
in Gemassheit der unter C. in der Einleitung gemachten Bemerkungen 
einfiahren, so andern sieh die Typen I. und II. nicht wesentlich. Wohl 
aber ist W~ zu ersetzen durch: 

I ( x m _ l  , I > ;V; m-1 

, , I Yrf'm - - ~  r (<Vl- =') + )o~  + ~ O% 

W~,hlen wir also p(x'2) und a(x;) so, (lass: 

e ' (~)  ~ 
e(~;) 2 r = o, ~'(x;) + o,, (x;) + .(x,) r ~ o 

wird, was immer moglich ist, ohne dass p -  o zu werden braucht, so folgt, 
dass W 1 die einfaehe Form annimmt: 

(I,) Wl -v~, 

wenn n~mlieh in den neuen Variabelnbezeichnungen die unnOtigen Accente 
weggelassen werden (und zwar gilt dies aueh im Fall GT, denn dann ist 
ja % _~ a - -  O zu nehmen). 

W 2 und W 3 i~ndern ihre Form nieht wesentlich bei Einfi]hrung jener 
neuen Variabeln. 

Wir erledigen nun naeh einander die 3 Fi~lle, wo I) nur W1, 2) auch 
Hq, 3) alle drei W zu den charaeteristischen Functionen I. resp. II. hin- 
zutreten. Zu bemerken ist, dass die obigen Formeln fiir alle drei Fhlle 
gelten. Auch ist klar, class mit (8), (9) und (xo) alle Bedingungen, welche 
aus der Forderung dec Gruppeneigenschaft fiiessen, ersehopft sind, aus- 
genommen die aus den Cornbinationen der W unter einander folgenden. 

E r s t e r  F a l l :  m = i .  

Hier tritt zu I. resp. II. nut hinzu nach (i i): 

W 1 =-y~ 
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und (8) und (9) liefern ft~r m = i :  

2A~ -- ~ Const. A,  .B~. ~_ ~ Const. B. 

Diese Glcichungen lehren, dass die A die Formen haben: 

x~'e ~'~ (~,~ = o ,  I , . . . ,  s , ,  a, ~-- Const., i = I , 2 ,  �9 . . ,  8)  

und die 1~ die Formen: 

x~e ~ *  (rk = o ,  i , . . . ,  tk, s = Const., k = I , 2 , . . . ,  t ) ,  

abet natiirl ich derart, dass immer, wie in Typus I. und II. verlangt  wird, 
das Product  zweier A ein B ist. 

Bertlcksichtigen wir dies, so ksnnen wir schliesslich im vorliegenden 
Falle  folgende beiden Typen angeben: 

III. 6it = O~ I~  2 ~ . . . , 8 i ~  

T k ~ O  , I ~ 2 ~ . . . ~  ~:~ 

x~ , x l y l  , Y~ , 

x2 e y~ x2  e ~ 

a~ -~ Const., i = I ~ 2 , . . . ,  8 ,  

flk = Const., k = I ,  2 , . . . , t ,  

sodass jedes x~'+% (~'+"~)~ die 

Form ~ Const. x~e ~'~'- hat. 

und: 

IV. 

Dieselbcn characteristischen Functionen wic bei III. 

und ausserdem noch 

xly 1 - -  2Z. 

Z w e i t e r  F a l l :  m = x , 2 .  

In diesem Fallc tritt  zu III. resp. IV. nach (1o) noch hinzu: 

I 
w ~  =- x,y~ - -  ~ r  (~1yl - -  :z) + % .  
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Well: 
~ W , _ _  I , {w~, w~}-{y~, w~}~ ~.,_ ~r 2~) + ,o; 

ist, so muss die reehte Seite eine eharaeteristisehe Function des Typus I. 
resp. iI. sein. 

Im Falle G 6 ist daher ~b~ ~_ o, im Fall G~ ~b; _~ Const., in beiden also 

r -~ - -  2ax~ - -  2b 

zu setzen, wo a und b Constanten bedeuten, derart dass im Fall G 6 a = o 

gesetzt werden muss und im Fall G 7 b = o gesetzt werden daft  (da dann 
x l y  ~ ~ 2z in der Gruppe selbstandig auftritt). 

(8) und (9) ergeben far m = 2: 

2A;x~ + A ~ ( - -  : a x :  - -  2b) ~ ~2 Const. A, 

B'kx~ + . B k ( - -  2ax2 - -  2b) ~ Z Const. 17. 
Da ffir 

A, ~ x~'e~ Bk ---- x~'e n.~ 

die Relationen bestehen: 

A~x2 ~ aiAi  n t- a ,x~A, ,  

so kSnnen wir dafiir schreiben: 

(~o.~ + 2~,x2 - -  2ax2 - -  2 b ) A , ~  E Const. A, 

(rk + flkx~ - -  2ax2 ~ 2b)Bk = • Const. B, 
do h.: 

( 2 a , - -  2 a ) x 2 A , ~ . C o n s t . A ,  ( i l k - -  2 a ) x ~ B k - ~ Z C o n s t .  B .  

Wenn somit 2 a , -  2a nicht ftir jedes a, gleich Null ist, so ist mit A~ 
aueh stets x2A~ tines aus der Reihe der A. Da jedoch die gesuchten 
Gruppen endlich sein sollen, so darf dies nicht sein, d. h. es ist 

Ebenso folgt: 

d. h.: 
l , ~  2~  ~ O~ 

~; ~ as ~k ~ 2 a ,  
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D'r also nut  ein a~ 
B die Functioncn: 

resp. 
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----a und cin /~k ~ ~a vorkommt, so sind die A resp. 

e2a.v~ ~ 2 e 2 a x : t  , , . ~ ~ 2 a x 2 ~  

wo, da jedes Product zweier A sich durch die B ausdrt'icken lassen muss, 
notgedrungen 

t >  2s 
ist. 

Ferner wird jctzt: 

wo to;, wic die obige Combination {W 1W~I Iehrte, characteristische Func- 
tion des Typus I. resp. II. sein muss. 

Im Falle G Gist abet, wic gesagt, a ~ o und also to~ yon der Form: 

sodass 

t 

eo~ ~ ~ :  Const. x~, 
0 

t4-1 

eo~ ~ ~ :  Const. x~ 
0 

wird. Da abet 
so dtirfen wit einfach 

setzen, sodass sich der Typus ergiebt: 

I ,  x.2, x~,  . . . ,  x~ sclbst characteristische Functionen sind, 

(e=ConsL) 

V. 

x~ , x ly l  , Y~, 

2 5 
X 1 ~ X ~ X  1 ~ X ~ X  1 ~ . �9 �9 ~ X ~ X 1 ~  

$ 

I , x~ , x~ , , x~: 

Y ~  

x2y~ "4- b ( x l y ~ -  2z) "4- cx'~ +~ �9 

t : >  2 s .  
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Im Falle G 7 dagegen lasst sich b ~ o machen, auch ist d~nn nach 
dem frt~heren (siehe S. I48 ) eo~ ~ o zu setzen. Also wird d~nn 

Ftihren wit neue Variabeln vermSge der Berfihrungstransformation 

[ x~ = e~ x ,  = x; ,  z = e~'~"z ', 
(~ 2) ] = ~ ' = e ~ ' ~ " y ~ -  a e ~ " X " ( x ; y ; -  2z') Yl e Y l ,  Y~ 

ein, so bleiben x~, x ~ y ~ ,  y ~ ,  x l y l  ~ 2 z  als characteristische Functionen bis 
auf andere Variabelnbezeichnung ungeandert, wahrend die 

a ax~ a ax~ *c 2aX~ 
X~6 gC 1~ X 26 YI~ X2 ~ 

resp. tibergehen in 
?0" ~' IO" ~' X~X 1~ X~yl~ ~T. 

Anstelle yon W~ tritt 
y~ ~ a ( x ; y ;  ~ 2 z ' ) ,  

anstelle yon W~: 
2 Y 2  ~ 

D u  x~y~ ~ 2z '  in der transformierten Gruppe selbstit, ndig auftritt, so k0nnen 
wir in dem neuen W~ a----o setzen und es folgt der Typus: 

VI. 

x~ , xlyl , Y[, 
# 

X l  :P X 2 ~ l  ~ X22~1  ~ �9 . �9 ~ X 2 X l ~  

$ 
Yl , x~y l  , x~y l  , �9 , x ~ y l ,  

I , x ~  , x ]  ~ . . . , x ~ ,  

y~ ~ x ~ y ~  

X~yl  ~ 2Z. 

(~ > :s). 

1 ) t i t t e r  F a l l :  m ~ i , 2 , 3 .  

Hier tritt zum Typus V. resp. VI. noch hinzu 

I 
w ,  =- x~y~ - -  ~ r (z~y~ - -  2~) + ~ .  

A ~ a  mat&m~ti~a. 14. I m p r i m ~  le  21 j~uv te~  1890. 20 
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Es ist niimlich zu beachten, dass die Einft~hrung neuer Variabeln vermSge 
(,2) die Form yon W~ nicht wesentlich geitndert hat. (8) und (9) er- 
geben nunmehr  ft~r m ~ 3: 

(x3) 2A~x~ + Adb,= Z C o n s t . A ,  

(I 4) fl~,x] + .B~ r -- ]~ Const. B.  

Far  das specielle A~ = I kommt sofort: 
$ 

~b 8 -- Z Const. A ~- Z,,cox~. 
0 

In (I3) eingesetzt giebt dies far  das letzte A~----x;: 

d. h. es ist 

2sx; +1 + x; ~,c.x~ ~ ~o .Const. x; ,  
0 

3 8  "Jr- C 1 ---~ O~ C~ ~ C a ~ -  .. �9 ~ C a ~ 0 

also: 
~ ~ C  o ~ 28X~. 

In (I4) eingesetzt folgt ftlr B~ = x~: 
t 

tx; +1 + z~(co--  2sx,) = Z0 ~Const.xL 
d . h . :  

t ~  2 8 .  

offenbar alle Relationen (x3) und (I4) hn  i~brigen werden jetzt 
erftillt. 

Wir combinieren nun:  

(,s) aw, _ :z,Y~ + s(x,y,  - -  :z) + ~;. {w1, w~}_--{y,, w 0 } -  ~.  _ 

Im Falle G~ muss dies characteristische Function yon Typus V. sein, 
d. h. dann muss 

( s - -  ~b)(x,g~- 2~) + , , , ; -  ~cx; +' 

characteristische Function vom Typus I. sein. Folglich haben wir: 

2a 

' - -  2cx] "§ ---- E~T~x~, (7"7 = Const.). (I6) s ~-- 2b; co., o 
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Wir  bilden noch in diesem Falle G~: 

{ W,  W,  } - -  - -  xlY~ - -  c(t + ,),~'+~ + s'~2(x,Y, - -  2~) + x~','; 
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- -  W 3 + (")sx, 2 - - ~ c o > ( x l Y  1 - -  22 ~) .-~ 2(1) 3 - - c ( t  + I)X~T2-Jl - x2(/);  

Die rechte Seite mit Ausnahme yon W~ muss characteristische Function 
yon (i)  sein, d. h. es ist zunachst: 

I 
2 8 X  2 ~ .  ~ C o ~ O ~ 

daher s = c o 

a,3 = cx~ + fox, + d. 
Eingesetzt folgt, dass 

2cz~ + 2roX~ + 2 d -  cx~ + :cx~ + roZ~ 

characteristische Function sein muss, d. h. es ist: 

und folglich lautet der 

gestrichen werden darf: 

VII. 

= o,  also nach (I6) b = o; wegen t = 2s = o ferncr: 

c = ~-o ~.-.~. o 

Typus im Fall  GG, da in t% 

x~ , x l y l  , Y~, 

y~ , x~y2 , x]y~. 

(d=Const.) 

die Constante d 

Im Fal l  G 7 endlich ist t% ~ o ,  also auch (I5) wirklich eine charac- 
teristische Function vom Typus VI. Wi t  haben dann noch zu combinieren, 

indem w i r c  o wegen x l y  1 ~ 2z  streichen dtlrfen: 
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d. h. es ist 

sodass r ~ o wird. 
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s-----o und daher t =  2 s = o ,  

Der Typus lautet folglich: 

VIII. 
y~ , x~y2 , x~y~, 

Z1 Yl - -  2Z. 

Hiermit sind nun atle Typen uufgestellt worden, bei denen die Linien- 
elemente der Ebenen x 2 --~ Const., wenn diese festgchalten werden, 6- oder 
7-gliedrig transformiert werden. 

Die Frage, ob die Gruppen III. bis VIII. nun auch wirklich irreducibel 

sind, ist noch nicht entschieden. Doch ist soviel klar, dass alle unsere 
Typen irreducibel sein mi~ssen, sobald es jede Gruppe vom Typus I. ist. 
Dies aliein bliebe also noch nachzuweisen, denn alle Gruppen II. bis VIII. 
enthalten Untergruppen yon der Form I. Den Beweis verschieben wir 
auf spi~ter. 

w 
X~ 

D i e  G r u p p e n  A t  f ,  w e l c h e  d i e  L i n i e n e l e m e n t e  d e r  Ebenen 
== Const. z e h n g l i e d r i f f  t r a n s f o r m i e r e n ,  u n d  d i e  z u g e h 6 r i g e n  

G r u p p e n  v a n  d e r  F o r m  A , f ,  C~f. 

Es mOgen in allem folgenden W 1 , . . .  , W~0 die characteristischen 
Functionen derjenigen infinitesimalen Transformationen bedeuten, welche 
die irreducibele I o-gliedrige Gruppe yon Bertihrungstransformationen der 
Ebene (xl, z,  Yl) erzeugen (siehe pag. ~29). Es sei also 

WI ~ I , W~ _~ xl , Ws - -  y,  , W ,  ----- x~ , W~ ---- x~y, , W6 ---- y~ , 

W7 ~ X l y  1 w 2z,  

=_ y ,  - -  2z) . 
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Alsdann hat die allgemeine infinitesimale Transformation derjenigen 
Gruppe, die wir jetzt auf~uchen, eine characteristische Function yon der 
Form 

l0 

wo die ~ok~ Functionen yon x~ allein bezeichnen. Es geht dies unmittelbar 
aus den ersten Betrachtungen des w I hervor. Die gesuchte Gruppe sei 
r-gliedrig, sodass r ~  io ist, well sonst die gesuehte Gruppe in der Ebene 
x~ ~ Const. die Linienelemente weniger als Io-gliedrig transformiert. (Vgl. 
in der Einleitung unter E.) 

Da die Gruppe der (/2) also die Linienelemente der Ebene allgemeiner 
Lage x 2 ~ Const. gerade i o-gliedrig transformiert, so giebt es gerade 
( r - - i o )  unabhangige infinitesimale Transformationen der Gruppe, welche 
alle Linienebene ,einer bestimmt gewahlten Ebene allgemeiner Lage x2 ~-- x ~ 
einzeln stehen laisen. Es giebt also unter den/2 ( r -  io) characteristische 
Functionen - -  d~e wir durch ~ l , . . . ,  ~- i0 bezeichnen wollen - - ,  deren 
zugehsrige Transformationen die Linienelemente der Ebene x2 ~ x~ samt- 
lieh invariant laSsen. 

! 

Ist r gerade gleich I0,  so bleiben die Linienelemente in allen Ebenen 
x~ --~ Const. lest, sobald sie in einer Ebene x 2 ~ Const. festgehalten werden. 

Ist dagegen r > Io, so erzeugen die zu r  ~-~0 gehsrigen in- 
finitesimalen Bertihrungstransformationen eine (r ~ i o)-gliedrige Unter- 
gruppe der gesuchten Gruppe. Wir behaupten nun, dass diese Untergruppe 
in der ganzen Gruppe invariant ist. In der That, wenn wir auf eine Be- 
riihrungstransformation (r  welche alle Linienelemente der Ebene x~ ~--xg 
stehen lasst, eine andere Bertihrungstransformation (12) der ganzen Gruppe 
ausffihren, welche sie unter sich transformiert, so ergiebt sich selbstver- 
st~ndlich wiederum eine Bert~hrungstransformation, welche alle Linien- 
elemente der Ebene x,~ ~ x~ einzeln invariant lasst. 

Wenn wir nun die zu der invarianten Untergruppe (~) der Gruppe 
(B) gehsrige verki~rzte Gruppe betrachten, vermSge deren bei jener die 
Linienelemente einer der Ebene x2 ~- x~ ~ benaehbarten Ebene x2 ~ x~ unter 
einander vertauscht werden, so ist klar, dass diese verkt~rzte Gruppe sich 
auf eine invariante Untergruppe der Gruppe der (W) oder auf diese 
Gruppe selbst reducleren muss. Es kann nur letzteres eintreten, da n(im- 
lich die Gruppe der (W) keine invariante Untergruppe - -  ausser eben sich 
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selbst ~ besitzt. Mithin folgt umgekehrt, dass die Functionen ~ sieh aus 
allen zehn Funetionen W zusammensetzen: 

10 
(k=l12,...,r--lO) 

und zwar so, dass diese (r - -  Io) Functionen sich fiir x: = Const. auf nicht 
weniger als io  yon einander unabhangige Functionen reducieren. Es muss 
also r - - i o  mindestens gleich Io sein, sobald, wie wir annahmen, r >  io ist. 

Die yon den ( r -  i o) unabh'~ngigen infinitesimalen Beriihrungstrans- 
formationen (~) erzeugte Gruppe transformiert nun die Linienelemente der 
der Ebene x~ ~ x ~ benachbarten Ebene allgemeiner Lage x~----x'., gerade 
io-gliedrig. Es giebt mithin gerade , ( r - - 2 0 )  unabh'angige infinitesimale 
Transformationen dieser Gruppe, welche alle Linienelemente dieser Ebene 
x.2 ---- x; stehen lassen. Es seien dies die Transformationen (q r ) , . . . ,  (@~-2o). 

Die yon (~'~), . . .  , (@'~-20) erzeugte ( r - -  20).gliedrige Gruppe (die sich, 
wenn r gerade gleich 2o ist, auf die Identitat reduciert) ist nun wieder 
eine invariante Untergruppe der (r - -  I o)-glie&'igen Gruppe (~)1) ,  " ' ' ,  (~r--10)" 

Man kann auch zeigen, dass sic eine invariante Untergruppe der ganzen 
r-gliedrigen Gruppe ( 9 1 ) , . . . ,  (-qr)ist. 

Begrifflich ist dies sofort einzusehen, was darin liegt, dass die Gruppe 
(~F~) , . . . ,  (@',-~o) aueh so gewonnen werden kann, dass zunachst die Linien- 
elemente der Ebene x, --= x'2, dann erst die der Ebene x2 ~ x ~ festgehalten 
werden. Es seien namlich Xa, . . . ,  Xr_~0 die eharaeteristischen Funetionen 
der ( r - - I  o) unabhi~ngigen infinitesimalen Transformationen der ganzen 
Gruppe, bei denen alles in der Ebene x~-----x~ lest bleibt. Die Gruppe 
(@~ ist alsdann invariante Untergruppe sowohl der Gruppe (~) als auch 
der Gruppe (X), welehe beide wieder invariante Untergruppen der Gruppe 
(/2) sind. Einerseits hat also jedes {t2~'} die Form ~ Const. ~, anderer- 
seits die Form ~ Const. X. Beide Formen aber ksnnen eben nur dann 
obereinstimmen, wenn sie gleieh ~Const .  @" sind, denn die (~') sind die 
einzigen den Gruppen (@) und (X) gemeinsamen infinitesimalen Trans- 
formationen. 

Genau so wie oben bei der Gruppe (@) erkennen wir nun aueh, dass 
sich die eharacteristischen Functionen der Gruppe (@'), wenn in ihnen for 
x~ eine Constante gesetzt wird, auf gerade I o unabhdngige Functionen 
auf die W -  reducieren etc. 
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Somit ergiebt sich folgendes Resultat: 
Entweder ist r---- io  oder nicht. 
Im letzteren Falle ist r > lo  und zwar ----- 2o oder > 2o. Im letz- 

teren Falle wiederum ist r ~ 3o oder r > 3o etc. Schliesslich folgt, dass r 
ein ganzes Vielfaches yon io  ist. Alsdann existiert eine i o-gliedrige Gruppe, 
die in einer 2o-gliedrigen, mit dieser zusammen in einer 3o-gliedrigen 
etc. invariant ist. Die i o-gliedrige Gruppe hat die Beschaffenheit, dass 
ihre eharacteristischen Funetionen sich ft~r x 2 = Const. auf W~, W~, . . . ,  W~0 
reducieren. 

Im folgenden werden wir  naturgemdss zundchst diese i o-gliedrige Gruppe 
zu bestimmen suchen. Alsdann haben wir weitere io infinitesimale Trans- 
formationen hinzuzuft~gen, sodass-die I o-gliedrige Gruppe in der so ent- 
stehenden 2o-gliedrigen als invariante Untergruppe enthalten ist, etc. 

Unser Problem ist jetzt also das folgende: 
Es sind xo characteristische Functionen gegeben yon der all#emeinen Form: 

10 

(k=l,2,...,lO) 

wo die W obige characteristische Functionen der irreducibelen zehngliedrigen 
Gruppe yon Beriihrungstransformationen der Ebene (xl , z ,  yl) sind. Diese 
io  Functionen $2~ sollen linear unabhdngig yon einander bleiben, wenn in 
ihnen fi~r x 2 eine nicht gerade ganz speciell gewcihlte Constante gesetzt wird. 
Man soll die Functionen eo~,(x~) so bestimmen, class die 9 k die characteristischen 
Functionen einer Gruppe yon Ber~ihrungstransformationen des R 3 bilden. 

Nach LIE lasst sich dieses Problem verhMtnismassig einfach erledigen, 
wenn man von einem gewissen allgemeinen Satze der Gruppentheorie Ge- 
brauch macht. Doch bedarf es dazu der folgenden Vorbemerkungen: 

Interpretiert man in der in der Einleitung unter F. schon bemerkten Art 
x ~ , z ,  Yl als Punktcoordinaten eines dreifach ausgedehnten Raumes P3, so 
stellt die I o-gliedrige Gruppe von Beriahrungstransformationen (W~),..., (W~) 
tier Ebene in diesem P3 eine Io-gliedrige Gruppe G10 yon Punkttransforma- 
tionen dar, welche die Gleiehung 

dz ~ yldxl = o 

invariant lRsst. 
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Wenn man nun statt x~, z, y~ neue Variabeln verm5ge einer blossen 
Punkttransformation des Ps einft~hrt, indem man setzt 

I I 
x' = x 1 , y' = ~ y~, z' -~ z ~ ~ x ly  1 , 

so geht G~0 in eine neue Gruppe yon Punkttransformationen des Raumes 
~(x', y', z') fiber, n~mlich in eine projective und  zwar in die allgemeinste 

projective Gruppe, welche einen linearen Liniencomplex des ~ invariant ldsst. 

Dieser lineare Complex wird definiert durch die Gleichung 

welche aus der obigen: 

dz' + x'dy'--y'dx'---- o, 

dz - -  yl dxl ---- o 

durch Einflihrung der accentuierten Variabeln hervorgeht. Die genannte 
projective Gruppe des ~ wollen wir mit G~o bezeichnen. Ihre infinitesi- 
malen Transformationen lauten entsprechend den Functionen W~,..., Wl0 
folgendermassen: 

Gio 

I t ' ,  + x'r', y'r', x'q', y'q', y'p', -t- -I- 2z'r', q' p ' - -  x ' p ' - -  x'p' y'q' 

z'q' + x' (x'p' + Y'q'-l- z'r'), z 'p ' - -y '  (x'p' --I-- y'q' + z'r'), 

z'(x'~' -I- Y'q'-l- z'r'), 

of of of verstanden wird. Sie com- wenn n~mlich unter p', q', r' resp. on'' Vy'' az' 

binieren sich ~ abgesehen yon Vorzeichen und unwesentlichen Zahlen- 
coefficienten - -genau  so wie die W selbst. 

Wie schon bemerkt, lasst die Gruppe G'lo den linearen Complex 

d~ 4- x ' dy ' - - y ' dx '  = o 

invariant. Ausser diesem l'hsst sie keinen weiteren linearen Complex in- 
variant, denn ein solcher wltre ja definiert durch eine GIeichung 

x 'ax '  + Y'ay' + z'az' = o, 

die bei der Gruppe G'lo invariant bleiben mfisste. Wenn wir aber in 
dieser Gleichung die ursprt~nglichen Ver~nderlichen wieder einft~hrten, so 
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erhielten wir eine bei der Gruppe G~ oder also bei der Gruppe (W~),...,(Wlo) 
invariante Gleiehung 

X , d ~  @ Y, dg~ + Zdz = o. 

Aber die irrreducible Gruppe yon Ber~hrungetransformationen (W~), ..., (Wl0) 
lhset nur eine solehe Gleiehung, nhmlieh 

dz ~ y~ dx 1 = o 

ale invariant zu. Denn eine Gruppe yon Ber~hrungstransformationen der 
Ebene @1, z ,y~) ,  welche ausser dieser noeh eine derartige Gleiehung 
X~dx~ -]- Ylclyl + Zdz = o invariunt lasst, ist nach einem bekannten all- 
gemeinen Satze, den wir bier nieht beweisen, reducibel. 

Die G~o lltsst somit einen und nur einen linearen Complex invariant. 
Diese G'10 beeitzt nun zwei Arten yon siebengliedrigen Untergruppen. 

Bei einer siebengliedrigen Untergruppe der einen Art bleibt ein Punkt, 
bei einer der zwelten Art eine Complexgerade des P'~ invariant. Alle 
Gruppen der einen Art  sind innerhalb der G~o mit einander gleichberechtigt. 
Daseelbe gilt yon allen Gruppen der anderen Art. Ee hat dies seinen 
Grand darin, dase die G'~o jeden Punkt der P~ in jeden anderen und jede 
Complexgerade in jede andere oberzuffihren vermag. Urn also einen 
Typus fiir die eine oder andere Art yon siebengliedrigen Untergruppen 
zu erhalten, braucht man nur unter den Transformationen der G~o die- 
jenigen 7 auezuwi~hlen, welche einen bestimmten Punkt,  z. B. den unend- 
lich fernen Punkt der z'-Axe, oder eine bestimmte Complexgerade, z. B. die 
Axe des Ebenenbt~echels y ' =  Const., feet lassen. 

So finder man die beiden Typen: 

r', q' + x'r', p ' - - y ' r ' ,  x'q', x 'p ' - -y 'q ' ,  y'p', x'p' -Jr Y'q' -]- 2z'r' (i) 
und 

(5) r', q' + x'r', p ' - - y ' r ' ,  x 'p ' - -y 'q ' ,  y'p', 
z'p' ~ -  y' @'p' + y'~' + z'r'). 

Dem einen entsprleht in den (W) die Grnppe 

(I') (w~),  (w~) , (w~) , (w~) , (wo) , (wo) , (w~), 

dem anderen die Gruppe 

(2') (w~), (w~), (w~), (w~), (w0), ( ~ ) ,  (w0). 
Aeta mathemalica, 14, Imprim6 le 21 janvier 1890. 

x'p' + y'q' + 2z'r', 

21 
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Dass sich die beiden Typen dutch keinerlei Punk#ransformation in einander 
iiberffihren lassen, lehrt ihre Zusammensctzung oder, was auf dassclbe 
hinauskommt, die der Gruppen (t') und (2'). In der That, (lie Gruppe 
(I') besitzt eine invariante eingliedrige Untergruppe (W~), die Gruppe (2') 
abet hat, wovon man sich (lurch einfache Berechnung t~berzeugen mag, 
keine invariante eingliedrige Untergruppe. Es ist hierzu zweckmassig, die 
Combinationen {W~IVk} zu kennen. Hierzu dicne die folgende Tabelle, in 
welcher jedesmal der Schnitt einer Horizontal- mit einer Verticalreihe die 
Combination der ersten Glieder dieser Reihen angiebt. 
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Mit H~lfe dieser Tafcl li'tsst sich leicht zeigen, dass es keine infinitesimale 
Transformation der Gruppe (2') giebt, welche mit einer beliebigen infini- 
tesimalen Transformation dieser Gruppe (2') combiniert, immer w i e d e r -  
mit einem Zahlenfactor - -  reproduciert wird. 
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Nach dieser langeren, abet notwendigen Einschaltung kehren wir zu 
unserem P r o b l e m ,  zur Gruppe (Y21), . . . ,  (/21o), zuriick (pag. I59 ). 

Bei dieser Gruppe bleiben die Ebenen x 2 = Const. einzeln invariant. 
Wir betrachten nun die Gruppe yon Beriihrungstransformationen, welehe 
in der Ebene x 2 -  x ~ dureh die Gruppe (12) bestimm~ wird. Ihre eha- 
raeteristischen Functionen ergeben sich aus/21, "",/21o, wenn x~ = x ~ gesetzt 
wird. Es seien dies: 

und ihre Gruppe nennen wir {~1~ Ebenso haben wir in einer benach- 
barten Ebene x2 = x.~ eine Gruppe (~o: 

/2;,...,/21o. 

Wir interpretieren x~, z, & in der obigen Weise als Punktcoordi- 
naten eines dreifach ausgedehnten Raumes Pa ~ indem wit gleichzeitig in 
die Gruppe (~o die neuen Variabeln 

I zo  I 
x ~ = x~, yO = ~y~, = z - - ~ x ~ y ~  

(vgl. pag. I6o) einfahren. Damit haben wir eine Grup, pe ~~ o im P~ ge- 
funden, bei welcher der lineare Complex 

dz  ~ -4- x ~  ~ ~ y ~ 1 7 6  = o 

und kein weiterer invariant bleibt, denn (Y2~),..., (/2?0) soll ja eine irre- 
ducibele Ber(lhrungstransformationsgruppe der Ebene x2 = x ~ darstellen. 

Ebenso haben wir in einem P; eine Gruppe ~o in den Coordinaten 

I I 
x '  = x l ,  Y' = ~Y l ,  z'  = z - - ~ x l y  1 

erhalten, bei der ausser dem Complex 

& '  + x'cly' - -  y ' d x '  = o 

kein anderer invariant bleibt. 
Halten wir nnnmehr einen Punkt des P] lest, so ergiebt sich eine 

siebengliedrige Untergruppe ~r ~ yon ~1~ Ihr entsprieht wegen der iso- 
morphen Zuordnung eine siebengliedrige Untergruppe ~'7 der Gruppe-~]o. 
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Da die ~ nach den obigen ein]eitenden Bemerkungen (indem sic yore 
Typus (x) ist) eine eingliedrige invariante Untergruppe bes~tzt, so hat 
aueh die ~'7, weil sie ,nit der ~'' G7 isomorph ist, eine solche. Folglieh ist 
die ~'7 eine solche siebengliedrige Untergruppe der ~' (!i~o, welche ~ wie 
(tie ~,0 po 6)7 im - -  im P~ einen Punkt, nicht cine Complexgerade fest li~sst. 

Die beiden Gruppen ~~ o und (~;o haben daher folgende Oemerkens- 
7" werte Elgenschaften : 

I.) Beide haben gleichvide  Variabeln x ~ yO z o resp. x', y', z'. 
2.) Beide sind transit iv.  

3-) Sie sind isomorph auf einander bezogen. 
4.) Wenn man bei der ~~ o einen P u n k t  festhdlt,  so ergiebt sich eine 

siebengliedrige Untergruppe der ~~ welcher isomorph diejenige sieben- 
gliedrige Untergruppe der (~'10 entspricht, die aus allen Transformationen 
besteht, welche einen P u ~ k t  des P; festlassen. 

Nach einem allgemeinen Satze yon LIE giebt es dann aber eine 
Trans format ion  der Variabeln x ~ yO, z o in die Variabeln  x ' ,  y ' ,  z', welche 
die -o - ,  @~o in die @1o iiberfiihrt. 

�9 f " Diese Frans ormatlon li~sst sich nun aueh als Transformationen in 
den urspr/~nglichen Variabeln X l ,  z , y ~ ,  die wir in der Ebene x 2 ~ x ~ 
dutch x~, z ~ y~ in der Ebene x2 ~--x~ dutch x'~, z',y'~ zur Seheidung 
bezeichnen wollen, sehreiben, und wit werden zeigen, dass sie eine Be- 

r ig~rungstransformation der Lin ienelemente  der Ebene x: ~-x~ in die der 
Ebene x~-~ x~ ist. 

In der That, die Transformation der x ~ yO, z o in die x ' ,  y ' ,  z' ftihrt 
ja die bei ~~ 0 invariante Gleichung: 

dz ~ + x~ ~  y~176  ~ o- 

in die einzige bei ~'~0 invariante Gleichung derselben Art: 

dz' + x ' d y ' - - y ' d z '  = o 

fiber. Die entsprechende Transformation in den urspriingliehen Variabeln 
fahrt  also die bei 63~ invariante Gleichung: 

dz o o o 
- -  y / l x x  = o 

in die bei (~;o invariante: 
dz' - -  y'~dx'l = o 
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fiber, d. h. sie ist eine Beri~hrungstransformafion der Ebene x: = x ~ in 
die Ebene x2 = x~. 

Mithin lassen sich die beiden Gruppen ~~ oder (!2 ~ und ~'1o oder 
(.(2') vermbge einer Berighrungstransfor,mation der Linienelemente in ein- 
ander fiberffihren. 

Um diese Berfihrungstransformation wirklich zu bestimmen, kann 
man so verfahren. Man halt  bei der {~~ o ein Linienelement lest. Bei 
der entsprechenden (~~ o halt  man also dann einen Punkt  des P~ lest und 
es ergiebt sich eine 7-gliedrige Untergruppe ~o yon (~~ o. Ihr  entspricht 
isomorph eine ganz bestimmte 7-gliedrige Untergruppe ~; der ~'~o, bei 
der ein bestimmter Punkt  der P.~ lest bleibt. Diesem Punkte  endlich 
eorrespondiert ein bei der | in der Ebene x~ ~-x~ festgehaltenes Linien- 
element. Die Linienelemente der Ebene x2 ~ x ~ und x~.-~ x~ s ind  hier- 
durch in ganz bestimmter Weise einander zugeordnet, und diese Zuord- 
n u n g  stellt die gewiinschte Berilhrungstransformation dar. 

W i t  nehmen nun an, dass fflr x~ = x ~ direct 

.of = w ~ ,  oo = w o o  
�9 �9 o * b ~ 1 0  

sei. (Dies kann immer erreieht werden dadurch, dass man start der -ok 
lineare Combinationen ~ Const. ~2 derselhen als neue .o k einfilhrt.) Als- 
dann giebt es also eine ganz bestimmte Bertihrungstransformation der 
Linienelemente, welehe die 9; in die W ~ fiberfahrt. Die GIeichungen 
dieser Berfihrungstransformation werden etwa sein: 

x? ~- x ( x ; ,  z', y ; ,  x;), 

yo -_ ~(x' l ,  z', y',, x~), 
z ~ - -  z ( x ; ,  z' ,  y ; ,  x~). 

Diese Gleichungen aber kann man, - -  worauf  wir schon fri~her einmal 
hingewiesen haben (siehe Einlei tung unter E., pag. I ~5), - -  stets zu denen 
einer Beriihrungstransformation des R~ vervollsti~ndigen. 

Lasscn wir nun den fiberflfissigen Index Null  in den Coordinaten 
x o, z o, yO der Ebene x 2 ~--x ~ fort, so sehen wir: 

.Es giebt eine Beriihrungstransformation des 1~3, welcl~e 9 1 , . . . ,  91o 
resp. in I'V 1 , . . . . ,  W~o iiberf~hrt; und somit k6nnen wir diese Gruppe 
(W)  selbst als den gesuchten Typus hinstellen. 
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Diese im wesentliehcn von LIE herrt~hrende Betrachtung liefert folg- 
lieh den Typus: 

IX. 
I , 321 , Y l  , X l  ~ X l Y l  , ?J~ ' X l Y l  

Wir mi;tssen nun in Gemi~ssheit des fri~heren (pag. 159 ) untersuchen, 
ob diese Gruppe nicht invariante Untergruppe einer 2o-gliedrigen Grupl~e 
sein kann, deren eharacteristisehe Functionen s'~mtlich die Form 

o = Z  
" 'k  - -  ir 

h~ben. 
W~re dies der Fall, so mt'lsste jedes {.o, xw;, } sich linear mit constantcn 

Coefficienten durch W 1 , . . .  , W10 allein ausdrticken. Es ist aber all- 
gemein 

{.Q,W,I=--X,,ok,{W,W,I, 

lind unsere allgemeine Combinationstafel (pag. 162) lehrt ohne Schwierig- 
keit, dass die oJk~ sich auf Constanten reducieren mfissten. 

Also ergiebt sich kein 2o.gliedriger Typus, urn so weniger ein 3 ~ 
und mehr-gliedriger Typus. Typus IX. ist der einzige. 

Es bedarf nut noch weniger Bemerkungen, um diejenigen Gru_ppen 
A, f ,  Q f  zu bilden, deren Untergruppen Akf die Linienelemente der Ebene 
x 2 = Const. io-gliedrig transformieren. 

Indem wir n~mlich auf die zu Eingang des w 2 gemachten Be- 
merkungen verweisen und uns dadureh ihrer im wesentliehen doch blossen 
Wiederholung an dieser Stelle tiberheben, bemerken wir, dass es nunmehr 
unsere Aufgabe ist, zum Typus IX. eine, zwei oder drei eharacteristische 
Functionen hinzuzufiigen yon der Form 

- -  wo entweder m = - I  oder m--~ I ,  2 oder endlich m = i ,  2 , 3  zu 
setzen ist ~ ,  und zwar derart, dass jede Combination yon !2,~ mit einer 
der dutch W bezeichneten eharaeteristischen Funetionen des Typus IX. 
wieder yon der Form ~ Const. W ist. 
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Da nun W~, . . . ,  W~'0 ganz frei yon x~ und y~ sind, so i'olgt aus 
der allgemeinen Combinationsformel (5') der Einleitung sofort, dass jedes: 

ist. Es muss also die zu Om allein gehsrige infinitesimale Berflhrungs- 
transformution (#~) zusammen mit (W~),...,(W~o) eine Gruppe bilden, 
welche (W1) , . . . ,  (W~0) zur invarianten Untergruppe besitzt. Diese Gruppe 
(~0) ,  (W~), . . . ,  (W~0) transformiert (tie Linienelemente der Ebene x~=Const. 
Io-gliedrig. Nach dem obigen gicbt es abet nur eine io.gliedrige der- 
artige Gruppe, n~mlich die vom Typus IX. Daraus folgt, dass 4~,, die 
F o r m  

r ~ ~ Const. W 
haben muss. 

Well nun in den gesuchten GrupDen die characteristischen Functionen 
W~, . . . ,  W~0 siimtlich auftreten, so konnen wir folglich in 

das Glied (P~ einfach streichen, sodass wit h~ben 

m ~ l  

Mithin miissen die gesuchten Gruppen die typischen Formen besitzen: 

X. 

XI. 
vl(xlv,- (xlv - 

I , X, , Yl , Z~, Xly~,  y~ ,  X,~J, - -  2Z ,  X,(Xly 1 - -  2Z), 
XII. 
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Aus demselben Grunde, der pag. I5 6 in betreff der Typen llI. bis 
VIII. geltcnd gemncht wurdc, ist auch hicr zu sagen, dass die Irreduci- 
biliti~t der Gruppcn IX.,  X.,  XL,  XII. bcwiesen ist, sobald gczeigt ist, alas 
Typus I. irredueibel ist. 

w 4:. S c h l u s s b e m e r k u ~ g e n .  

Nachdem wir somit alle Typen aufgestellt haben, barren noch einige 
Einzelfragen ihrcr Erledigung. 

Zungmhst fragt cs sich, ob die gefundencn Gruppen auch wirklich irre- 

dacibel sin& Nach dem fr('~heren gen0gt es, die Irreducibilitat des Typus 
I. nacbzuwcisen. Typus I. aber ist irrcducibc], sobald einc Untergruppc 
diescs Typus irreducibel ist. Offenbar cnthi~lt ]. Untergruppcn vondcr  Form 

y~ , AXl  Ay l  .,4 ~ 

wo A eine nicht identisch verschwindcnde Function yon x 2 allein ist. 
Es ist leicht - -  und wird welter unten entwickelt w e r d e n -  durch Ein- 
ftihrung neuer Variabeln vermOge einer Beri;lhrungstransformation des R 3 
hierin A ~ I zu machen, tVir werden nun die Irreducibilit~it der Gruppe 

(i) z , y , ,  x , ,  y , ,  i ,  

natiirlich diese aufgefasst als Gruppe des R 3 ~ nicht bloss der Ebene ~ ,  

nachweisen. 
Wit ksnnten dazu unser analytisches Criterium verwenden. (Siehe 

in dec Einleitung unter B.) Doch erledigt sich unsere Aufgabe fast 
ohne Rechnungen dutch die folgende Ubcrlegung: 

Wenn die obige Gruppc (I) des R 3 reducibel ist, so giebt es im R~ 
eine Schar yon c'x9 ~ Vereinen yon je c,o ~ Fl~chenclcmentcn, welchc Schar 
bei der Gruppe (I) invariant bleibt und nicht ctwa nur aus co 4, sondern 
wirklich aus allen 005 Flachenelementen des /~a besteht. Jene c~ ~ Ver- 
eine werden geomctrisch durch co" Fh~chen oder durch r ~ Curven oder 
schliesslich durch die c',a ~ Punkte des /r dargestellt. 

Im letztere~z Falle ist auch die Gruppe (I), aufgefasst als Gruppe der 
Ebene z~ = Const., reducibel, was abcr dem Thatsi~chlichen widerspricht. 
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In dem anderen Falle, in welchem eine Schar yon o,v 2 Curven des 

R~ in sich transformiert  wird, liegen entweder je cxv 2 Curven der Schar 

in einer Ebene x 2 ~ Const. oder aber die Curven schneiden jede dieser 
Ebenen in ihren o,v 2 Punkten.  Bei beiden Annahmen ist wieder die 

Gruppe (i), aufgefasst als Gruppe der Ebene, reducibel,  was absurd ist. 

Mithin bleibt nur  noch der Fall  zu berticksichtigen, bei welchem 
jene co ~ Vereine des Ra durch cxv a Fldchen desselben dargestel]t werden. 

Hier sind wieder zwei Versch]edene MOglichkeiten zu unterscheiden: 
Entweder  n~mlich schneiden die c~ ~ Flachen eine jede der Ebenen 

x 2 ----Const. in n u t  cxv 2 Curven oder aber in cxv 3 Curven. (Beispiel far  

die erstere Msglichkeit: Die cx~ 3 Ebenen des R3. ) Warden  wir  abet 

ersteres annehmen, so mtisste wieder die Gruppe (I) in der Ebene redu- 

cibel sein. Da dies nicht  der Fall  ist, so bleibt  schliesslieh nur  die An- 

nahme, dass die c~ 3 Fldchen des R~ die Ebenen x 2 = Const. in ]e cx~ 3 

Curven schneiden. 

Da nun bei der Gruppe (I) der Ebene x~ = Const. bekanntlich nu t  
eine Schar yon cxv 8 Curven invariant bleibt, namlich die Schar aller Ke- 

9elschnitte, welche ein gewisses unendlich fernes Linienelement gemein haben, ~ 

so folgt, dass die Schar der cxv 3 Flachen aus jeder  Ebene x 2 -----Const. 

gerade die betreffenden c~ 3 Kegelschnitte ausschneiden muss. 

Es werden die Linienelemente einer jeden Ebene x 2 ~ Const. bei der 

Gruppe (i)  genau so wie die jeder  anderen Ebene x 2 ~ Const. trans- 
formiert.  Eine Fl~che jener  Schar von c~ ~ Flachen schneidet nun die 

Ebenen x~ ~--Const. in einer Reihe yon Kegelschnitten k ,  k', k", . . . .  

J edem dieser Kegelschnitte entspricht in der Ebene x 2 ~--o ein ihm con- 

gruenter:  k~, k~, k~', . . . ,  derart  also, dass k 1 Projection von k ,  k~ die yon 

k' etc. auf  die Ebene x 2 ~ o ist. Damit  entspricht jeder  unserer c~ ~ 
Flachen des R 3 in tier Ebene x 2 ~ o eine Schar yon o,v 1 Kegelschnitten 

k~, k~, k~', . . . .  Die cxv 3 Kegelschnitte dieser Ebene (welche ein gewisses 
unendlich fernes Linienelement gemein haben) werden also in r 3 Scharen 

yon ]e cxv 1 Curven zerlegt. Da die Gruppe (I) die Flachen in einander 

t~berftihrt, und da sie die Linienelemente aller Ebenen x 2 ~ Const. in 
derselben Ar t  transformiert,  so folgt, dass in der~Ebene x 2 ~ Const. die 

Gesamtheit jener  c~ a Scharen yon je cxv ~ Kegelsehnitten invariant bleibt, 

L ~  Theorie der Transformationsgruppeu IV. A r c h l y  for  Math.  og Natur- 
vidensL I879 ~ p. 457. 

Ar162 mathematica. 14. Imprim,i le 21 janvier 1890. 9.~ 
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in tier Weise, dass eine jede Schar in eine andere Schar der Gesamtheit 
abergef~hrt  wird. 

Halten wir nun unter den c~ 3 Kegelschnitten der Ebene x 2 ~ - o  
irgend einen (k) lest, so bleiben, d~ alle Ebenen x~ ~ Const. gleiche 
Transformationen erfahren, mit  ihm alle die cx~ 1 Kegelschnitte in den ver- 
schiedenen Ebenen x 2 ~ Const. invariant,  welche k entspreehen, d. h. k 
zur Projection auf die Ebene x 2 = o haben. Durch jeden die.~er Kegel- 
schnitte geht eine Fl~ehe unserer Fl~chenschar und zwar durch jeden eine 
andere. Wenn n~imlich alle die o,o 1 Kegelschnitte derselben Fl~che an- 
gehsrten, so wt~rde folgen, dass jede der Fl~chen ein Cylinder ware. 
A b e t  eine solche Schar yon co '~ Cylinderfi~chen (mit derselben Richtlinie) 
umfasst nur  cxo 4 Flaehenelemente des B3, nicht alle cxo ~, ist also aus- 
geschlossen. Folglieh geht durch jeden unserer c~ 1 festgehaltenen Kegel- 
schnitte je eine Flache der Schar. Jede dieser cx~ 1 Fl~chen muss natl]r- 
lich mit k festbleiben. Damit  ergiebt sich: Wenn wir in der Ebene 
x~-----o (die ~a den Character einer Ebene allgemeiner Lage h a t ) e i n e n  
der cxo 3 Kegelschnitte festhalten, so bleiben auch cxo ~ Flachen der Schar 
invariant. Da nun jede Flache durch eine Schar yon ~ 1  Kegelschnitten 
dieser Ebene in der obigen Weise ersetzt werden kann, so folgt weiter: 

W i r d  in der Ebene x 2 = o ein Kegelschnitt festgehalten, so bleiben in 

dieser Ebene cxo ~ der ~ Scharen yon ]e o,o ~ Kegdschnitten, und zwar jede 

Schar einzeln, invariant. 

Um nunmehr  zu prfifen, ob dies wirklich der Fal l  ist oder nicht, 
sind die Transformationen der Kegelschnitte der Ebene x 2 = o unter ein- 
ander bei der Gruppe (i) zu untersuchen. Dabei ist es zweckm~ssig, die 
Kegelschnitte als Individuen, als Elemente der Transformation aufzufassen. 
Wir  interpretieren daher diese cx~ 3 Kegelschnitte durch die Punkte eines 

dreifach ausgedehnten Raumes ~3" Analytisch ist dies so zu bewerkstelligen: 
Die oo3 Kegelschnitte unserer Ebene x~ = o werden durch die Glei- 

chung zwischen xl und z (den Punktcoordinaten in der Ebene)dargestel l t :  

Z = ~ "Jl- ~)Xl + ~ x2, 

wo ~, t}, ~ willktirliche Constanten bedeuten. Jedem Wertetr ipel  (~, t), ~) 
entspricht einer der Kegelschnitte. Wir  nehmen nun ~, ~,  3 zu Car- 
tesischen Punktcoordinaten in unserem ~3 und damit ist jeder der cx~ s 
Kegelschnitte yon z~ = o durch einen Punk t  dieses ~ dargestellt. 
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Fahren wir die Transformationen yon (I) in tier Ebene x~ = o aus, 
so werden dadurch diese co 3 Curven unter einander vertauscht und damit  
auch ihre Bildpunkte im ~3, d. h.: Jeder Transformation der Gruppe (x) 
entspricht eine bestimmte Punkttransformation des Raumes ~3" Diese 
Punkttransformationen abet  sind leicht aufzustellen. 

In der That, wenn wir z. B. in der Gruppe (i) die infinitesimale 
Transformation mit tier characteristischen Function I betrachten, so er- 
halten x~ und z die Incremente: 

3 x  I = -  o ,  3 z  = ~ 3 t ,  

wo 3t eine infinitesimale Constante vorstellt. Der Kegelschnitt 

wieder in eineI~ Kegelschnitt derselben Art  abergeft~hrt 
bestimmende Parameter ~,  ~,  ~ etwa die Werte $-4-3~, 

muss dadurch 
werden, dessen 
t} A- o~, 3 "4- 3~ haben. Dann muss sein 

z + 3z = (~ + 3~) + (~ + o~)(z, + 3z,) + (~ + @(Z~ + 3x~) ~ 

d. h.: 
3z = 3~ + o~. xl + a3. z~ + (~ + 2~z,)3z,. 

Nun ist 3x 1 = o ,  3z = -  3t, also kommt:  

- - 3 t  = ~ + o'0.x, + 3~.z~, 

d. h., da dies far  alle z 1 gi l t :  

3~ = - - 3 t ,  o ~ = o ,  3 ~ = o .  

Jener Berahrungstransformation mit  der characteristischen Function I ent- 

spricht also in unserem ~3 die P u n k t t r a n s f o r m a t i o n - - ~  oder, wenn wit  

zur Abkt~rzung 
~f ~f ~f ~-~ = ~, ~-~ = q ,  ~-~ = 

setzen, die Transformation - - r  oder, da es auf  Vorzeichen nicht an- 
kommt, kurz r. 

In dieser Weise - -  und unter eventueller Beri~cksichtigung auch der 
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Transformation, die Yl erf~hrt, - -  ergiebt sich unschwer, dass der Gruppe 
(x) im ~3 die Gruppe yon Punkttransformationen entspricht: 

(2) p,  q, r ,  ~p + 2~q, ~q q- 2~,  t)~p q- 4t)~q + 4~r. 

Wie wit sahen, mt~ssen sich (wenn die Gruppe (i) im //~ reducibel 
ist) jene cx33 Kegelschnitte der Ebene in c~ ~ Scharen yon je o~ 1 zusam- 
menfassen lassen, derart, dass durch (I) diese Scharen unter einander ver- 
tauscht werden. Jeder Schar entspricht.im ~3 eine Reihe yon cx31 Punkten, 
d. h. eine Curve (die sich im allgemeinen aus leicht ersichtlichem Grunde 
nicht auf einen Punkt reduciert). Mithin muss bei der Gruppe (2) des ~ 
eine Schar yon cx~ 3 Curven invariant bleiben (die sich, wie ebenfalls leicht 
aus der Irreducibilitat der Gruppe (I) in der Ebene und aus anderen 
Eigenschaften dieser Gruppe folgt, nicht auf nur cx~ 2 oder gar cx~ 1 Curven 
reducieren darf). 

Die Gruppe (2) nun l~sst~ wie man sofort einsieht und was man auch 
methodisch ableiten kann, die Schar aller Geraden invariant, deren Fort- 
schreitungsrichtungen der Gleichung gentigen 

dr) ~ ~ 4d~d~, 

d. h. einen gewissen Liniencomplex zweiten Grades. 

Bei der Gruppe (2) bleibt keine andere Schar van o 3 Curven, ausser 
der Schar dieser Geraden, invariant, vorausgesetzt natl]rlich, dass wir ver- 
langen, diese ~x~ 3 Curven sollen den ganzen ~3 und nicht etwa nur eine 
Fl~che desselben erfi~llen, was ja unseren Zwecken nicht entsprache. 

Der Beweis stellt sich so: Durch einen beliebigen Punkt /~ des ~3 
mt~ssen cx~ ~ Curven der gesuchten Schar gehen. Halten wir also den 
Punkt bei der Gruppe (2) lest, so mQssen diese 001 Curven unter ein- 
ander vertauscht werden. Sie besitzen im Punkte P cx31 oder nur eine 
discrete Anzahl yon Tangenten. Letzterer Fall ist ausszuschliessen, denn 
bei ihm mt~ssten diese Tangenten einzeln stehen bleiben, w~hrend doch bei 
(2) mit einem Punkte immer nur die durch ihn gehende zur ~-Axe 
paraIlele Gerade invariant bleibt. Die cx~ ~ durch P gehenden Tangenten 
bilden nun in diesem Punkte einen Kegel, der mit /~ invariant bliebe. 
Aber mit P bleibt nur der Kegel der durch P gehenden Geraden des 
Complexes lest. Also haben die gesuchten Curven immer Complexgeraden 
zu Tangenten und zu jedem Punkte P und je einer der durch ihn ge- 
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henden Complexgeraden gehsrt immer je eine Curve der gesuchten Schar 
(oder eine discrete Anzahl, was ftir uns auf dasselbe hinauskommt). Wenn 
wit also einen Punkt P und eine der durch ihn ]aufenden Complexge- 
raden t festhalten, so muss auch diejenige Curve der gesuchten Schar, 
welche durch P geht und t zur Tangente in /) hat, festbleiben. 

Da bei der Gruppe (2) der Nullpunkt keine ausgezeiehneten Eigen- 
schaften hat, so kSnnen wit - -  ohne zu specialisieren - -  ihn anstelle des 
beliebigen Punktes P festhalten. Die Transformation von (2) aber, welche 
den Nullpunkt invariant lassen, sind 

00 -[- 2~q , Oq -{- 28r , 920 -I- 40~q + 4~r �9 

Durch den Nullpunkt gehen die durch die Gleichungen 

~2 

dargestellten c~ I Complexgeraden. Wir halten eine derselben, (c), lest. 
Dann bleiben nur noch die beiden infinitesimalen Transformationen 

+ (48 + c0)q + 2c8 , 

92P Jr 408q -{" 48 ~r" 

Bei diesen muss also eine durch den Nullpunkt gehende Curve, welche 
die Gerade (c) zur Tangente im Nullpunkt hat, invariant bleiben. Die 
Gerade (c) hat nun als Tangente mit der Curve ausser dem Nullpunkte 
noch einen unendlich benachbarten Punkt, etwa: 

C 2 

w o e  infinitesimal sei, gemein, der nati]rlich auch invariant sein muss. 
Aber  bei der ersten der vorstehenden infinitesimalen Transformationen 
bleibt er offenbar nicht invariant. Also folgt, dass es keine derartige 
Curve giebt, womit bewiesen ist, dass nut die Schar der cxv a Complex- 
geraden eine Curvenschar der gesuchten Art  ist. 

Mithin mi~ssen die Complexgeraden ]ene cxv ~ Scharen von j e  cx9 ~ Ke- 

gelschnitten der Ebene x 2 ~ - o  im ~3 darstellen. Wenn wir einen Kegel- 
schnitt der Ebene x~ = o festhalten, so mtissen, wie wir sahen, cx91 solche 
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Scharen yon Kegelschnitten, und zwar jede Schar cinzeln, invariant bleiben. 
Far  den ~a folgt dahcr: Halten wir einen Punkt des ~a lest, so mi~ssen 
alle o,v ~ durch ihn gehenden Geraden des Complexes einzeln festbleiben. 

Dies aber ist bei der Gruppe (2) nicht der Fall. Daher folgt um- 
gekehrt: Es kann bei der Gruppe (i) keine Schar yon c~ 3 Flachen, 
welche alle ~ Fl'~chenelemente des R 3 umfassen, invariant bleiben. 
Also ist naeh dem fri]heren die Gruppe (x), aufgefasst als Gruppe des 
Ra, irrcducibel, was zu beweisen war. 

Mith in  sind alle Gruppentypen I . . . .  X I I .  irreducibel. 

Endlich bleibt noch die eine Frage zu untersuchen, ob und welche 

Typen sich durch .Einfiihrung neuer Variabeln verm6ge einer Beriihrungs- 

transformation des t~ 3 in einander iiberfi&ren lassen, welche also als i~ber- 

fliissig verworfen werden ksnnen. 
Um uns hieraber Klarheit zu verschaffen, werden wir uns zuni~chst 

fragen, ob bei irgend welchen der gefundenen Typen mehr als eine Schar yon 

Gleichungen 
q)(x I , x2, z, Yl, Y2) = Const. 

Eine solche Schar kennen wir ja schon, es ist die Schar invariant bleibt. 

x~ -~ Const. 
Wir bemerkten sehon, dass alle Typen eine Untergruppe enthalten 

yon der Form 

(3) , x , y ,  , v l ,  A x , ,  A,j ,  , A 

wo A eine nicht verschwindende Function yon x 2 allein bedeutet. Bei 
den Gruppen V . . . .  XII. kSnnen wir sogar in (3) A ~  I setzen. Auch 
bei I. und II. k6nnen wir eines der A~ gleich I machen durch Ein- 
ftihrung neuer Variabeln, ohne dadurch die Gestalt der Gruppen wesent- 
lich zu andern. Wir ftlhren ngmlich i n  I. und II. neue Variabeln ein 
vermoge der Berilhrungstransformation: 

x, = p ( x ; ) x l ,  y, = py~, z = pz', 

x: "= x'~, y= = p ' y ~ -  pp'(x;y~ - -  :z'), 
bei der 

ist. 

dz ~ y, dx, ~ y f l x  2 = p~(dz' - -  y'~dx'l - -  y~dx;) 

Setzen wir hierin p = A~, so wird in der neuen Gruppe das neue 
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A~ _= I. Beim Typus III. und IV. k~nnen wir i~hnlich verfahren. Nur 
muss hierbei beachtet werden, dass die infinitesimale Transformation (y~) 
ihre Form durch Benutzung jener neuen Variabeln wesentlich i~ndert. 
Sie geht namlich i~ber in 

I p '  , , 
-~Y2 = Y 2 - - ' ~ ( X l Y I -  ")'~")* 

In III. and IV. haben aber die A, die allgemeine Form x2e~ ~x~, sodass, 
wenn p ~ e "~ gesetzt wird, diese characteristische Function wird zu 

y ;  - -   (x;yl - -  

Typus IIL werden wit also so schreiben k0nnen: 

x~i , x l Y l  , Y~ , x l  , y ,  , i ,  

ffl ~IZ*2 ff$ a i Z  2 
X 2 e X 1 ~ X 2 ~ e y, x~'e B~ 

II['. y~ jr. a(x~y~ - -  2z),  

i ~ -  I ~ 2 ~ . . . ~ S ~  k ~  I ~  2 ~ . . . ~ t .  

wi~hrend im Fall IV. noch x ~ y ~ -  2z hinzutritt, sodass a hierin dann 
gleich Null gesetzt werden kann. 

Also sehen wir: wir kSnnen immer annehmen, dass alle Typen die 
Untergruppe 

( I ) x~ , z , y ,  , y~ , x ,  , Yl , I 

besitzen. Nur ist dabei III. durch III'. zu ersetzen. 
Wenn nun einer der Typen die Gleichungenschar ~-----Const. in- 

variant lassen soll, so muss auch diese Untergruppe dieselbe invariant 
lassen. Bei der Gruppe (x) bleiben nun aber offenbar x~ und Y2 absolut 
invariant, d. h. diese Gruppe Iasst jede Schar yon der Form 

q)(x,  , Y2) ~-  Const. 

invariant. Wenn noch eine andere Schar ~ ( x ~ ,  x 2 ,  z ,  y~ ,  y~) ---- Const. 
bei (i) invariant bliebe, so konnen wir sie offenbar auch einfacher so 
schreiben: 

~ ( X l '  Z I Yl) ---- Const. ,  
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da ja x 1 , z, y, bei (x) Incremente erhalten, die nut yon x~, z, y~ selbst 
abh~ngen. Aber bei der Gruppe (x) bleibt, wie man leicht ixbersieht, 
kein derartiges Gleichungensystem ungeandert. 

Also hat jede bei (~) und daher auch jede bei unseren Typen I., 
IL,I III ' . ,  IV., . . . ,  XII. invariante Gleichungenschar r = Const. nunmehr 
die generelle Form 

r  Y2) = Const. 

Hiernach ist es nicht mehr schwer, die bei jeder einzelnen unserer 
Gruppen sich ergebenden Scharen zu bestimmen. Wit bemerken nut so- 
viel: Die Rechnung lehrt, dass die Typen VII. his XII. stets nur die 
Schar x 2 = Const. invariant lassen, wi~hrend die Typen I. bis VI., aller- 
dings nur in SpecialfMlen, mehrere invariante Gleichungenscharen besitzen. 

Wenn  wi t  also unsere Typen nicht dutch besondere Wah l  der in ihnen 

vorkommenden Constanten specialisieren, so k6nnen w i t  sagen: Sie lassen 

sdmtlich n u t  die Schar x 2 = Const. invariant. 

Darin liegt dann auch, dass sie sich nicht in einander i~berfi~hren lassen, 

denn sie besitzen samtlich dieser einzigen Schar x 2 ----Const. gegentiber 
ein verschiedenes und durch Einft~hrung neuer Variabeln nicht auszu- 
gleichendes Verhalten. Wohlbemerkt ist hierdurch nicht ausgeschlossen,- 
dass die Typen I. his VI. in SpecialfMlen doch auf einander zurtickfiihr- 
bar w~ren. Im allgemeinen aber ist keiner unserer zwslf Typen l~ber- 
zahlig. Wit  stellen daher alle zwolf in einer Tabelle zusammen. 

I.) ac~ bleibt invariant bei den Typen: 

I .  

x~ , x ly l  , Y~, 

(i=1,2,.,,,  s) 

B k ( Z 2 )  , (i.=1,2 ..... t) 

wo jedes 

A~A~ = E Const. B 

sein muss. 

II. 

x? , X l Y l  , 

~,(X~)X,, A , ( ~ ) V ~ ,  

B k  ( X 2 )  , (~t=l,2 ..... 0 

wo jedes 

A~A s = E Const. B 

sein muss. 

x l y  x ~ 2Z. 

IX. 

! , x l ,  Y l ~  X~, 

xlYI , y~ , x l y l - -  2Z, 

x,(x,y  - -  2z), 

( x , y , -  2z)'. 
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2.) x~ wird eingliedrig transformiert bei den Typen: 

IlL 
o 2 

x~ , xiyl  , Yl, 

~ e a~x2 x 1 , x 2~ ea~x'~ ffl 

X~" e fl~x'z , 

ffi~ O~ I~...:8i~ Tk-~-O~ I,. . . , tk 

a~ = Coast., fl~ = Coast., 
i~l~2~..:~s~ k=l~2, ...~t ~ 

sodass jedes 

die Form 

Coast. x~e ~ hat. 

Yu. 

IV. 

y~, X~ ~ XlY~ 

xr ea~X"Xl , x~, e~,~y 1, 

ffi ~ -  O~ I~. . .~gi  ~ T k = O ~  I , . . . , ~ k  

a~ = Const., fl~ = Coast.,  
i=1,2, . . . ,s,  k= l ,  2,..., t, 

sodass jedes 

die Form 

Const. ~ ~ x~ e ~ hat. 

y:  , XlY l ~ 2 z .  

i ~  

, x ~ ,  y ~ ,  x~, 

XlYl , Y~ , x l Y l - -  2z, 

- -  2z), 

y (Xly - -  

( ~ l Y I  - -  2Z)  2' 

3.) x~ wird zweiqliedrig transformiert bei den Typen.. 

V. 

x~,  x~y l ,  y~, 

X l  ~ 3;2Xl , fl32~1 ~ 

'~1, x:yl , x~y~ , . . . ,  zig1, 

I , x2, x ' ~ , . . . ,  x~, 

Y~, 

~ y ,  + b ( x , y , - - 2 z )  + ez~ +1. 

(t > 

VI. 

x~,  xlyl  , y~, 
2 s 

X:Yl  Y l ,  X ~ y l ,  ~ 
2 t 

I ~ X 2 , X ~ , . . . ~  Xft , 

Y2 , x~Y2, 

Xl ~Jl ~ 2Z. 

(t > 28) 

XI. 

I , X l ,  Yl~ x~, 

X l y l  , Y~ , X l Y l - -  2z ,  

X 1 ( x l y  1 - -  2Z), 

y , (x ly  1 - -  2z), 

@ 1 Y l -  2z) :, 
Yl , x~y~. 

4.) x~ wird dreigliedrig transformiert bei den Typen: 

VII. 

I , x I , Yl , Y~, x l Y l ,  Y~, 

y~ , x,y~ , x~y~. 

VIII.  

I ~ X 1 , Yl  :~ Xl , X l Y l  

Y2 , x~y: , x~y~ , 

X l y  1 - -  2Z.  

XIE 

I , Xl,  Yl ,  X~, x l y , ,  y[ ,  

X l y  I - -  2Z, 

z , (x ,y , - -  2z), y , (x ,y , - -  2z), 
(z,y,--2z)', 

Y2, w~y2, x~y~. 

Aeta mathematica. 14. Imprlm6 le 21 fdvrler 1890. 2~ 
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In der G r u p p e  V. kommen zwe i  wi l l k i i r l i che  C o n s l a M e n  vor. Um sic 
zu specialisieren, filhren wir vermoge der Ber~'ahrungstransformation 

x l  = x'~, y ,  = y ; ,  z = z" + ax ' (  +', 
t t 

bei welcher 
dz  - -  y ,  d x ,  - -  y2dx2 = dz '  - -  y',dx', - -  y'flx'~ 

ist, neue Variabeln ein, wodurch die Gruppe ihre Gestalt nicht wesent- 
lich iindert. Allerdings folgt aus Y2 die neue characteristische Function: 

,y; -~- (t 3 t- I ) a X ; ' .  

Da abet x'( selbstandig auftritt, so ksnnen wir diese verktlrzen auf y~ 
selbst. Anstelle der letzten characteristischen Function 

x~Y2 "4" b(x~y~ ~ 2z) + cxt2 § 
tritt diese: 

Wahlen wir also a so, dass 

a( t  + I ) - -  2ab + c ---- o 

wird, so haben wir erreicht, dass in V. die Constante c gleieh Null gesetzt 
werden kann. Abet  dies geht nieht, wenn: 

ist. In diesem 
formation 

t "4- I ~--- 2b und c 4= o 

Falle k~)nnen wir dureh Benutzung der Bert~hrungstrans- 

! 

x~ ~ x~, .~, --= x.;,, y ,  == cy'~, y~ ~ cy ; ,  z ~ cz' 

in V. c = I machen. Mithin kann in V. einmal c = o  und das andere Mal 
b _ t +  I ~ ,  c ~  I gesetzt werden. Dadurch zerlegt sich V. in z w e i  Unter -  

t ypen .  Dass dieselben nicht in einander tlbergefi'thrt werden ksnnen, lehrt 
ihre Zusammensetzung. 

Leipzig, im Januar  I889.1 

i Seit der Abfassung dieser Arbei t  hat L m  die Bezeiehnung Verein yon Elemenlen 

durch den sehon frtiher yon ihm benutzten Ausdruck Elemeut-Ma~nigfalligkeit wieder er- 

setzt und demgemttss w~re unser Text an mehreren Stellen etwas abzuttndern. 

Im Januar  189o. 


