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B E W E I S  DER EXISTENZ DES P O T E N T I A L S  

DAS AN DER GREHZE DES BETRACHTETEN RAUI~IES GEGEBENE WERTHE HAT 

FOR DEN FALL DASS DIESE GRENZE EINE 0BERALL CONVEXE FLhCHE IST' 

VOZq 

GUSTAV KIRCt t t tOFF .  

Der in der Uberschrift genannte Beweis sell dadurch geliefert werden, 
dass ffir das fragliche Potential ein Ausdruck gebildet wird, der es dar- 
stellt als herrlihrend von einer Doppelschicht yon Massen an der Ober- 
fl~che des betrachteten Raumes. Die Bildung dieses Ausdrucks setzt 
nicht die Convexitat der Oberfl~che voraus; derselbe enthalt abet eine 
unendliche Reihe und die Convergenz dieser zu beweisen ist mir nur 
unter der genannten Voraussetzung gelungen. 

Es sei ds ein Element der Oberflache, U der Werth, den das Po- 
tential in ibm haben sell, r der Abstand eines Punktes P im Raume 

1 Vet ungef~thr seehs Jabren hatte ieh die Freude KmC~ROFF in Berlin zu begegnen. 

Bei dieser Gelegenheit stellte ich ihm meine Bitte~ er m(ige die Aeta mathematica mit 

seiner 0ollaboration beehren. KrRC~HOFF~ der sehon zu der Zeit yon der Krankheit litt~ 

die ihn ins frfihzeitige Grab ftihrte~ bedauerte~ niehts Anderes vorriithig zu habeu~ als den 

yon uns hier gedruekten Aufsatz~ der schon vet vielen Jahren yon ihm verfasst worden 
war. Da 1)rof. 0. NEU.~A:S~ in Leipzig denselben Gegenstand schon behandelt hatte~ so 

zweifelte doch KmCHHOFV an der Zweekm~issigkeit~ seine Arbeit zu ver0ffentlichen. Er 

iibergab mir indessen das Recht~ fiber die Abhandlung naeh meinem eigeuen Wunsehe zu 

verffigen. 

Ieh ffihle es jetzt als eine Pflich~, diese wJsseusebahliehe Leistung des grossen Phy- 

sikers nieht in Vergessenheit verweilen zu lassen, gede yon ihm gesehriebene Zeile hat 
unzweifelhaft ihren Wertb. 

SOPHIE KOWALEVSKI. 
AI.ttat m ~ a ~ i o a .  14. Impr im6 le 21 f6vrier 1890. 



180 Oustav Kirchhoff. 

von ds, oder viehnehr von einem Punkte, der unendlich nahe an ds liegt, 
n ein unendlich kleines Stock der nach dem Innern des betrachteten 
Raumes gerichteten Normale von ds, V eine Funktion des Ortes yon P,  
die definirt ist durch die Gleichung 

"" 

wo U~, U. j , . . .  auf gewisse Weise als Funktionen des Ortes yon ds so 
bestimmt werden sollen, duss ihre 8umme eine eonvergente Reihe bildet. 

Wenn der Punkt P durch ein Element hindurchgeht, so gndert sich 
V sprungweise; es sollen ~ und Ira die Werthe yon V auf der inneren 
und der gusseren Seite yon ds bezeichnen; dann ist 

v , - - v , , = u + u l + u , +  . . . .  

Wenn es nun gelgnge die Grossen /~q, ~ ,  . . .  so zu bestimmen, dass 

- -  V a  = U1 -~- U2 .-]- . . . 

ware, so wi~rde hieraus 

v , = u  

folgen u n d e s  wiirde V far Punkte im Innern des betrachteten Raumes 
das gesuchte Potential sein. Die genannte Forderung ist aber erfollt, 
wean man 

(, 
I d s  U 1, 

U== 4re 

setzt und dabei dcr Anfangspunkt von r au~'serhalb der Oberfl~che, un- 
endlich nahe an dem Punkte wii,hlt, auf den die Zeichen /_71, U ~ , . . .  
links von den Gleichheitszeichen sich beziehn. 

Zu beweisen ist noch, dass bei die~en Fes~setzungen die Reihe 



Zur  Theorie  des Potent ia ls .  181 

U + U~ + U 2 + . . .  convergirt. Zu diesem Zwecke soil nachgewiesen 
werden, dass wenn h e i n e  ganze Zahl bedeutet und Mh den gr~ssten, Nh 
den kleinsten unter alien Werthen yon Uh, alle Werthe yon Uh+~ zwischen 

Mh--Nh und Mh--Nh 
2 2 

liegen. 
Bei dem Beweise dieser Behauptung hat man zu benutzen, dass 

| 
2 -  

dS--- 

die scheinbare Grssse des Elementes ds yon dem Anfangspunkte, P, von 
r aus gesehn, negativ oder positiv genommen ist, je nachdem die von P 
durch ds gezogene Linie bei ds in dell betraehteten Raum hinein oder aus 
ihm hinaus tritt. Liegt P ausserhalb dieses Raumes, und denkt man sich 
einen Kegel, der seine Spitze in P hat und die Oberflache berilhrt, so 
theilt die Berilhrungslinie die Oberfiache in zwei Theile, yon denen der eine 

I 
2 -  

r negativ ist, die anderc diejenigen, fflr die die Elemente enthMt for die vn 

I 
2 -  

-Lr positivist ,  lJber den letzten ausgedehnt, sei das Integral 
9n 

/ o  I 

r O; ds ~a 

fiber den ersten ausgedehnt ist es dann = -  0. Ist, wie vorausgesetzt, 
die Oberfl~che iiberall convex, so kann 0 den Werth 27: nicht iiber- 
schreiten, es ni~hert sich dieser Grenze aber bis auf unendlich Kleines, 
wenn /) der Oberfiache unendlich nahe kommt. Bei beliebiger Lage yon 
P ist 6 gleich der 0ffnung des genannten Kegels und dieser Kegel geht 
in eine Ebene fiber, wenn P an die Oberflache heranri~ckt. 

Wenn man in dem Ausdrucke, welcher den Werth yon Uh+~ angiebt, 
I 

2 -  

r positiv ist, Mh fi:lr Uh und in deta- in demjenigen Theile, in dem ~n 
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r 

jenigen, in dem a,t negat ivis t ,  N,. fiu" b~, setzt, so vergr6ssert man 

seinen Werth; der ver~nderte Werth ist aber, wenn P ein beliebiger 
~,usserer Punkt ist, 

4~r 

und, wenn P der Oberflaehe unendlieh nahe ist, 

Es folgt daraus 

' (M, , -  .V,,/. 

U~+, < 
2 

Eine analoge Betraehtung ergiebt offenbar 

[ra ~ .  
,Lt J 

.1/,, - --  ' X ~ .  

2 

damit ist die Riehtigkeit der obigen Behauptung dargethan. 

Es k'ann hiernaeh llla+~ nicht grOsser als M,, --  ~, und N,,~, nieht kleiner 

als .g ,--  Nh sein; es kg}nnen diese Grenzen aber erreieht werden. Damit 
2 

Mh+~ gleich M~,--N,, werde, muss /,~ in einmn unendlieh kleinen Theile 

der Oberflgehe, in dem der Punkt liegt, i'(ir den L,~+, = 3Ih4-~ ist, = Mh, 
in allen iibrigen Punklen der Oberflaehe aber = Nh sein. Nur in dem 
Falle, dass ein endlieher Theil der Oberflaehe, in dem der Punkt liegt 
auf den 3~,+~ sieh bezieht, eine Ebene ist, findet eine Ausnahme hiervon 
in so fern statt, als f(ir alle Punkte dieses [hmh.s, die in endlieher Ent- 
fernung yon jenem Punkte sieh befinden, 1T beliebige Werthe haben kann. 

Damit Nh+~ :I/,---N,. werde, muss 1.3, in einem unendlieh kleinen 

Theile der Oberfl[~ehe, in dem der Punkt liegt, ftlr den ~.~+~ = _N~+ 1 ist, 
= N~, in allen {'lbrigen Punkten der Oberflaehe = Mh sein. (Ausnahme 
die der vorher genannten analog ist.) l)iesen beiden Bedingungen kann 
gleiehzeitig nicht gen~'lgt werden, .auch nieht bis auf unendlieh kleinc Ab- 
weiehungen; eine der beiden GrSssen -3Ih+~, .N~+~ mUSS daher yon ihrer 
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Grenze oder beide mt'/ssen yon ihren Grenzen um Endliches abweiehen; 
in jedem Falle muss also M~+I ~ 2~,,+1 urn etwas endliches kleiner sein 

als Mh ~ Nh. Da diese beiden Differenzen positiv sin(], so muss es hier- 

naeh eine yon der Gestalt der  Oberfliiche abhi~ngige GrSsse ~ geben, die 

ein positiver eehter Bruch und um etwas Endliehes kleiner als I isl, 

die die Eigenschaft hat, dass 

2~[,,+1 ~ 2~r+1 zwischen o und s (M,, - -  N,,) 
liegt. 

Nennt  m:m M den gr,'Sssten, N den kleinsten der gegebenen Werthe 

yon U, so liegt hiernach 

Mh ~ Nh zwisehen o und s h ( M - - _ N )  

und also 

Uh+~ zwischen + e~ ,M--h  r 
- -  2 

Auf  bekannte Weise folgt hieraus die Convergenz der Reihe 

u +  + . . . .  

Es ksnnte scheinen, als ob ~ ausser yon der Gestalt  der Oberflliche~ auch yon 

den Werthen von Mh und Nh abhi~nge. Dem ist abet nicht so, wie man leicht einsieht. 

Wenn man n~imlich ~/~, durch aUh + ~ wo a ~ ~ Constanten bedeuteu~ ersetzte~ so wtirde 

aueh Uh+l in aUa+l + fl tibergehen; es warde also 

M,,-- N,, 

unge~ndert bleiben. Dadureh aber dass man tiber die Constanten a und/~ passend verftlgt~ 

kann man Mh und Nh auf beliebig gegebene Werthe  reduzieren. 
Der Redaktions-Sekretiir. (E. PHRAGI~I~.N.) 


