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RECHERCHES SUR LES NOMBRES ET LES 

DE BERNOULLI 

PAR 

A. BERGER 
~, UPSALA. 

FONCTIONS 

(5) 

(3) 

(4) 

pour 

I. Thdorie  des h o m b r e s  et des  f o n c t i o n s  de B e r n o u l l i .  

Comme introduction k la th~orie des nombres et des fonctions de 
BERNOULLI nous nous proposons la solution du probl6me suivant. 

Probl~me. Former un groupe infini de fonctions d'une variable z 

(,) ~(~, o) ,  ~ (z ,  , ) ,  ~(z ,  2 ) , . . . ,  

qui satisfont aux ~quations 

~"(z, m + ,) = ~'(~, ~), 

(~,  o) = o, 

~ ( o ,  ~) = o 

m = o ,  I ,  2 ,  3 ~ . . .  

et pour toutes lea valeurs de la variable z. 
Pour la solution de ce probl~me nous proc~dons de la mani~re sui- 

vante. En int~grant lea deux membres de l'~quation (2) nous en ob, 
tiendrons pour m > o 

(s) ~'(~, m + ,) = ~(~, m) + B(~) ,  
Acta ~ r  14, Imprira~ le 16 d~cemble 1890, 3 2  
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oh l 'on d6signe par B(m) une quantit6 qui ne d4pend pas de z. Faisons 
dana l '6quation (5) m----o, nous en obtiendrons d'apr(~s l '6quation (3) 

(6) ~'(~, , ) =  B(o), 

et de cette formule on d6duit par int4gration et en ayant  6gard k l'6qua- 
tion (4) la formule 

(7) ~(z, x)---- B(o)z. 

Subatituons dans l%quation (5) m = i, noun en obtiendrons au moyen 
de l '6quation (7) 

(8) ~,'(~, ~) = B(o)~ + B(~) 

et par eons6quent, en int6grant lea deux membres de cette 6quation et 
en y appliciuant l '6quation (4), 

(9) ~o(z , 2) = B(o),'i .e q- ---f---B(I)z 

Pour m = : on d6duit den 6quations (5) et (9) 

(Io) r 3) --  B(o)z' B(,)z ' I ~  -1- ~ q- B(2), 

d'oh l'on tire par int6gration et en ayant  6gard ~ l '6quation (4) 

B(o)z" B(Oz" B(2)z 
(~) ~(z, 3) =i_~7~ + ~.2 + i 

En op6rant de eette mani~re noua trouverons que routes les fone- 
tions du groupe (x) sont donn6es par les formules 

B(m - -  k) z ~ 
(I2) ~o (z , o) ---- o, ~o(z,m)..~/_.,i.-~5.-Z. ~ pour m__> I, 

off l 'on d6aigne par  B(o) ,  B ( I ) , B ( z ) , . . .  une suite infinie de eonstantes 
arbitraires; et inversement on peut  s'assurer sans difficult6, que les fonc- 
tions ( i2)  satisfont aux 6quations (2), (3), (4), quelles que soient 4es 
constantes. Pour la d6termination de cea constantes nous fixerons lea va- 
leurs des fonctions ~(z ,  m) pour z = x de aorte que 1'on air 

03) ~(~, ~)= 
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et 

(14) t 0 ( I , m ) = o  pour m > 2 ,  

Pour que ces conditions soient remplies, il faut et il suffit d'apr6s l'6qua- 
tion (I2), que les nombres B(m) satisfassent aux 6quations 

(i5) B(o) = ~, 

Par ees 6quations les nombres 

~ B(m - -  k) 
. i-~7~:.:-k=o, pour m > 2 .  

B ( o ) ,  _B(I) ,  .B(2),  . . .  

sent compl6tement d6termin6s, et par suite on peut conclure des 6qua- 
tions (I2), que les fonctions 

F(~, o), F(~, ~), F(~, 2 ) , . . .  

sent aussi comp16tement d6termin6es. Apr6s cette introduction nous 
6tablissons les deux d6finitions suivantes. 

D~finition 1. Par les nombres Bernoulliens nous d6signons le groupe 
infini de quantit6s 

B(o),  B ( , ) ,  B(2),  B(3),  . . .  

qui satisfont aux 6quations 

k=,~ B ( m  - -  k) 
(I6) B(o) = I, Z = o  pour m >  2. 

i . 2  -3  k -~ k=l " " " 

D6finition 2. Par les fonctions Bernoulliennes nous d6signons le 
groupe infini de fonctions 

~(~, o), ~(~, i), ~(~, 2), ~(~, 3),  . . .  

qui pour toutes les valeurs de la variable z satisfont aux 6quations 

( , / )  ~"(z, m + ,) = ~'(z, ~) pour ,~ => o, 

( ,8) s ( z , o )  = o, 

('9) ~ ( o ,  ~) = o pour r e > o ,  

( ,o) ~ ( ~ ,  ~ ) =  i, 

(2,)  F ( ~ , m ) - - - - o  pour ~___>2. 
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Par  ees deux d6finitions les nombres et les fonctions de Bernoull i  
sont parfaitement d6termin6s. En faiant dans la seconde des dquations 
(I6) m suceessivement 6gal h 2 , 3 , 4 , 5 ,  . . -  et en r6solvant les 6qua- 
tions ainsi obtenues, nous obtiendrons les valeurs des nombres Bernoul- 
liens; les dix premiers sont 

I B(~') I (22) B(o) = ~, B( , )  = - - ~ ,  = i S '  B(3) = o, 

! ! 

B(4) = 72 o, B(5) = o, B(6) - -  3o24o' B(7) = o, 

B ( 8 ) =  ' B(9) = o. 1209600 ' 

Des 6quations (I6) on peut conclure, que les hombres Bernoulliens sont 
des quantit6s rationnelles. Au moyen de ces nombres on peut  calculer 
les fonctions de Bernoulli  en employant  les dquations ( I : ) ;  on trouvera 

Z 2 Z 
(23) ~(z ,  o) = o, ~(z ,  I) = z, f ( z ,  2) = ~ - - - 2 ,  

Zt g t  g Zr ~s Z2 
f ( z  , 3) - -  6 4 "4- i ~ '  ? (z  , 4) = 24 12 "4- ~'~' 

Z 5 Z 4 Z s Z Za Z5 ga Zt 

f ( Z ,  5) = 120 48 + 72 72% ' f(z, 6) = 720 240 -at- 288 i44o 

et, en g6n6ral, pour m >_~ i 

(24) ~,(z , m) --- ~..s B ( r a -  k)z t. 
, = 1 I ' 2 " 3 " " k  

Puisque les fonctions Bernoulliennes sont compl6tement d6termin6es 
par les 6quations (I7), (,8), (x9), (2o), (2,), nous pouvons 6noneer le 

th6or6me suivant: 
TMor~me I. Si un groupe infini de fonctions de la variable z 

Z ( z , o ) , z ( z ,  I ) , Z ( Z ,  2 ) , Z ( Z , 3 ) , . .  
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pour routes lea valeurs de z satisfont aux 6quations 

Z"(z , m-I-  I) = Z'(z, m) pour m>o, 

Z(z, o) = o, 

Z ( ~  = o  pour m>>o, 

Z(t,m)----o pour m >  2, 

on aura identiquement pour m ~  o 

Par l'6quation (24) 
fonctions Bernoulliennes; 

nous avons obtenu une expression g~n6rale des 
dans ce qui suivra, nous d6duirons des expres- 

sions des d6rivdes de ces foncdons. Ddsignons par r un hombre entier 
positif et diff6rentions les deux membres de l'dquation (I7) r - - I  lois 
par rapport ~ z, nous en obtiendrons pour r ~  i ,  in ~ O 

(25) e ( '+ ' (z ,  m + i) = ~ ( z ,  m). 

En d6signant par k un nombre entier qui satisfait k l'in6galit6 

on aura 6videmment 

k ~ ln~ 

m - - k - { -  r >  o, 

et par cons6quent on obtiendra de l'6quation (25) , en y rempla~ant m 
par m -  k + r, 

(~6) ~P(r+l)(z, 0 n - -  k --~ 9" -~- I)  = ~ " ( z ,  ~ - -  k -~- r) ,  

formule qui subsiste pour r >  t ,  k < m. En introduisant dans l'gqua- 
tion (26) 

r =  I ~ 2~ 3 ~ . . . ~  1 ~ 

oh k >  2, et en ajoutant les 6galit6s ainsi obtenues, on trouvera pour 
2 < k K m  

(27) ~k(~, m) = ~'(z ,  m -  k + I). 
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Mais eette formule est 6videmment vraie aussi pour k = I, et en y 
appliquant  l '6quation (5), nous en obtiendrons pour ~ < k < m la formule 

(~8) r m) = r  ~ - -  ~) + B( , .  - -  ~). 

Des 6quations (24) et (28) r6sulte ce th6or6me: 
Th6ori!me II. Pour les fonctions Bernoulliennes et leurs d6riv6es on 

aura les formules 

(z, o) = o, 

pour m >  ~, et 

r m) = ~  i.-~-~.v.~ 

~(z  , m) = ~(z,  m - -  k) + B ( m - -  k) 

pour i < k < m .  
Soient maintenant x ,  y deux quantit~s quelconques et m un nombrc 

entier positif, nous obtiendrons d'apr~s la formule de TAYLOR, en remar- 
quant  que r  m) est une fonction entiSre du m iem~ degr~, 

(~9) 
k = l  

et, par consequent, d'apr~s le th~or~me pr&6dent, 

(30) ~(X + y ,  m) - -  F (x ,  m) -----Z F(z,  m - -  k) + B ( m - -  k)y k 
I . z . 3 . . . k  $ = I  

k = l l l  

k=m~(z, m ~  k)y k + Z B ( m - -  k)y ~ 

k = l  k = l  

ou, d'apr6s le mame th6or6me, 
k ~ m  k 

(3,) r  ,,,) r , , ) _ ~ ( y  , , , ) _ ~ ( ~ , , ~ - k ) y  
' - -  ' ' - i : ~ . - q - 7 . . _ ~  

k ~ l  

Le premier membre de cette dquation ~tant une fonction sym& 
trique des variables x et y, ce membre  restera invariable en permutant  
x et y, et par suite nous aurons la formule 

(3 2 ) 
*=~' ~(x, m --  k)y ~ *=~ ~(y, m - -  k)z k 

, .2_5:-.k = ~  i .? :?_:_~ 
k ~ l  k = l  

Par l~ le th~or&ne suivant est d~montr~: 
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Th~or~me III. Si l 'on d6signe par m un nombre entier positif et 
par x et y deux quantit6s quelconques, on aura 

k=~tl 

' ' ~ . ~ . _ . k  
k = l  

et 
' ~ ( ~ _ . , ~ - ~ ) v  ~ * = ' e ( v , ~ - - } ) ~  

k = l  

Substituons dans la seconde de ces formules 

(33) x = z ,  y =  ,, 

nous en tirerons 

(34) 3 - "  ~_(_~ ~ - }) : ,  ~ - } ) ~  
k = l  k = l  

et pour m ~ 2 nous obtiendrons de cette 6quation, en y appliquant les 
formule  (20) et (2,), 

~)"~ ~ ~ __ zm_l 

~=x , . 2 . 3 . . . ( m - -  ,) 

Au moyen de cette 6quation et la formule (xS) on peut  calculer les 
s Bernoulliennes sans recourir aux nombres Bernoulliens; en effet, 
pour m = 2 , 3 , 4 ,  . . .  on tire de l '6quation (3 5) 

9(z ,  2) 9(z, , )  z' 
I + I .2 I . 2 '  

et ces formules donnent  6videmment les valeurs des fonctions Bernoul- 
liennes. D'apr~s cela nous pouvons 6noncer ce th6or&ne: 

Th~or~me IV. Si l 'on d6signe par m un nombre entier qui satisfait 
l 'in6galit6 

m ~ 2 ,  
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on aura 

~ ' ~(z, m - k) 

En auppoaant que 
m ~ 2 ,  

Zm--1 

, . 2 . 3 . . . ( m - - I )  

et en faiaant dana la premiere formule du th~or~me III 

noua en obtiendrona aelon l'~quation (2I) 
�9 k ~  

(36) f(z "-b ' m) ~,(z m ) = ~ ( , , m - - k )  
kffil 

et par suite, en y appliquant le th~or~me IV, 

zm--l 
(37) ~,(zq- x , m) - -  f, (z , m) = . 2 . 3 . . . ( m - - , ) "  

Maintenant noua ferona une application du th~or~me I; dfifiniaaons, 

k cet effet, un groupe de fonctiona 

z(*, o), z(*, '),  7(*, 2), . . .  
par lea ~galit& 

(38) 7 ( , , 0 ) = 0 ,  z( , , , )=z,  z(,,,,,)=(--,)'r 

pour m>_> 2, noua en obtiendrona, en diff6rentiant par rapport  k z, les 
formules 

(39) Z'(z ,  o) = o, ~.'(z, I) ---- I, )('(z, m) = ( - -  I )m- - l~ ' ( I - -~ ,  m) 

pour m > 2, lesquelles peuvent  ~tre rfiuniea dana la seule formule 

(40) z'(~, , ,)  = ( - -  , )~ - 'V( ,  - -  z ,  ,n), 

qui subsiste pour m > o. En diffdrentiant de nouveau, nous obtiendrons 

de l '~quation (40) pour m ~ o 

(4x) 2'"(z, m) ---- ( - -  , )=r  - -  z, m), 
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et par suite, en y remplagant m par m + i, 

(42) X"(z, m + x) = ( - -  x)=-lF"(I - - z , m  + ,), 

formule qui subsiste 
d6duit pour m ~ o 
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pour m>_o. Des 6quations (4o), (4e), (x7) on 

(43) Z"(z ,  m + ~) = Z'(z , m). 

Des 6quations (38) on tire aussi, en employant  les 6quations (z~)e t  (i9), 

(44) X ( z ,  o) = o, 

(4 5) Z ( o , m )  = o  pour m ~ o ,  

( 4 6 )  Z(I, I ) :  I ,  

(47) Z ( I ,  m) = o pour m > 2 .  

Cela 6tabli, appliquons le th6or6me I aux 6quations (43), (44), (45), (46), 
(47), nous en obtiendrons pour m > o 

(48) z(~, ~) = r ~), 

et par suite on aura d'apr6s les 6quations (38) et (48) pour m ~ 2 

(49) r - -  ~ ,  m) = ( -  , )=r  ,n). 

Nous r6sumons les formules (37) et (49) dans le th6or6me suivant: 
Th4or~me u Si l 'on d6signe par m u n  h o m b r e  entier sup6rieur 

ou 6gal k 2, on aura 
~m--1 

r + i ,  m ) -  ~(z, ~) = 
I , 2 , 3 . * "  ( m - -  I )  

et 
~(I  - -  ~ ,  m) = ( - -  i )=~(~ ,  ~)  

La premi6re de ces formules, mise sous la forme 

(5o) z~  = r(m){~(z + ~ , m) - -  ~(z ,  re)l, 

subsiste 6videmment pour m > I, et en y remplagant z par z + h, nous 
trouverons 

(5 , )  (~ + h) o-'  = r ( ~ ) { ~ ( ~  + h + , ,  ~ ) - -  ~(~ + h ,  ~)}. 
Avla ma t~ t i ex t .  14. Imprim~ le 17 d6cembre 1890. 33 
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Soit maintenant k un nombre entier positif, et raisons dans l'6quation (5I) 
h successivement 6gal 

o, i , 2 ,  . . . , k - - I ,  

et ajoutons les 6quations ainsi obtenues, nous obtiendrons 

(5~) 
h~k~l 

x: (. + h) ~-~ = r ( ~ ) { ~ ( .  + k ,  m) - -  ~ ( . ,  ~)1, 
h=0 

ee qui ddmontre ce th6or6me: 
Thfior~me VI. Soient m e t  k deux nombres entiers positifs, on aura 

h=k--1 

X (z + h ) ~ - a =  F(m)l?(z + k, m)--9~(z, m)}. 
h=O 

Pour z = o on en d6duit 

h=k--1 

(53) X: h - - '  = r(m)~(k, ~), 

formule qui subsiste pour m >= 1,  k ~ i. 
En combinant entre elles les deux formules d u  th6or~me V, apr6s 

avoir remplac6 z par - - z  dans la seconde, nous en tirerons pour m >  2 

(54) ~(~, m ) -  ( - -  i ) ' ~ ( - -  ~, ,,,) --- - -  
~m--1 

1 . 2 .  3 . . . ( m -  I )  

Ecrivons cette 6quation sous 1~ forme 

(55) ~,(~, m) + 
I ~m--1 

2 I . 2 . 3 �9 �9 . ( m  - -  I )  

= ( - -  I )  m ~ 9 ( - -  Z , ~ g )  *'~ 2 ~ .  2 . . . .  ( m - -  I) ' 

nous en obtiendrons le th6or~me suivant: 
Thdor6me VII. Si l'on ddsigne par m 

ou 6gal k 2, rexpression 
l Z m-I  

un nombre entier sup6rieur 

~(z,  ~) + 
2 1 . 2 . 3 . . . ( m - - I )  

est une fonction paire ou impaire de la variable z, suivant que m est 
un hombre pair ou impair. 



Recherehes sur les hombres et les fonetions de Bernoulli. 259 

Pour m ~_~3 on tire des 6quations (24) et (22) 

I Z ~ - 1  - -  z"* kffi~-2 B ( m  - -  k ) z  k 

(56) r  ~ . 2 . 3 . . . m  "]- z_.,  ~:~.-3.~-~.k 
k = l  

et du th6or6me pr6e6dent provient ce corollaire: 
Corollaire. Pour tout  nombre entier positif n on a 

(57) B(2n  "4- I) = o. 

On peut aussi d6duire cette formule des 6quations (49)e t  (5) .  Effec- 
tivement, si l 'on remplace m par m-t-  I dans l%quation (49), on aura 
pour m >_> I 

(58) ~ ( ,  - -  z ,  ~ + i) = ( - -  i ) -+ '~ (~ ,  ~ + ,) 

et par eonsfiquent, en diff~rentiant, 

(59) 

ou, d'apr6s l '6quation (5), 

(60) r - z ,  m) + B(m) = ( - -  x)"r ,,,) + ( - -  ~)"B(,,,), 

d'oh l 'on tire pour m >~ 2, en ayant  6gard k l '6quation (49), 

(6 I )  B(m){~ - -  ( - -  ,)m} = o. 

En faisant dans cette 6galit6 
m ~  2~-3 I- I, 

nous retrouvons la formule (57). 
Soit maintenant a un nombre entier positif, et d6finissons un groupe 

de fonctions 
z(~, o), z(~, ~), z(*, ~), . . .  

au moyen de l'6galit6 
r ~ a - - 1  r ~ a - - 1  

r ~ O  r ~ O  

off m > o. En diff6rentiant eette 6galit6, on a 
r f a - - 1  

, / z +  r ) 
(63) Z'(Z , m)--~ a m-2 Z ~ k-----ff--, m . 

r ~ O  
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Remplavant m par m-1- I et diff6rentiant de nouveau, nous aurons, pour 
m ~__~ O~ 

r ~ a - - 1  

(64) Z"(z, m .-[- i)---- a'-' X ~,,(z +ra , m .nt- i) 
r = O  

ou, d'apr6s l'6quation (i 7), 

(65) Z"(z,m..-[-- I) =a"- '  X ~'( z +r  ) -~ , m  �9 

Des 6quations (63) et (65) on tire pour m > o 

(66) 

(67) 

z " ( z ,  ~ + x) = z ' ( z ,  ~). 

D'apr$s les 6quations (62) et (I8) on a 

Z ( z ,  o) = o 

et 

(68) X(O, m) = o 

pour m >  o, et de l'6quation (62) on tire pour m > o 

r = a - - 1  r = a - - 1  

(69) 2'(I, m)-~-a'-I X ff(r-4-1a ,m) -- a'-t X ~ (ra 'm) 
r - -O r = O  

et par suite, en introduisant r -  I au lieu de r dans la premi6re somme 
du second membre, 

X ( r )  a ,~_ ,X  ( ~ )  a~_1~(i m), (7 ~ ) X ( i , m ) = a ' - '  ~ • , m  - -  ~ , m  = , 
r = l  r = O  

d'oh l'on tire d'apr6s lea formules (20) et (2I) 

(7x) Z ( I ,  , ) =  , 

et 

(72) X( i  , m) = o 

pour m >  2. En appliquant le th6or6me I aux 6quations (66), (67), (68), 
(7~), (72), on a, pour ~ > o, 

(73) Z(Z, m) ---- ? (e ,  m), 
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et par suite l'6quation (62) nous donne, pour m__> o, 

(74) 
r = a - - 1  r = a - - 1  

, m = + , . 

En diff6rentiant par rapport k z les deux membres de cette 4qua- 
tion et en rempla~ant m par m - b  I, nous aurons, pour m ~ o, 

r = a - - 1  

(7 5) p ~--------~, m -Jr- I = ~m--1 ' 
r = O  

d'oh l'on tire, ~ l'aide de la formule (5), 

r = a - - I  

(76) Z.=0 ~ ( z + r ;  , m ) = F ( z ' m ) - - a  ~-t(a m - x ) B ( m )  

Introduisant dans l'6quation (7 6) az au lieu de z, on aura ee th6or6me: 
Thgor~me VIII. Si l'on d~signe par a un nombre entier positif, on 

a pour m > o 

r = a - - 1  

z + ?~ , m = ,~,~_~ 
r = O  

Au moyen de ce th6or~me nous pouvons calculer la valeur de la 
I 

fonetion f ( z ,  m) pour z = ? ;  en effet, substituons 

Z = O ,  a ~ - - - 2  

dans la formule d6montr6e, nous en tirerons 

( 7 7 )  ~ 2 ' m = - -  2 - - 1  

pour m > o. D6signons par n un nombre entier positif queleonque, on 
obtiendra des 6quations (77) et (57) 

(78 )  ~ 2 '  2• + I = O. 

Si Yon d6signe par z une quantit6 queleonque et par v u n e  quan- 
tit6 qui remplit la condition 

Ivl < 
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l 'expresslon 
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S t ,  I 

peut gtre d6velopp6e en s6rie convergente ordonn6e suivant les puissances 
de v, et par suite nous aurons pour ces valeurs de v une 6galit6 de 
la forme 

e z ~ -  I 

(79) v e~ ~ = X ( z ,  o)  -3 C X ( z ,  I)V of_ Z ( z ,  2 )v  2 .4_ . . . ,  

oh Z ( z , ~  I ) , Z ( z ,  2 ) , . . .  sont des fonctions de z. Pour v - = o  
on en tire 

(8o) z ( ~ ,  o) = o, 

et par suite on aura 

( 8 I )  ~e'(Z, O) ---- O. 

Diff6rentiant les deux membres de l '6quation (79) par rapport  k z, nous 
aurons ,  en divisant les deux membres par v, 

(8: )  ~ _ ,  = z'(z,  ,) + z'(~, 2)v + z'(~ , 3)v'  + . . . .  

Faisant v-----o, on en tire 

(83) ,~'(z, , ) =  i 

et, par  cons6quent, 

(84) z"(~,  i) = o. 

Diff6rentiant les deux membres de l '6quation (82) par rapport  k z, et 
divisant les deux membres par  v, on a donc 

~ e  z~ 

(85)  e ' - - I  - -  '~"(Z ' 2) "q- X"(Z ' a ) v  31- '~"(Z ' 4 ) v '  -[- . . . .  

Des 6quations (8I), (82), (84), (85) on obtient pour m > o  la formule 

(86) Z"(z, m + I) = Z'(Z, m). 
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Pour z = o on d~duit de l%quation (79) 

(87) o = z ( o ,  o) + z ( o ,  ,)v + z ( o ,  2)~' + . . . ,  

et par suite on aura pour m > o 

(88) z (o ,  ~) = o. 

En faisant z = I dans l%quation (79), nous en tirerons 

(89) v = Z 0 ,  o) + Z ( ' ,  ~)v + Z ( ' ,  2)v '  + . . . ,  

et par eons~quent on obtiendra, en ~galant les uns aux autres les eoef- 
fieients des puissanees de v dans les deux membres, 

Z(I,  , ) =  I (90) 

et 

(9~)  z ( , ,  ~) = o 

pour m > 2. Appliquons maintenant le th~or~me I aux ~quations (86), 
(8o), (88), (9o), (9I), nous en d~duirons pour m > o 

(92) z(~,  ~) = ~(~, ~), 

et par suite nous obtiendrons de l%quation (79) la formule 

e z ' d ~  I 

(93) v e~ ~ = ~(~, o) + ~(~, ~)~ + ~(z, 2)v' + . . . ,  

qui subsiste pour routes leg valeurs de z et pour Iv I <  2zr. 
En divisant les deux membres  de cette ~quation par v, on aura 

e ' -  I Z ~ ( z  , k)v  '-~ 
(94) e ' - - I  = k = l  

et par suite, en diff~rentiant par rappor t  k z, 

( 9 5 )  e ' - -  I = ' 
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Rempla~ong k par k-t-  I 
aurons 

A. Berger .  

dans le second mcmbre de cette 8quation, nous 

(96 ) 
e v -  I kffio 

ou, d'apr6s l '4quation (5)7 

(97) e ' - -  I = *0 {~(~' k) + B(k)}v'.  

Pour r  on en tire 

v ~ B ( o )  + B ( I ) v  + B ( 2 ) v  ~ + . . . .  ( 9 8 )  e ' - - I  

Par lk le th4or~me suivant est d{~montr& 
Th~or~me IX. Si l'on d~gigne par z une quantit{~ q ueleonque et par 

v une quantit~ qui satisfait k l'in6galit~ 

Ivl < ~,  
on aura 

et 

~zv __ I - -  = r  o) + r  , )~ + r  2)v ~ + . . .  

v = B ( o )  -[- B ( I ) V  -t- B(e)v' + . . . .  
e~ v ~ I 

En faisant dans leg formules ainsi d&nontr&g 

~ :  I~ 

nous trouverons que pour u n e  valeur quelconque de la variable z la 
somme de toutes leg fonctions Bernoulliennes 

est ~gale k 

~(~,  o ) ,  r  ~), ~ ( z ,  ~) ,  . . . .  

e t ~  I 

et que la somme de tous les hombres Bernoulliens 

B ( o ) , B ( ~ ) , B ( 2 ) ,  . . . .  



est 6gale 
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Maintenant nous d6velopperons les fonctions Bernoulliennes en des 
s6ries trigonom~triques, et pour ce but  nous ferons usage des formules 
connues 

99) e " ~ - e  -"~ a~ ~r ~ a  ~ + k  ~' 

qui est vraie pour o < z < I, et 

k~0o 
(IO0) e a~(2z-1) - -  e -~'~(~'-1) __  2 ~ k sin 2k~rz 

e a ~ r - e  - a s  ~r = a ~ "~ k g ' 

qui subsiste pour o < z < I, a 6tant une quantit6 r6elle quelconque. 

Nous introduisons aussi une fonction /l(z, m), d6finie pour toutes les va- 
leurs r6elles de z et pour  tous les nombres entiers positifs m par les 
6galit6s 

0 o i )  ~(z, m) = o 

pour  m > 2, mais 

I (,o:) z(~ ,  ~) = ? ,  

si z e s t  un nombre entier pair, 

(Io3) ~ (z ,  i) = o, 

si z n'est pas un nombre  entier, et 

(Io4) ~ (z ,  I ) = - - -  
I 

2 

si z est un nombre entier impair�9 

Au moyen de la fonction /t(z,  m) l '6quation (IOO) peut  se mettre  
sous la forme 

(105) ea~-l)ea = --j e-a~t~-l)e -a= ----- - -  2/~(Z , I) ~-~r2 kffik~ 1= 

Acta mattwmal~a. 14, I m p r i m 6  1~ 12 d~cembre  1890. 

k sin 2k~rz 

a ~ + k 2 , 

84 



266 A. Berger. 

et cette 6quation subsiste 6videmment pour o < z < t. 
6quations (99) et (xos) et en y substituant 

En ajoutant les 

v 
2~r 

nous en obtiendrons pour o < z ~ I  la formule 

(lO6) 
,yezo k~a~ 

I ~-- - - V # ( Z ,  I)---  Z 4kaw sin 2k~z-  2v'cos2km 

d'oh l'on tire apr6s quelques r6ductions faeiles 

( ~ o 7 )  : _  ~ , ~ - ,  �9 

Si l'on impose k la quantit6 v la condition 

on  a u r a  

(,o81 

et 

(I09) 

IV < 2:~ 

2k~ --  v 
_ _  ~ ~2t;rzf Z 

n ~ l  

~e~2k~t't |  

2 k w / +  v 

par eons6quent, nous obtiendrons de l'6quation (XOT) 

I IO) 
,y6zv 

8 w -  I 

k~oo n~oo n 
�9 I = - - V / t ( . ,  I ) -  Z Y \2---~-j~] | Jr- ( -  

k=l  n=l  

ou, d'apr6s l'6quation (IoI),  

I I I) 
V8 z~ . . . . . .  v" ~ : * ~ " ~  + ( - -  s)ne -2k=' 

= - Z . ( " ,  n ) : -  Z (2=). 
n=l  n= l  k= l  

Des 6quations (93) et (98) on d6duit par addition 

I I 2)  Vez~ I 

n~ao 

{r n) + B ( n ) } : ,  
n = l  
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et  en 6ga lan t  les uns  a u x  au~res les coefficients de  v ~ dans  les seconds 

m e m b r e s  des 6qua t ions  ( I l i )  e t  (I I2),  on ob t i end ra  p o u r  o < z < i e t  

p o u r  m ~ i la f o r m u l e  

( I I 3 )  9~(z,m) - - - - . - - B ( m ) - - # ( z , m )  k••2k•rzi )m e--2kn'zi i , + ( - - i  

(2~)~ ~ k~ ' 

ce qui  d 6 m o n t r e  le th6or6me  su ivant :  

T M o r ~ m e  X. Si l 'on  d6signe pa r  m un n o m b r e  ent ier  posi t i f  quel-  

conque  et  par  z une  quan t i t6  r6elle,  qu i  satisfait  a u x  condi t ions  

O < Z <  I ,  

on  a u r a  
k=qo i )m e_2krezi �9 

(2rri)~ k=l k~ ' 

p o u r  m _  > 2 cet te  f o r m u l e  subsis te  encore p o u r  z = o e t  p o u r  z = I. 

Si l 'on d6signe pa r  n u n  h o m b r e  ent ier  positif,  nous  ob t i endrons  de 

ce t h6or6me  p o u r  
n ~  I ~ O < Z <  1 

et  p o u r  

la  f o rmu le  

( r I 4 )  

de m 6 m e ,  p o u r  

nous aurons 

(i 15) 

n > 2  , o < z <  I 

2 ( - -  1) n k=| s i n  2k~z  ~(~, 2 n - -  x) = - -  B ( 2 n - -  i )  + (2~)~--~ ~,~ k ~ - i  

n > I  ~ O < Z <  I~ 

r  ~'0 = - -  B(~,O 
2( - -  i)n cos 2 ~ z  

(2~)~n ~ ~-~ " 
k~l  

P o u r  z ----- o on d6du i t  d u  th6or~me X et  de l ' 6qua t ion  (x9) le th6o- 
r6me su ivant :  

Thdor~me XI. Si l 'on d6signe pa r  m un  n o m b r e  en t ie r  sup6r ieur  

ou  6gal ~ 2, on au ra  

B ( m )  = I • (--:)-~ i (2. /)-  z.~ ~ "  
k=l  
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Soit n u n  nombre entier positif, et raisons m ~- .~n-]- i dans cette 
formule, nous retrouverons l '6quation (57); en y faisant m ~- .~n, nous 
aurons pour n >_~i 

( i i 6 )  B(2n) 2(--  ,)"-~ " ~  I 

d'oh r6sulte ce corollaire: 
Corollaire. Si l 'on d~signe par  n un nombre entier positif quel- 

conque, l 'expression 

m 

cst une quantit6 rationnelle. 
De la formule (x iS) on peut aussi conclure que le hombre B(2n) 

a le mdme signe clue ( - -  i) "-1. 
Maintenant nous 6valuerons la somme de la s6rie 

k ~  ~ I )m e--~kr:.xf 

, Z 

oh l 'on d6signe par x une quuntit6 r6elle quelconque et par m un nombre 
entier positif. A cet effet nous introduisons la fonction num6rique 

z'(x), 

que nous d6finissons de la mani~re suivante. Par  E(x) nous d6signons 
le plus grand des nombres entiers qui ne surpassent pas la quantit6 
r6elle x, de sorte que l'on aura 

(xx7) o < x - -  E ( x )  < ~. 

Cela pos6, substituons dans la formule (Ix3) 

nous en tirerons 

(,xs) 

z = x - -  E ( x ) ,  

= ~ I )m e--2kTrxt 

(2a-/)" k=1 km 

= - -  B ( ~ ) - - ~ { ~ -  E(~) ,  ~ } -  r  E(~) ,  ~}, 

ee qui d6montre le th6or+me suivant: 
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Thfiori~me XII. Si l'on d6signe par x une quantit6 r6elle quelconque 
et par m un nombre  entier positif quelconque, on aura 

k= | I )m e--2k~x( 

(2~ri)" ,=1 

-- B ( m ) - - , a { x - -  E(x) , m } - - ~ { x - -  E(x) , m}. 

Corollaire.  

quelconque et 
Si l'on d6signe par x une quantit6 rdelle et rationnelle 

par m un nombre  entier positif quelconque, l'expression 

k= ~ l )m ~--2k~rx~ I Z e2t~rx( "~ ( -  

(2~i)~ ~=i k~ 

est une quantit6 rdelle et rationnelle. 

Dans ce qui suit nous appliquerons les formules prdc6dentes 
l 'dvaluation de quelques intdgrales ddfinies. En met tant  l 'dquation (5) 
sous la forme 

~(~, ~) = ~'(~ ,m  + I ) -  B(,~), 

et en int6grant entre les limites z--~ o et z = c, oh l 'on d6signe par c 
une quantit6 finie quelconque, on aura pour m ~ o 

(I I9) 
c 

f ~(~, ~ ) ~  = r , ,,~ + i ) -  B(m)c. 
0 

Rempla~ons c par c "4-I dans cette 6quation et combinons entre elles 
les formules ainsi obtenues, nous trouverons 

(I so) 
c + l  

f ~(~, m)d~ = ~(c + 1,  m + I1 - ~(~ , ,, + i1 - -  B(~,~) 
c 

ou, d'apr6s l '6quation (5o), 

c + l  
(3 m 

(i~i) f ~(~, m)d~=r(~ + ,) B(,~), 
0 

formule qui subsiste pour m ~ o. Pour  c = o  on en tire, en supposant 
que m : >  I, 

1 

( , ~ )  f ~ ( ~ ,  ,,)d~ = - B(, , ) .  
0 
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Cela 6tabli, nous dvaluerons l ' int6grale 

c 

f~(., mle-"d~, 
0 

off a et c sont des quantit6s finies quelconques, except~ que a ne soit 
pas nul. Posons, ~, cet effet, pour m > o 

c 

(I23) f(m) = a ' f  r m)e-~ 
0 

nous aurons 

(124)  f (o )  = o. 

Int~grant par parties, nous tirons de l '6quation (123) 

c 

(125) ]e(m) = - -  <,"-- 'f~,(:,  ,,,)de-': 
0 

c c 

= - - ' * ' - ' l  ~'(=, role-'= + < * ' - ' f v ( = ,  " )  e-~ 
0 0 

et, par suite, en supposant , m >  I et en employant  les 6quations (5) et (I9), 

r 

(I26) f(m)=--a'~-'fr(c, ,,,)e-'~ . , - -1)+ B(m-- i)}e-*'d,. 
0 

Des dquations (I26) et (z23) on tire 

(t27) f(m)--f(m-- 1)=--a'- ' f~(c, m)e -:r + .B(m-- t)a'-'(1--e-:r 

en remplagant  dang ce t~  ~quation m par 

I , 2 ~ 3 ~ ..., ill-- I , ~, 

et en ajoutant les r6sultats ainsi obtenus, nous en obtiendrons pour m ~ I, 
en ayant  6gard k l '~quation (x24) , 

h = f ~ l  h ~ m  

(i28) f (m)=- -e - :Ch~F(c ,h )aa- '  q- ( i - -e- '~)h~xB(h--  i)a j'-2 

ou d'apr6s l '6quation (I23) , si on remplace dans la seconde somme h 
par h n t- I, 
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r 

( 1 2 9 )  f 9~(z' ' ~ )  e - a z d Z  = 8 _ a r  h . . . .  1 __ a --g- ~=~= 9~(c ' h)ah_, + i a =+1- e-"* h=0X B(h)a h, 
0 

formule qui subsiste pour an > I et pour toutes les valeurs finies de a 
et c, except6 pour a ~ o. Nous ferons deux applications de cette formule. 

i) Supposons que Ia partie r6elle de la quantitd a soit positive, nous 
obtiendrons d e  l '6quation (I29), en faisant croltre c vers l 'infini positif, 

oa h = m - - 1  

0 

pour m ~  I. D&ignons par ~b une quantit6 r&l le  qui satisfait aux 
in6galit6s 

7r - - ~ < r  

et faisons dans l 'dquation (I3o) 

nous en d~duirons 

(lai) 

a = cos ~b -[- i sin r  

oo 

fg(,, 
0 

h=m--1 

= ~ B(h)lcos(m + i - - h ) O - - i s i n ( m  + I--h)~b}. 
h=0 

En s6parant les parties r6elles et imaginaires dans cette 6quation, nous 
en tirerons 

o~ h = m - - 1  

(132) f~(z,m)e-Z~176162 ~. B(h) cos(m + I--h)r  
h=0 0 

et 
o~ h = m - - 1  

(I33) f~(z,m)e-Zr176162 - ~. B(h) sin(m -t- t - - h ) ~ ,  
h=0 0 

forxnules qui sont vraies pour 

m ~ I ~  ~< 
2 ~' < ~." 
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Multiplions les deux membres de l '6quation (13o) par a m+~, et supposons que 

at < 2~r, 

nous en obtiendrons pour m = cx3 

(I34) li,na"+' f , m)e - "dz  = X B ( h ) a  h 
m = Q r  0 h = O  

ou, d'apr~s l '6quation (98), 

oo 

f (  ) o (135) l i m a  "+1 f z ,  m e-"~dz = e " ~ '  

formule qui subsiste si la partie rdelle de la quantit6 a est positive, et 
que le module de a soit inf6rieur k 2~'. Pour  a = I on d6duit des 

6quations (13o) et (135) la formule 

h ~ m - - 1  

(136 / f ~ ( z ,  m)e- 'dz  = h=,) ~" B(h) ,  
0 

qui est vraie pour m ~  1, et 

(x37) lim : r  m)e-~dz = .  x 
e - - I  

2) En faisant dans l '6quation (I29) c-----I 
formules (2o) et (2I), nous aurons pour m > I  

et en y appl iquant  les 

1 

(I 38) f ~(z , m)e-~ = 
0 

h = m - - 1  
e - a  I - -  e - a  

et en substituant dans cette 6quation 

a = 2kzd, 

oh l'on d6signe par k un nombre entier r6el different de o, nous trouve- 

rons pour m ~> 1 
1 

(,39) = x . ' (2kn/)~' 
0 
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D6signons par n un nombre entier positif quelconque, nous obtiendrons 
de l'6quation (, 39) les formules suivantes 

1 

(I4O) f e ( ~ ,  ~ , , -  ,) cos : k ~ d .  = o, 
0 

1 

( , 4 , )  f ~ ( . ,  ~ . -  1)~in ~k~d~ = - -  
0 

( ~  1) n 

(2k~) '2n-1 ' 

1 

('4~) f F(z 2n) eos2kzzdz---- ( -  ')"-' 
o ' (2k,'r)'~" 

1 

( '43) f r 2n)~in ~k=a~ = o. 
0 

Faisons dans l'~quation (I I9) 

nous aurons pour m ~_> o 

! 
C ~ - - ,  

1 

( '44) ~(z , m)dz = ~ 2 , m + I 2 
0 

et, par suite, d'apr6s l'6quation (77), 

1 

B(m) ('45) f ~,(z , m)dz = 2 
0 

B(m I). + 

Soit maintenant h une quantit6 r6elle et d6signons par f(z)une 
fonction de la variable z telle que leg fonctions 

f (z) ,  f '(z), f"(z),  . . . ,  f'+'(z) 
soient finies et continues entre les limites z-----h et z----h + z. En 
appliquant la  formule (5) a l'identitd 

d (,46) N{f (z ,  r + , ) U + ' ( h  + z)} ----- ~ ( z , r  -F I)f~+'(h , + z) 

+ V ( . , r  + ,)f,+,Ch + ~), 
A~ta mathe~matica. 14, Imprlm~ le 18 d6cembre 189o. 35 
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off r ;> o, nous en tirerons 

df  
(~47) N , f ( z ,  r -t- ,)f~+:(h + z)} 

= B(r) f"+' fh + z) + ~(z , r  + ,)f"+'(h -t- z) -I- C(z, r)f"+'(h -t- z). 

Multiplions les deux membres de cet te  dquation par ( - - I ) " d x ,  et intd- 
grons entre les limites o e t  I, nous aurons, en observant l'6quation (x g), 

( , 4 8 )  ( - -  I ) r ~ ( I  , " 'Af  - I ) f r + ' ( h - }  - I )  -~- ( - -  I ) " JJ ( r ) { f r (h . - t  - I ) - - f r (h ) }  
1 1 

- - ( - -  , ) '+ ' f r  ,- + I ) f "+2 (h  Jr z)dz ~1_ (__ ,),. f r r)f.+,(h "4- z)dz, 
0 0 

formule qui subsiste 6videmment pour r ~_~ o, en employant la notation 

f~ = f(z). 

Soit maintenant m un nombre entier positif, et substituons dans l'~qua- 
tion (x48) 

r = O ~  I ~ 2 ~ . . , ~  ~ - -  I ;  

en ajoutant les 6galit6s ainsi obtenues, nous aurons, d'apr~s les formules 
(,8), (~o), (~,), 

r ~ i l l - - 1  

(I49) f ' (h+  , ) =  ,~o ( -  , ) 'B( r ) { f ' (h  + ' ) - - f ' (h ) l  
1 

- - ( - -  , ) ' f ~ ( z ,  m)f '+'(h "4- z)dz 
0 

et, par cons6quent, 

(~ 50) fl(h 4- , ) =  ,~o(-- I ) 'B(r) l f ' (h  + x ) -  f '(h)} 

1 

--(-- ,):f{~(., m) + B(m)Jf'~+l(h -~- z)dz. 
0 

Puisque on a 
( - -  , ) ' B ( , ' ) =  B( r )  

pour r-----o et pour r => 2, mais 

( - -  ,) 'B(, ')  = B(,') + , 
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pour r = I, nous obtiendrons de l'6quation (I5O) 

(15I) f ' (h)  ~--- ~, B ( r ) { f ' ( h  + I ) -  r'(~)l 
r~O 

1 

- ( -  1),,f1r ,,,) + B(m)lf"+'(h + z)dz, 
0 

formule qui subsiste pour m ~  I .  Introduisons 
au lieu de z, nous en eonclurons 

dans l'int6grale z -  h 

( 's:)  
r=tli 

f '(h) = ~, B(r)l f"(h + 1 ) -  f'(h)} 
r=0  

h + l  

- - ( - -  ')m fie(Z-- h,  m) + B(m)i f"+'(z)dz .  
h 

Or, h 6tant un nombre entier, on a d'apr6s le th6or6me X pour m ~  i 
et  p o u r  h < z < h +  I 

I ~ - ~  els"zi 3ff ( _ _  I )m e--lsirzi 
(i$3) r  h, m) + B(.m) = ( ~ ) : , : ,  , .  

et, par suite, on obtiendra de l'6quation (152) 

(I54) r'(h) = X B(r)lf"(h + 1 ) -  f ' ( h ) }  
r=O 

_ _  

h+l 

( - ' ) "  r Z ~  + ( -  ')'~-:'"e~. 
(2~ )~  j ' ' ' ,=~ s ~ 

h 

D6signons muintenant par k un nombre entier positif et supposons que la 
fonction f(z) et ses d6riv6es jusqu'k l'ordre m + t soient finies et continues 
entre les limites z ~  o et z = k; en faisant dans l'6quation (t 54) h successive- 
ment 6gal s o ,  I , 2 , . . . ,  k - -  I, et en ajoutant les 6gatit6s ainsi obtenues, 
nous obtiendrons 

h = k - - 1  r ~ m  

(, 55) X f'(h) = E B( r ) { f ' ( k )  - -  f"(o)i 
h=O r=0 

k 

-[- (--~-r~/-~- ] " I)'i Cfm+l(z~" " Zs = 1 e2sTrzi + (-s 'n I)'ne--~sr'zi dz,  

0 

ce qui d6montre le t,h~or6me suivant: 
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Thfior~ms XIII. Soit t'(z) une fonction de la variable r6elle z, d6- 
signons par k et m deux nombres entiers positifs, et supposons que les 
fonctions 

f (z) ,  f ' (z) ,  f " ( z ) , . . . ,  f"+'(z) 

soient finies et continues entre lee limites z = o et z = k ,  nous aurons 

La quantit6 

h = / g - - I  r ~ n l  

Z f'(h)-~ ~, B(r)l f ' (k)-  f'(o)] 
h = O  r = O  

k 

+ (-~jl),,, [ t,,,,+ , (z) ~ :'=~' + ( - :  t),,,~-'~.~. ,lz. 
$ = 1  

O 

(__ i)., e'=' + (~, ,)~ 

6tant comprise entre les limites 2 et - - 2 ,  on aura pour m > 2 

(r56) (-- l ) "~e: '" '  + (-- 'm s" = 2#1 '=~ I~, 
t m l  $ = 1  

oh - - t <  81 ~ I, et par suite on obtiendra du th6or6me pr6c6dent 

(157) 
h = k - - 1  r = m  s = ~  k 

2 ~ ' •  t e  f '+'(z)dz. Z f ' ( h )=  ~. B(r)I f"(k ) - -  fr(o)} Jr (2,.r),,----~ z. . . , :d~," 
h = 0  r = O  s = l  0 

En supposant que la d6riv6e f ' + l ( z )  ne change pas de signe entre z--= o 
et z = k ,  on a 

k k 

(, 5s) fo, f"~'(4a~ = o, f f"+'(4d~ 
0 0 

= # , { f " ( k )  - -  f " ( o ) } ,  

oil la quantit6 0~, qui est une valeur moyenne des quantit6s 0~, satisfait 
aux in6galit6s 

- - I < 0 ~ < I ,  

et des 6quations (157) et (I58) on tire 

( ,sg)  Z f ' ( h ) =  Z B( r ) { f " (# ) - - f ' (o ) }  + 2a, ~ ~ l..,,,(#)_ f,.(o)l" ~=o ,=o ~ - ~  ;~,t 
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D6signous par n un  hombre entier positif quelconque ct faisons dans 
l'6quation (I 59) 

~ = 2n ,  O~ = ( - -  i)"O, 

nous en obtiendrons, en employant  l '6quation (i i6), 

(i 60) 
h = k - - 1  r = 2 ~  

X f'(h) = ~, B(r ) { f ' (k)  - -  r ' (o) l-  - / - ( o ) i  
h=O r = O  

oh - - I  < 0 <  I, et off l 'on suppose que f2n+'(z) ne change pas de 
signe entre z = o et z = k. 

Supposons en outre que les d6riv6es f2"+:(z) et f:n+a(z) soient finies 
et continues, et que f2"+8(z) ne change pas de signe entre z = o et z ~-k,  
nous trouverons, en remplaGant n par n + I dans l '6quation (t6o),  

h = k - - 1  r = 2 n + 2  

( i 6 i )  X f '(h) = X B(r) l f"(k) - -  f"(o)} 
h=O r = O  

- -  O1B(2n + =)lr:"+:@)--/"+:(o)i, 

oh - -  I < 0~ < I, et par cons6quent 

(I62) 
h=k--I r=211 

~o / ' (h )  ,~o B ( r ) l / " ( k ) -  f"(o)} 

"4- (I - -  O,)B(2n -4- 2){f2"+~(k) - -  

et des 6quations ( I 6 0 )  e t  (t62) on conclura 

( '63)  - -  OB (2n ) { f " ( k )  - - / ~ ( o ) }  

= (i - -  O,)B(2n + 2){fn+~-(k) - -  f"+~(o)}. 

Puisque, d'aprbs l '6quation ( i i @  les nombres B(2n) et B ( 2 n  + 2) 
sont de signes contraires, nous obtiendrons de l '6quation (I63) 

(I64) O l f : " ( k ) -  f ' ( o ) }  ---- plf:,,+:(~;)- f - ' "+~(o)}  , 

en d6signant par P une quantit6 positive. Maintenant nous distinguerons 
les deux cas suivants: 

I) Si les d6riv6es f~n+l(z) ct f2"+3(z) ont le m~me signe entre z = o 
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et z : k, les fonctions f'2"(z) et f2"+~(z) scront s imultan6ment croissantes 

ou d6croissantes entre z = o e t  z - - - - - k ;  par suite les differences 

f~"(k) - -  f2"(o) , f~"+2(k) - -  f~"+2(o) 

auront  le mdme signe, et de l '6quation ( i64)  on peut  conclure que 

(r65)  0 > o ;  

or, 0 6tant compris  entre - -  i et i ,  on en d6duit  

(I66) o < O < I .  

2) Si les d6riv6es f~"+'(z) et f2"+3(z) sont  de signes contraires entre 

z = o et z = k, l 'une des d e u x  fonet ions  f~"(z) et f~"+~(z) croltra, pen- 

dant que rautre  d6croltra entre z = - o  et z = k, et par suite  les diffe- 

rences 
f ~ " ( k ) -  f:"(o), f~"+~(k) - -  f~"+2(o) 

seront de signes contraires, et de l 'dquation (I64) on obtiendra 

(167) 0 < o ,  

et par suite, 0 6tant compris entre - - i  et 1, 

(~68) - - i  < 0 < o .  

Par  lk le th6or6me suivant est d6montr6: 
Th~oritme XIV. Soit f ( z )  une fonction de la variable r6elle z, et 

d6signons par k et n deux nombres entiers positifs; supposons que les 

fonetions 
f ( z ) ,  f ' ( z ) ,  f " ( z ) , . . . , / ' ~ " + ' ( z )  

soient finies et continues entre les limites z = o et z =  k, et que f2"+l(z) 
ne change pas de signe dans cet intervalle,  on aura 

h = k - - 1  r=an 

Z f ' (h)  = ~_, B(r ){ f~(k)  - -  f~ (o )} - -  OB(en){f~'(k)  - -  f'2"(o)}, 
h=O r=O 

off - - i  < 0 < i .  Si, en outre,  les d6riv6es f2"+~(z) et f2"-~(z) sont  

finies et continues entre z = o et z = k, et que f2"+3(z) ne change pas 

de signe dans cet intervalle,  on aura 

O < O ' ~  I ,  
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si les d~riv~es f ' + l ( z )  et f~'+8(z) ont le m~me signe, mais 

~ x  < 6 < 0 ,  

si ces d~riv~es sont de signes eontraires dans le sus-dit intervalle. 
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II .  G~nFral i sa t ion  des h o m b r e s  et des f o n c t i o n s  de Be~.nauUi.  

Dans ses lemons sur l'arithm~tique sup~rieure M. KaOI~]~CK~R a in- 
troduit la notion de discriminant fondamental, et il a donn~ ce nom 
k tout nombre entier A,  qui  n'est pas un nombre carr~ positif et qui 
est de l'une des trois formes suivantes: 

x) A = P,  oh P ~ _ I ,  mod4, 

2) A = 4 p ,  oh 1 9 _ ~  I, rood4, 

3) A = 8 p ,  off P ~ I ,  mode,  

pourvu que P d~signe dans tous ces cas un hombre entier, qui n'est di- 
visible par aucun hombre carr~ plus grand que l'unit~. En d~signant 
par 

le symbole de LEG~DRE, g~n~ralis~ par M. KRO~ECKER, et par s le signe 
du nombre ~ ,  en sorte que 

( I 6 9 )  s = + I ,  s ~  > o,  

on a l e s  formules suivantes: 

( I 7 o )  - -  = o ,  
r 1 

r =  ~Zl--1 A 2krrr/ 

r > o , h > o ,  

o < r < e A ,  
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oh la valeur de la racine carr6e (~/~---) est fix6e par les formules: 

( '74) (~/~---) = I~/X] 

pour & > o ,  et 

( '75) ~ X )  = ~1V'-----S [ 

pour A < o. 
Cela pos6, nous g6n6raliserons les nombres et les fonctions de B~.a- 

~OULLI, conform6ment au th6or~me IX, par les d6finitions suivantes: 
D~finition 3. En d6veloppant l'expression 

r = $ A - - l  t _ _  \ r v  

e ' - -  I 
r = l  

en s6rie ordonn6e suivant les puissances eroissantes de v, nous obtiendrons 
pour Iv] < 27c une 6quation de la forme 

(,76) e ' - - I  = ~-- e z ~ = B ( ~  "2+. . . ,  

et nous appellerons les coefficients 13(o, A ) ,  B(I  , A ) ,  t1(2, &) ,  . . .  les 
nombres Bernoulliens appartenant au discriminant A. 

D~finition 4. En d6veloppant pour Iv] < 2rr la fonction 

r = ~ ' A - - 1 / ~  \ r v  

_ _  e -~j V e ~ I  = 

en s6rie ordonn6e sulvant les puissances croissantes de v, nous aurons 
une dquation de la forme 

e*'--I ~ ( 
(177) v e ' ~  V e~ 

= 

= e (z ,  o ,  zx) + ~(z ,  I ,  Zx)v + ~(z,  2 ,  tx)v ~ + . . . ,  

et nous appellerons les coefficients ~(z,  o ,  A) ,  ~(z, i , A) ,  ~(z, 2 ,  A), 
. . .  les fonctions Bernoullienne.~ appartenant au discriminant ~ .  
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A u  moyen de la formule (I7O") l'6quation (x76) peut gtre raise sous 
la forme 

Z ( ~ )  e~A - -  I Z B ( k ,  ~k)V' ( I7  8 ) V ev--  I = k=0 
r = I  

ou, en y appliquant l'6quation (93), 

r =~A- -1  k=oo z ( A )  ' ($ -~  ) 1r 
(~79) -:- ~' , k r = X B(k , A ) r  

-- k=O 

d'ofl l'on tire, en renversant l 'ordre des deux membres, 

(,8o) x ~(~, ~ ) r  ~ v '  ~ ~ r ~ ,  k .  
k = 0  k = 0  r = l  

E n  6galant les uns aux autres  les coefficients de v m dans les deux mem- 
bres de cette 6quation, nous aurons pour m >_~ o 

r=gA--1 .1~, . q~ 

et des dquations (24) et ( r8 i )  on ddduit les formules 

b=m r = z A - - 1  

k = l  = 

pour m > I. 

De ces 6quations on peut conclure, que les nombres Bernoulliens 
B ( m ,  A) sont des quantit6s rationnelles. Mettons maintenant  l '6quation 
( I8I )  sous ta forme 

et introduisons dans la seconde somme e A -  r au lieu de r,  nous aurons 
pour m >_> o 

~<~ 

AeAa mathemati, va. 14. I m p r i m ~  le 18 d6cembre  1890. 3 6  
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d'oh l'on tire pour m >  27 en y appliquant  les 6quations (49) et (I72), 

(~8s) 

~ A  r<~- 
A r ~ m) 

Si l'on d6signe par n un nombre entier positif, on obtiendra des 6qua- 

tions ( ,84)  et (185) pour A > o 

(186) B ( 2 n - -  i ,  A) = o ,  

et pour A < o 

(I87) B(2n, A) = o .  

En s6parant les parties r6elles et imaginaires des deux membres de 

l '6quation (I73), nous aurons pour A > o 

(,s8) 

et pour A < o 

(~89) 

r = A - - 1  

r = - - A - - I  

Substituons dans la somme 

v ~ r r v  

r = l  

e A -  r au lieu de r ,  nous en d6duirons 

(~ 90) 

oh, d 'apr& la formule (I72),  

(191) 

d'oh l 'on tire 

(I92) 

r = ~ A - - 1  r v  r = ~ A - - 1  r~ 

" " " } 

V ~ I  m 
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et, par cons6quent, 

r ~  ~ r v  

V r=~A--1 A "  rv v r = s A - 1  a 8 ~'A 2 .~t. $8 "~ +~ 

(I93) e" 1. ~1 ( - 7 - ) e ~ a = - ~  (7-)  2 ~_ _v_  
= = e 2 ~ o 2 

Des 6quations (176) et (~93) on d6duit 

(I94) 

r v  ~ r v  ~9 

~ = o  2 ~ _s 
8 2 - -  e 

Distinguons maintenant  les deux cas suivants: 
i) Pour A > o nous obtiendrons de l '6quation (99) par les substi- 

tutions 
V r 

a 2w' z = A  

la formule 

rv v rv v 2 k~rr 

(195) v e z 2 + ~  ~+~ = 1 + 2 v  2'=~-" cos A 
2" " _5  z--., v '  + 4k~lr *' 

e 2 - -  6 2 k = l  

qui subsiste pour o < r < A,  et des 6quations (194) et (195) on tire 

" Z  2 v *  2 k ~ c r  
(196) k=0~ B ( k ,  A)v*== k=l v~+ 4k'r,' ,.=, - -  cos--~-  

ou, suivant l '6quation (188), 

(197) x B(k  l,/Xl  
k = l  

k = l  

et, par suite, 

(,98) 
k ~ o o  k ~  

k = l  k = l  ( 2  kTr ) '  

k = o o  

k ~ o o  

(2k~)' 
k = l  

En 6galant les uns aux autres les coefficients de v ~ dans les deux 
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m e m b r e s  de cette 6quat ion ,  nous  r e t r o u v e r o n s  Ia, f o r m u l e  (186), e t  du  

reste nous  obt iendrons ,  en d6s ignan t  par  n un n o m b r e  ent ier  posit if ,  

( ,99) ' = ( 2 ~ ' ) 2 n  k = l  ~ - n "  

De cette f o r m u l e  on p e u t  conc lu re  que  p o u r  A > o le n o m b r e  B(9-n, A) 

a le m d m e  signe que ( ~  I) ~-~. 
2) P o u r  A < o nous  ob t i end rons  de l ' 6qua t ion  ( I o o ) p a r  les sub- 

s t i tu t ions  
V r 

a = ~ ,  z = - - - ~  

la f o r m u l e  
r~ v ,'v v 2k~r 

- -  ~ - A  (9-00) v e ~ ~ e x+~- ~=~ k sin 
~ _~ = - -  4,,-v v" + 4tc'rc ~' 

e2 - -  ~ 2 k = l  

qui  est vraie  p o u r  o < r < -  A ,  et  des 6quat ions  (194) et  (9-00) on d6du i t  

(9-Ol) X B ( k ,  A ) v ' =  - -  ~ v ' +  4k'r2 ~ \ r /  sin-_--~ 
k = 0  k = l  = 

ou, d 'apr6s l ' 6qua t ion  ( I89) ,  

(9-o~) 

O H  

gmr k = o o  
, 

X B(k,  a ) , ' =  - -  ~ l i - - ~ l  9-~ , , 

k = ~  I I 

= ' (9-klr)' 
= k = l  

.=1 ~ +  . . . .  

Egalons  les coefficients de v m dans  les d e u x  m e m b r e s  de cet te  ~quat ion,  

nous  r e t rouve rons  la f o r m u l e  ( I87) ,  et  d u  reste nous  ob t iendrons ,  n 6 tan t  

un  n o m b r e  ent ier  positif ,  

I 

' = (27r) ~'-1 = --k- k ~'-1" 
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De cette formule on eonclura que pour A < o  le nombre B ( 2 n - - i ,  A) 

a l e  m~me signe que ( - -x)" .  

Les quatre 6quations (~86), (t87) , (~99), (204) peuvent gtre rempla- 
e6es par la seule formule 

(205) B(,n,. A ) =  {' "t- ~(-- I )m}(~/X)~ ( ~ )  ' 

et des 6quations (I8I), (I82), (205) resulte ]e th6or6me suivant: 
Th4orgme XV. Si l'on d6signe par 4 un diseriminant fondamental 

queleonque et par s le signe du hombre 4 ,  en sorte que 

e =  + I, s A > o ,  

les nombres Bernoulliens B ( o ,  A ) ,  B ( I ,  A ) ,  /? (2 ,  A ) , . . .  sont des 
quantit6s r6elles et rationnelles, et l'on aura pour m > o 

r~eA--1 

B ( m ,  A) : f , m , 

et pour m >  I on aura 
r=~A--1 

B(m, A) = ~ ,  : : i : : -~  :(~4). + 
k=l �9 = 

et 

B(m A) = __ {' + ~(-- , )"}(r  

Oorollaire 1. Si l'on d6signe par 4 un diseriminant fondamental 
positif et par n u n  nombre entier positif, l'expression 

est une quantit6 rationnelle. 
Oorollaire 2. Si, l'on d6signe par A u n  diseriminant fondamental 

n6gatif et par n un nombre entier positif, l'expression 

+ - x y ( + )  , 
~.2.--1 k2n--I  

k= l  

est une quantit6 rationnelle. 
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De l'6quation (176) on tire 

r=EL] - - I  ' A )  r v  e~ ' - - t  Z ( (206)  v ~--~_~ ,-~ ~ e! J 

? ~2V2 ZIV s 

= + T73 + i .  2 - - - - ~  + . . . ) [ B ( o ,  ~) + B( , ,  ~ ) ,  + B(~, ~ ) , '  + ...] 

ou, en ex6eutant le produit dans le second membre, 

e~-- l ~ B(o,  &)z B(o, A)z ~ B(I , A)z V2 (2o7) v~T-i_ ~ ,  -V c A =  ~ v +  ~ .2  + 

B(o, A)z* B(I ,A)z ' _{  B(2, A)ZlV ~ 
+ 1 . 2 . 3  + ~.2 i ] + . . . .  

Egalons les coefficients de v ~ dans les seconds membres des 6qua- 
tions (I77) et (2o7) , nous aurons 

k = m  

(~o8) ~(z o, ~) = o, r m, A) = Y" B(~--~ k. ~)..  
' ~ 2 . ~ . . . k  

k = l  
j ~ 

pour m > i, et de ces 6quations on d6duit pour m ~ o  

(~o9) ~ ( o ,  ~ ,  ~ )  = o. 

Des formules (208) on peut conclure que les fonctions Bernoulli- 
ennes ~(z ,  m,  A) sont des fonctions enti~res, dont les coefficients sont 
des hombres rationnels. En mettant  l '6quation (I77) sous la forme 

~=0 = 7 v ~ ; ~ u  v e , _ i  ' 
r 1 

et en y appl iquant  l '6quation (93), nous aurons 

=~_.v" 7 ~' ~+~-~' 
k=O = 

+ ~ , k  v ~ -  ~.~ -~,k v" 
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En 6galant les coefficients de v m dans les deux membres de eette 6qua- 
tion, on aura pour m > o 

2 I 2) 
r=~z]--l(~_) [ ( 9" ) ( 9" ) ]  

9,(z,m,h)= ~ 9, z + ~ , m  - - 9 , ~ , m  , 

et des 6quations ( ,8 , )  et (2,2) on tire pour m > o  

(2,3) r----xzJ--lr_~l (A) ( 9" ) 9, ( z ,  m , A ) = - -  B (m , A ) + --$- 9, z + ; - ~  , m,  . 

Rempla(~ons dans l'dquation (213) m par m + ,, nous aurons pour 
m > o  

r=s3--1 (r ) (2~4) F ( z , m +  , , A ) = - - U ( m +  , , A ) +  ~ 9' Z 3 1 - ~ - ~ , ~ +  I r=l 
et par suite, en diff6rentiant par rapport ~ z ,  

(:~5) 9,'(z, m + , , a ) =  9,' . + i X ' m + ,  

ou, par application de la formule (5), 

9,'(z, m + ,,A)--_ ( ")} 
r=l 

r = eA--I 
= Z  

r=l 

Des 6quation s (213) et (2,6) on tire pour m > o 

(: ,7) r ~ + , ,  ~ ) =  r ~ ,  a) + B(m, ~). 

De l'6quation (213) on obtiendra pour m >  I 

(218) r Af- I ,  ~ ,  A ) - - r  m,  A) 

et par suite, en y appliquant l'6quation (5o), 

(~,9)  9,(~ + , , ~ ,  A ) - - 9 , ( z , ~ ,  a ) - -  r ( ~  _ " +  ~ A /  �9 
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Remplagons dans l '6quation 
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(212) z par - - z ,  nous aurons pour m > o  

r=zA--1 

( 2 ' 9 0 )  ~#(--i~',  9/~, A ) =  r=l ~ -  ( ~ - " ) 1 ~ ( - -  , ) ( 5 ) }  z + ~ , m  ' - - ~  ,m , 

d'oh l'on tire, en y substi tuant e A -  r au lieu de r et en employant  

l '6quation (I 72), 

22 I) ~ ( - - z ,  m, A) 
r=,A--1 

~=, ,V- f I - - z  ~ X , m  - - f  I , - h , m  ; 

pour  m ~ 2 on en d6duit par  application de l '6quation (49) 

�9 r=~zl--I 

r=l (#.) + s  4 -  "OI, 
et des 6quations (2 ,2)  et (222) on obtiendra pour m > 2 

( ~ 3 )  ~ ( - -  ~, m, A) = ~ ( - -  ,)'-r m, A), 

formule qui subsiste encore pour m = o et pour m = i, car d'apr6s les 

6quations (2o8) on a 

(224) ~ ( z , o ,  ~ )  = o, r x,  a )  = o. 

De ce qui pr6c6de r6sulte ce th6orSme: 
Th~!ori~me XVI. Si l'on d6signe par A un discriminant fondamental  

quelconque et par s le signe du nombre  A ,  en sorte que 

~ = + _ x ,  ~ A > o ,  

les fonctions Bernoulliennes 9~(z, o ,  A )  , ~ ( z ,  I , A )  , F ( z ,  2 ,  A )  , . . .  

sont des fonctions enti6res dont les coefficients sont des hombres rationnels, 

et ces fonctions jouissenf des propri6t6s suivantes: 

(z,  o ,  ~ )  = o, 
k ~ rr, 
Z B(m ~ k ,  A)z l" 

k=l 
pOUr m ~> I, 

9 , ( o , m ,  A) = o pour r e > o ,  
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~ ( ~ , ~ , 4 1 = - - B ( , ~ , 4 ) +  ~ 7- ~ ~ + ~ X  ,m 
r = l  

pour m > o, 

~ ' ( z , m  + i , A ) _ - - f ~ ( z , m ,  A) + B ( m ,  A) pour r e > o ,  

~(z + ~, m, 4 ) -  ~(z, m, 4 ) = - -  
r=~,~--I  ___~ ~.-1 

r(,~) ~ (-~)(z + ~:,: 
pour m > I, 

En rempla~ant z par z + s 
tiendrons pour m > 

(2:5) 

pour  m > o. 

dans la formule  (219), nous en ob- 

= r(m){~(z + s + ~, m, 4 ) -  ~(z + , , m ,  4)} 

ou d'apr6s l '6quation ( I7I ) ,  k 6tant un nombre entier positif, 

s=k--1 r = x A - - 1  
r + szA~ '~-1 

s ~ k - - 1  

= r(m) .~o {~(~ + * + ~' ~ '  A ) _ ~ ( .  + ~, ~ ,  ~)1. 

Posons dans le premier  membre  de cette 6quat ion  

r + szA = h, 

nous en d6duirons pour m > I la formule 

h=k~A--1 

(226) ~ ~ + ~4/  = r(m){~(~ + k, m, 4 ) - - ~ ( . ,  ,~, 4)}, 
h=O 

ee qui d6montre ee th6or6me: 

Th~orgme xgI I .  Soit A un diseriminant fdndamental ,  et s Ie slgne 

du nombre 4 ,  e~; ddsignons par m e t  k deux nombres entiers positifs, 
Oi l  a u r a  

h = k ~ z l ~ l  

h=O 

ACC.~t ~ .  14. Imprim6 le 18 dficembre 1890. 37 
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Pour z = o on en d6duit 

A. Berger. 

(227) 
h=ksA--1 

formule qui subsiste pour m ~ l ,  k > I. 
D6signons maintenant par x une quantit6 r6elle quelconque, nous 

obtiendrons du th6or~me XII et de l'~quation ( i7o)  

( r )  
(2~ri)" = ,= k" 

_ _  y'__ X + ~ A  
r = l  

Fix 
OU 

(229) (2rd)" k=zT~a k" I e "~ + (  i 7 -  e ,4 

r = $ 4 - - 1  

r = l  

r = : : A - - 1  

. =  

D'apr6s l'6quation (173) on a 

r = s A - - 1  2km"i  

(23o) Z (~- )e  , 4 =  (~-~.)(~/X)o 
r = l  

et, par consequent, en introduisant dans le premier membre z A -  r au 
lieu de r et en employant l'6quation (172), 

r = e A - - 1  2kn ' r i  

(23I) ~ e ~4 = ~ VS). 
r = l  
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Des 6quations (229) , (23o), (23t) nous tirons 
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(232) (2~)~ ~ k" 

r = e Z ] - - I  /h i r ( E x + ~  ,m 

r~r r 

E X+~-~  ,m , 

ce qui d6montre le th6or6me suivant" 
Th~iorbme XVIII. Soit A u n  discriminant fondamental quelconque, 

et r le signe du nombre A, de sorte que 

r 1 7 7  , r  

et d6signons par x une quantit6 r6elle quelconque et par m un nombre 
entier positif quelconque, on aura 

(~ )  ' ~  (a  A ~:.~, + ~(- ,)~-~.~, 

r=~--I 

r=1 

E x + ~  ,m 

r = l  

Corollaire. Soit A u n  discriminant fondamental quelconque et z le 
signe du hombre A, et d6signons par x une quantit6 r6elle et rationnelle 
quelconque et par m un nombre entier positif quelconque, l'expression 

est une quantit6 r6elle et rationnelle. 
Au moyen de l'6quation (232) nous d6velopperons la fonction 

F(z, m, A) en s6rie, et pour ce but nous distinguerons les deux cas 
suivants: 
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I) P o u r  m__> 2 la derni~re  s o m m e  du  second m e m b r e  de l ' 6qua t ion  

(232) est nu l le  d 'apr~s l ' 6qua t ion  (IO~), et en d6s ignant  par  z une  quan-  

ti t6 qu i  satisfait  aux  condi t ions  

I I 
(2 3 3) ~A ---- < z ~< ~ ,  

on au ra  6 v i d e m m e n t  p o u r  r ~ I , 2 , 3 ,  . . - ,  r  - -  I 

(234) 

pu i sque  on  a 

on en ob t i endra  

o ~ z  + ~&_____ i ; 

9 9 ( 0 ,  m )  = ~ ( I  , m) ,  

(235) 99 Z-Jr- eA ~-~, , m  ----99 z - [ - ~ - ~  m . 

Cela 6tabli ,  in t rodu isons  dans l ' 6qua t ion  (232) x = z, nous  en t i rerons  

(236) (sin)- ,_z77 ~ \ k / k" = - -  Z 99(z + ~-~, m 
r=l  

et pa r  suite, d 'apr4s l '6quat ion  (213), 

(:37) 99(~,m, ~ ) = - -  B(~, Lx) 

f o r m u l e  qu i  subsiste p o u r  
I I 

- - - -  < ~  m>>2__ , r  �9 

2) P o u r  m =  i on a 

99(~, 1) = ~, 

et de 

(:38) 

e ~*€ + ~ ( - -  i )~e -~z '  
km 

l '6quat ion (232) on ob t i endra  p o u r  toutes  les va leurs  r6elles de x 

k=~ A )  

r=eA--1 

" ')1 
r=eA--1 
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En ddsignant par z une quantit6 qui satisfait aux in6galit6s 

i i 
(239) zA < z < ~ ,  

o n  a u r a  p o u r  r ---- I . ,  2 ~ 3 ~ �9 �9 �9 ~ 8 A  - -  t 

(240) O < Z -1- ~-~ < I, 

et, par cons6quent, 

( *) (24I)  E ~ + ~ X  = o, 

et de l '6quation (Io3) on tire 

( 2 4 2 )  /2 Z "3l- ~ k E 2~ -91 - r , I = o .  

Cela pos6, substituons dans l '6quation (238) x = ~, 
duirons 

(243) (iX)zm .=~ e~'~"--ze-~'='k - - - - -  = z -I'- r 

et, par suite, d'apr6s l 'dquation (213) , 

lqOLlS e l ]  d6- 

(244) ~v(Z, I, A ) = - - B ( I ,  A) 

formule qui subsiste pour 
i 

~A 

2m ,=1 T k ' 

I 
- - - - < z <  rA 

Des 6quations (237) et (244) r6sulte ce th6or6me: 
Th6or6me XIX. Soit • un discriminant fondamental  quelconque, et 

e le signe du hombre A ,  de sorte que 

e = •  ~ A > o ,  

et d6signons par z une quantit6 qui satisfait aux in6galit6s 

I I 
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et par m un nombre entier positif quelconque, on aura 

~(~, ~ ,  ~ )  = - -  B(m, a )  

I I 
pour m _> 2 cette formule subsiste encore pour z ~ ~A et pour z = - ~ .  

Si l'on d6signe par n un hombre entier positif, nous obtiendrons de 

ce th6or~me et des 6quations (I86) et (187) pour A > o 

(245) 

(246) 

9 ]o2n--I 

~(Z', 2n A)--~ - -  B(2n  A ) -  2(--I)"IV!~i ~ f  (_~)cos 2]:~___ z 
(2"):n *=l 

et pour  A < o 

(247) ~(z ,2n - -  t ,A )  . . . .  B ( 2 n - - l , A ) +  

(~48) 

COS 2 !:~Z 
]g2n--I 

Ces quatre formules sont vraies pour t o u s l e s  hombres entiers po- 
sitifs n e t  pour 

1 I 
--~<z< 

except6 que pour n = I les 6quations (245) 
ment  pour 

I I 
----<z<-- 

et (247) subsistent seule- 

En d6finissant pour toutes les valeurs r6elles de la variable x une 

fonction F ( x )  au moyen de l '6quation 

(:49) F(~)- :~ : k ' 

cette fonction aura 6videmment  les propri6t6s suivantes: 

(25o) F (x  + I ) =  F ( x ) ,  F ( - - ~ )  = - -  eF (x ) ,  
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et des dquations (238) et (I7o) on tire 
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r=zA- -1  

r~r 

r = l  

r=eA--I  ~ 9" 

E x t - = -  , ' i  . 

Si l 'on d6signe par x 0 une quantit6 qui satisfait aux conditions 

I 
(~52) o < Zo < 5 '  

on obtiendra des 6quations (25I) et (Io3) 

r=r 
I 

Cela ~tabli, soit x une quantit6 r~elle, et supposons que 

I 
(254) . . . .  < X < I, $A 

on peut mettre x:~ sous la forme 

$ 

(2 5 5) x = Xo + ~ ,  

off x 0 satisfuit aux in6galit~s (252), et oh s est un nombre entier qui 
satisfait aux conditions 

(256) I < s < r  

et de l '6quation (255) on tire 

(257) s = E(0~eA). 

Des 6quations (25i)  et (255) on d6duit 

[ r = a A - - I  A r = ~ A - 1  
s+, . '  I 

s+r~ E(xo + - j ~ ] ,  I 
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ou, en remplagant r par e A -  r dans les deux derni6ren sommen et en 
employant le,~ 6quationn (I7O) et (t72) 

(259) F ( x ) =  ~h = r + r  = E x o + 

r = e d  

Puinque on a ~.videmment 

~A E x  0 + - ~ - -  , I  . 

. g ~ r  
(260) E ( x  o Jr - ~ - ) = o  

pour r----- 1 , 2 , 3 , . . . , s ,  main 

(26I) F,(x o + ~ ) - - - - - - - I  

pour r = s q -  i , s - I -  2 , . . . , e A - -  1 , 6 A ,  noun obtiendronn de l'6qua- 
tion (259) 

r ~ Z J  

De l'6quation ( t  To ) on tire 

r=*Z) A 

et, par suite, noun obtiendronn de l'6quation (262) 

' N (264) F ( x )  = ~-A = r + e 

r = t A - - 1  

ij. 
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Dans les cas, 

(255) et (252) 

oh I 
x n'est pas multiple de ~-~,on a d'apr6s les 6quations 

I 
O < X o  < ~ ,  

et des dquations (264) et (Io3) on d6duit 

(265) r T r  A ; 

I mais si z eat multiple de ~-~, on a 

X 0 ~ O~ 

et des 6quations (264), (,02) et (,o3) on tire 

(266) F(X)----- eA ~ ( 7  r - l - e  ---~)--~ " 
- r ~ O -  ~" --  

Lea ~quations (265) et (266) ont ~t~ d6montrdes sous la supposition que 

I 
(267) ~ < x <  ,, 

et le nombre s, qui se trouve dans ees 
l%galit6 

(268) s = E ( x e A ) .  

Mais ees formules sont encore vraies pour 

6quations, est d&ermin6 par 

I 
(269) o <  x < ~ ;  

on a, en effet, dans ee eas, d'apr6s la formule (268) 

(270) s----o, 

et, par eonsdquent, les formules (265) et (266) se rdduisent k l'dquation 
(253). Par 1~ nous avons d6montr6 ces formules pour 

(27,) o < x <  ,, 
Aota mathematiea, 14,  I m p r t m ~  l e  2 j a n v i e r  1891. ,38 
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et puisque les deux membres de ces formules ne se changent pas, en 

ajoutant k x un nombre entier positif quelconque, elles subsistent pour 

toutes leg valeurs de ~c, qui satisfont k l'in~galit~ 

(272) x > o ;  

par suite nous pouvons ~noncer ce thdorbme: 
Th4or~me XX. Soit A un discriminant fondamental  quelconque, et 

e le signe du nombre A ,  et posons pour toutes les valeurs r~elles de a~ 

e 2 k ~ x i  $~--2~':rxi 

k 

n o u s  a u r o n s  

F(~  + 1 ) =  F ( x ) ,  F ( - - x )  = - - , F ( x ) ;  

et en employant  la notation 

nous aurons pour x > o  

F ( ~ )  = - - - -  

s = E(.~A~), 

�9 2x . r + z  : 7 ' 

! 
s i x  n'est pas mult iple  de ~-~, mais 

F ( x ) -  ZA = r + ~ r = o  - - ?  ' 

I 
s i x  eat mult iple  de eA 

En sgparant les partie~ r~elles et imaginaires des deux membres de 

l '~quation (249), nous aurons pour A > o 

2k,,~ 
(273) 

et pour A < o 

(274) 

k 
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et en observant, que pour A > o 

r~ zJ--I 

r = l  

nous obtiendrons du th6or&ne pr6c6dent pour A > o 

299 

I 
si x n'est pas multiple ~ ,  mais 

(276) T )  sin 2krz ~ I 
k ~ ,=o 

si x est multiple de ~ ,  et pour A < o nous aurons 

I 
s i x  n'est pas multiple de - - ~ ,  mais 

(2 ,8)  Z (--~)COS 2~'3~ ~" I i r=--2--1 ( ~ )  r=* (~_) I 

I 
si x est multiple de - - ~ - .  

Dans ees quatre formules, qui subsistent pour x => o, l'on d&igne 
par s le plus grand des nombres entiers qui ne surpassent pas eAx. 

Dans ce qui suit, nous traiterons de la m~me mani~re les cas oh 
l'on a 

(a 79) m > 2 ; 

en posant pour ces valeurs du nombre m 

(~So) F(~)  _- (~,~r' ~ k,,, ' 

la fonction F(x) aura 6videmment les propri6t6s 

(~8~) F(~ + ~ ) =  E(x), E ( - - x )  = ~( - -  ~),~E(x), 
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et du th6or6me XVII I  et de l '6quation (xoI) nous obtiendrons pour 
toutes les valeurs r6elles de la variable x 

r=~A--1 ] 
(2s2) F ( x )  = - -  ~ x + +h  E x + , , + .  

r=l 

Cela pos6, soit x 0 une quantit6 qui satisfait aux conditions (252), 
nous ddduirons des 6quations (282) et (213) 

(7) (283) F(Xo)=-- ~, ~o + - ~ , m  =--B(m,  A)--~(Xo,,,,, A). 
= 

En dgsignant par x une quantit6 qui satisfait aux in6galit6s (254), eg 
en posant x sous la forme (255), nous tirerons de l '~quation (282) 

r=~A--l(~_) [ 8 "3V "r ( $ + ~,~ ] 
(284) F ( x ) = - -  Z ~ xo-b g--~ s x o + cA / ' m  

r=0 

ou, en introduisant dans la somme du second membre C A -  r au lieu de r ,  

r=~A 

r=l cA 

et par suite, d'apr6s les formules (260) et (26i) ,  

(286) 
r=$ 

r=~A 
, ,  ) 

r=s+l 

ou d'apr6s l '6quation (255), en appl iquant  la formule (5 o) k la premi6re 
somme du second membre de l 'dquation (286), 

(2s7) r ( x )  = - - ~  7-  ~ z ~A + ~ ' m  
= 
r=$ 

+ r ( m )  = x - -  

Rempla~ons dans la premi6re somme du second membre de cette 6qua- 
tion r par r  r ,  nous en obtiendrons au moyen de l '6quation (~I3) 
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(=s8) F(~)=--B(m,A)- -~(x ,~ ,~)+  r ( ~ ) ~  x--  

Pour la d6monstration de cette formule nous avons suppos6 que 

t 
(289) eA ~-~ x < I, 

et le nombre s, qui se trouve dans l'dquation (288), est d6termin6 par 
l'dgalit6 (257). Pour les valeurs de x qui satisfont aux conditions 

I 
(290) o < ~ < ~-, 

on a 6videmment 

2 I )  S ~ O~ 

et, par suite, on peut conclure de l'6quation (283), que la formule (288) 
subsiste encore dans ce cas. 

Nous avons donc d6montr6 cette formule pour 

( :92 )  o < x < i ,  

et puisque, d'apr6s les 6quations (28i) et (2x9) les deux membres de 
cette formule restent invariables en ajoutant k x l'unit6 positive, l'6qua- 
tion (288) est vrai pour toutes les valeurs de la variable z qui satisfont 
k l'indgalit6 

(293) ~ > o ,  

ce qui d6montre le th6or6me suivant: 
Th6or~me XXI. Soit A= un discriminant fondamental quelconque, et 

e le signe du nombre A, et d6signons par m un nombre entier sup& 
rieur ou dgal k ~; en posant pour toutcs les valeurs r~elles de x 

- -  k ~rn" ' 

on aura 

~(~ + , )=  C~), F(--~)= ,(-- ~)-F(~), 
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et en employan t  la nota t ion  

s = E ( ~ a x ) ,  

on aura  pour  x ~ o  

F ( ~ )  = - -  B ( m ,  z x ) -  ~(~ , , ,~, A) + ~ ~ . 

Nous avons d~montr~ ee th6or~me pour  m ~  2, mais puisque on a 

d'apr~s les ~quations ( i 8 I )  et (2~-4) 

r=~A--1  

~,(x, ~, ~ ) = o ,  

on peut  conclure du  th~or~me XX, que le thSor~me XXI  subsiste encore 
i 

pour  m ~ I dans t o u s l e s  cas oh x n'est pas mult iple  de 
~A 

Dans la premiere  partie de ce m~moire, j 'ai expos~ les propri~t~s 
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