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RECHERCHES SUR LES NOMBRES ET LES FONCTIONS
DE BERNOULLI

PAR

A. BERGER

4 UPSALA.

L. Tnéorie des nombres et des fonctions de Bernoulli.

Comme introduction 4 la théorie des nombres et des fonctions de
BERNOULLI nous nous proposons la solution du probléme suivant.
Probléme. Former un groupe infini de fonctions d’'une variable z

(1) p(2,0),0(2,1),0(2,2),.-..,
qui satisfont aux équations

(2) ¢"(e, m + 1) = ¢z, m),
(3) ¢(2,0) = o,

(4) ¢(0,m) =o

pour

M=0,1,2,3,...

et pour toutes les valeurs de la variable 2.

Pour la solution de ce probléme nous procédons de la maniére sui-
vante. En intégrant les deux membres de 1’équation (2) nous en ob-
tiendrons pour m > o

(s) ¢z, m + 1) = ¢(z, m) + B(m),
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ol 'on désigne par B(m) une quantité qui ne dépend pas de z. Faisons
dans l’équation (5) m = o, nous en obtiendrons d'aprés 1'équation (3)

(6) ¢'(2, 1) = B(o),

et de cette formule on déduit par intégration et en ayant égard a 'équa-
tion (4) la formule

7 ¢(z, 1) = B(0)2.

Substituons dans 1’équation (5) m = 1, nous en obtiendrons au moyen
de I'équation (7)

(8) ¢'(2, 2) = B(0)2 + B(1)

et par conséquent, en intégrant les deux membres de cette équation et
en y appliquant l'équation (4),

©) ple, 2) =S5 + L

Pour m == 2 on déduit des équations (5) et (9)

I N e el

d’ol1 T'on tire par intégration et eﬁ ayant égard a4 l'équation (4)
(11) oz, 3) =?FZ).Z;+B1(T);’ +B(12)z.

En opérant de cette manidre nous trouverons que toutes les fonc-
tions du groupe (1) sont données par les formules
ke=m
B(m — k)2t
(r2) ¢(2,0) = o, ¢(Z’m)=z—'_l.z.3...k pour m > 1,

k=1

ou Von désigne par B(o), B(1), B(2),... une suite infinie de constantes
arbitraires; et inversement on peut s'assurer sans difficulté, que les fonc-
tions (12) satisfont aux équations (2), (3), (4), quelles que soient ces
constantes. Pour la détermination de ces constantes nous fixerons les va-
leurs des fonctions ¢(z, m) pour z = 1 de sorte que l'on ait

(13) p(r,1) =1
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et
(14) ¢(1,m)=o0 pour m> 2.

Pour que ces conditions soient remplies, il faut et il suffit d’apreés 'équa-
tion (12), que les nombres B(m) satisfassent aux équations

k=m
(15) B(o) = 1, Z—IE(}L—;-%: o pour m > 2.

k=1

Par ces équations les nombres
B(o), B(1), B(2), ...

sont complétement déterminés, et par suite on peut conclure des équa-
tions (12), que les fonctions

¢(z,0), 0(2,1),p(2,2),...
sont aussi complétement déterminées. Aprés cette introduction nous
établissons les deux définitions suivantes.

Définition 1. Par les nombres Bernoulliens nous désignons le groupe

infini de quantités

B(o), B(1), B(2), B(3), .- .
qui satisfont aux équations

L B(m — k)

(16) B(O) = 1, zm—'—:o Pour mi2.

k=1

Définition 2. Par les fonctions Bernoulliennes nous désignons le
groupe infini de fonctions

p(,0),0(,1),¢(,2),0(#,3), ...

qui pour toutes les valeurs de la variable z satisfont aux équations

(17) ¢"(¢,m+ 1) = ¢'(¢,m) pour m>o,
(18) ¢(s,0) = o,

(19) ¢(0,m) =0 pour m>o,

(20) p(1,1)=1,

(21) ¢(1,m)y=0 pour m> 2



252 A. Berger.

Par ces deux définitions les mnombres et les fonctions de Bernoulli
sont parfaitement déterminés. En faiant dans la seconde des équations
(16) m successivement égal & 2,3,4,5,... et en résolvant les équa-
tions ainsi obtenues, nous obtiendrons les valeurs des nombres Bernoul-
liens; les dix premiers sont

(22) Blo)=1, B@)=—3 B =g, BG)=
B@)=—355 Bls)=o  BO)=y55 Bl =o
B(8) = — ossos  BO) =0

Des équations (16) on peut conclure, que les nombres Bernoulliens sont
des quantités rationnelles. Au moyen de ces nombres on peut calculer
les fonctions de Bernoulli en employant les équations (12); on trouvera

(23)  pl,0)=0, g, )=2 g 2)=—1%
3 z* 2t 22
P, ) =g—;+5 ¢E A= ———+—,
z* z* 2° z 2° 25 2t 2
¢(z’5)_}56~2§+;5—ﬁ6’ olz, )=7_25_5Z>+5§3_—'—1440

et, en général, pour m > 1

m——k)z"
(24) ple, m) = g123
Puisque les fonctions Bernoulliennes sont complétement déterminées
par les équations (17), (18), (19), (20), (21), nous pouvons énoncer le
théoréme suivant:

Théoréme I. Si un groupe infini de fonctions de la variable 2

X(Z’O)’Z(Z) 1)71(372)91(39 3)7
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pour toutes les valeurs de z satisfont aux équations
2, m 4 1) =y(z,m) pour m>o,
x(z, 0) = o,
x(0,m) =0 pour m>o,
y(1,1)=1,
x(1,m)=o0 pour m> 2,

on aura identiquement pour m > o

x(&,m) = ¢z, m).

Par l'équation (24) nous avons obtenu une expression générale des
fonctions Bernoulliennes; dans ce qui suivra, nous déduirons des expres-
sions des dérivées de ces fonctions. Désignons par # un nombre entier
positif et différentions les deux membres de V'équation (17) r — 1 fois
par rapport & 2, nous en obtiendrons pour v > 1,m >0

(25) "z, m + 1) = ¢ (2, m).
En désignant par k¥ un nombre entier qui satisfait & l'inégalité
k<m,

on aura évidemment
m—Uk+r>o,

et par conséquent on obtiendra de l'équation (25), en y remplacant m
par m —k + r,

(26) ¢, m—k+r+1)=¢@,m—k+7)
formule qui subsiste pour » > 1,4 <m. En introduisant dans l'équa-
tion (26)

r=1,2,3,...,k—1,

2, et en ajoutant les égalités ainsi obtenues, on trouvera pour

(27) (e, m) = ¢'(z,m —k <4 1).
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Mais cette formule est évidemment vraie aussi pour k£ =1, ct en y
appliquant I'équation (5), nous en obtiendrons pour 1 <k <m la formule

(28) oz, m) = ¢(z, m —k) + B(m — k).

Des équations (24) et (28) résulte ce théoréme:
Théoréme II. Pour les fonctions Bernoulliennes et leurs dérivées on
aura les formules

ki’"B(m — ket

¢(z,0)=o0, ¢ (2, m) = 1.2.3...k

pour m > 1, et

k=1

¢z, m) = oz, m—k) + B(m —F)

pour 1 <k < m.
Soient maintenant z,y deux quantités quelconques et m un nombre
entier positif, nous obtiendrons d’aprés la formule de TavLOR, en remar-

quant que ¢(2,m) est une fonction enticre du m™° degré,
k=m
. otz , m)y*
(29) 99(’[' +?/,7")—¢(.’1;, 7)1) —-‘ IE—ZT-—I;

et, par conséquent, d'aprés le théoréme précédent,

(30) e +y,m)—p,m) = zsﬂ(x m—fﬂ)+3(m—§§:)yk

.2.3...k
k=m
. p, m — k)y* m——k)y B(m—k)y
_; 1.2.3. +ZI 2.3.
ou, d’aprés le méme théoréme,
k=m

—k
(31) o@+y,m—e¢lr,m)—g¢ly,mn) Z”’i”!’! e

Le premier membre de cette équation étant une fonction symé-
trique des variables z et y, ce membre restera invariable en permutant
x et y, et par suite nous aurons la formule

¢(x m—k)y gp(y,m—k
(32) z 1.2.3. Z 1.2.3.

Par 14 le théoréme suivant est démontré:
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Théoréme III. Si l'on désigne par m un nombre entier positif et
par = et y deux quantités quelconques, on aura

z m-—k)'y"
ple+y,m—p,m)—ply,m) = 2"’5 —
et
"\Z"so<w,m~k>y soy,m—k)mk
1.2.3...k% 1.2.3. )
Substituons dans la seconde de ces formules
(33) r =2z, y=1I,

nous en tirerons
Loz, m———k) o(1 m———k)z’“
(34) zl 2.3. Z 1.2.3. ’
et pour m > 2 nous obtiendrons de cette équation, en y appliquant les

formules (20) et (2 1),

< oz, m— k) gm—1
1.2.3. ..k_I.2.3...(m—I)

(35)

k=1

Au moyen de cette équation et la formule (18) on peut calculer les
fonctions Bernoulliennes sans recourir aux nombres Bernoulliens; en effet,
pour m = 2,3,4,... on tire de I'équation (35)

¢z, 1)="-
99(2:2)_1_90(3; ) _

vz, 3)+¢(z 2)+¢(z,1) z

1.2.3 1.2.3°

et ces formules donnent évidemment les valeurs des fonctions Bernoul-
liennes. D’aprés cela nous pouvons énoncer ce théoréme:
Théoréme IV. Si l'on désigne par m un nombre entier qui satisfait
a l'inégalité
m > 2,
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on aura

’i‘ oz, m— k) zm—1

1.2.3. =T1.z2.3..(m—1)

En supposant que

nous en obtiendrons selon I'équation (21)

hm;a(z,m—-k)

(36) Pl + 1, m)—gp(s, m) = 1.2.3...k

k=1
et par suite, en y appliquant le théoréme IV,

zm—l

3. (m—1)’

(37) vz + I,m)—ga(z,m)=l.2

Maintenant nous ferons une application du théoréme I; définissons,
a cet effet, un groupe de fonctions

x(z,0),x(, 1), 1(2,2),...
par les égalités

(38) x(z,0) =0, x(z, 1) =2, 2z, m)=(—1)"p(1 —z,m)

pour m > 2, nous en obtiendrons, en différentiant par rapport a z, les
formules

(39) re,0 =0 g, =1, Ze,m=(—1)Tg{—s,m)
pour m > 2, lesquelles peuvent étre réunies dans la seule formule
(40) ye,m) = (—1)"7¢'(1 —z,m),

qui subsiste pour m > o. En différentiant de nouveau, nous obtiendrons
de I'équation (40) pour m > o

(41) (@, m) = (—1)"¢"(1 — 2z, m)
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et par suite, en y remplacant m par m + 1,
(42) X', m+ 1) =(—1)""¢"(1 —z,m+ 1),

formule qui subsiste pour m > o. Des équations (40), (42), (17) on
déduit pour m > o

(43) K'esm+ 1) =y, m).

Des équations (38) on tire aussi, en employant les équations (21) et (19),
(44) x(#,0) = o,

(45) y(,m) =0 pour m>o,

(46) x(1, 1) =1,

(47) x(1,m) =0 pour m> 2

Cela établi, appliquons le théoréme I aux équations (43), (44), (45), (46),
(47), nous en obtiendrons pour m > o
(48) x(z,m) = p(z, m),

et par suite on aura d’aprés les équations (38) et (48) pour m > 2

(49) p(1—2z,m) = (—1)"¢(z, m).

Nous résumons les formules (37) et (49) dans le théoréme suivant:
Théoréme V. Si l'on désigne par m un nombre entier supérieur

ou égal a 2, on aura
gm—1

o+ 1,m) — (e, m) =~

2.3...(m—1)
et
(1 —2z,m) = (—1)"p(z, m)

La premiére de ces formules, mise sous la forme

(50) ot =T(m)lp(e + 1, m)— (2, m),

subsiste évidemment pour m > 1, et en y remplagant 2z par z 4 %, nous
trouverons

(51) e+ h T =T(m)eE+b+1,m)—pkE+r,m)

Acta mathematica. 14. Imprimé le 17 décembre 1890. 33
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Soit maintenant & un nombre entier positif, et faisons dans I'équation (51)
h successivement égal a
o,1,2,...,k—1,
et ajoutons les équations ainsi obtenues, nous obtiendrons
hwmk—1

(52) 3 (o 4 k= Mm)le e + &, m) — p(e, m),

ce qui démontre ce théoréme:
Théoréme VI. Soient m et &k deux nombres entiers positifs, on aura

h=k—1

> (o 4 B = I(m)lp(e + k. m)— ¢(z, m).

h=0
Pour # = o on en déduit
h=k—1

(53) 2 pmt = I(m)p(k , m),

h=0

formule qui subsiste pour m > 1,k > 1.
En combinant entre elles les deux formules -du théoréme V, aprés
avoir remplacé z par — z dans la seconde, nous en tirerons pour m > 2

Zm—l

(54) oz, m) — (= 1)"¢(—2, m) = —; 2.3...(m—1)
Ecrivons cette équation sous la forme
I z™—1
(55) ¢<Z’m)+51.2.3...(m—1)
(=

I
== sm At T m )
pous en obtiendrons le théoréme suivant:

Théoréme VII. Si l'on désigne par m un nombre entier supérieur

ou égal a 2, l'expression
I
oz, m) +

zm——l

1.2.3...(m—1)

est une fonction paire ou impaire de la variable z, suivant que m est
un nombre pair ou impair.
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Pour m > 3 on tire des équations (24) et (22)

gm—1 Zm k=m—3 m — k) zk
(56) (s, m)+ + Y 2B,

21.2.3..(m—1) 1.2.3...m b 1.2.3... %

et du théoréme précédent provient ce corollaire:
Corollaire. Pour tout nombre entier positif » on a

(57) B(2n + 1) = o.

On peut aussi déduire cette formule des équations (49) et (5). Effec-
tivement, si l'on remplace m par m -+ 1 dans l'équation (49), on aura
pour m > 1

(58) o1 —z,m+ 1) = (—1)""p(z,m + 1)

et par conséquent, en différentiant,

(59) (t—z,m+ 1) = (—1)"¢(z,m + 1)
ou, d’aprés I'équation (5),
(60) o(1 —2z,m) + B(m) = (— 1)"¢(z, m) + (— 1)"B(m),
d’ot I'on tire pour m > 2, en ayant égard & l'équation (49),
(61) Bm){t — (— 1)} = o.
En faisant dans cette égalité

m=2n -+ I,

nous retrouvons la formule (57).
Soit maintenant ¢ un nombre entier positif, et définissons un groupe
de fonctions
x(e,0),x(, 1), x(2,2), ...
au moyen de l'égalité

(62) x(z, m) = “m_lrglfo (z : - m> — “m—lrji;lff’ (:‘l ) m),

ou m >o. En différentiant cette égalité, on a

r=ag—1

(63) K, m=ay ¢(*E, m).

r=0




260 A. Berger.

Remplacant m par m + 1 et différentiant de nouveau, nous aurons, pour
m > o,

r=a—1

T i e T
r=0
ou, d’aprés 'équation (17),
re=g—1
(s (ym+ 1) =a"y 5"’( 1- -, M> .

r=0

Des équations (63) et (65) on tire pour m > o

(66) ¥z, m+ 1)=y(z, m).

D'aprés les équations (62) et (18) on a

(67) x(z,0) =o0
et
(68) xo,m)=o

pour m > o, et de I'équation (62) on tire pour m > o

m—1r=a—1 » + I m_lr=a—l r
(69) y(1,m)=a ;;o( " ,m)—a ;ga(a,m)

et par suite, en introduisant » — 1 au lieu de r dans la premiére somme
du second membre,

r=a—1

(70) X(I ’ m) == am~l§¢<£a m) —a™! ; ¢<£ ’ m> = am—l¢(l ’ m),

d’ott Pon tire d’apreés les formules (20) et (21)

(71) x(1,1)="1
et
(72) X(I ’ m) = 0

pour m > 2. En appliquant le théoréme I aux équations (66), (67), (68),
(71), (72), on a, pour m > o,

(73) X(z7 m’) = 9’(3 ’ 7”)7
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et par suite 1'équation (62) nous donne, pour m > o,

r=a—1 r=a—1

I T BT

r=0 r=0

En différentiant par rapport & z les deux membres de cette équa-
tion et en remplagant m par m -+ 1, nous aurons, pour m > o,

r=q—

(75) ‘;lga'(z” m + 1>=ﬁ’;;’”;_‘>,

J
r=90 @

d’ou T'on tire, & l'aide de la formule (5),

r=ag—1

(76) z ¢(z1-r’m)=¢(z,m)—— (am — 1) B(m)

am—l

r=0

Introduisant dans I'équation (76) az au lieu de 2z, on aura ce théoréme:
Théordme VIII. Si l'on désigne par ¢ un nombre entier positif, on
a pour m > O

r=i—1¢ (Z + (_’: , m) — Sﬂ(az, m)-—agna—ml_ I)B(m)'

r=0

Au moyen de ce théoréme nous pouvons calculer la valeur de la

fonction ¢(z, m) pour z =—;; en effet, substituons

dans la formule démontrée, nous en tirerons

(77) ,0(;,,”) =_<1":27:3_131_@

pour m > o. Désignons par # un nombre entier positif quelconque, on
obtiendra des équations (77) et (57)

(78) ¢<§ , 2m + 1> = 0.

Si Ton désigne par z une quantité quelconque et par v une quan-
tité qui remplit la condition
|v| < 2=,
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I'expression

e — |
v

e — I

peut étre développée en série convergente ordonnée suivant les puissances
de v, et par suite nous aurons pour ces valeurs de v une égalité de
la forme

(79) vee”::zx(z,o)+z(z,1)v+z(z,2)v’+...,

ou y(z,0),x(z,1),xy(z,2),... sont des fonctions de 2. Pour v =o
on en tire

(80) x(2,0) = o,

et par suite on aura

(81) ¥'(z,0) =o.

Différentiant les deux membres de ’équation (79) par rapport & z, nous
aurons, en divisant les deux membres par v,

,vezo

(82) =y, )+ 2o+ e, 30" + ...

e — 1
Faisant » = 0, on en tire

(83) X, 1) =1
et, par conséquent,

(84) £, 1) =o.

Différentiant les deux membres de I'équation (82) par rapport a z, et
divisant les deux membres par v, on a donc

ve*

(85)

=x"(z,2) + y'(z, 3)v + (2, )’ + .. ..

e’ — 1
Des équations (81), (82), (84), (85) on obtient pour m>o la formule

(86) x'(z,m+ 1) =y'(z, m)
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Pour 2 = o on déduit de I'équation (79)

(87) o=y(0,0)+ y(0, 1)v + y(0, 2)v* 4 ...,
et par suite on aura pour m > o

(88) y(o,m) =o.

En faisant 2z = 1 dans I'équation (79), nous en tirerons
(89) v=yx(1,0) 4 y(1, 1)v 4 y(1, 2)0* 4+ ...,

et par conséquent on obtiendra, en égalant les uns aux autres les coef-
ficients des puissances de » dans les deux membres,

(90) y(1,1)=1
et
(91) x(1,m)=o0

pour m > 2. Appliquons maintenant le théoréme I aux équations (86),
(80), (88), (90), (91), nous en déduirons pour m > o

(92) x(z,m) = ¢(z,m)
et par suite nous obtiendrons de 1'équation (79) la formule

e |

I=¢(z’0)+¢(3’ Do + ¢z, 2)0* + ...,

(93) v

¥ —

qui subsiste pour toutes les valeurs de z et pour |v| < 2.
En divisant les deux membres de cette équation par v, on aura

e — 1
e’ — 1

(94) = T g(e, Kt

et par suite, en différentiant par rapport a z,

(95) = X ¢,
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Remplagons & par & 4 1 dans le second membre de cette équation, nous
aurons

¥4 b=
(96) s =Lk +
ou, d’aprés I'équation (5),
0 tew
(97) s =T, B + B

Pour z = 0 on en tire

v

(08) o= B(o) + B(1)v + B(2)»* + ....

S Y
Par 14 le théoréme suivant est démontré:

Théoréme IX. Si l'on désigne par z une quantité quelconque et par
v une quantité qui satisfait a I'inégalité

|v] < 2z,
on aura
”8:.,:‘1 =p(z, o) + ¢z, 1)v + ¢z, 2)v" + ...
et
2 = B(0) + B(1)v + B(2)v* +....

En faisant dans les formules ainsi démontrées
V=1,

nous trouverons que pour une valeur quelconque de la variable z la
somme de toutes les fonctions Bernoulliennes

p(z,0),¢(z,1),¢(7,2)y..-
est égale a
ef— 1
e — 1

’

et que la gomme de tous les nombres Bernoulliens

B(o), B(1), B(2), - ...
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est égale a
I
e— 1

Maintenant nous développerons les fonctions Bernoulliennes en des
séries trigonométriques, et pour ce but nous ferons usage des formules
connues

k=
(99) ¢#m3—1) . g—am(2—1) I + 2a zw cos 2knz
== — —_— = T3 !
AT ___ p,—am 2 2
e e arn T a’+ k

qui est vraie pour 0 <z <1, et

£8™32—1) __ g—an(2z—1) 2 k=w
(100) ¥
6“71' —_— e—an‘ T =

k sin 2kmz
a® + kK’

qui subsiste pour o <z <1, a étant une quantité réelle quelconque.
Nous introduisons aussi une fonction u(z, m), définie pour toutes les va-
leurs réelles de 2z et pour tous les nombres entiers positifs m par les
égalités

(ro1) plz, m)=o

pour m > 2, mais

(102) pnlz, 1) =—;,

si ¢ est un nombre entier pair,

(103) plz, 1) = o,

si # n'est pas un nombre entier, et

(104) s 1) =—3

si z est un nombre entier impair.
Au moyen de la fonction p(z,m) 1'équation (100) peut se mettre
sous la forme

k= .
(105) e —1) __ g—an(2—1) 2 Zw ksin 2knz ’

= a—— 2 1) ——— _—
8T . g—amw /"(Z ’ ) et a? + L2

T
Acta mathematics. 14. Imprimé Yo 12 décembre 1890. 84
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et cette équation subsiste évidemment pour o < z< 1. En ajoutant les
équations (99) et (105) et en y substituant
v

a == —,
2r

nous en obtiendrons pour o <z <1 la formule

k=wx .
ver? 4knv sin 2kwz — 2v* cos 2knz
(106) ————1=—wop(z, 1) — ) T o )

k=1

d’ont T'on tire aprés quelques réductions faciles

ve?? = ve?kmi ve—?kmi
IO —_—1 = — I)— Z - _ - .
( 7) e’ — 1 CH ) = \2kai—v  2kmi+ v}
Si I'on impose & la quantité v la condition
|v]| < 2m,
on aura
pelkrzi , n=w v n
(108) AN L Z ( i
2kmy — v 2km
n=1
et
ve—2kmst R
10 —_ _ —_— p— 2Tz > .
( 9) 2kmi + v € Y 2kmi/ ’

’l

par conséquent, nous obtiendrons de l'équation (107)

(-]
- k=w n<=

(110) e:)e_ -— 1= —op(z, 1) — z Z <2k'n) et 4 (— 1)rem )

k=1

ou, d'aprés l'équation (ior),

n=c n= k=

(I I I) ev’ve—"’l — _z#(z n z zﬂ)” kg e2krei (_ 1)re —um.'

n=1

Des équations (93) et (98) on déduit par addition

n=a

(112) M — 1= X o, m) + B(n)lor,

e’ — 1|




Recherches sur les nombres et les fonctions de Bernoulli. 267

et en égalant les uns aux autres les coefficients de v™ dans les seconds
membres des équations (111) et (112), on obtiendra pour 0 <2< 1 et

pour m > 1 la formule
k=w

| 2kmzi 3 (— 1)me—nz
(113)  plem) = — B(m) — ple, m) — i >

ce qui démontre le théoréme suivant:
Théordme X. Si I'on désigne par m un nombre entier positif quel-
conque et par z une quantité réelle, qui satisfait aux conditions

o<z« 1,

on aura
k=w

1 2kmrzi — [} g—2kmzi
¢(z,m) = — B(m) —— Ze + (= D)o ;

(2m)m pa k™

pour m > 2 cette formule subsiste encore pour z = o et pour z = I.
Si I'on désigne par # un nombre entier positif, nous obtiendrons de
ce théoréme pour
N=1,0<2z<1I

et pour
n>2,0<2<1
la formule
k=
2(— 1) sin 2knz
(114) 50(5’ 2n — 1) = B(ZM'_ I) + (2(7‘.)27:—1 ; Jn—1 :

de méme, pour
n>1,0<z2<1,
nous aurons

k=o
. 2(—1)" cos 2kmz
(I 15) gp(z, 2"’) - B(zn) (2n)™ ; L
Pour 7 = o on déduit du théoréme X et de I'équation (19) le théo-
réme suivant:
Théoréme XI. Si I'on désigne par m un nombre entier supérieur
ou égal a 2, on aura

I+ (— I)"‘
B(m) = (27[1,)"‘ Z km.
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Soit # un nombre entier positif, et faisons m = 2n 4 1 dans cette
formule, nous retrouverons l'équation (57); en y faisant m = 2m, nous
aurons pour 7 > I

k=
2(—1)*1 1
(116) B(2n) = ——F— ) o7
2n 2n
(zn) ek
d’ou résulte ce corollaire:

Corollaire. Si l'on désigne par % un nombre entier positif quel-
conque, l'expression

1 hi 1
n.?n pret k?l
est une quantité rationnelle.
De la formule (116) on peut aussi conclure que le nombre B(2n)
a le méme signe que (— 1)*~'.
Maintenant nous évaluerons la somme de la série

I ‘:Zw e2kmi + (____ I)m e—2krxi

( 2 m‘)m k™ 4

k=1

ou l'on désigne par x une quantité réelle quelconque et par m un nombre
entier positif. A cet effet nous introduisons la fonction numérique

F(z),

que nous définissons de la maniére suivante. Par E(z) nous désignons
le plus grand des nombres entiers qui ne surpassent pas la quantité
réelle z, de sorte que l'on aura

(117) o<z—E(z)< 1.
Cela posé, substituons dans la formule (113)
2 =ux— E(z),

nous en tirerons

k=

2kt — m ,—krri
(I 18) 1 Z e + (— 1)™e¢

(2m)™ km

= — B(m)— plo — E(z), m} — ¢ |z — E(z), m),

ce qui démontre le théoréme suivant:



Recherches sur les nombres et les fonctions de Bernoulli. 269

Théoréme XII. Si l'on désigne par x une quantité réelle quelconque
et par m un nombre entier positif quelconque, on aura

I "i":" o¥rai . (— )mg—tkmat
(2mi)m km

= — B(m) — ple — E(e) , m) — plo — E(z) , m).

Corollaire. Si T'on désigne par x une quantité réelle et rationnelle
quelconque et par m un nombre entier positif quelconque, l'expression

I "if g2tnai . (. [)m g2kt

(2my= k=

k=1
est une quantité réelle et rationnelle.

Dans ce qui suit nous appliquerons les formules précédentes

I'évaluation de quelques intégrales définies. En mettant I'équation (5)
sous la forme

¢(2, m) = ¢'(e, m + 1) — B(m),

et en intégrant entre les limites 2 = o et z = ¢, ou l'on désigne par ¢
une quantité finie quelconque, on aura pour m > o

(119) b/f;o(z, m)dz = ¢(c, m + 1) — B(m)e.

Remplagons ¢ par ¢ + 1 dans cette équation et combinons entre clles
les formules ainsi obtenues, nous trouverons

c41

(120) fgp(z,m)dz= plce+ 1,m+ 1) —p(c, m + 1) — B(m)

ou, d’aprés l'équation (50),

c+1

(121) fgp(z , m)ds = T—(HCT-FT)_ B(m),

formule qui subsiste pour m > 0. Pour ¢ =0 on en tire, en supposant
que m > 1,

- 1
(122) f¢(z,m)dz=-—-B(m).

0
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Cela établi, nous évaluerons l'intégrale

f ¢z, m)e *dz,
[

ol @ et ¢ sont des quantités finies quelconques, excepté que a ne soit
pas nul. Posons, & cet effet, pour m > o

(123) f(m) = a"‘jgp(z , mye “dz,
nOus AUrons
(r24) flo) = o.

Intégrant par parties, nous tirons de I'équation (123)
(125) f(m) = — a3 [¢(z, m)de™
0

= — @ p(e, e + @ [¢/(s, m)e~rds
0

0

et, par suite, en supposant m > 1 et en employant les équations (5) et (19),

(126) f(m)=—a""p(c, me*+a" flp(z, m—1)+ Blm— 1)je"dz.
0
Des équations (126) et (123) on tire
(127)  flm)—flm—1) = —a*g(c, me™ + Blm— 1)a™*(1 —e~);
en remplacant dans cette équation m par
1’2’3,--.,m"‘—‘1,m,

et en ajoutant les résultats ainsi obtenus, nous en obtiendrons pour m > 1,
en ayant égard a I'équation (124),

h=m

(128) f(m) = — e"'“?jgp(c y a4 (1 — e““)g1 B(h — 1)a™?

ou d’aprés l'équation (123), si on remplace dans la seconde somme %

par & + 1,
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h=m h=m—1

(20) [ole, mevits = — 52 ple, et + 5 S Bhye,
)

a™ i=1

formule qui subsiste pour m > 1 et pour toutes les valeurs finies de a
et ¢, excepté pour a==o0. Nous ferons deux applications de cette formule.

1) Supposons que la partie réelle de la quantité a soit positive, nous
obtiendrons de. l'équation (129), en faisant croitre ¢ vers 'infini positif,

h=m-1

3 1
(130) of;o(z y e ds = —s ,E, B(h)a

pour m > 1. Désignons par ¢ une quantité réelle qui satisfait aux
inégalités

T T
-3 <P < 2’
et faisons dans I'équation (130)

a = cos¢ 4 ising,

nous en déduirons

(131) ff”(z , m)e—zcosgé—-izsingﬁdz
0

h=m—1

= ’E,; B(h){cos(m + 1 — by — isin(m + 1 —h)¢)}.

En séparant les parties réelles et imaginaires dans cette équation, nous
en tirerons

) h=m—1

(132) fga(z, m)e~"**? cos (2 sin ¢)dz = ’Z:o B(h)cos(m + 1 — k)¢

0

et
(133) f¢(z , m)e~* ¢ gin (2 sin ) de = j.%: B(k)sin(m 4+ 1 — )¢,

formules qui sont vraies pour

m=> 1, ——g<¢<g.
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Multiplions les deux membres de I'équation (130) par a™*', et supposons que
|a| < 27,

nous en obtiendrons pour m = oo

® h=ow
(134) lim a"‘*‘fgp (2, m)eds = hzoB(h)a"
= o0 0 =

ou, d'apres l’équation (98),

a

’

(135) lim a"‘“f;c (2, m)e~*ds =

m=oo e* — 1

formule qui subsiste si la partie réelle de la quantité a est positive, et
que le module de a soit inférieur & 27. Pour a = 1 on déduit des
équations (130) et (135) la formule

@ h=m—1
(136) Jgp(z, mye *dz = Ea B(k),
qui est vraie pour m > 1, et

I
e—1

(137) lim fgp(z , mje dz =
m=c0 §

2) En faisant dans l'équation (129) ¢ = 1 et en y appliquant les
formules (20) et (21), nous aurons pour m > I

1 h=m—1
e I —e™ ¢

(138) f;o(z ymyeds = — — + ’Z:o B(h)a*,

0

et en substituant dans cette équation
a = 2kmi,

ot l'on désigne par % un nombre entier réel différent de o, nous trouve-
rons pour m > 1

: nzi I
(139) ofgp(z , m)e Hidy = — G
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Désignons par n un nombre entier positif quelconque, nous obtiendrons
de T'équation (139) les formules suivantes

(140) f;o(z , 20 — 1) cos 2kzzdz = o,
0
1

(141) Jgp(z, 21 — 1)sin,2kﬂzdz=(—§;—;%,

1 n—1
(r42) ofgp(z, 2n) cos 2k7rzdz=(—(_2—kf_3)T,

1
(143) f;p(z , 2n) sin 2kzzdes = o,

0

Faisons dans 1'équation (1109)

I
C = pg)
nous aurons pour m > O
_%_
B
(144) fgp(z,m)dz = ¢<§, m + 1)— (2m)
0

et, par suite, d’aprés I'équation (77),

1

2

B
(145) o, myds = — 22— (2 — DY Blw + 1).
]

Soit maintenant % une quantité réelle et désignons par f(z) une
fonction de la variable 2 telle que les fonctions

(2), f(2), 1"(2), ..., " (2)
soient finies et continues entre les limites 2=7% et 2=5h 4 1. En
appliquant la formule (5) & Tidentité
. d
(148) Lo, r+ O+ )= g, v+ VPG D)
+ ¢, r+ DGR+ ),

Acta mathematica, 14, Imprimé le 18 décembre 18%0. 35
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ou r > 0, nous en tirerons

(147) Lo, r+ DF (0 + 2)
=B(r)f"'h+2)+ ¢le,r+ D)2 h+ 2) + ¢z, )+ 2)

Multiplions les deux membres de cette équation par (— 1)'dz, et inté-
grons entre les limites o et 1, nous aurons, en observant 'équation (19),

(148) (= 1) (t,7 4 O)f* (h+ 1) = (— 1) B+ 1) — £7(B)}
— (=17 o (e, 4+ 1) (h 4 )z A (— 1Y o e, ) (b + ),

formule qui subsiste évidemment pour r > o, en employant la notation

f%(z) = f(a)-

Soit maintenant m un nombre entier positif, et substituons dans I'équa-
tion (148)
Y=0,1,2,...,0—1;

en ajoutant les égalités ainsi obtenues, nous aurons, d’aprés les formules
(18), (20), (21),
r=m—

(14) U+ )= 3 (— Y BOWG+ ) — ()]

—(— 1)“f¢(z, m)f*t'(h 4 2)dz

et, par conséquent,

(150) Pl 1) = X (— Y B (b + 1) — £7()

— (— 0" flgle, m) + Bw)}f"(h + 2)de.

Puisque on a 0
(— 1y B(r) = B(r)

pour r = o et pour r > 2, mais

(— 1y B(r) = B(r) + 1
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pour r = 1, nous obtiendrons de l'équation (150)

r=m

(151) (k) = Z B(r)if (b + 1) —£"(h)}
—(—1 f{gp (2, m) + B(m)}f"+'(h + 2)da,

formule qui subsiste pour m > 1. Introduisons dans l'intégrale z —h
au lieu de 2, nous en conclurons

(152) £ = 2 BOYh + 1) — £7(8)

— (— 0" flele —k, m) + B(m)}f"+(2)de
A
Or, % étant un nombre entier, on a d'aprés le théoréme X pour m > 1

et pour h<s<h41
S=® 9smai  1\m p—2s7zi
(153) ¢(z—h,m) + B(m) = — - Z e sml) ° )

(2m)m $=1

et, par suite, on obtiendra de l'équation (152)

r=m

(154) (k)= 2 B(r){f"(h + 1) — f"(R)]

k41

(__. I) n e?ar(zt + (___ I ——‘hnzt
(,,m)m ff +1 ) z dz

Désignons maintepant par & un nombre entier positif et supposons que la
fonction f(2) et ses dérivées jusqu'a l'ordre m - 1 soient finies et continues
entre les limites 2=o0 et 2=1%; en faisant dans 1’équation (154) % successive-
ment égal a 0o, 1,2,...,k—1, et en ajoutant les égalités ainsi obtenues,
nous obtiendrons

h=k—1 r=m

(155) 2 ['(h) = Z B(r){f"(k) — " (o)}

— $=2 2emei . 1Ym p—2s7zi
+ ((272.:)2"' f/‘m—}-l(Z) Z € + ( sm[) € (lZ’
s=1

ce qui démontre le théoréme suivant:
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Théordme XIII. Soit f(2) une fonction de la variable réelle 2z, de-
signons par k ct m deux nombres entiers positifs, et supposons que les

fonctions
F(2), (), F"(2)y .- ["T1(2)

soient finies et continues entre les limites 2 = 0 ¢t 2z = %k, nous aurons

r= "l

T 1 ="E B0 ®) — o)

(__ l)rnj fm+1 3= e‘l.mz: + (__ l)"‘e’—”'“ dz.
(oﬂt)m L g
La quantité
m e2emzi + (__ l)me—-‘hrzi
(— I) ,im
étant comprise entre les limites 2 et — 2, on aura pour m > 2
o ym EER osmai  y\mp—2emzi =2 I
6 (— 0 e¥mi o (— 1)me T
(ID ) m ; g™ ; w
ou — 1 <0, <1, et par suite on obtiendra du théoréme précédent
h=k—1 r=m [ 3
(157) X f'(k)= Z B(r)if" (k) — f"(0)} + (2_[),,, f 0, (2)dx.

0
En supposant que la dérivée f™*'(z) ne change pas de signe entre z =0
et 2=1Fk, on a

(158) fﬂlf"‘“(z)dz =40, ff"‘“(z)dz

= 02{fm(k) — "(0)}
ou la quantité ,, qui est une valeur moyenne des quantités 6, satisfait
aux inégalités
—i1<b, <1,
et des équations (157) et (158) on tire

h=k—1 1=

(159) I, FU) = Z B (8 — ) +(2,,)m}: () — ()}
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Désignons par # un nombre entier positif quelconque et faisons dans
I'équation (159)
m = 2n, 0, = (— 1)"0,

nous en obtiendrons, en employant 1'équation (116),

h=k—1 r=2n
(160) X f(h)= X Br)IF(k) — (o)} — OB(an)lf* (k) — (o)},
ou — 1< <1, et oi 'on suppose que f**'(z) ne change pas de

signe entre z = 0 et 7 = k.

Supposons en outre que les dérivées f***(z) et f™*+3(2) solent finies
et continues, et que f***(z) ne change pas de signe entre z=o0c¢etz=F,
nous trouverons, en rempla¢ant % par % 4 1 dans I'équation (160),

h=k—1 r=2m+2
(161) > ()= T B\ — 1)
— 6, B(2n + 2){/***(k) — (o)},
ol — 1 <4, <1, et par conséquent
(162) ;g_o f'(h) = Z:O B(n){f (k) — £ (o)}

+ (1 —6,) B(2n + 2){f™** (k) — ()},
et des équations (160) et (162) on conclura
(163) — 0B (2n){f* (k) — (o)}

= (1 — 0,) B(2n + 2){f***(k) — [***(0)}.

Puisque, d’aprés 1'équation (116), les nombres B(2n) et B(2n + 2)
sont de signes contraires, nous obtiendrons de 1'équation (163)

(164) O™ (k) — 1 (0)} = Pif*+*(k) — f***(0)},

en désignant par P une quantité positive. Maintenant nous distinguerons
les deux cas suivants:

1) Si les dérivées f**'(2) et f***(z) ont le méme signe entre z = o
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et z =k, les fonctions f*(z) et f*+?(z) scront simultanément croissantes
ou décroissantes entre z = 0 et z = k; par suite les différences

F (k) = 1(0) , (k) — [™*2(0)

auront le méme signe, et de I'équation (164) on peut conclure que

(165) 8> o0;
or, # étant compris entre — 1 et 1, on en déduit
(166) o<hA<I.

2) Si les dérivées f™**'(z) et f***(z) sont de signes contraires entre
z=o0 et z=1F, I'une des deux fonctions f*"(z) et f*"**(z) croitra, pen-
dant que l'autre décroitra entre z = 0 et z =k, et par suite les diffé-
rences

f”(k) — f?n(o) , f2u+2(k) . f-zn+2(o)

seront de signes contraires, et de I'équation (164) on obtiendra

(167) f <o,
et par suite, ¢ étant compris entre — 1 et I,
(168) —1<f<o.

Par 14 le théoréme suivant est démontré:
Théoréme XIV. Soit f(z) une fonction de la variable réelle z, et

désignons par k et n deux nombres entiers positifs; supposons que les
fonctions

f(2), F(2), £'(2), -, 7F(2)

soient finies et continues entre les limites z =0 et z=1F, et que [**+'(2)
ne change pas de signe dans cet intervalle, on aura

1) = T B () — 17(0)) — 0B(2n){f (k) — (o)},
o —1<@<1. Si, en outre, les dérivées f*+*(z) et f**+%(z) sont

finies et continues entre z = o0 et z =k, et que f™*3(z) ne change pas
de signe dans cet intervalle, on aura

o<,
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si les dérivées f™*1(z) et f™**(z) ont le méme signe, mais
— 1< 0<o,

si ces dérivées sont de signes contraires dans le sus-dit intervalle.

II. Génératisation des nombres et des fonctions de Bernoulli.

Dans ses legons sur Varithmétique supérieure M. KRONECKER a in-
troduit la notion de discriminant fondamental, et il a donné ce nom
a tout nombre entier A, qui n'est pas un nombre carré positif et qui
est de l'une des trois formes suivantes:

1) A=P, ou P=1, mod 4,
2) A = 4P, on =-—1, mod 4,
3) A =8P, oo P=1, mod 2,

pourvu que P désigne dans tous ces cas un nombre entier, qui n’est di-
visible par aucun nombre carré plus grand que l'unité. En désignant

por "

le symbole de LEGENDRE, généralisé par M. KRONECKER, et par ¢ le signe
du nombre A, en sorte que

(169) €= +1, eA > o,

on a les formules suivantes:

(170) > (F)=o

(171) <7;AhsA)=<qA) pour 7 >o0,k>o0,

- () ~e(8) o o<r<en
r=gd—1 2knri

(173) > (%)e “ = (%)(v’"&) pour k> o,
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ou la valeur de la racine carrée (JA) est fixée par les formules:

(174) va) =lval

pour A > o, et

(175) WA) =i|y—A

pour A < o.
Cela posé, nous généraliserons les nombres et les fonctions de BEr-
NoULLI, conformément au théoréme IX, par les définitions sunivantes:
Définition 3. En développant l'expression

r=egd4—1 re

e”-”—-l z <%>ea

r=1

en série ordonnée suivant les puissances croissantes de v, nous obtiendrons
pour |v| < 27 une équation de la forme

r=zd—1 ro

(176) -2 (é)ee"A:B(o, A)+ B(1, Ay + B(2, A)o* + ...,

e’ — 1 T

r=1

et nous appellerons les coefficients B(o, A), B(1, A), B(2, &), ... les
nombres Bernoulliens appartenant au discriminant A.
Définition 4. En développant pour |v| < 27 la fonction

r=cd—1 ro

e’ — 1 7
v z <é>e~4
e’ — 1 r

r=1

en série ordonnée suivant les puissances croissantes de », nous aurons
une équation de la forme
ta i
(_A_> e
”' 7

=¢(Z,0,A)-]—gp(z,I,A)Q)+¢(Z,2,A)’U‘2+...,

r=g4—1

(177) /Uez”—-I z

et — 1
”»

et nous appellerons les coefficients ¢(z,0, A), ¢(z, 1, A), ¢(z, 2, A),
... les fonctions Bernoulliennes appartenant au discriminant A.
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Au moyen de la formule (170) 'équation (176) peut étre mise sous
la forme

r=gd—1 il k=

(178) ¥y <—;‘—>v"§_"l‘ ~ X Bk, A)*

v
r=1 €

ou, en y appliquant I'équation (93),

(179)

r=gf-1 A k= - k=w
Z (7)2’”(&? "> = Z, B, A),

d’ou Ton tire, en renversant l'ordre des deux membres,

w r=gd—1

(180) "g Bk, A)v* = i‘;v’” Z (—%%&(:&, k)

r=1

-En égalant les uns aux autres les coefficients de ¢™ dans les deux mem-
bres de cette équation, nous aurons pour m > o

r=g4—1

(181) B(m, A) = Z <-e—)¢<£,m>,

r=1
et des équations (24) et (181) on déduit les formules

k=m r=g4--1

B 3 B(m—%) A
(182)  B(o,A) = o, B<m’A)~;x.z.3...k.(5A)"Z("’)rk

=1

pour m > 1.

De ces équations on peut conclure, que les nombres Bernoulliens
B(m, A) sont des quantités rationnelles. Mettons maintenant 1'équation
(181) sous la forme

ed

S (Boliom) + 5 (Beliom)

= S
Py Quinad
2

.

(183)  B(m,A)=

A

™

ot

et introduisons dans la seconde somme eA — r au lieu de 7, nous aurons
pour m > o

r<‘ﬂ

(180) B, )= 3 [(B)o(om) + (52 )1 — o)

Acta mathemation. 14, Imprimé le 18 décembre 1890. 36
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d'ou T'on tire pour m > 2, en y appliquant les équations (49) et (172),
<l

(185) B(m, Ay = {1 + ¢(— 1)™} Z:l (\%)gp(;—k—,m).

St l'on désigne par # un nombre entier positif, on obtiendra des équa-

tions (184) et (185) pour A > o

(186) B(2n— 1, A) = o,

et pour A <o

(187) B(2n, A) = o.

En séparant les parties réelles et imaginaires des deux membres de
Véquation (173), nous aurons pour A > 0O

[N

r=»4-—1

(188) 1 <—%\) Cos ZZIT = <—%> VA |s

et pour A <o
(AN . 2kx S
(189) 2 (%)SIHZ:—}=(%)I\/—AI-

Substituons dans la somme

re=cd—1 re

(e
r=1
€A — rau lieu de r, nous en déduirons
r=ec4—1 ro r=g4—1 ro
A\ G < A ) "
(190) ; <r>e = ; EA_re

ou, d’aprés la formule (172),

r=sd—1 ro r=gd—1 ro
A\ 7 A\ —a*
(191) 2 (T)e 4 =¢ Z:{ <—r—>e ,

d’on Yon tire

R HCE R O
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et, par conséquent,

re=gd—1 v r=ed—1 AN e
v A Y A\ ed 2 g 42
(193) — 21 (T)e =y (7) e 2
r= r=1 02— 2
Des équations (176) et (193) on déduit
k=oo v re=ed—1 A e%_i-*- w0 :Z_{_v
(o0 EBE A= Y (T
r=1 6;——(5_‘5

Distinguons maintenant les deux cas suivants:

1) Pour A > 0 nous obtiendrons de P'équation (99) par les substi-
tutions

a4 =2 Z =
T agp? _A
la formule
ro v rv+‘ 0082]{71‘1’
v ed 2+6_—Z 2 k=o
(195) T = 1t Z’u ¥ 4k’

qui subsiste pour o <r < A, et des équations (194) et (195) on tire

k= r=4-—1

k=o0
. 232__ QA_ . 2kmr
(196) Z, B, A —;v“+4k’r’ 2 (’>COD A

ou, suivant 1’équation (188),

(or)  E Bk, A —2ly&]Y (2) () —e
97 - A =1<k><k>l+<2_lm>

(99) E B, AW =2lVEI0 Y () i WA Y (2) s

=R A 1
+ 21\/A|’UG ; (7{) (an)ﬁ—

En égalant les uns aux autres les coefficients de +™ dans les deux

et, par suite,

el
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membres de cette équation, nous retrouverons la formule (186), et du
reste nous obtiendrons, en désignant par » un nombre entier positif,

(199) B(an, &) = 2(—(;);1‘/A] Z (%) &

De cette formule on peut conclure que pour A > o le nombre B(2n, A)
a le méme signe que (— 1)"*

2) Pour A < o nous obtiendrons de l'équation (100) par les sub-
stitutions

a=— 2 -
T 2n? - A
la formule
. 2knr
LA A =x k blll
4 2 __ 4 2

(200) E.i__i__z_zrmz: ,
2 v _ v* 4 419’ Ak’

e —¢

qui est vraie pour o <r < — A, et des équations (194) et (200) on déduit

k=0 r=—24—1
- 4rvk AN . M
(201) Eo Bk, A)v* = — Zv RO ; (—;) sin —
ou, d’aprés I'équation (189),
k=x k= A v I
(02) I B, A =—2V=A&lY (3)35m En)
k=1 I 4 {—
2km
ou
k=0 k= A I k=w A I
. (N 3 -
(203) Z B(k, A)v* = — 2N—AIU;<7> s T 2lV-alv ;:(T) k)’

k=w

— 2|¢_—A|vs;<%)(2_;;)_h+

Egalons les coefficients de v™ dans les deux membres de cette équation,
nous retrouverons la formule (187), et du reste nous obtiendrons, n étant
un nombre entier positif,

(204) B(Zn -~ 1, A) 2(_-(;7)1.'z|y‘\-/-1—A| Z( )k‘ln—]
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De cette formule on conclura que pour A <o le nombre B(2n—1, A)
a le méme signe que (— 1)".
Les quatre équations (186), (187), (199), (204) peuvent étre rempla-
cées par la seule formule
m ) k=
Bn, A) = — L+ D"(VA) <A> r

(zmiy™ %)

(205)

k=1

et des équations (181), (182), (205) résulte le théoréme suivant:
Théoréme XV. Si I'on désigne par A un discriminant fondamental
quelconque et par e le signe du nombre A, en sorte que

e=+4+1, A > 0,
les nombres Bernoulliens B(o, A), B(1, A), B(2, A),... sont des
quantités réelles et rationnelles, et I'on aura pour m > o
r=egd—1

B(m, A) = 2:{ (%)50(5&, m),

r=

et pour m > 1 on aura

el g B(m — k) (A
B(m, A)=k=11 2.3 k. (eA) ,.Z;'{ <’r>rk

et

_ b+ e=0"vAa)RT/A) 1
Bm, &) =— iy 2<7)1_m
Corollaire 1. Si l'on désigne par A un discriminant fondamental
positif et par #» un nombre entier positif, 'expression

BE @)

2 e \ T ) B

est une quantité rationnelle.
Corollaire 2. Si-Ton désigne par A un discriminant fondamental
négatif et par » un nombre entier positif, 'expression

Y @)

est une quantité rationnelle.
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De l'équation (176) on tire

r=egd—1 , ro

elv _ I ——

(206) v (A>esd
e — 1 r)

r=1

2,2 5,8

::(?_{_:-”2_{_ 1?:_3+"'>[B(OrA)+B(I,A)U+B(2,A)v’+...]

ou, en exécutant le produit dans le second membre,

r=sd4—-1 re

o1 AN S BOLA): |, |[BO, A | BU, A
(207) 0y 2 (7)" =—1 vty 7 t
[ Blo, A)#

+i + ...

1.2.3 1.2

+ B{1, A)z* n B(z,IA)z}v3

Egalons les coefficients de »™ dans les seconds membres des équa-
tions (177) et (207), nous aurons

k=m
B(m —k, A)z*
(208) (2,0, A) =0, so(z,m,A)=z (Infz.g,...l)cz

k=1
pour m > 1, et de ces équations on déduit pour m > o
(209) ¢{o,m, A) = o.

Des formules (208) on peut conclure que les fonctions Bernoulli-
ennes ¢(z,m, A) sont des fonctions entiéres, dont les coefficients sont
des nombres rationnels. En mettant ’équation (177) sous la forme

r=gl4—1

k=
(210) I§0¢(z,k, Aot =

(z+L)o 2
(A e ed) g vesA_I
—_— v——-rr-or-— —
T e’ — 1 e —1 |’
r=

et en y appliquant I'équation (93), nous aurons

k= r=gd—1 k=o k=o
. — A { r k___ r F3
(211) ’Z:ogo(z,k,A)v"— 7_;: <—r—>lk=0¢\z+ A,/c)v Z;go(eA,k)v
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En égalant les coefficients de v™ dans les deux membres de cette équa-

tion, on aura pour m > o
r r
oo+ —elixom))r

et des équations (181) et (212) on tire pour m > o

r=g4—1

(212) ele,m, A) = Z()

r=1

r=gd4~1

(213)  ple,m, A) = —Blm, &)+ > (B)p(s+ om)

r=1

Remplagons dans I'équation (213) m par m -4 1, nous aurons pour
m > 0

r=egd4—1

(214) ¢(z,m+1,A)=—DBm+ 1, A) + Zl <A)¢<z -l—i-,m—{- 1)

r

et par suite, en différentiant par rapport a z,

r=g4—1

(215) e, m~+1,A)= z <%—)¢’(z+—ELA,m+ I)

r=]1
ou, par application de la formule (5),

r=gd-——1

(218) gle,m41,A 2 ( >

=

)+ o+ o)

: (Pele+azom)

Des équations (213) et (216) on tire pour m > o0

(217) 'lz,m~+ 1, A)=¢(z,m, A) + B(m, A).
De Téquation (213) on obtiendra pour m > 1
(218) e+ 1,m, A)—olz,m, A)
r=cd—1
— AN _r
- ; <r> ’”(z"' ' +eA’m) <z+ A”">}

et par suite, en y appliquant 1’équation (50),

r=cgd—1

(219) ¢ + I,m,A)—go(z,m,A):T—(I—m—) Z_; (%><Z'+E—TA—)M—1.
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Remplagons dans l'équation (212) 2 par — #, nous aurons pour m > O
e, A ’ ” 7
w20 sisrm &)= E O ol b el )

d’oi T'on tire, en y substituant eA — r au lieu de » et en employant
Iéquation (172),

(221) p(—z2,m, A)

r=egd—1

-E

.
’

I——Z—-L,m —_ I—-——T—,m\
¢ eA ¢ €

pour m > 2 on en déduit par application de I'équation (49)

‘r=gd—1 _

(222) ¢(—2,m, Ay = e(— 1)" z (A)

+
r=1 ‘

gp(z + é, m) —_ 5;(%, m)',
et des équations (212) et (222) on obtiendra pour m > 2

(223) p(—z,m, A) = s(__" )¢z, m, A),

formule qui subsiste encore pour m = o et pour m = 1, car d’aprés les
équations (208) on a

(224) ¢(z,0, A) = o, ¢z, 1, A) =o.

De ce qui précéde résulte ce théoréme:
Théoréme XVI. Si l'on désigne par A un discriminant fondamental
quelconque et par ¢ le signe du nombre A, en sorte que

e=+4+1, A >0,

les fonctions Bernoulliennes ¢(z,0, A), ¢(z,1, A), ¢(z,2, A), ..
sont des fonctions entiéres dont les coefficients sont des nombres rationnels,
et ces fonctions jouissent des propriétés suivantes:

k=m T r
¢plz,0, A) = o, ¢(z,m,A)=ZBI(m2 ;»,AI{)P- pour m > 1,
k:l . - * . 3 ——

¢(o,m, A) =0 pour m > 0,
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@, m, A)=—B@m, A) +r=§al<é—)¢<z +i,m> pour m > o,

r
r=1

P, m+1,A)=¢(,m, A)+ B(m, A) pour m > o,

r=ed—1

plet+1,m, A)—o¢(,m, A)=P(Im) Z: <%)<Z+Er&>m—l

pour m > 1,

p(—e&,m, A) = e(— 1)"¢(z,m, A) pour m > o.

En remplagcant 2z par 2+ s dans la formule (219), nous en ob-

tiendrons pour m > 1
r=ed—1

5 @) es 2

=F(m){¢(z—|—s+ I,m,A)—-fﬁ(ﬁ'{‘S,m’A)}

ou d’aprés ’équation (171), k¥ étant un nombre entier positif,

s=k—1 r=gd—1

2 ()=

=0 r=0

$=k—1

= I'(m) §{¢(z+s+ 1,m,A)—ge+s,m, A)).

Posons dans le premier membre de cette équation

¥ 4 seA = h,
nous en déduirons pour m > 1 la formule
h=ked—1
A b\ m—1 o ; .
(26) > B+ = Fim)lg(e +ym, A)—¢le, m, A)),

ce qui démontre ce théoréme:

Théoréme XVII. Soit A un discriminant fondamental, et ¢ le signe
du nombre A, et désignons par m et &k deux nombres entiers positifs,
on aura

h=ked~—1 A J |\ w1
Y (B)(e ) = romipl +kom, A)— g, m, A)).
A=0

Acta mathematica. 14. Imprimé le 13 décembre 1890, 37
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Pour 2 = o0 on en déduit

h=ked—1

(227) 2 <%>h”'" =I'(m)cA)" ok, m, A),
h=0
formule qui subsiste pour m > 1,k > 1.
Désignons maintenant par z une quantité réelle quelconque, nous
obtiendrons du théoréme XII et de I'équation (170)

A )
(228) ﬁ g (T —

1 k=1
r=g4—1
r=sd—1 A )
= % (D)éle+ iz =Bl +5)m|
ou
k=w r=e4—1 2kmri ‘r=sxj-—1 _ gkard
(229) (27;)"‘ > %{eum Z; <%>e A (1) r; (%) -

D’aprés I'équation (173) on a

r=gd4—1 2kmri

(250 2 (7)o =B

r=1

et, par conséquent, en introduisant dans le premier membre ¢A — » au
lieu de r et en employant 'équation (172),

2kmri

(231) ri‘eé_l (:%):f A s<%) (VA)-
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Des équations (229), (230), (231) nous tirons

(232) VA) %\( >e?’"m' + e(— 1)me—nsi

(2m)"‘2—r k™
= el
r=gd—1

ce qui démontre le théoréme suivant:
Théoréme XVIII. Soit A un discriminant fondamental quelconque,
et ¢ le signe du nombre A, de sorte que

e=+1, eA >0,

et désignons par x une quantité réelle quelconque et par m un nombre
entier positif quelconque, on aura

(\/K) = (_A_) 6””‘“: + e(~ [)me—?lmxi
k km

x—l————Em—l— }

r=g4

: z“<%>ﬂtw +ix— B+ )

r=1

Corollaire. Soit A un discriminant fondamental quelconque et ¢ le
signe du nombre A, et désignons par x une quantité réelle et rationnelle
quelconque et par m un nombre entier positif quelconque, l'expression

Va) t‘f (A) Tri 4 o 1)m g—kmsi

k k™

est une quantité réelle et rationnelle.

Au moyen de Déquation (232) nous développerons la fonction
o2, m, A) en série, et pour ce but nous distinguerons les deux cas
suivants:
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1) Pour m > 2 la derniére somme du second membre de 1'équation
(232) est nulle d’aprés I'équation (101), et en désignant par 2 une quan-
tité qui satisfait aux conditions

1 I

(233) TASIZSA

on aura évidemment pour r = 1,2,3,...,eA — 1
r

(234) 0<zs4 <15

puisque on a
on en obtiendra

(235) @ z+~e%——E<z+-e%—>,m

= go(z + e—%,m)

Cela établi, introduisons dans I'équation (232) 2 = 2, nous en tirerons

r=e4—1

B T

r=1

et par suite, d'aprés 1'équation (213),

(237) ’D(Z, m, A) = — B(m’ A) (¢K) i<é> g2knai g(_ I)me~—2kr:zi ’

(27n)"“E 1 k km
formule qui subsiste pour
I
m22, —xSi<x
2) Pour m =1 on a
p(z,1) =2,

et de l'équation (232) on obtiendra pour toutes les valeurs réelles de z

= NESS J— — <KX
(238) WA) 7 (@) stom ezt
k=1

r=egd-~1

==X (%)

r=e4—1

=X (P

r=1

g B+ )

x+éLA——E<x +£A_)’I"
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En désignant par z une quantité qui satisfait aux inégalités
I I
(2 39) A <z < A’

on aura pour ¥ =1,2,3,...,eA —1

7

(240) O<Z+J<I’

et, par conséquent,
.
(241) E<z + 6—5> = o,

et de I'équation (103) on tire

(242) ﬂ{ﬁ-l—-;%-—E(Z—i—i),I = o.

Cela posé, substituons dans 1'équation (238) z = 2z, nous en dé-
duirons

T OES a Caey

2
T k=1

r=cd—1

==Y (Pl +ix)

r=1

et, par suite, d’apres I'équation (213),

= Va) XA etk o gptensi
(244)  ¢(e,1,A)=—B(1, A)—¥=2 <_)__k__

formule qui subsiste pour

1 1
AP S;A

Des équations (237) et (244) résulte ce théoréme:
Théoréme XIX. Soit A un discriminant fondamental quelconque, et
e le signe du nombre A, de sorte que
e=-+1, A > o0,
et désignons par z une quantité qui satisfait aux inégalités

1 I
A <f<®’
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et par m un nombre entier positif quelconque, on aura

¢, m, A) =— B(m, A)—(\/’) Z( > e g e I)'"g-”’m';

(2mi)™ km

. 1 1
pour m > 2 cette formule subsiste encore pour z=— A et pour z = A
_ =

Si on désigne par » un nombre entier positif, nous obtiendrons de
ce théoréme et des équations (186) et (187) pour A > o

(24’5) 5”(37 20— 1, A) 2= I)ﬂ‘\/AI < ; ) sin 2kmz

27{)"‘ 1 -t
(— 1 " A cos 2/.72
(246) ¢(2,2n, Ay = — B(2n, A)— 2)),"\/ ‘Z( )
et pour A <o
2(—1)"’ /—Aikzw A\ cus 2kaz
(247) ¢(2,2n—1,A) = — B(2n—1,A) +~—<—Z;J—l—”\7}——~ 2 (T) W:!l’

(248) plz,2n, A) = 2(— I)n‘\/ Al Z < > ) sin fnkuz

(27.[)‘211

Ces quatre formules sont vraies pour tous les nombres entiers po-

sitifs # et pour
1

A !

eEA= —=:zA

excepté que pour m = 1 les équations (245) et (247) subsistent seule-
ment pour

En définissant pour toutes les valeurs réelles de la variable z une
fonction F(z) au moyen de 1’équation

( > e2hr.n —_ ee—uﬂxt
-3

cette fonction aura évidemment les propriétés suivantes:

ksm

(249)

(250) F(x + 1) = F(z), F(— z) = — eF(x),
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et des équations (238) et (170) on tire

o) =g 3 () L (e

r=ed—1 A
=3 (7

Si Yon désigne par x, une quantité qui satisfait aux conditions

x+e—rA——-—E(m {—:&),i

(252) o<z, < ELA—’
on obtiendra des équations (251) et (103)

I r=g4—1 A
(253) F(z,) = YN ; (T)r.
Cela établi, soit # une quantité réelle, et supposons que
1
(254) AST<T,

on peut mettre z:sous la forme

8

(255) x=$0 +5A,

on x, satisfait aux inégalités (252), et ol s est un nombre entier qui
satisfait aux conditions

(256) IéséEA‘—I)
et de l'équation (255) on tire
(257) s = E(xeA).

Des équations (251) et (255) on déduit

r=ed—1 r=ed—1

o rem =i B ) s )

r=1 r=0

__r=2—l (—%—)pl% n sezr . E(wo + s:—A'r) ’ 1}

T
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ou, en remplagant r par ¢A — r dans les deux derniéres sommes et en
employant les équations (170) et (172)

re=gd—1 r=34

(259) F(z) = ——EIA ; (%)r +e ;(%)E(xo + s;;)
BB+ Bl )

Puisque on a évidemment
$—17
(260) E’(xo + ~—E—A——> =0

pour r =1,2,3,...,8, mais

(261) E(xo +s;r> =—1

pour r =8+ 1,84+ 2,...,6A — 1,ecA, nous obtiendrons de I'équa-
tion (259)

) == B e S
r=ed

— ¢ ](%—>ﬂ|xo +S;T—E(.’EO +se-;r), I}.

De l'équation (170) on tire

r=gc4 re=s

: A A
(263) 3 ()=—x%)
et, par suite, nous obtiendrons de I'équation (262)
. r=eg4—1 A r=g A
(264) Fo)=—x > (T)r-{—e;(T)

r=gd4—1

@ s+ ) )

re
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Dans les cas, ou z n'est pas multiple de s_IE’OH a d’aprés les équations
(255) et (252)

I
0 <& <3

et des équations (264) et (103) on déduit

(265) F(z) =— ¢ f (-%)r + sz(é)

mais si # est multiple de e_IA" on a

%, = 0,

et des équations (264), (102) et (103) on tire

r=egd~1 res
I A A\ __e(A
s F@)=—x Y (T +e2(5) (%)
r=1 r=0
Les équations (265) et (266) ont été démontrées sous la supposition que
(267) ;—IA— <z<1,

et le nombre s, qui se trouve dans ces équations, est déterminé par
Pégalité
(268) s = E(zeA).

Mais ces formules sont encore vraies pour

I
(269) 0'§w<E—A—;

on a, en effet, dans ce cas, d’aprés la formule (268
, dap

(270) s =0,

et, par conséquent, les formules (265) et (266) se réduisent & 1'équation
(253). Par la nous avons démontré ces formules pour

(271) o<zr<I,

Actez mathematica, 14. Imprimé le 2 janvier 1891, 38
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et puisque les deux membres de ces formules ne se changent pas, en
ajoutant & x un nombre entier positif quelconque, elles subsistent pour
toutes les valeurs de z, qui satisfont a l'inégalité

(272) x > 0;

par suite nous pouvons énoncer ce théoréme:
Théoréme XX. Soit A un discriminant fondamental quelconque, et
e le signe du nombre A, et posons pour toutes les valeurs réelles de «

( A) k= A\ e2rri _ gg—2inai
F(z) = YA) ‘;(z) —

nous aurons
F(x 4+ 1) = F(x), F(— z) = — eF(x);

et en employant la notation

s = E(sAzx),
nous aurons pour xio
r=s4—1 r=s
! Al L .3 (A
Py =—5 X (2)r+ex(%):

si £ n'est pas multiple de i, mais

o=z 3 (e R ()3 ()

. ] I
si # est multiple de a

En séparant les parties réelles et imaginaires des deux membres de
I'équation (249), nous aurons pour A >0

e _
(273) F(x) — l\/ | (A) sin 2km:’
et pour A <o

(274) F(z) =

NEFNES (3)e 2hre
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et en observant, que pour A > o

r=A—1

£ (&)

r=1
nous obtiendrons du théoréme précédent pour A > o

k=

- (4 et 2§42,

k=1

si  n'est pas multiple 2;— , Imaig

k=

(276) g;’(%) sin:krrm:,\/%l 20(%)__21_(%)]’

si & est multiple de —i—, et pour A < o nous aurons

e Y (4) e 2 LTS, S,

si  n'est pas multiple de —%, mais

(78) Y (§) 2=~ Al! A>’_§<%)+3(%>}’

r=0

i t multiple de — .
si ¢ est multiple de ——

Dans ces quatre formules, qui subsistent pour z > o, l'on désigne
par s le plus grand des nombres entiers qui ne surpassent pas eAz.

Dans ce qui suit, nous traiterons de la méme maniére les cas ou
Pon a

(279) m > 2;

en posant pour ces valeurs du nombre m

e?km:i + E(-—- I)me—ﬂn’zi
(zw)"‘ z( ) km ’

la fonction F(x) aura évidemment les propriétés

(281)  Fla+1)=F(s) F(—a)=s(—1)F(z),

(280)
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et du théoréeme XVIII et de l'équation (101) nous obtiendrons pour

toutes les valeurs réelles de la variable zx

r=e4—1

(282)  Flo)=— ) (2)e

r
r=1

B )

Cela posé, soit z, une quantité qui satisfait aux conditions (252),
nous déduirons des équations (282) et (213)
r=gd—1 A ,
(283) F(=z,) = — Z (—)ga(xo + A’ m) =—DB(m, A)— ¢(x,,m, A).

r

En désignant par z une quantité qui satisfait aux inégalités (254), et
en posant z sous la forme (255), nous tirerons de I'équation (282)

r=egd—1

(284) F(z)=— Zo <A>¢lxo +8—E—_'—'A—t—-E<xo +%—r—>,m|

r
r=

ou, en introduisant dans la somme du second membre ¢A —r au lieu de 7,

(285)  F(x) =—ez< >¢I A A <x + > m

et par suite, d’aprés les formules (260) et (261),
(286) g ( ) < E_AT , m)
r=cd >

=X (Pl
r=g41

ou d'aprés I'équation (255), en appliquant la formule (50) a4 la premiére

somme du second membre de I'équation (286),

r=z4

(287) F(x)=—sz<%>¢<x—~i+ I,m>

r=1

e r=2 A r \m—1
L (F)e—&)
Remplagons dans la premiére somme du second membre de cette équa-
tion r par eA — r, nous en obtiendrons au moyen de 1'équation (213)
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(288) F(2) = — B(m, A) — gz, m A)+_e_§:(é>(x—i>"‘“
’ PAL, M, I'(m) L \ 7 ’ eA :
Pour la démonstration de cette formule nous avons supposé que
(289) K <z<1,

et le nombre s, qui se trouve dans l'équation (288), est déterminé par
I'égalité (257). Pour les valeurs de 2z qui satisfont aux conditions

I
(290) 0__§__w<—e—A—y

on a évidemment

(291) 8§ =0,

et, par suite, on peut conclure de I'équation (283), que la formule (288)
subsiste encore dans ce cas.
Nous avons donc démontré cette formule pour

(292) oSz <1,

et puisque, d’aprés les équations (281) et (219) les deux membres de
cette formule restent invariables en ajoutant & « l'unité positive, I'équa-
tion (288) est vrai pour toutes les valeurs de la variable z qui satisfont
a l'inégalité

(293) x> o,

ce qui démontre le théoréme suivant:

Théoréme XXI. Soit A un discriminant fondamental quelconque, et
e le signe du nombre A, et désignons par m un nombre entier supé-
rieur ou égal a 2; en posant pour toutes les valeurs réelles de «

l—m

2kmxi + 6(-—— I)me—-‘zkm‘i
)= 2 (§) T

on aura

F(x + 1) = F(x), F(—2) = ¢(— 1)"F(x),
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et en employant la notation

s = E(eAx),
on aura pour x > O
r=$ A m—1
F(z) = —B(m, A) —¢(x,m, A) + -[,(ET) Z <7> (x -——i) .
r=0

Nous avons démontré ce théoréme pour m > 2, mais puisque on a
d’aprés les équations (181) et (224)

1 r=sJd—1 A
(294) B(1, A) = A ; <T>r, ¢lr, 1, A) =o0,

on peut conclure du théoréme XX, que le théoréme XXI subsiste encore
I

pour m = 1 dans tous les cas ou z n'est pas multiple de A

Dans la premiére partie de ce mémoire, j'ai exposé les propriétés
principales des nombres et des fonctions de Bernoulli. En terminant,
jindiquerai les travaux suivants sur ce sujet:

1. O. ScuromiucH, Vorlesungen iiber einzelne Theile der hoheren Analysis. Dritte
Auflage 1879, p. 209—221.

2. Juiks TANNERY, Introduction ¢ la théorie des fonctions d'une variable. 1886, p.
352—363,

3. 0. ScuLomiLcH, Uber die Bernoullische Funktion und deren Gebrauch bei der Ent-
wickelung halbconvergenter Rethen. (0. ScHLOoMILcH und B. WrrzsceHEL, Zeit-
schrift fir Mathematik und Physik, Erster Jahrgang 1856, p. 1983—211.)

4, 0. ScHLOMILCH, Uber ein allgemetines Princip fiir Reihenentwickelungen. (O. ScHLO-
MILCH und B. WirzscHEL, Zeitschrift fir Mathematik und Physik,
Zweiter Jahrgang 1857, p. 289—298.)
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