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SOR DEUX TH I ~ O REMES R E L A T I F S  AUX P R O B h B I L I T E S  

PAR 

P. TCHEBYCHEFF 
S ' t  PI~, T E R S B O U R G .  

( T r a d u i t  d u  r u s s e  ~ p o t  I .  L y o n . )  

w I. Dans un In6molre, sous le titre: des valeurs moyennes, ~ nous 

avons montr6 comment on obtient des in~galitds, d'ofl l 'on d6duit facilement 

un th6or6me sur les probabilit6s qui contient comme cas particuliers le 

th6or6me de BErnOULLI et la loi des grands hombres. Ce th6or6me nous 

l 'avons ainsi formul6:  

Si les esp&ances mathdmatiques des quantitds 

U 1 ~ U,~ ~ ~:~ ~ . . . 

et de leurs carrgs 

U ~  ~ U 2 ~ ~ . . . 

ne dgpassent pas une limite finie quelconque, la probabilitd que la diffdrence 
entre la moyenne arithmdtique d'un hombre n de ces quantitds et la moyenne 
arithmdtique de leurs espdrances math~matiques sera moindre qu'une quantitd 
donnde, se rdduit ~ l'unitd, lorsque n devient infini. 

O ~ByX~ ~eopeMax,h OTHOCHTe3~HO B~pO~THOCTefi. 3anHc~H A~a~eMiH 
H a y ~ .  TOM~ 55, ~HHac~a 2. IIpHzomeHie, ~ 6. C.-IIeTepSypr~. 1887. 

O cpe;~HHX~ BeJmqHHaX~. MaTeMaTH~ecKifi C S o p H ~ ,  T. 2 . -  Tra- 
duetion fran~aise, Journal  de Liouville~ 2 me s~rie~ Some I2. 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  14. Impr im~  le 28 j anv ie r  1891. ~ 9  
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Nous avons ~t~ conduit ~ ce r~sultat cn cherchant ~ d~terminer les 
valeurs l imites d'une int6grale d'apr~s les valeurs donn6es des autres in- 
t6grales qui  contiennent sous le signe , ( ,  outre des fonctions connues, une 
fonction inconnue, assujettie .~ la seule condition de ne pas devenir n~- 
gative entre les l imites d'intdgration. En d6veloppant la m6thode employ6e 
dans ces recherches nous arrivons, dans un cas particulier, au th6orgme 
suivant sur les int6grales: ~ 

Si la fonction f(x)  reste constamment positive et si l'on a 

f f(x)dx = I, . ;xf(x)dx = O, 

o ~  oi+ 

f ' f )d X X ---- ~ ~ X] -~- O~ 

f x+,,,.-+f(x)dx = ' .  3.5...q+,,,+_+C2m-- 3) , f x 2m-I f(  x )dx 
- - a o  + ~ 

~ 0 ~  

la valeur de l'intdgrale 
v 

fl(=)dx 

sera comprise entre les limites 

q v  

I 
-~ [ e -~: d x  - 3 
q = , }  

~ / 7 ( m * - -  2 m  n u 3 ) ~ ( q ' v  * "1- I) a 

2 ( m  - -  3 ) + q m  - -  I 

(Iv 

' ;  4-~ ' e +'d~ d - 

- - a o  

3 ~ / 3 ( m ' - -  2m, + 3)](q% ' + I)' 

: ( m - -  37~/'+ - -  t 

pour routes les valeurs r~elles de v. 

1 Sur les rdsidus intdgrauz qvi dolinent des valeurs approchdes des iilNgrales, ce journal, 
t. I2+ p. 287. (Traduction du m6moire: O6'I, HHTerpa.]bililX'f, BRqeTax% xoewaBJIasol~ttx7, 
lipti6.ia~emtmtf lJe.~ll,~mm aHTerpa~oi~,. 3anticKt~ AI~a;~e~iII H a y ~ +  W. 55.) 
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Nous allons montrer  maintenant,  comment ce th~or~me sur les in- 
tdgrales conduit ~ un thSor~me sur les probabilit~s, ~ l'aide duquel la 
d~termination des valeurs les plus sflres des inconnues, quand on a un 
grand nombre d%quations qui contiennent des erreurs aceidentelles plus 
ou moins consid~rables, se ram4ne i~ la mdthode des moindres earr~s. Ce 
th~orSme peut ~tre ainsi formuld: 

Si les espdrances math~matiques des quantitds 

sont toutes nulles et si les esp~rances mathdmatiques de routes leurs puissances 
ne ddpassent pas une limite finie quelconque, la probabilitd que la somme dun 
nombre n de ces quantitds, divisde par la racine carrde de la double somme 
des espdrances mathdmatiques de leurs carrds, sera comprise entre deux limites 
quelconques t et t', se rdduit d 

t' 
I " X~ 

J e -  dx 

lorsque le nombre n devient infini. 

w 2. Pour d~montrer ce th~or~me sous la forme la plus g~ndrale, 
nous prendrons - -  ~ et + cx~ pour les limites entre lesquelles sont com- 
prises toutes les valeurs possibles des quantit~s 

U I ~ U 2 ~ ' l~  ~ . . . 

En ddsignant par 

, . .  

les probabilit~s que les valeurs des quantit~s ul ,  % ,  u s , . . ,  sont com- 
prises entre les limites infiniment voisines 

x , x  + dx, 
nous remarquons: 

I) que les fonctions 

. . .  

ne peuvent pas avoir des valeurs n~gatives; 
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2) que les int6grales 

P. Tchebycheff. 

a a  

f r f ~,~(,,,)d,,3, . . , 

qui repr6sentent les probabilit6s que les quantit~s ~1, ~(2, u 3 , " *  auront 
des valeurs quelconques comprises entre les l i m i t e s -  cxv e t -{ -co ,  seront 
6gales k l'unit6; 

3) que les int~grales 

f ()d f ()d f"3~3( )d 

qui repr6sentent les esp6rances math6matiques des quantit~s ul, u2, u3, . . . ,  
d'apr6s notre hypoth~se, doivent ~tre nulles; 

4) qu'en g6n6ral, toutes les quantit6s a{ ~) d6finies par l'dgalitd 

o o  

qui repr6sentent les esp6rances math~matiques des diff6rentes puissances des 
quantit6s ui, % , . . . ,  seront, par hypoth6se, comprises entre des limites finies. 

D'autre part, en d6signant par 

f ( x ) d x  

la probabilit6 que la valeur de la fraction 

% + %  + . . -  + ~ .  

Ca 
sera comprise entre les limites infiniment voisines 

x ,  x "4- dx, 

nous remarquons que cette probabilit6 sera donn6e par l'6galitd 

f(~)d~ =ft . . .  f~.,(,,l)~(,,~)... ~,,(<,)du, d ~  . . .  d,, . ,  

dans laquelle l'intdgration par rapport k U l , U : , . . . ,  u,, s'6tend sur routes 
les valeurs de ces quantit6s pour lesquelles la valeur de la fraction 

u, + u ,  + . . . + u ,  
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ne sort pas des limites infiniment voisines x ,  x +  dx. 

cette 6galit6 membre  k membre  avec l'6galit6 

su~+u2+... +u. 
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En mult ipl iant  

oh s d6signe une constante arbitraire quelconque, et en int6grant 
x = ~ o,v h x - -  o,v, nous trouvons l'6galit6 

u] 4-u~+.. .+u. 

de 

Comme dans le second membre l 'int6gration par rapport 

s'6tend sur routes les valeurs de ces quantit6s entre ~ o,v et ~ - c o ,  le 
second membre de cette 6galit6 se r6duit au produit des int6grales simples 

ov  a u  I ~ ~ u  2 00 S U n  

f f  xed,,)du  ... fe'r-~f.(,.)d,.. 
- - a o  - - o o  - - ~  

Nous aurons done l'6galit6 

() f r() [ I f  . 

En d6veloppant les deux membres de cette 6galit6 suivant les puis- 
sances de la constante arbitraire s et en 6galant les coefficients des m~mes 
puissances de s, nous trouverons les valeurs des int6grales 

f f(x)dx, f xf(x)dx, f . . . 
- -  o o  - - o o  - -  a o  

qui repr6sentent les esp6rances math6matiques des diff6rentes puissances 
de la quantit6 

x ~--- u, + u, + . . . + u , ,  

et qui nous serviront ~ d6terminer les valeurs limites de r int6grale 

- - o o  
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qui repr~sente la probabilit6 que la valeur de la fraction 

% + %  + . . . + u .  

ne d6passera pas la valeur d'une quantit6 quelconquc v. 
w 3. En nous bornant ~ la d~termination de --m int6grales 

oo oo : o  

ff(x.)d~, f #(,~)dx, . . . ,  f ~'-"-'f(x)d~ 

nous remarquons que le premier membre de l'~galit6 (I), d~velopp~ suivant 
les puissances de s jusqu'au terme de l'ordre s ~ . . . .  ] ,  donnera la somme 

=a, ,g  ~ 8 2 ov 

j f(x)dx + ~ j 'xf(x)dx + ~.2 f x V ( x )  + . . .  
- - a t )  - -  ot~ - -  ao 

+ i .  2 .  :- i-2-~ - ~ ) _ J  x:'~-~ f (  x )dx" 

Pour d6terminer les termes corrcspondants dans le second membre, 
nous all~ons le mettre sous la forme 

log f e~,,(u,)d,,, 
e i=1 _ ~  

et l'on volt que le d6veloppement du second membre de (I), rigoureux 
jusqu'au terme de l'ordre s ~'-~ inclusivement, s'obtiendra en y rempla(;ant 
les logarithmes par leurs d6veloppements en s~ries arr6t~s aux termes de 
l'ordre s ~'-~. Pour d6terminer les d6veloppements de ees logarithmes, 
nous remarquons que l'int6grale 

- - r  

sera donn~e par l'expression approximative suivante, rigoureuse jusqu'au 
terme de l'ordre s :~-~ inelusivement: 

e~ra oo  e t z  

s- f :~,,(u,)du, + --I J-~ ~ U~ . . .  
I . 2 .  kV ~ )  _ |  

. . . - 1 -  

8 2 m _  1 

, . 2 (2m-  ,)( ; )"- '  c ~u~ 1 ~ i ( U t )  du, t 
�9 ~ ~ /  _ 
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et eette expression, d'apr6s le w 2, se r6duit k 

(2) (3) (2m--l) 
ai 2 ~ti ai 

~ = d:(~/~)~s + s ~ + . . .  ~.~ s ~=-~ 
I . I . 2 . ~ . ( r  3 "Af- I . 2 . . . ( 2 m - -  I)~,V~ffm-1 

off, par hypoth6se, les quantit6s a~ sont routes finies.; Ell d6veloppant le 
logarithme de eette expression suivant lea puissances de s e t  en s'arr6tant 
au terme de l'ordre d :-~, nous trouverons une expression de la forme 

_(2) A (3) A ( 2 m - - l )  
t t i  8 2 i 3 ~*~ s2m--1 ,  ~(~)~ +(~-~ +...+(r 

dans laquelle les quantit6s A~ seront des fonctions enti~res des quantit6S 
a~ ne eontenant pas n; elles seront done aussi toutes times. 

On aura done, avee un degr6 d'approximation jusqu'au terme de 
l'ordre s 2"-~ inclusivement 

= Y "7' s A?' ~ A?"-" s2=_~. log_+fe r  - -  2(-~-~n~ ' + ( ~ ) ~ s  + . . .  + (~/;),~_, 

En y faisant i ----- i , 2 , . . . ,  /t et en posant 

a]  2) + a~ 2) -{- . . .  + a ~  ) I 

t/, q~ '  

A~ 3) + A<r ) + . . .  + A? ) M(,> 

Ai,~-,> + g,.--1) + . . .  + A<~,.-,) M (2"-~) 

on trouve, avec le m4me degr6 d'approximation, 

i=n  ~0 su~ 8 2 ~(3) M~(2m-1) 
E log f e ~ r  ---- - -  + s 3 s~ " - ~  

, = ,  _ =  2r 77 ' "  

oh les quantitds M, comme les moyennes arithm6tiques des quantit6s finies 
A~, A ~ , . . . ,  A,, seront aussi toutes times. On aura donc, avec un degr6 
d'approximation jusqu'au terme de l'ordre s 2~-~, 

o o  s2 M(s) M(~-D 

(2) f e~F(~)a~ = + , ~ + ~ + + + ~ ' ' - '  
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w 4. Quel que soit n, nous pourrons tirer de cette 6galit6 les valeurs 
de 2m int6grales 

f f(~)u~ f ~f(~)dx f~ : ' - ' f l ~ )<~x  

en arrgtant les d6veloppements des deux membres de cette 6galitd aux 
termes de rordre s~ - ! .  

Dans le cas particulier de n = oc,  l'6galit6 (2) se r6duit k 

| "A fe:r(x)d~ = e2q",~ 

puisque les quantit6s M,  comme o n  a vu, sont toutes finies. En d6velop- 
pant  les deux membres de "cette 6galit6 suivant les puissances de s e t  en 
s'arrgtant aux termes de l 'ordre s ~'-1, on aura 

f r(,)d~ +" f " f~.'r(~)<~x + 7 rf(x)dx A- ~ . . . .  

S 2 m - 1  ~ S 2 8*" 

" ' "  + , .  ~.  :_(-Z~ - ~) f x ' m - ' f ( x )  d x  ---- ~ + 2q--' + ~. 2 ( 2 q ' )  ~ + " "  

~  ~ -  
$ ~ m - - 2  

i . 2 . . , ( m - -  I ) (2q')  m - l '  

et en 6galant les coefficients des mgmes puissances de s, nous trouvons 

f r(~),~x = , ,  f xr(x)dx = o, 

? / x2f(x)dx --~ ~ ,  "x3f(x)dx --- o, 

f f( )dx ' . 3 . 5 - . - ( 2 m - - 3 )  f f( )d x2m--~ IT" = q2m--~ , X 2 m - 1  :T X 

- - ~  --aQ 

~ 0 .  

Comme la fonction f(x) qui figure sous le signe f ,  par sa nature 
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m6me, ne peut pas avoir des valeurs n6gatives, nous coneluons, d'apr6s 
le th~or6me sur les int6grales cit6 au w I, que la valeur de l 'int6grale 

est comprise entre les limites 

15 

- - o o  

q_Z 
e-x'dx --3~/3(m~--2(m - - 2 m + 3 ) ' ( q ' v ? + ' ) * 3 ) 8  ~/m - - -  I 

q_Z 

e- o d x  + 2 (.~ . -  3)8 ~/-~ _ i 
--clo 

D'oh, en remarquant  que la valeur de la fraction 

tend vers z6ro 
l'6galit6 

3V '3(~ ' - -2~  + 3)~(q~v ' + ~)8 
2 ( ' t ~  - -  3 ) a ~ / r r ~  - -  I 

lorsque le nombre m augmente ind6finiment, nous tirons 

qv  

f ( x ) d x  = ~-  ~ e -  (ix.  

En y faisant suceessivement 

v ----- V'2t, v = - - t '  
q q 

nous trouvons les 6galit6s 

q t 

f f ( x ) d x  = =  I ~ z 2 .  

- -oo  - -oo  

~I~ t ~ 
q t '  

f ( x ) d x  = x l~ x~. 

- - 0 0  - - o a  

A e t a  maO~emati~a.  14. Impr im~  le 81 j anv te r  1891. 40 
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qui par la soustraction nous donnent 

q t '  

I xz 
X = -=- e -  d x .  

~ t t 
q 

Le premier membre de eette 6galit6, d'aprbs It w 2, repr6sente la pro- 
babili t6 que la va leur  de la f rac t ion  

u, + u  2 + . . .  + ~. 

/ -  

sera comprise entre les limites ~/--~t et Vzt', et par eons6quent la valeur 
q q 

de la fraction 

'it., + u~, + . . .  + .,, u,  + ';q + . . .  + 'u,, 
- -  / 

t / 2 n '  V2((t?) -1 - a(2v' "~r . . . - t -  a',/2,) 

sera comprise entre  les limit.es t et l'; cn ver tu  de quoi cette 6galit6 qui 
a lieu pour  n = oo mont re  que la probabil i td que la va leur  de la fraction 

, , : '  + . . .  + o , , ,  

sera comprise  ent re  deux  l imites quelconques  t et l ' ,  a pour  l imite lorsque 

u augmen te  ind6finiment la va leur  de l ' in tegrale  

t '  

I j'e-: - =  d x .  

C. Q. F. I). 

Dans le cas de n fini, la probabil i t6 que la fraction 

u, + u ~  + . . . + v , ,  

+ . . .  + ,,T) 

sera comprise entre  les l imites t et :', diffdrera plus ou moins de sa va leur  

l imite 
t '  

- - X 2  
! f e  dx,  
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selon la valeur de n e t  des quantit~s 
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M ( 3 )  7~//'(~m--1) ~ , , . ' ~  

qui figurent dans l'6galit6 (2) et dont les valeurs, comme on a vu, dd- 
pendent des valeurs des esp6rances mathdmatiques des diff6rentes puis- 
sances des quantit6s 

'1~I ' ~ 2  ~ " * " ' ~n"  

Sans nous arr6ter ici k la d6termination de la limite sup6ricure de 
cette diff6rence pour n assez grand, nous remarquerons seulement que, 
d'apr6s les formules de notre mgmoire sur le ddveloppement des fonctions 
6 une seule variable, ~ cette probabilit6 ,pour n quelconque sera donn6c 
par l'expression 

t' 

t 

dans laquelle les quantitds K3, K ~ , . . .  sont les coefficients de s :~, s 4 , . . .  
dans le d6veloppement de la fonction 

M(~) M(4) 
.~- ss § ~ s 4 +  ... 

e v n  ~ y n  I 

suivant les puissances de s; et les fonctions 

. . .  

sont des polynbmes qui s'obtiennent par la formule 

Cx.2 ~i e--x~ 

i B u l l e t i n  de l~acaddmie  des s c i e n c e s  de S : t  l ) d t e r s b o u r g ~  tome I. I859. 


