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BEITRAGE ZUR AUSDEHNUNG DER FUCHS'SCHEN THEORIE 

DER LINEhREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN AUF EIN SYSTEM 

LINEARER PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

VON 

I. HORN 
in F R E I B U R G  i. B. 

In einer im zwOlften Bande dieser Zeitschrift erschienenen Abhand- 
lung i~ber ein System linearer partieller DifferentiaOleichu~gen beschi~ftigte 
ich mlch mit der functionentheoretischen Untersuchung der Integrale 
eines Systems linearer partieller Differentialgleichungen 

~2z 9z Oz 

~z Oz Oz 
- - =  CoZ + Cl + c2 

dessen Coefficienten a , b , c  rationale Functionen von x ,  y von solcher 
Besehaffenheit sind, dass die drei Differentialgleichungen (I) drei linear 
unabhhngige Integrale gemein haben. 1 Es stellte sich damals schon her- 
aus, dass die Integrale eines solchen Differentialgleichungensystems ahn- 
liche Eigenschaften besitzen, wie die yon Herrn FucHs (Cre l les  J o u r n a l ,  
Bd. 66, 68 ft.) untersuchten Integrale einer gewShnlichen linearen homo- 
genen Differentialgleichung; wenn sich auch meine frfiheren Entwicklungen 
nicht fiber die Anfi~nge hinaus erstreckten, so ist daraus doch so viel 

1 Die hierzu erforderllchen Bedingungen sind kanftig immer als erftillt vorausgesetzt~ 
auch wo es nicht besonders erwahnt wird. 

Acta mathematica. 14. Impr im~ le 18 avri l  1891. 43  
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zu ersehen, dass man die functionentheoretische Integration der Systeme 
]ine~rer partieller Differentialgleichungen mit einer endlichen Anzahl li- 
near unabhangiger Integrale, sowie auch der damit im Zusammenhang 
stehenden Systeme totaler linearer Differentialgleichungen yon der Form 

dz~ = (a~lz, "k- . . .  "+- al, ,z, ,)dx -{- (bnz, + . . .  "k- b,,~z,,)dy, 

(2) . . . . . . . . . . . . . . .  

~z., = (a.,~z, + . . .  + a.,~z,,,)~lx + (b,,.zl + . . .  + ~ ..... z~)~y 

mit Aussicht auf Erfolg unternehmen kann. 
In meiner Habilitationsschrift 1 habe ich die Acta  m a t h e m a t i c a ,  

Bd. I2, begonnenen Untersuchungen welter geftihrt; ich will hier einige 
Entwicklungen , welche als Erganzung der friiheren in dieser Zeitschrift 
erschienenen Abhandlung dienen konnen, auszugsweise mittheilen, wahrend 
ich hinsichtlieh der genaueren Ausft~hrung, sowie hinsichtlich anderer 
Fragen, auf die erw'~hnte Schrift verweise. 

Im dritten Abschnitt der fri~heren Arbeit babe ich das Differential- 
gleichungensystem 

~2 o'~ Aoz  "k- vA1  ~z ~z 

Oz 8z 
(3) ~ ~ - I~0z + ~B, ~ + ~B~ -y,  Ox~y 

u a~z az _~ Oz 
~ : Coz + ~c ,  ~ + ~% 

behandelt, dessen Coef~eienten A ,  B ,  G' in der Umgebung der Stelle 
(a, b) des singul~ren Gebildes ~----o - -  V(:e,, y) ist eine irreduetible ganze 
Function - -  in Potcnzreihen entwickelbar ~ind; dieses System besitzt die 
Eigenschaft, dass sieh seine sammtlichen Integrale an dem singularen Ge- 
bilde ~ - ~  o regular verhalten, es ist abet nicht das allgemeinste System, 
welchem diese Eigenschaft zukommt. Wenn wir der Kiirze halber ein 
solches Differentialgleichungensystem reguliir an dem singularen Gebilde 

----o nennen, so bietet sich die Aufgabe dar, das all qemei~ste reguldre 
System (~) aufzusuchen. Man kann demselben jedenfalls die Form 

~oer ~'ysleme linearer Differentialgleichungen mit mehreren Veriinderlichen. Habi- 
litationssehrift der Universitat Freiburg i. B. Berlin~ Mayer & Mtiller~ I89O. 
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~a+l ~z - -  Aoz ~ A~ ~z ~z 

~ = Boz + B~ ~ + B , -  ~y 

geben, worin die Coefficienten A ,  B ,  C Potenzreihen von a ~ -  a, y -  b 
sind, welche nicht slimmtlich dutch ~ theilbar sind, wi~hrend h eine ganze 
positive Zahl darstellt. Die Grossen 

z 8z Oz 

geniigen einem System totaler Differentialgleichungen 

~dz o = (Aooz o + AolZi + Ao~z,)dx + (Boozo + Bo~z~ + Bo=Z~)dY, 

(5) ~li+ldz~ (A~oZ o + Al~z I + A~z.~)dx + (B~oz o "Jr- BI~ZI 21- B~:z~)dy, 

V~+~dz~ : (A~oz o -t- A~z~-Jr" A~z~)dx + (B~oz o "Jr" B~zl "JC B~z~)dy, 

dessen Coefficienten die Werthe 

~ - ,  I , O~ ~Y ~ O ~ I 

(6) ~Ao, ~1, i2, ~Bo, B1 ~' B2, 

~Bo, B~, B~, 9Co, C~, C2 

haben und folglich Potenzreihen yon x ~ a ,  y - -  b sin& Das Differen- 
tialgleichungensystem (5) besitzt unter Voraussetzung der Rcgularit~t ein 
Fundamentalsystem 

Zo o = ~p'C0 ~ z~ = ~p~ ~~ z~ = ~p '5  ~ 

yon solcher Beschaffenheit, dass bei geeigneter Bestimmung der Expo- 
nenten po, p,, p,, weder s~mmtliche r einer Reihe noch sammtliche Ceiner 
Colonne durch F theilbar sind. Setzt man in (5) 
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so folgt aus den Differentialgleichungen ftir ~" nach einigen a. a. O. aus- 
gefiihrten Betrachtungen, dass alle aus den Grsssen 

A~o , AI, , A~,  

A~o , A~ , A~ ,  
(7) 

B~o , B ~  , B1~,  

B~o , B ~ l  , B ~  

gebildeten Determinanten zweiten Grades dutch ~ theiibar sind. Man 
kann daher drei ganze Functionen x ,  2, # so bestimmen, dass die dureh 
die Gleichungen 

/~Al l - -  2A12 ---- 9hA1, 

# A ~ I - -  L42~ = 9hA~, 
(s) 

I'B11 - -  ]tB12 ---- 9~hBl , 

#B,1 - -  ,~B~, = 9~B~, 

neu definirten Grsssen in 
sind. Fa r  

~)o ~ ~0 

xAx 2 - -  #Alo PP- ~ h.A'l, 

x A ~ , - -  ,aA=o = 9~hA~, 

xB1 ~ #B1 o = ~hB'l, 

x B . - -  t,S,o = CB;, 

~B1 o- -  XBll = ~ hBII,~ 

Potenzreihen yon x w a ,  y - -  b entwiekelbar 

VI ~ ZI ~ V2 ~ ~h 

erhalt man ein DifferentiMglcichungensystem 

(9) 

~dvo = (PooVo + Po,vl + Po,"~)dx + (Qoovo + Qolv, + Q.v2)dy, 

cd~,, = (p, oVo + P~,,;, + P,~,~)~z. + (QlO~O + Q,,v, + Q,~v~)du, 

99dV~ = (~0V0 + ~1/1  + ~ 2 V , )  dx -4- (Q2oVo + Q~I v, .-}- Q~2~)2)dy, 

dessen Coefficienten P ,  Q einfache Verbindungen der A ,  B sind, und 
zwar ergeben sich 1 die Coefficienten der beiden ersten Zeilen als Potenz- 
reihen yon x -  a ,  y -  b, wahrend man for P~0, P21, P~2 ; Q2o, Q2~, Q2~ 

Ausdrtlcke von der Form q3(z - -  a .  y - -  b) 9~ erhMt. Eine weitere Betrachtung, 

1 Da ,~ ,p  nlcht belde durch ~ theilbar sein k~nnen~ so setzen wir /z als nicht 

duroh ~ theilbar voraus. 
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die wir wieder unterdriieken wollen, ergiebt, dass unter den gemaehten 
Voraussetzungen auch sgmmtliche Coefficienten der letzten Differential- 
gleichung (9) Potenzreihen sein miissen. Mit Rt'mksietlt auf die Ausdrficke 
for diese Coefficienten findet man, dass auch die durch die Gleichungen 

(1o) 

( i t )  

~A~o +/zA~o = ~hLo, 

~A~ +/~A:~ = 9~L~, 

~A~ + / ~ A ~  ~ 9~L~, 

a A ,  1 .2[_/,g2~ 2 = x i =  - - / . { 5  0 = ~ h L '  - -  x (XAo2 --/*//oo) -Jl- ~ ~ - -  x~7~), 

aA;' + ~.4;' = aLo - - ~ L ,  = C L " - -  7.(a.t0o - -7 .& , )  + ~ 7. g. - -  ~/'  

aB, + ~,B, = ~M,  - -  aM, = ~"M - -  ~. (/,Bo , - -  aBo,) + ~ a ~ - - / ~  ~ ), 

aB; + ~B; = ~ M = - - ~ <  =C)X- -x (~ .B0 , - -~B00  ) + ~ ~V ~'gV ' 

).B;' + I,B;' = ,~Mo-- z M  ~ ----r  -}- 9~ z -  - -  ;t a.v 

definirten Grossen L 0 , M o , . . .  ; L ,  M ,  . . .  in Potenzreihen yon x - -  a,  y - -  b 
entwickelbar sin& Sind nun aber die dureh (8), (~o), (~)definirten 
Functionen in Potenzreihen entwiekelbar, so sind es aueh die Coeffieienten 
sammtlicher Gleichungen (9), das System (9) ist an dem singularen Ge- 
bilde 9,-----o regular, und folglieh auch das System (5). 

Wollen wir nun aus den fi~r die Regulariti~t des Systems (5) ge- 
fundenen Bedingungen die I~egularitatsbedingungen des Systems (4) ab- 
leiten, so haben wir zwei FMle zu unterseheiden: 

I. die Grossen 
A 1 , A=, 

(~ 2) B~ , B~, 

q ,C~ ,  
sind nicht sgmmtlich dutch 9, theilbar; 
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II. alle Potenzreihen (I2) sind dutch ~ theilbar, wahrend A0, B0, C o 
nicht gleichzeitig dutch f theilbar sin& 

Im Falle I. setzen wir in die Regulariti~tsbedingungen (8), (IO), (I I) 
die Ausdrficke (6) ein und ~tndern die Bezeichnung etwas ab; namentlich 
ersetzen wir x durch xf. Im FMle II. sind alle Coefficienten der beiden 
letzten Differentialgleichungen (5) durch 9: theilbar, so dass der Exponent 
h um I erniedrigt werden kann; ersetzen wir A a , A , ; B , , B = ; C  a, C, 
bezw. durch f A ~ ,  FA=;~.,B~, v B = ; f C 1 ,  ~C=, so geht in diesem Falle das 
System (5) fiber in 

= + , , ) , , ,  ~y 

~dz,  = (AoZ o + A,z, + A,z,)dx + (Boz o + B~z, + B,z,)ds, 

~hdz$ = (Boz 0 "t- B1z 1 -I- B2z.,l)df' Jr (C;,~ 0 "J[- CIg 1 "t- C2z2)dY, 

woffir wir in der oben angegebenen Weise die Regularitatsbedingungen 
bilden. 

Jedes regulate System (1) hat eine der beiden folgenden Formen: 

(,3) 

I. ~h+l  ~'z Ao z .~ A1 ~z vz 

fh+~ ~'z __ Bo z + B1 ~z ~z ~ ! l  ~ + B, -v, 

die Coefficienten A ,  B ,  C sind in der Umgebunff der Stellen (a ,  b) des 

sinful(iren Gebildes 9: = o Potenzreihen; keine der Grdssen ( i 2 ) i s t  dureh 

f: theilbar; es lassen sieh ganze Funetionen x ,  2 ,  I ~ so be~timmen, dass alle 

dutch die Gleiehungen 

(~ 4) 

f l A  1 - -  2A 2 = F~ A , 

# B  1 ~ )~B= ~ phB,  

xA  2 - - , ~ A  o = ~h-l A',  

x B  2 - -  # B  o = ~h-~ B' ,  

xC~ - -  t~Co = ~ - ' C ' ,  

;,A o ~ xA  1 = ~h-*A" , 

~B o - -  x B  1 = 9 ~ - 1 B  '', 

~0o - -  xC~ = ~ - * C " ,  



(,s) 
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2Ao + pBo ~ 9~Lo, 

(,6) 

),A + # B  = #L i  - -  )tL~ = 9~L a,v 

;(A' + t , B ' =  xL~ ~ p L  o = ~ - ~ L '  + i: ~ - -  z ~  , 
9 

a2 az ) 
,~A" + / , B " _ .  25  o __ ~L~ = 9" - 'L"  + ~ z~-  z -  ) , ~  + z = , 

F 

),B' + f~C' 

),B" +/~O" 

9 

(.  a/, a2 za), 

( ~a ~,~,.) 
= ,~M o - - x M ,  = 9 ~ - ' M " +  9~ xav 'av/ 

definirten Functionen Potenzreihen yon x ~ a ,  y -  b sind; 

II. 

(17) 

~z ~z 
~,,+ ~ a~z = Ao z W ~A~ + 9~A~ , 

h+l a~z ~z ~z 

a-,? ~ + r ~; 

die Coefficienten A ,  t~ , C sind Potenzreihen yon x --- a ,  y ~ b ; Ao , Bo , C o 

sind nicht sammtlich dutch 9~ theilbar; es existiren 

x ,  2,  F yon solcher Beschaffenheit~ dass s(immtliche 

#A~ ~ 2A~ = r  , xA 2 ~ ItAo = r 

(I8) I ~ B ~ - - 2 B ~ = 9 ~ - ' B ,  x B ~ - - p B o = 9 ~ h - ' B  ', 

~ c ,  - -  ~c~ = ~ - ' c ,  ~.c, - - , . c o  = ~ - , c ' ,  

drei ganze _Functionen 

dutch die Gleichungen 

)~A o - -  zA~ ---- 9~h-l A '', 

,~Co ~ zC~ = 9~-'C '', 
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~Ao + ~B 0 = ~-"-'L o, ~B0 +/~Co = ~ - ' ~ o ,  

(I9) ),A, + / ~ B  1 = F"- 'L, ,  2B, -4- ~6', = ~ - ' M , ,  

),A~ + / ~ 1 ~  = r ),B~ + I~c'~ = ~"-'M~, 

),A + l_tB =t~L1 - -  ;~L.: = Vh- 'L + ff ~ 5 - - I ~  --xt~ , 

2 A " + / ~ B " =  2L o ~ zL~ ---- f~--~L"+ ff z ~ - -  z ~  + + r.t . ,  

(2o) 
)<B + l~C = ~ M , - -  a~I, = f " - ' ~ f  + f 3, ~ - -  ~ ~ + 7.a, 

2B" + / ~ C "  --= 3,310 ~ x,~l[ 1 ~ ~ " - l j l l "  3 t- F z ~.q ~ g /  -I- x), ~.Y- 

definirten Fanctionen in Potenzreihen entwickelbar sind. 
Die Systeme I. und II. sind unter den angegebenen Bedingungen wirk- 

lich regular. 

Wir wollen die F,~lle I. und II. als Systeme crster und zweiter 
Gattung bezeichnen. Wir sehen nun auch, dass das fri~her behandelte 
System (3) das einfaehste System II. Gattung ist, welches dem Werte 
h ~  ~ entsprieht; (lie Bedingungen (~8), (~9), (2o) sind in diesem bcson- 
deren Falle yon selbst erfidlt. Das zu dem Werthc 1, ~ gehSrige System 
I. Gattung hat die Form 

3z Oz 
, a'-z Aoz + A~ + Ao r '~ ~,%=, - - -  ~ . ~ ,  

~ 3~z ~z Oz 
,; ~ :C'oZ + ( ; , ~ +  c'o-; " a y  
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sowohl die Coeffieienten A ,  B ,  C als auch sammtliche in den Gleichungen 

a9 39 
Ao ~y - -  B o ~ = ~Lo, 

39 39 Al ay - -  B1 ~z = 9~L" 

A2 ~ __ B2 ~9 y ~ = ~L2, 

(22) 

39 39 
A 1 G + A, W = ~A, 

39 a9 
Bx G + B,  ~ = 9,B, 

39 a9 ~C,  

39  ,Mo ' Bow--Co = 

ag' 39' 9,M~ ' 

a9 39 9~M2, 

A B 39 ay oz = ~ T L~ y 

B a 9 - -  C a9 M, v9 a9 

enthaltenen Grsssen sind Potenzreihen. 

---_ 9~L, 

~ M  

Will man die Form der Integrale der Systeme I. und II. genauer unter- 
suchen, so beachtet man, dass dieselben in Systeme yon der Form (9), 
welche Potenzreihen zu Coefficienten haben, fbergefilhrt werden k0nnen. 
Zu den im zweiten Abschnitt der frfiheren Arbeit fiber totale Differential- 
g!eichungensysteme enthaltenen Entwicklungen ist eine wichtige Erganzung 
hinzuzuft~gen. Ist p der Exponent einer regularen LSsung 

1 Diese Gleiehungen folgeu aus (I4) ~ (I5) , (I6) mit Rtteksicht auf die fur Systeme 
I. Gattung stets geltende Beziehung 

~ -I" p39=O, rood 9 h. ay 
Ao~t ~ h e m a f / ~ .  14. I m p r l m 6  le 21 a vrl l  181~1. 44 
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des Systems der Differentialgleichungen 

9~dzo = (aooZ o + Ao,z, + ao~z,)dx + (Boozo + Bo~z, + Bo2z~)dY, 

(23) 9~dz~ = (A~ozo + A~z~ + A~z2)dx + (B~oz o + B~z~ + B~z~)dy, 

9~dz~ ----- (A2oz o + A,,z, + Amz~)dx + (B, oz o + B~,z, + B~z~)dy, 

deren Coefficienten Potenzreihen yon x - -  a ,  y - -  b sind, so sieht man aus 
den Differentialgleiehungen far  ~', dass alle aus je drei der sechs Zeilen 

(24) 

Aoo - - P ~ - ;  , Ao, , 

Al~ ' A l l ~ P a - ~ z  ' 

A2o , A21 

Boo - -  P W  ' ' 

a~ 
, 

B~o , B~  

Ao2~ 

AI2, 

, A** - -  P ' ~ z '  

Bo2,  

Bll ,  

, B , ,  

gebildeten Determinanten dureh 9' thei lbar  sein mt~ssen. Es sind nun 
drei FMle zu unterscheiden, je nachdem sfrmmtliche aus (24) gebildeten 
Congruenzen drei Wurzeln p (verschiedene oder zusammenfallende), zwei 
Wurzeln p oder nur eine Wurzel  p gemein haben, oder, was dasselbe 
ist, je nachdem alle Elemente oder alle Determinanten zweiten Grades 
oder nur  die Determinante drit ten Grades des Systems 

Ao ~ ~9' Bo~ 09' Ao 1 ag' Bo I 09, aq, Bo * o~o 

ag' B~ ~ ~9' A~ a~ B~ ag' ~9~ ag~ Ax o ay a-~z' ay ~-zx' A~ 2 B~ 

A2 ~ ag~ B~ ~ ~ A21 a 9, B21 at? a 9, a 9, ay a~z ' ay ~z'  A ~  ay B2~ a-Zz' 

durch ~, thei lbar  ist. Hiernach unterscheiden wir Systeme (23) yon der 
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ersten, zweiten und dritten Art. Die gewShnliche Form eines Fundamen- 
talsystems ist in den drei Fallen bezw. 

z ,  ~ = V ' r  o ,  b )  z ,  o = e )  = 

t p F (26) z ,  , z ,  ~ . ~ Z i ~ �9 ~ ( ~ = 0 , 1 , 2 )  

wobei ~o, ~,,  ~,, Potenzreihen von x - - a ,  y - - b  sin&' 
Um ~tber die Form der Integrale der aufgestellten regul~ren par- 

tiellen Systeme Aufschluss zu erhalten, denken wir uns dieselben in der 
oben angegebenen Weise in totale Systeme (9)iibergefiihrt; wir finden so, 
dass das System (9) yon der ersten oder zweiten Art ist, wenn es aus 
einem partiellen System I .  Gattung, yon der zweiten oder dritten 2 Art, 
wenn kS aus einem partiellen System II. Gattung fiir h-----I, und yon der 
dritten Art, wenn es aus einem partiellen System II. Gattung f~r h > I 
hervorgeht. Aus der Beschaffenheit des totalen Systems (9)fo lg t  aber 
die Form der Integrale des regul~ren partiellen Systems; die betreffenden 
Satze kann man so aussprechen, dass das beim Beweise benutzte System 
(9) in ihrem Ausdruck nicht mehr vorkommt. 

Es sind somit alle an dem singularen Gebilde ~ = o regularen Sy- 
sterne linearer partieller Differentialgleichungen von der Form ( I ) a u f -  
gestellt, und man kennt die Form ihrer Integrale in der Umgebung 
so lcher Stellen des singularen Gebildes ~----o, durch welche nicht noch 
andere singulare Gebilde gehen. 3 

Rehbach (Hessen), I5. November I889. 

A. a. O. ist die Form der Integrale in allen Fitllen untersueht. Unter anderm 
ergiebt sieh, dass bei einem System" dot dritten Art hie Logarithmen in den Integralen 
auftreten, wahrend bei der zweiten Art log F hSehstens in der ersten Potenz~ bei der 
ersten Art mfglicherweise auch in der zweiten Potenz vorkommen kann. 

2 In meiner Arbeit A c t a  mathemat ica~  Bd. t2,  muss namlieh der S. I56 unten 
beginnende Absatz unterdrtickt werden. 

s Im letzten Paragraphen meiner Habilitationsschrift finden sich noch einige Er- 
(irterungen tiber die Form der Integrale in der Umgebung der Schnittstellen zweier sin- 
guliirer Gebilde. 


