
33 

SUR UN PROBLEME DE REPR}~SENTATION CONFORME 

PAR 

GU STAV CASSEL 
STOCKHOLI%I. 

Les auteurs qui se sont occup4s du probl~me de la repr4sentation 
conforme d'une aire plane sur l'intdrieur d'un cercle n'ont jusqu'ici, que 
je sache, trait6 que des cas off l'aire considdr6e est limit6e par un nombre 
fini d'arcs r~guliers de lignes analytiques. Cette circonstance donnera 
peut-~tre quelque int6rdt aux pages suivantes oh je m'occuperai de la 
representation conforme d'une aire dont le contour est form6 par une 
infinit6 d'arcs de cercle. 

�9 Dans une note intitul4e Ein Beitrag zu Poincar~'s Theorie der Fuchs'- 

schen Functionen, 1 M. H. WEBEn a trait~ Ie probl~me d'exprimer par des 
fonctions uniformes d'une variable auxiliaire deux variables remplissant 
une ~quation alg6brique de forme hyperelliptique. A cet effet il com- 
mence par r~soudre le probl4me de representer conform6ment sur un 
demi-plan une aire U d~finie de la mani~re suivante. Imaginons une 
aire U 0 limitSe par un hombre fini de circonf~renees ayant leurs centres 
sur l'axe r6el et ne poss~dant pas de points communs. Soit U Fen- 
semble des points de U0, dont la deuxi~me coordonnde est positive. 

I1 est facile d'4tendre l'~,tude de M. WEBER au cas off les circon- 
f4rences donn~es sont en nombre infini, du moins sous une supposition 
que nous allons pr6ciser tout ~ l'heure. 

Nachrichten d. Ges. d. W. zu G~ttingen~ I886. 
A c t a  ma~henta~ica, I~, Impri.m~ !e 12 ma~ 1890. 
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•ous pouvons repr6senter les divers cercles par les symboles C~, 
parcourant toute la s6rie des nombres entiers positifs. 

Soit c~ le centre du cercle C~ et soient az, b~ les deux points oh 
ce cerele coupe l'axe r6el; soit bz > af,. D6signons par C~(+1)et par C~(_1) 
les cercles voisins du cercle C~, k droite et s gauche. Ddsignons de plus 
par a~r et b,(+l), respectivement par a~r et b~(_l> les deux points off 
les cercles C~(+~) et C~r coupent l'axe r6el. Si aucun cercle ne se 
trouve le plus prochain du cercle Cz du c6t6 positif nous conviendrons 
de d6signer par a~(+~) le point le plus prochain situ6 de ce c6t6 qui est 
pour les cercles un point limite. I1 n'y aura pas lieu de consid~rer le 
symbole b~(+~) dans cecas .  Nous ferons des conventions analogues k sujct 
des symboles a~(_l) et b~c_~) , de mani~re que si aucun cercle n'est le plus 
prochain du cercle C, du c6t6 n6gatif, le symbole b~_l)d6signera le point 
limite le plus prochain, tandis clue a~_~) n'aura aucun sens. Dans le 
cas oh il existe deux cercles entre lesquels se trouvent tous les  autres, 
nous convenons de consid~rer ces deux cercles comme voisins. 

Nous pouvons supposer, sans que cela implique de restriction ~ la 
g6n6ralit6, que toutes les circonf6rences donn6es se trouvent dans un do. 
maine fini. En effet il est toujours possible de satisfaire i~ cette condi- 
tion par un changement lin6aire de variable. 

Supposons enfin que le rapport anharmoni~lue 

ait une limite sup6rieure finie quand # parcourt la sdrie de tous les  
nombres entiers positifs. 

Nous nous pro~vosons de trouver la reprgsentation conforme du domaine 
U sur la moiti~ d'un 1alan. 

Pour rdsoudre ce probl6me, nous n'aurons qu'~ suivre une voie tout 
k fait analogue k celle qu'a adopt4e M. P ~ a A ~  pour exposer les r6- 
sultats de M. W~B~R, dans un cours profess6 k l'universit6 de Stockholm 
en ~889. J 'ai pr6sent6 cette solution ~ la Conference de math6matiques 
de la m6me universitY, off elle donna lieu ~ une discussion h laquelle 
j e  dois certaines simplifications de d6tails. 

Voici comment on peat  op6rer: 



Sur un probl~me de reprdsentation conforme. 35 

Faisons eorrespondre k ehaeun des eercles C~ une substitution lin~- 
aire A,(u) r6sultant de deux inversions successives par rapport an cercle 
Gz et ~ l'axe r6el, 1 

D6signons par Uf, le domaine transform6 du domaine U 0 par la 
substitution lin6aire A~(u). Ce domaine se trouve tout entier ~ l'int6- 
rieur de Cf,. 

Soient a~, c~, b~ les points transform6s de a~, c~, b~ ~ l'aide de la 
substitution A~(u). J'emploie pour les substitutions d'ordre sup6rieur la 
notation suivante: 

et ainsi de suite. P a r / l a  substitution A~ les points a~, c~, b~ se trans- 
~ ~ et ainsi de suite. forment donc respectivement en les points a~ ~, ~ . ,  ~ ,  

Je d6signerai p a r  

le domaine transform6 de U0 par la substitution 

On a 

A~,.~,. 

de mani6re que la substitution inverse de A~(u)est la substitution A,(u)  
elle-m6me. Par  cons6quent, l'inverse de la substitution 

est la substitution 

Etudions maintenant le produit 

oh # dolt parcourir toute la s6rie des nombres entiers k partir de 
l'unit6, et I'indice ~ . . .  v~ toutes les combinaisons et les arrangements 

1 Voir: POINCARI~: Mdmoire  sur  les groupes klelndens. A c t a  m a t h e m a t i c a ,  

T. 3~ p. 5I. 
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d'entiers positifs, ~ l 'exception de ceux oh deux nombres 6gaux se 
suivent et de eeux dont le premier  nombre est 6gal ~ /z. 

Si nous envisageons un domaine qui n'est pas coup6 par une in- 
finit6 des cereles Ct, ou leurs transform6s par ]es substitutions A~,...~, nous 
savons qu'il ne se trouve dans ce domaine qu'un nombre fini des points at,. 
et b,, dans lesquels l 'un des faeteurs de notre produit  est nul  ou infini. 

Si nous laissons de c6t6 ces facteurs, le produit  converge d'une ma- 
ni6re absolue et uniforme dans tout le domaine consid6r6, pourvu quc 
la s6rie 

soit convergente. 
C'est en effet ee qui a lieu dans tous les eas oh nos conditions sont 

remplies. 
I1 est clair que deux queleonques des domaines U~, ..... n 'on t j amais  

de parties communes. Done, la somme des parties de l 'axe r~el qui se 
trouvent dans l 'un queleonque des domaines U~, ..... , s l 'exception du do- 
maine U0, est n6cessairement plus petite que la somme des diam6tres 
des cercles C~ originairement donn6es. En vertu de ce que nous avons 
suppos6, cette somme est finie. 

Par  consdquent, si nous d6signons par D~, ..... la somme des parties 
de l 'axe r6el int6rieures ~ U~,...~,, la s6rie 

E'D~,...~, 
est convergente. Le signe ( ')  prbs du symbole de sommation signifiera 
que le D qui correspond au domaine U 0, est supprim6. 

Le domaine U~ ...... est comme nous l'avons vu le transform6 de U o 
par la substitution A ....... . Ecrivons cette substitution lin6aire sous la forme 

- - - - o  u' = p + u - - ~  

Par la substitution A~...~, u' se transforme en u. Si nous attribuons 
u' la valeur c o ,  u prendra la valeur q. Donc, q est int6rieur au cerclc 
Q .  D'ailleurs q est rdel comme il est ais6 de s'en assurer. 

D6signons, pour abr6ger, par 

r t p s a lb 1~ a 2 b ~  , . .  
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les transform6s par la substitution A~,...~ des points 

a 151  ~ a .~b2 ,  . . . .  

N o u s  a u r o n s :  
I t 

+ D ...... ~ = X (a,,(+,) - -  b,~), 

oh /~ dolt parcourir toute la s6rie des nombres entiers positifs. 
D'ailleurs: 

a;,(+l) = j~) "t- 

et 

Done 

}n 
b; = 1~ + b , , -  q 
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tt/z( ~-l) - -  b,j. 
_4=_ D .. . . . . .  - -  m Z ( % ( + . _  q)(bl ,  _ ~ ) .  

Puisque q est situ6 en dedans du cerele v~, tous les termes de eette s6rie 
ont le m6me signe. 

Si l'on observe que 

~(b, , , -  %) 
b;, - -  a;, = (b,, - -  q)(q - -  a , , ) '  

on pourra 61iminer m et l'on aura 

(A) . . . . .  + Dr, v~. = (1): 1 - -  a:,) [ (-b')t - (~,zl - -  a--~l ) q)(q - -  av,) Z (up.(+ 1,Up,(--+l)q)(bp.-- ~ -  q)J]" 

Dans l'expression entre []  du deuxi6me membre de l'6quation (A) chaque 
terme est positif et different de zero. 

Si nous consid6rons des substitutions diff6rentes A,,... dont l'indice 
commence par vx, q prendra des valeurs diff6rentes dans l'intervalle 
a ~ . . .  b,. De plus, nous pouvons ehoisir k volont6 l'indiee ~.  Je dis 
que, quand nous envisageons toutes les combinaisons des substitutions 
originairement donn6es, la limite inf6rieure de l'expression entre [] est 
diff6rente d e  zdro. Lorsque nous n'avons en rue que cela, il nous suffira 
d'6tudier l'expression 

f ( q )  = (b , ,  - -  q ) (~  - -  a,,)[ ........ % - -  b , , ( - l )  _ _  _1_ g,,(4-1) - -  by, I 
b,,  - -  a , ,  | (9 - -  b , , ( - o ) ( q  - -  a , , )  - -  (q - -  b , ,Xq  - -  a,,(+o) l 
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qui est, en effet, dans t o u s l e s  cas plus petite que l'expression qui se 
trouve entre []  au second membre de l '6quation (A). 

Posons, pour abr6ger 

b . ~ - - a ,  6 ~ ~ 

+t, , ,  ~ b.,.(_l) = #7. 

On voit que les quantitds a, 1", fl sont positives et que l 'on aura: 

_ _  _, I + o,, I .o . 
t ( q )  r l ~  b , . , (  . . , < + , , - q  

Diff6rentiant par rapport k q nous aurons 

f'(<s) = '_t <. + r 
r l  ( . , . , {+, i : :  q ) "  ~< (7 - -  b,.<_,)" fl " 

Pour les valeurs q ~ a,, et q--~ b~, f(q) prend la valeur I, comlne il est 
ais6 de s'en assurer. Donc f'(q) prend la valeur o pour une valeur de 
q entre b~, e t a , .  Pour q~-av ,  on a 

'1 <' 
f ' ( q )  = l-'la + r 

c'est fi dire n6gatif. 
Au contraire, pour q ~ b~, on a 

f l+  ~'l 

i '(,s) = 7"1 7 ,~ + r ' 

ee qui est une valeur positive. I1 r6sulte de lk que f(~) prend une va- 
leur minimum dans l ' intervalle av, . . ,  h..  

La valeur ~ pour laquelle f(q) prend cette valeur minimum est 
donn6e par l '6quation 

~ l v , ( + l ) -  I] cz V a + 7" 

oh toutes les racines doivent dtre prises dans Ie sens positif. 



Posons:  

Oil a u I ' ~ :  

et 
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a~,(+,) - -  ~ = a~/7,. r  + r, 

2 ~ a~,(+l) - -  b~,(-1) a + fl + T 

vJ~/~ + r + ~/~V~ + r ~/~/~- + r + r162 + r 

39 

f(~) = i ~ ~ ;  . ~ +  a r 1 6 2  . ~ .  

I1 est facile de voir que cette expression a une limite inf6rieure diffd- 
rente de z6ro. 

En effet on obtient apr6s quelques reductions: 

r (7 )  = 

Or nous avons suppos6 que 

bg(_l) - -  bl~. a/,(+~) - -  ag 

reste toujours inf6rieur k une certaine quantit6 g. Done on a 

par cons6quent 

et enfin: 

On a done l'in6galit6: 

f l + r  a --~-- �9 +--- - )  < a ,  

r_ r_ < ,q, ~ < g '  a 

2 
r(7) > ~-u 

d'o6 il suit que la s6rie 
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ou, ce qui est la m~me chose, la s6rie 

v l * t t  

est eonvergente. 
Or on sait que eela suffit pour eonelure que le produit  

est uniformdment convergent dans tout  domaine qui ne renferme pas une 
....... et b ~' ..... ou de leura points limites. Donc ce infinit6 des points al, :t, 

produit  repr6sente une fonction analyt ique uniforme. 
Nous avons form6 le produit  dont noua venons de d6montrer la 

convergence en faiaant parcourir  k # tous les  entiers positifs. Conaid6rons 
maintenant  les produits partiels form6s par tous lea facteurs de ce pro- 
duit  dont l 'indice # est 6gal h u n  nombre donn6 2, et d6signons par 
P a ( u )  ces produits partiels. 

Nous aurona donc: 

(B) P , , ( u )  = I I  u - -  a~' ..... . 
y~.~ u ~ b~ v ' '~  

Voiei maintenant  comment il eat possible de r6soudre, k l 'aide de cette 
fonetion P~(u), le probl~me que noua noua sommes propos6. 

I1 est ais~ de voir que 

v I . ,  . ~ k  A ~ ( u )  - -  a~ 

Nous avons par cons6quent: 

Y l  . .  . v k  t~ "1  �9 , , v k  
u ~ a a  ' ctL - -  a z  

b ~., . . . . . . .  ,~ .,~ . . . . . .  

En effet, eomme il est facile de s'en assurer, le point c~ est toujours un 
point r6gulier de la fonction P x ( u ) .  

Si nous remplagons encore une fois u. par A s ( u ) ,  nous aurons: 

d'ofi 

= = 

= • I .  
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Quand # diff~re de Jl, P~(c~) est positif et par cons6quent 6gal k l'unit6. 
Si, au contraire, /t = ~, un facteur de P~(c~,) est n6gatif, tandis  que tous 
les autres sont positifs. Donc, dans ce cas /ga(c~) est n6gatif e t a  la va- 
leur - - i .  Dans t o u s l e s  cas la fonction [P~(u)] ~ se trouve inalt6r6e 
par toutes les substitutions A~,...n. 

De ce fair il est ais6 de conclure que la fonction [P~(u)]~ a une va- 
leur r6elle sur la circonf6rence de chaque cercle Cr,. En effet, les valeurs 
qu'elle prend dans les points symftriques par rapport ~ l'axe r6el doivent 
&re k la lois 6gales et conjugu6es. En outre cette fonction est r6elle 
sur l'axe r6el. 

Done la fonction P~(u) est r6elle sur tout le contour du domaine 
U. Sur ce contour elle ne devient infinie que dans le point b~. Or il 
suit de tout cela que la partie imaginaire de notre fonction ne peut 
s'annuler k l'int6rieur de U; car dans ce cas il existerait toujours un 
domaine tel que cette partie imaginaire aurait une limite sup6rieure finie 

son int6rieur et s'annulerait sur son contour. 

Donc la fonction _P~(u) rdalise la reprdsentation conforme du domaine 
U sur un demi-plan. 

En repr6sentant conform6ment un plan sur lui-m6me, on peut, comme 
on le sait, disposer ~ volont6 de t rois  points. Ainsi notre probl6me n'est 
enti6rement d6termin6 qu'aprSs qu'on a fix6 les trois points du plan de 
u qui d0ivent correspondre g trois points d6termin6s du plan de la 
fonction. 

Si nous convenons, par exemple, de faire correspondre aux points 
u ~ a ~  et u-----b~ les points x ~ a ~  et x = / ~  et au point u = o o  le 
point x = oo, on voit imm6diatement que la fonction qui r6alise la re- 
pr6sentation conforme ainsi d6finie est donn6e par l'6quation 

Nous sommes donc arriv6s ~ la solution d6finltive de notre pro- 
blame. 

Mais, avant de finir, je voudrais ajouter quelques roots sur certains 
probl~mes auquels on est amen6 par l'&ude de la fonction P~(u). 

Aeta maShematlea, 15. Imprim~ le 13 mai 1890. 6 
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L'~quation ci-dessus pourrait tout aussi bien s'6crire sous la forme 

si on convient de ddsigner g6n6ralement par as,  fls les points corres- 
pondant k a s , b,. Puisque le point u = ~ est int6rieur au domaine Uo, 
il est ais6 de voir que la somme infinie 

a une valeur finie, et que, par cons6quent, le produit infini 

Is 

converge uniform6ment dans le voisinage de tout point k l'exception des 
points a~, fl~ et de leurs points limites. 

Nous savons d6jk que le produit 

y = ILP (u) 

est uniform~ment convergent dans un domaine dont il n'est pas n6ces- 
saire de r~p6ter ici la d6finition. 

D'ailleurs nous avons entre les deux fonctions x et y la relation 
suivante 

)]'--1] (C) y '  = u - . 

Ainsi nous sommes conduits d u n e  dquation transcendante de forme 
hyperelliptirlue, o~ nous pouvons reprdsenter les deux variables comme des 
fonctions uniformes d'uns variable auxiliaire. Ces fonctions se trouvent in- 
alt~rdes par une infinitd de substitutions lindaires, qui ne peuvent pas ~tre 
ddrivdes d'un hombre fini de substitutions fondamentales, mais toutefois d'un 
syst~me fondamental de substitutions lindaires en hombre infini. 

En effet, il est ais6 de voir clue la fonetion y reste inalt6r6e par  
chacune des substitutions 

A 1 2 ,  A a e  ~ " " " , - ~ / 1 .  , �9 �9 �9 , 
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0fi n dolt parcourir route la s~rie des nombres entiers, sauf l'unit6. La 
fonction y admet donc le groupe d6riv6 de ces substitutions fondamen- 
tales. 

Voyons maintenant quelles sont les propri6t6s essentielles de la re- 
pr6sentation des variables x et y par la variable u. A une valeur ar- 
bitraire de x correspond en g6n6ral une valeur et une seule de u dans 
le domaine U o. Dans le domaine U~, il se trouve une valeur trans- 
form6e de cette valeur-l~ par la substitution A 1. A une valeur arbi- 
traire de x correspondent donc en g6n6ral deux valeurs diffdrentes de u 
dans le domaine U 0 -4- U1 form6 par l'ensemble de t ous l e s  points ap- 
partenant soit au domaine U0, soit au domaine U~. Pour ces deux 
valeurs de u, y prend en gdn6ral des valeurs diffdrentes, parce que les 
deux valeurs de y correspondant ~ une certaine valeur de x diff6rent 
en g6n6ral pas leurs signes. Par cons(~quent, si l'on prend un point 
analytique (x, y) remplissant la relation analytique (C), il y correspondra 
en g~n6ral une valeur de u enti6rement d(itermin6e dans le domaine 
 .+tT 

Ainsi, la reprdsentation que nous venons de trouver du point analytique 

(x ,  y) a l'aide des fonctions uniformes _P~(u) et ]-[~P~(u) satisfait partout 
aux conditions exigdes par M. Weierstrass dans son cours sur les fonctions 
ab~liennes, ~ l'exception seulement du voisinage des points essentiellement 
singuliers de la relation analytique (C). 

Tout comme dans le cas off les substitutions fondamentales sont en 
nombre fini, on est conduit, dana le cas que nous traitons, h. une ~quation 
lin6aire de second ordre qui peut s'int~grer h l'aide de la fonction/)~(u). 
Seulement, dans notre cas, les coefficients de cette Squation sont tran- 
scendantes, ce dont on s'assure sans difficultY. 

I1 nous reste encore une question tr~s importante, qui toutefois me 
semble presenter des difficult~s consid~rables. 

Etant donn~e une s~rie de paramStres r~els a~,/~, il s'agit de 
trouver les conditions n~cessaires pour que l'on puisse choisir les para- 
m~tres a~, b~, de mani~re que la fonction x prenne lea valeurs a~,/~ dana 
les points a~, b~; ou en d'autres termes: 

,de trouver les conditions ndcessaires pour que deux variables x et 
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y, li6es entre elles par une 6quation de la forme (C), puissent s'exprimer 
k raide des fonetions 

P (u) et ILP (u); 
ou encore: 

de trouver toutes les 6quations lin6aires de la formc 

dSz J %  

 ,tx)z = o, 

qui peuvent s'int6grer ~ l'aide d'une fonction P~(u), 9(x)6tant une 
fonetion transcendante ~ coefficients r6els. 

Ce qui rend cette question si difficile, c'est que les param~tres a~, fl~ 
et a~, b~, qui sont li6s par des relations d'une nature fort transcendante, 
se trouvent en hombre infini. On ne peut donc pas avoir recours aux 
m6thodes qu'emploie M. POII~CARg dans le cas oh l~s param6tres sont en 
nombre fini. 1 

J Voir POII~CARI~, Sur les groupes des dquations li~daires. A c t s  ma themat i c s~  T. 4. 


