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SUR UN THEOREME DE M. BRUNS
PAR

SOPHIE KOWALEVSKI

4 STOCKHOLM,

Dans son mémoire De proprietate quadam functionis potentialis cor-
porum homogeneorum ' M. BruNs a démontré le théoréme suivant: Soit T
un corps solide homogéne limité par une surface fermée S, définie par
une équation analytique W(x,y,2) =o0. §Si I'on désigne par ¥, la fonc-
tion analytique qui coincide avec le potentiel de T dans chaque point

intérieur & ce corps, cette fonction peut étre développée dans le voisinage
de chaque point régulier #,,y,,2 de la surface S, en une série de puis-
sances entiéres et positives de # —z,,y —y,,2—#,. Il en résulte que
cette fonction analytique V, existe aussi a lintérieur de 7. Pour dé-
montrer ce théoreme important M. Bruns démontre d’abord lexistence
d'une fonction analytique U, satisfaisant & 1’équation

U | U |, 22U

AU= g to o = —dlr
et jouissant des propriétés suivantes:
1) Sur toute la surface S, on a
oU oU U
U—O, 5;——0, @———O, 5;‘=0.

2) Dans chaque point régulier de la surface §, U peut étre dévelop-
pée suivant les puissances entiéres et positives de z—uax,, y—y,, 2 —2,.

! Dissertation inaugurale, Berlin 1871.
Acta mathematica, 15. Imprimé le 13 mai 1890.
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Dans la note présente je vais m'occuper d’une transformation de
Péquation différentielle AU en un systéme de coordonnées curvilignes,
qui fait ressortir immédiatement l'existence d'une pareille fonction U.

Soit #,,y,,2 les coordonnées d’'un point quelconque de la surface
S; &, 7%, ¢ les cosinus des angles que la normale extérieure en ce point,
s fait avec les axes de #,¥y, 2, et posons

x =z -+ &,
y=1Y + 7
2=z + &,

ou la signification géométrique de s est évidente. Les coordonnées x,,¥,, 2,
de chaque point de la surface § peuvent étre représentées comme fonc-
tions analytiques monodromes de deux variables u,v. La surface S
n‘ayant ni angles ni arétes, &, %, ¢ sont aussi des fonctions monodromes
de u et de v.

%,4,2 sont donc des fonctions monodromes de #,v,s. Le réci-
proque n'a pas en général lieu. Mais on peut toujours trouver deux
surfaces fermées S, et S, dont I'une enveloppe la surface S et l'autre
en est enveloppée, et telles qu'a chaque point de I'espace limité par §
et S, correspond toujours un, et seulement un systéme de valeurs u,v,s,
dans lequel le module de s ne surpasse pas une certaine quantité positive J,

Transformons lexpression & différences partielless AU dans ces nou-
velles coordonnées u , v, s.

La formule bien connue pour cette transformation est la suivante:’

Si I'on pose

dz® + dy® 4 dz* = Pdu® + Qdv® 4 Rds® 4+ 2pdvds + 2qduds + 2rdudv,

du v s Q*E = QR — p’, Q% = qr — pP,
_|u oo E — RP— ', Q% — rp—
Q= o 29 e |’ Q’E, = RP — ¢’ Q% = rp— q@,
oz %z 9z bQ?Eg = PQ—rgf ‘9262 ng"—rR;
u v s

' Voir Jaccsl, Gesammelte Werke, T. 2, p. 199.
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on a les relations suivantes

2" = PQR — Pp* — Qq* — Rr* + 2pgr,

() () ) ) ) )

+ ot (e +ET e T
+2 sz<e,g+e U rE ).

Il g’agit donc de calculer les valeurs de P, @, R, p,q,r.
On a

dx = dx, + sdf + &ds,
dy = dy, + sdy -+ yds,
dz = dz; - sd{ -+ {ds.

&,%,{ étant les cosinus des angles que la normale extérieure au
point z,,y,, # fait avec les axes des coordonnées, on doit avoir

€+ + =1,
§d§ + ndy + {d¢ = o,
§dz, + ndy, + {dz;, = o.
Par conséquent
de® + dy* + d2* = da} + dyt + di} + 2s(dw,dé + dy,dy + dz,d{)
+ s*(dé* + dy’ + d{?) 4 ds”.
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En adoptant les désignations de Gauss,'*je pose

ox, ox

=0 57,1=a‘, E=2a*+4+ b+ ¢
9 9 .
a%‘=b, a%‘= ' F = ad 4 0V + cc, o = \JEG — F?,
3 3 , ,
,;u‘—-:c, 8%':6', G=a"+ 047,
__9a , % 9 »_ o
¢ = @ = ' v’
b ob  ob ob’
ﬁ:—-, ‘@'=—‘=—, ﬂ':-—-—,,
u ov du -k
% , 9% oc ,,___a_c_'
T’ T ou’ Y
On a alors

dr, = adu + a'dv, ' dy, = bdu + b'dv, dz, = cdu + c¢'dv,
dz? + dy} + ds? = Edu® + 2Fdudy + 2Gdv?,
d&dz, + dydy, + dlds, = — (Ed’z, + yd’y, + {%,);
mais
d’c, = adu’ + 2d'dudy + o”’dv’,
dy, = pdu’ + 28dudv + B'dv?,
d’z, = ydu® + 2¢dudv + y'dv?,
et en posant
A = b — cb,
B = ca’ — ac/,
C = ab' — ba’,

on a
A

= VEG —F
B

TVEG—TF
C

~ VEG — I

I

3

~

ll

gl 8w gl=

7

-

¢

i

! Disquisitiones generales circa superficies curvas.
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Done, en posant

D = Ada 4+ B + Cy,
DI — Aal + Bﬁl + CT;,
Du — Aan + Bﬁ" + Or”;

on a
2 '3 < 3
80, + 7y, + Gy, = PR T DM T DY

Il reste a calculer en u, » V'expression de

d&* + dy* + dC*.

Mais on a
@ — (A* + B* + C*dA — A(AdA + BdB + Cd0)
o= - w. b4
dy — (4* 4+ B* + C*dB — B(AdA + BdB + €dC)
- w® ’
ac— (A* + B* + 0)dC — C(AdA + BdB + €d0)
o® )

Par conséquent
(A* + B* + C*)dA* + dB* + d0%) — (4dA + BdB + 0dC)

=2 2 2 __
S +d77 +d( (4* + B* + O

_ (BdC— CdB)* + (CdA — AdC)* + (AdB — BdA)*
- (Az + B? + 02)2 *

Mais on a
A = bc’ — cb etc.,
dd = (by + ¢f—cf —by)du + by + ¢/ —cp’ — Vy)dv ete.
Par conséquent
BdC — CdB = (D’'a — Da)du + (D"a — D'a’)dv,
CdA — AdC = (D'b — Db)du 4+ (Db — D'b)dv,
AdB— BdA = (D'¢c — Dc)du + (D¢ — D'c’)dv.
7

Acta mathematica. 15. Imprimé le 14 mai 1890.
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et én posant
L = ED*— 2FDD’ + GD?
L' = ED'D"— F(DD" + D) 4+ GDIy,
L’ = ED"* — 2FD'D" + GD’?,

2 ’ " 1
ag* + d772 + At = Ldu* + 2L d'tfdv + L"dv ‘

w

Tous les éléments qui entrent dans l'expression transformée de
dx® + dy* + dz* sont maintenant calculés et I'on trouve en posant

dz® 4+ dy® + de* = Pdu’® + Qdv® + Rds® + 2pdvds + 2qdsdu 4 2rdudv,

D L
P=E—2s;+s’?, p =0,
DII LII
Q:G——ZSZ'FS’;U—‘, g:o’
g I’
R =1, r=F—2s— 4 s*=.
«@ w

En posant donc

o2 ox ox|?
du v 98
3y oy Yy
Q=% o 25| = P@R— Pp’— Q" — Rr’ + 2pgs,
2 9z 9z
Ju  9v 9s

et en définissant les quantités E, I, E,, e, ¢, , ¢, comme plus haut on a

Q.,(a’U_i_a’I,]_i_a‘U):__ 2 9<E§,—lf+ egg_vq+ ¢ aU)

' ' oy %t u 12g

U U U
52(6, 3 + E, v + e 5)

U
17

U |, ol
1- e 5;+E75;> .

+ — .Q(e
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L’équation différentielle transformée Aw = — 4kz prend donc la forme
suivante, (vu que E, = 1)
a’L U al U 2
32+A132+ 1az+ 131+b1£+013—8—'—_4k7r‘g'
Les quantités 4 , B, a,, b, c, sont, comme ou le voit immédiatement,
des fonctions entiéres de second degré en s dont les coefficients sont des
fonctions de » et de v qui dans le voisinage de chaque systéme de va-
leurs u,, v, correspondant a un point z,,y,, 2 de la surface § peuvent

Uy
v —v,.
La surface § est représentée dans les coordonnées que nous con-
sidérons par 'équation
s = o.

La fonction U doit étre égale & zéro dans chaque point de cette surface.
Il en est de méme de toutes ses dérivées de premier ordre.

Si

n'est pas égal & zéro pour aucun systéme de valeurs u,, v, correspondant
& un point de la surface S, il existera une seule fonction U satisfaisant
a la condition

Do=0, (%) =0,

et cette fonction pourra étre représentée par une série convergente' pro-
cédant selon les puissances entiéres positives de s, u — u,, v — ,.
Cette fonction sera évidemment celle que nous cherchons. Il faut
~donc examiner plus attentivement la valeur de £.
On a
. . D ‘2L D/r / . 7 , g 29—1 2
= PQ—r —<E~—2sz +s ;)<G—2s*+s ) \lf—zs +s (u“)
=EG~F’—ZZS (ED"— 2FD’+GD)+ [FL" —2FL'+GL+40*DD'— D)

-2 5,‘ (LD" —2L'D’ + L"D) + j,—‘s (LL" — L?).

! Voir mon mémoire Zur Theorie der particllen Differentialgleichungen, Journal
fur Mathematik, T. 80,
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En désignant par p, et p, les deux rayons de courbure dans le
point de la surface dont les coordonnées sont z,,%,, 2, on a
1 DD — D" 1, 1 ED'—2FD + GD

: 9 - 3

P10 o w £ ;; o @

On trouve de plus facilement les relations suivantes
EL" — 2FL' + GL = (ED" — 2FD' + GD)* — 2(EG— F\(DD"'— D),
LD"—2L'D' 4 L"D = (ED" — 2FD' + GDYDD" — D),

LL" — 1’ = (EG — F*)(DD” — D'*).

En portant ces valeurs dans l'expression de £ on trouve

4

@ =ofi—a(l+ 1) +o(k+ 5 B T
@ 8101+/0: +S<P:+p?+puo2 0.0 <P +/0:>+101101J

Ni la quantité o = VEG —F* = \/mﬁ, ni aucun des deux rayons
de courbure p,, p, ne peuvent étre égaux a zéro dans un point de la
surface pour lequel la direction de la normale est déterminée. £ n’est
donc point égal a zéro pour aucun systéme de valeurs s, %, , v, tel que
le module de s, est moindre qu'une certaine quantité ¢, et qu'aux va-

. I
leurs u,, v, corresponde un point z,,y,,7 de la surface S. 5 peut

donc étre développé selon les puissances entiéres positives de u — u,,
v—wv,,5—s,. Mais au systéme de valeurs s,,u,, v, correspond un
point x ,y,z compris dans l'espace 6 linité par les surfaces S, et O,.
Vu que dans le voisinage de chacun de ces points les quantités u — u,,
v—1v,, 5 — s, peuvent étre développées selon les puissances entieres po-
sitives de & —wx,,y —y,, 2 — 2, la fonction U peut donc aussi étre

représentée par une série semblable.

C. Q F. D.




