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SUR UN T H ~ 0 R ] ~ M E  DE M. B R U N S  

P A R  

S O P H I E  KOWALEVSKI  
A S T O C K H O L M .  

Dans son m6moire De proprietate quadam functionis potentialis cor- 
2orum homogeneorum i M. BREWS a d6montr6 le th6orSme suivant: Soit T 
un corps solide homog~ne limit6 par une surface ferm6e S, d6finie par 
une 6quation analytique W ( x ,  y ,  z)----o. Si l'on d~signe par V. la fonc- 
tion analytique qui coincide avec le potentiel de T dans chaque point 
int6rieur ~ ce corps, cette fonction peut dtre d6velol~6e dans le voisinage 
de chaque point r6gulier x~,yl ,  z~ de la surface S, en une s6rie de puis- 
sances enti~res et positives de x -  x ~ , y -  !11, z -  Zl, I1 en r6sulte que 
cette fonction analytique 17. existe aussi a l'int6rieur de T. Pour d6- 
montrer ce th6or~me important M. BRUNS d~montre d'abord l'existence 
d'une fonction analytique U, satisfaisant ~ l'dquation 

a~U+ a~U a*V ~4k~r  A U = ~ aY ~ + az ~ 

et jouissant des propri6t6s suivantes: 
i) Sur route la surface S,  on a 

~U aU ~U 
U ~  o~ - -  ---~ o~ - -  ~ o~ ---~- o. 

2) Dans chaque point r6gulier de la surface S ,  U peut dtre d6velop- 
p~e suivant les puissances enti~res et positives de x ~ x l , y - - y l ,  z -  z I. 

t Dissertation inaugurale~ Berlin I87I. 
Aeta m a t h e n m ~ .  15, Imprim6 le 13 mai  1890. 
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Dans la note pr6sente je vais m'occuper d'une transformation de 
l'dquation diffdrentielle A U en un systbme de coordonndes curvilignes, 
qui fair ressortir imm6dia temen t  rexistence d'une pareille fonction U. 

Soit x l ,  Yl, zl les coordonntes d'un point quelconque de la surface 
S; ~:, 7/, C les cosinus des angles que la normale ext6rieure en ce point, 
s fait avec les axes de x , y , z ,  et posons 

X-~- X 1 -'}- ~s, 

z = z ~  + ~ ' ,  

off la signification g6om6trique de s est dvidente. Les coordonn6es x~,yt ,  z~ 

de chaque point de la surface S peuvent dtre repr6sent6es comme fonc- 
tions analytiques monodromes de deux variables u ,  v. La surface S 
n'ayant ni angles ni ar~tes, ~, :~, r sont aussi des fonctions monodromes 
de u et de v. 

x ,  y ,  z sont donc des fonetions monodromes de u ,  v ,  s. Le rtici- 
proque n'a pas en g6n6ral lieu. Mais on peut toujours trouver deux 
surfaces fermdes S 1 et S 2 dont l'une enveIoppe la surface S et l 'autre 
en est envelopp6e, et telles qu'K ehaque point de l'espace limitd par S~ 
et S2 correspond toujours un, et seulement un syst6me de valeurs u, v , s ,  
darts lequel le module de s ne surpasse pas une certaine quantitd positive o ~. 

Transformons l'expression b. diffdrences partielles A U clans ces nou- 
velles coordonndes u ,  v,  s. 

La formule bien connue pour cette transformation est la suivante: 1 
Si 1'on pose 

dx 2 + ely ~ + dz 2 = Pdu 2 + Qdv 2 + Bds ~ + 21odvds + 2qduds + : r d u d v ,  

Ox Ox ax  

Ou Ov ~s 

~ u  ~v 9s 

Oz Oz ~z 

Ou av  as 

~2'E = QR - -  p ' ,  

~Q2E 1 ~ R P  - -  q~, 

~ ' E ,  = P Q  - -  r ~, 

~2~e = qr - -  p P ,  

g2~ei ---- rp - -  qQ, 

~ e 2  : pqt ~ r R ,  

1 Voir JAcc]3I, Gesammelte  Werk% T. 2, p. 199. 
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on a les relations suivantes 

~ = P Q R  ~ p p 2 q  Qq~ R r  2 + 2pqr ,  

a U \  ~ 2 

v U o U  ~UoU oU~U 
-1" 2 e ~v ~- i "-t- 2 e x v--ff v s "-1- 2 e 2 -~u ~-~v , 

~q,o'tr . ' t r  . ' t ~ l =  ~ I S2(E~y + ~U + e, ~u t } 

I1 s'agit done de ealculer les valeurs de P ,  Q, R , p ,  q ,  r.  
On a 

dx = dx 1 + sd~ + ~ds, 

dy = dyl + sdr] q-  rids , 

dz = dz 1 + s d~ + ~ds. 

~, r/, ~" 6tant les cosinus des angles que la normale ext6rieure au 
point xl,  y~, z 1 fait avec les axes des coordonn6es, on doit avoir 

~d~ + ~d~ + ~'d~ = o, 

~dxx _jr ~tdYa q- Cdz~ = o. 

Par cons6quent 

a~ ~ + a~ ~ + a~ ~ = a~ + au~ + a~ + ~s(az~ae + @la,; + a~lar 

+ s ' (d~ '  + d~i ~ + rig') + ds ' .  
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En adoptant  les d6signations de Gxuss,~' je pose 

- - =  a ,  ~ =  a', E = a ~ + b ~ + c" 

~Y~ - -  b, VY~ ~u ~ v  = b', F = aa' + bb' + cc', 

- - - -  c ,  - -  = c', G = + + 
~u Ov 

~b ~b ~b' ~b' 

On a alors 

= f = - - - - - - - - -  T" - - "  

mais 

dx x 

et en posant 

= adu + a'dv, dy x -~- bdu + b'dv, dz~ : cdu + c'dv, 

dx~ + dy~ + dz~ = E d u  ~ + 2Fdudv  + 2Gdv ~, 

d~:r,1 = adu" + 2a'dudv 

d 'y ,  = fldu' + ~ff dudv 

d~z~ = Tdu ~ + ~ f d u d v  

j[_ OlfPdv ft 

+ fl"dv', 

+ r"dv ~, 

A ---- b c ' - - c b ' ,  

B ~ c a ' - -  ac'~ 

G = a b ' - -  ba', 

O1"1 a 
A A 

B B 

C C r   F,a - F--' = -d" 

' Disquisitiones generales circa superficies curvas. 



Donc, en posant  

Sur un thdor~me de M. Bruns. 

D = A ~  + B y  + O  r , 

D' ----A~' + B y '  + C / ,  

D" ---- _4~" + By '  + Or", 
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O i l  a 

Ddu' + 2D'uv @ D"v" 
O) 

I1 reste k calculer  en u , v  l 'expression de 

Mais on a 

d~ ~ + dr] 2 + d~ 2. 

d$ -.~ (A' + B'  + C~)dA - -  A(AdA + BdB + CdC) 
(01 

d~q (A' + B'  + C')dB - -  B(AdA + BdB + CdC) 

d~-m- (At + B'  + C')dG - -  C(AdA + BdB + CdC) 
r s 

Par  cons6quent  

d~2 + d ~  2f_ d ~  ----_ (A' + B'  + C')(dA' + dB* + dC')--  ( A d A +  BdB + CdC)' 
(A' + B' + C')' 

Mais on a 

_ (BdC--  CdB)' + (CdA --  AdC)' + (AdB - -  BdA)' 
(A ~ + B'  + C') ~ 

A ~ b c '  ~ cb' etc., 

d a  ---- ( b r ' +  c ' f l - -e f t '  b'r)du + (br" + c ' f l ' - - e f t " - -  b'r')dv etc. 

Par  cons6quent  

B d C - -  CdB ---- ( D ' a - -  Da)du + (D"a ~ D'a')dv, 

C d A -  AdC = ( D ' b -  .Db)du + ( D " b -  D'b')dv, 

A d B - -  B d A  = ( D ' c -  Dc)du W ( D " c -  D'c')dv. 
Avta mathemaliea. 15. I m p r i m ~  lo 14 m a i  1890. 
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et  en posant  

Sophie Kowalevski. 

L : ED'2  __  2 F D D '  -t- GD2, 

L '  = E D ' D " - - F ( D D "  + D '~) + GDD',  

L "  ~ E D  ' ' 2 ~  2 F D ' D "  ~ GD '2, 

Ldu "~ + 2L'dudv -b L"dv ~ d$ 2 -4- d~ 2 + d~  2 = 
~o a 

T o u s l e s  616ments qui  en t ren t  dans l 'expression t ransform6e de 

dx~- t  - d y : q - d z  ~ sont m a i n t e n a n t  calcul6s et l 'on t rouve  en posant  

dx 2 + dY ~ q- dz2 = Pdu ~ -t- Qdv ~ + Rds  ~ -b 2pdvds  + 2qdsdu + 2 rdudv ,  

P ~ E - -  ~s D + s 2 ~ - ~ ,  p = o, 

D" L" 
Q = G ~  ~ s - j +  s 2 -  

( o  a 

. ~ =  19 

En posant  donc 

~u 

s  ~Y 
~u 

~z 
~u 

Ov ~s 

~,y 3y 

Ov ~s 

Oz ~z 
~v ~s 

~ 0 ~  

D' 
r = F - - 2 8 ~ - ~ -  s~L"r 

et en d6finissant les quanti t6s  E ,  E 1 , E 2 , e ,  e 1 , e 2 comme plus  h a u t  on a 

+ ~v ~2 e2 ~u- + El  ~-v + e ~s 

= P Q R  ~ pp2 ~ Qq2 ~ R r  2 ~_ 2pqs, 



Sur un thdor~me de M. Bruns. 

L'$quation diff6rentielle transform6e Au ---- - -  4k~r prend 
suivante, (vu que E~----- ~) 
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donc la forme 

~2v'Lr a'U a'U aU ~U aU 4k~r~2~. 
~s' + A ~ +  B a~v-- Y +  a ~ +  b~v- + c~as - -  

Les quantitds A~, _BI, a~, b~, c~ sont, eomme on le voit imm6diatement, 
des fonetions enti~res de second degr6 en s dont les coefficients sont des 
fonctions de u et de v qui dans le voisinage de chaque syst6me de va- 
leurs Uo, v 0 correspondant k un point x~, y~, z~ de la surface S peuvent 
6tre d6velopp6es en s6ries de puissances positives et enti6res de u -  u 0, 

V - -  V 0 . 

La surface S est repr6sent6e dans les coordonn6es que nous con- 
sid6rons par l '6quation 

8 ~ O .  

La fonction U doit 6tre 6gale ~ z6ro dans chaque point de cette surface. 
I1 en est de mgme de toutes ses ddriv6es de premier ordre. 

S i  le coefficient ~2 de a*_U dans l '6quation diff6rentielle transform6e 
0 8  * 

n'est pas 6gal K z6ro pour aucun syst6me de valeurs u0, v 0 correspondant 
un point de la surface S, il existera une seule fonction U satisfaisant 
la condition 

oU 

et cette fonction pourra 4tre repr4sentde par une sdrie convergente 1 pro- 
c6dant selon les puissances enti6res positives de s ,  u -  u o , v -  v o. 

Cette fonction sera 6videmment celle que nous cherchons. I1 faut  
done examiner plus at tentivement ]a valeur de :2. 

On a 
( )( ) J ,) 

~ 2 ~ ' - - P Q - - r ~ =  E--28D-I-s2L-~o -~, G _ 2s~o_[ s2 _L''\~o, - -  ~'--2s--D'~o -t-s  ~5' ' 

= E a -  ~'~- ~ (ED"- :FD' + GD)+ ~:, [EL"-~ FL'+ ~ + 4 ~ ( . ~  ' ' -  .'~)3 
8 a 

- -  2 ~ (LD" - -  2 L'D,  "4- L"D)  + o~,sA ( L L "  - -  L") .  

I Voir mon m4moire Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Journal 
fttr 5Iathematik, T. 80. 
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En d&ignant  par Pl et p~ les deux rayons de courbure 

point de la surface dont les coordonn&s sont x~, y l ,  z~, on a 

dans Ie 

I D D " - -  D '~ I I ED"  ~ 2FD' + GD 

On trouve de plus facilement les relations suivantes 

E L " ~  2 F L '  + e L  -~ ( E D " ~  2 F D ' - t -  GD)  ~ -  2 ( E G  ~ F 2 ) ( D D  ' ' ~  D'~), 

L D " ~  2 L ' D '  + L " D  = ( E D "  ~ 2 F D '  + G D ) ( D D "  - -  D'2), 

L L "  - -  L ' 2 =  ( E G -  F ~ ) ( D D  '' ~ D"~) 2. 

En portant  ces valeurs dans l 'expression de ~2 on trouve 

,~2~=,o ~ ~ 2 s  s  + s  + p ~ +  - -  + + ~ : ~  

~ 1  / f )2  s 

Ni la quantit6 eo = ~ ! ~  - -  F '  ~ ~/A' + 13' + 0",  ni aucun des deux rayons 
de courbure P l ,P2  ne peuvent  &re 6gaux ~ z6ro dans un point de la 

surface pour lequel la direction de la normale est ddterminde. ~(2 n'est 

donc point dgal k z6ro pour aucun syst6me de valeurs s o , u 0 , v o tel que 
le module  de s o est moindre qu'une certaine quantit6 3, et qu 'aux  va- 

t 
leurs u0, v 0 eorresponde un point x l , y l ,  zl de la surface S. ~ peut  

done ~tre ddveloppd solon les puissances enti6res positives de u - - u 0 ,  

v - - v o ,  s - - s  o . Mais au syst6me de valeurs s o , ~o, vo correspond un 
point x ,  y ,  z compris duns l'espace 0 limit6 par les surfaces 5'1 et S~. 

Vu que dans le voisinage de chacun de ces points ]cs quantitds u - - U o ,  

v -  vo, s -  s o peuvent ~tre d6velopp6cs selon les puissances entiSres po- 
sitives de X - - X o , y ~ y o , Z ~ Z o ,  la foncr U peut donc aussi ~tre 
reprdsent&e par une s~rie semblable. 

C. Q. Y. D. 


