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NOUVELLES RECHERCHES 

SUR 

LES SI~RIES EMPL0u DANS LES TH~0RIES DES PLANI~TES 

YAR 

HUGO GYLDEN 
S T O ( ~ K H O L M .  

t~l tminat /res .  

Dans le prdsent travail je me suis proposd de continuer les recherches 
sur la convergence des s6ries employdes dans l'astronomie pour reprdsenter 
les coordonndes des plandtes que j'ai pub]ides dans les Ac ta  mathe-  
mat ica ,  t. 9, de les amplifier par de nouvelles considdrations et de leur 
donner toute la g6n6ralit6 ndcessaire dont ne jouissaient pas encore les 
rdsultats obtenus pr~cddemment. 

Dans le mdmoire cit6 plus haut (Untersuchungen ~ber die Convergenz 
der Reihen, welche zur Darstellung der Coordinaten der Planeten angewendet 
werden) on a examin6 avec soin les mdthodes d'intdgration relatives h une 
certaine 6quation diff6rentielle du second ordre qui se prdsente fr~quem- 
ment dans la mdcanique c61este. Cette 6quation n'6tant pas lindaire au 
d6but, le devient toutes les lois qu'on n6glige les termes ddpendant de 
la troisidme puissance de la force perturbatrice, ainsi que les termes d'un 
ordre plus 6lev6. Mais il parait indispensable d'6viter cette forme dds le 
commencement du calcul, car bien que l'on n'ait pas d6montr6 directe- 
ment l'impossibilitd de parvenir h la solution absolue en ndgligeant ]es 
termes du troisidme ordre dans la premidre approximation, des tentatives 
st~riles et rditdr~es, m~me dans les derniers temps, ont rendu cependant 
extr~mement probable que la solution absolue ne s'obtiendra pas en uti- 
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lisant exclusivement des 6quations lin6aires. D'un autre c6td, en em- 
ployant, duns les diverses approximations, des 6quations diffdrentielles ren- 
fermant certains termes des ordres supdrieurs, on a obtenu des ddveloppe- 
ments purement trigonomdtriques, oh les coefficients contenant des diviseurs 
6vanouissants ont disparu. On conelut de l~ que les sdries renfermant 
des termes tr6s grands h cause de petits diviseurs, et qui peuvent dtre di- 
vergentes, ne proviennent pus in6vitablement de ce qu'on a admis la 
forme trigonom6trique, mais qu'elles tiennent K la supposition vicieuse 
qu'on puisse toujours ordonner les approximations successives suivant les 
puissances des forces troublantes. En effet, si dans la premi6re approxi- 
mation on n'a retenu que les termes du premier ou du second ordre, 
on a eu recours pour les diviseurs ~. un mode de d6veloppement qui 
cesse d'dtre ldgitime duns certains cas exceptionnels oh se pr~sentent les 
plus grandes diffieult~s. Que les s~ries ainsi obtenues deviennent di- 
vergentes, il n'y a pus lieu de s'cn ~tonner. Et puis, les diverses appro- 
ximations ne dormant pas, duns les cas difficiles, des r~sultats qui s'appro- 
chent de plus en plus d'une limite ddterminde, et les r~sultats obtenus 
duns chacune d'elles ne se pr4sentant pus toujours sous la forme d'une 

~  r * sdrie trl=onometmclue convergente, on ne saurait rien d~cider sur la forme 
analytique du r~sultat demandd. Mais il est aussi dvident que, si ron 
trouve, par une approximation quelconque, un ddveloppement divergent, 
cela ne prouve en aucune faqon la divergence du rdsultat ddfinitif. 

Considdrons ]e cas de  deux plan~tes se mouvant autour du soleil. 
Les arguments dont on se sert en d~veloppant lu fonction perturba- 

trice sont originuirement au nombre de six, pourvu qu'on les eompte 
partir de directions fixes. Comme arguments primitifs on peut adopter 
les angles suivunts: les longitudes des deux plan4tes comptdes ~ partir 
de directions fixes dans les plans des orbites instantandes; les longitudes 
des p~rih~lies compt~es comme les longitudes des plan~tes, et enfin les 
angles compris entre la ligne d'intersection des deux plans et les direc- 
tions fixes. Ce sont 1~ les arguments principaux ou les ~l&nents dont 
se composent les arguments des divers termes du d~veloppement. Mais 
ces dldments n'entrent duns les divers arguments que de mani5re ~ se 
rdduire toujours ~ quatre. On serait d'abord port~ ~ attribuer une grande 
importance ~ ce fait. Cependant les entiers par lesquels sont multiplids 
ces quatre dl&nents dans les arguments des divers termes ne sont pus 
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inddpendants entre eux: au contraire, ils sont soumis k une condition telle 
que le nombre des termes du ddveloppement ne pourrait pas dtre altdrd 
en employant les quatre 616ments au lieu des six dldments primififs. 
La consideration des arguments, en tant qu'ils sont composds de quatre 
dldments, n'ayant pas une importance fondamentale pour ]a reprdsentation 
analytique des perturbations peut cependant devenir de quelque utilit6 
pour certaines recherches spdciales. 

Les arguments de l'esp6ce que je vlens de signaler, seront appelds 
arguments astronomiques et je ddsignerai aussi par ce nora toute fonctlon 
lindaire de ces 616ments et mdme plus gdndralement, route fonction dgale 
k un argument astronomique augmentd de termes ddpendant eux-mdmes 
d'arguments astronomiques. Ainsi ranomalie vraie 6tant un argument 
astronomique, l'anomalie moyenne et l'anomalie excentrique le sont aussi. 

Admettons que le mouvement d'une plandte soit stable, c'est k dire 
que l'orbite p~rcourue par le mobile soit toujours situde dans l'espace 
entre deux surfaces sphdriques et concentriques; alors le temps s'exprime 
le plus souvent au moyen des arguments astronomiques. Dans un tel 
cas, il serait facile d'dtablir les relations en vertu desquelles on expri- 
merait ais~ment t o u s l e s  arguments astronomiques au moyen d'un seul 
d'eux multiplid pas  des nombres irrationnels. Ainsi l'anomalie vraie de 
lu ptan~te troublante multiplide par le rapport des mouvements anoma- 
listiques des deux plan6tes serait aussi un argument astronomique, car la 
diffdrence entre ce produit et l'anomalie vraie de la plan6te troublde est 
composde d'une constante et de termes pdriodiques ddpendant d'arguments 
astronomiques. 

Mais il peut arriver - -  quoique ce cas soit bien rare dans la nature 
d'apr6s ce que nous savons ~ qu'on ne puisse pas exprimer le temps 
au moyen des arguments astronomiques seuls. Lorsqu'un tel cas se pr6- 
sente il existe toujours une relation lindaire entre les mouvements, en 
vertu de laquelle la somme de ces mouvements multiplids ehacun par 
un entier convenable disparait ou prend une valeur constante. A 1'aide 
d'une telle relation un des arguments peut gtre 61imin6 et remplac6 par 
une combinaison convenable des autres. Mais en revanche on voit naltre, 
dans la relation qui lie le temps aux arguments astronomiques, une 
nouvelle indgalit6 dont le coefficient est une arbitraire et dont l'argu- 
ment est une anomalie, ou bien le temps multipli6 par un hombre 
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irrationnel, de sorte que la diffdrence entre le nouvel argument et un ar- 
gument astronomique quelconque contiendra toujours une pattie sficulairc. 

Cette indgalitd dont la prdsence est bien rare dans notre syst~me 
plandtaire a re(~u le nora de libration. En consid&ant, d'une mani~re 
plus compl4te qu'on ne l'a fait jusqu'ici dans les traitds de m~canique 
c~leste, le terme de la fonction perturbatrice d'oh pourrait ressortir la 
libration, on voit que l'indgalitd correspondante s'exprime au moyen des 
fonctions elliptiques. Dans le cas d'un module plus petit que l'unitd 
les arguments astronomiques n'4prouvent aucune altdration, mais clans le 
cas oh les observations font ressortir la valeur du module plus grande 
que ~ l'unitd, la nouvelle in~galitd ddpendant d'un argument non-astrono- 
mique se trouve introduite. 

Dans le cas intermddiaire off ]e module est exactement dgal ~ l'unit~ 
les fonctionn elliptiquen ne se d~veloppent pan en sdrien trigonomdtriques. 
Alors on ne saurait dviter len exponentielles; main dans les expressions 
des indgalit~n cen fonctionn entrent de telle fa~on que leur influence se 
borne s introduire, dans les coefficients, une partie variable dont 1,~ va- 
leur tend vers une limite ddtermin(~e, lorsque la variable ind~pendante 
acquiert des valeurs tr~s grandes positives ou ndgatives. Donc on peut 
appeler les termes renfermant den exponentielles: termes asymptotiques. 

Toutes les lois qu'un terme de la fonction perturbatrice pourrait 
engendrer une in~galit~ ddpendant d'un argument non antronomique ou 
bien une indgalitd ordinaire dont le coefficient serait tr~s grand, il est 
indispensable, pour avoir tout d'abord un rdsultat suffisamment approchd, 
d'dviter tout d4veloppement suivant les puissances de cette in~galit~ et 
d'en tcnir compte en faisant le calcul des in~galitds dues aux autres 
termes de la fonction perturbatrice. 

C'dtait par ees eonniddrations que j'avais propos5 dans les Comptes  
r e n d u s  de l ' a c a d d m i e  des sc iences  de Par i s ,  ~d 'opdrer leca lculdes  
perturbations moyennant une dquation de LAM~ (dont l'int~grale a dt~ 
trouv~e par M. HERMITF.). Conformdment aux trois cas principaux: celui 
des arguments astronomiques, eelui de la libration et enfin le cas asymp- 
totique, rdquation dont il s'agit prend trois formes diff~rentes que j'ai 
mines en ~vidence. Nulle doute qu'on ne puisse dans les cas qui se prd- 

T. 92~ I88I. 
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sentent le plus souvent, effeetuer le ealeul des in6galit6s au moyen des 
formules qui en r6sultent; mais il y a des exceptions que je vais signaler. 

Supposant les mouvements moyens tels qu'il y a lieu de pr6sumer 
le cas d'une libration ou bien d'une tr~s grande in6galit6 provenant d'un 
certain terme de l a  fonction perturbatrice, je d~signe un tel terme par 
le nora de terme critique. Quelquefois il peut se pr6senter, dans le dd- 
veloppement de la dire fonction, l'apparence d'une infinit6 de termes cri- 
tiques, pourvu qu'on les consid6re sdpar6ment sans tenir compte des 
autres. Cela dtant, l'emploi de l'6quation de LAM]~ ne conduit pas immd- 
diatement k des r6sultats d'oh la convergence absolue puisse dtre ais6ment 
d6duite, surtout si l'on est amen6 k consid6rer simultan6ment plusieurs 
plan6tes troublantes; mais on peut toujours y op6rer une transformation 
telle qu'on aura une nouvelle 6quation tout k fait semblable k celle qui 
donne naissance aux premieres fonctions elliptiques et k la premiere 6qua- 
tion de LAM~, cette nouvelle 6quation 6rant d61i~:r6e du premier terme 
critique. En appliquant au r6sultat ainsi obtenu les proc6d6s au moyen 
desquels on a 61imin6 le premier terme critique, on aura un nouveau 
syst6me de fonctions elliptiques et une nouvelle 6quation de LAM~. On 
pourrait continuer ['intdgration propos6e et l'on parviendrait ~ 6liminer 
ainsi, de proche en proche, les termes critiques; de sorte que le reste des 
termes de la fonction perturbatrice deviendrait de plus en plus insensible. 

Mais du  fait que la somme des termes omis dans la fonction per- 
turbatrice est insensible on ne peut pas toujours d~montrer la valeur in- 
sensible de la somme des in4galitds qui leur correspondent, ce qui serait 
le but de nos recherches. Pour faire voir que la valeur dont il s'agit 
reste tr~s petite il faut montrer que, mdme si les termes n~glig~s, con- 
siddr~s s~pardment, donneraient lieu ~ des in~galit~s sensibles, l'influence 
mutuelle des diverses in~galit~s empdche l'agrandissement, hors d'une 
certaine limite, des inSgalit~s r6sultant des termes lointains dans le d4- 
veloppement de la fonction perturbatrice. 

Que les in~galit~s dont nous avons parl~ restent tr~s petites toutes 
les lois qu ' i l  ne s'agit que des termes non-dl~mentaires, cela se eomprend 
en vertu des recherches contenues dans mon m~moire d~j~ cit~. I1 suit 
de 1~ la convergence des s~ries employees dans le cas d'une orbite inter- 
m~diaire, en d~signant par ce mot une orbite telle que les expressions 
des coordonndes sont ddpourvues de tout terme ~l~mentaire, et que Ies 
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indgalit~s s'expriment au moyen de deux arguments. L'intdgration de 
l'dquation diff6rentielle d'oh se tire la longitude dans l'orbite ou bien la 
rSduction du temps, mais modifi6e de mani6re ~ ne contenir que deux 
arguments, a 6t6 6tudi6e soigneusement dans la troisi6me partie de mon 
mdmoire de I887. Cependant certains points de cette dtude n'6tant pas 
mis en plein jour autant qu'on pourrait le ddsircr, on va trouver, dans 
les pages suivantes, quelques additions y relatives. 

On reconnait aisdment que l'orbite interm6diaire coincide avec l'orbite 
vraie toutes les lois qu'on peut n6gliger la masse de la plan6te troubl6e 
et rexcentricit6 de la plan6te troublante, ainsi que l'inclinaison mutuelle 
des deux orbites. 

Quant au cas le plus: g6n6ral parmi ceux qui ont 6t6 traitds dans 
mort m6moire pr6e6dent, je n'ai pas pu constater jusqu,k pr6sent, d'autre 
objection essentielle s iraire au principe de la m~thode d'int~gration adopt~e 
que celle d'une assez grande prolixitd relativement k l'application. I1 me 
faui toutefois avouer que j 'y ai adopt~ comme ldgitime un proc~d4 dont 
l'usage gdndral a dtd admis par Lz V~RRIER, mais dont la port~e n'a pas 
encore 4t4 dtudide soigneusement. I1 s'agit d'obtenir l'intdgrale d'un pro- 
duit de deux facteurs dont l'un est fonction seulement des termes ~l~- 
mentaires mais l'autre d~pend des longitudes des plan5tes, et il y a lieu 
de supposer que cette intdgrale s'obtienne au moyen des quadratures par 
parties. I1 est cependant possible que la port~e de la m~thode dont je 
viens de parler soit restreinte k une exactitude limitde, mais dans ce cas 
il serait facile d'interealer un procdd~ suppldmentaire h l'aide duquel le 
rdsultat demandd s'obtiendrait en route rigueur. 

Quoi qu'il en soit, une nouvelle m~thode plus efficace que ne l'est 
celle qu'on a employee dans le mdmoire de I887, serait ~videmment 
ddsirer. C'est rexposition d'une telle mdthode qu'on va lire dans les pages 
suivantes; on va encore reconnaltre quelques propri~t~s de la th~orie des 
indgalitds, qui ont dchappd aux recherches prdcddentes mais qui sont 
d'une importance considerable. 

Enfin, la pattie de la relation entre le temps et les arguments astro- 
nomiques qui contient des termes dl6mentaires, et qui ne s'obtient pas 
toujours au moyen de l'ancienne mdthode, peut dtre ddterminde exactement 
k l'aide des nouveaux procddds. 



Nouvelles recherches sat  les sSries employees dans les thgories des plan~tes. 71 

Quelquefois, pour m'exprimer plus bri~vement, j'ai marqu4 la con- 
cordance entre deux quantit~s A et B par rapport ~ rordre de grandeur 
en employant la notation 

Ainsi la comparaison 

signifie que 

A ~ B .  

A-o- en 

A 
Sn 

est toujours, mdme pour des valeurs ~vanouissantes de e, un hombre fini, 
pus tr~s grand, ni tr~s petit, ou bien une "quantit~ de l'ordre z~ro. 

Apr~s ces pr~liminaires nous passons ~ l'exposition des nouvelles 
recherches. 

C H A P I T R E  I. 

L'int~gration d'une ~quation diffSrentielle du deuxi~me ordre et 
du troisi~me degr6 avec tm terme tout connu. 

w 1. Appl ica t ion  de la m~thode des voefftvlents ind$termin~s.  

I. L'~quation diff~rentielle du second ordre dont l'int~gration donne 
le rayon-vecteur est tr~s compliqude, du moins si ron n'a pus n~glig~ 
tous les termes du degr~ sup~rieur au premier. I1 n'est pas, cependant, 
permis d'omettre toujours lea termes de degr~ sup~rieur afin de r~duire 
ainsi l'~quation propos6e en une 4quation lin~aire: il faut, au contraire, 
d6s les premiers pas, retenir certains termes du troisi6me degr~, sinon, 
le r~sultat d'int~gration peut se presenter sous la forme d'une s~rie 
divergente. 
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Mais l'6quation dont il s'agit, et dont l'~tude est tr~s ~pineuse, peut 
~tre, toutefois, d~compos~e en une suite d'~quations plus simples, de sorte 
qu'on aura le rdsultat demand6 au moyen d'approximations successives 
dont la convergence est comparable k celle d'une s~rie ordonn~e suivant 
les puissances d'une quantitd plus petite que l'unit~. 

L'~quation la plus simple qui nous pourrait servir comme point de 
d~part, est celle-ci: 

( ' )  d v ~  - -  

= - -  r ,  c o s  [ ( ~  - -  ~ , ) ,  - -  B , ]  - -  r ,  c o s [ ( i  - -  ~ , ) v  - -  B , ]  - - . . .  

oh les coefficients i l l ,  fla, ax, a ~ , . . ,  sont de petites quantit6s de l'ordre 
des forces troubIantes, tandis que les T sont des coefficients du mdme 
ordre mais multipli6s encore par des puissances et produits des excen- 
tricit4s et des inclinaisons mutuelles, de sorte qu'ils forment une s~rie 
dont la convergence est uniforme. 

On serait port~ a croire que le terme du troisi6me degr6 puisse ~tre 
orals. Cherchons ce qui en r~sulterait. 

On aurait d'abord, en d~signant par x et par F les arbitraires de 
l'int~gration, 

r, cos[(i - -  ~ , ) v - -  B,] + . . .  (:) p = ~ cos[(~ - -  ~)v - -  1"] + ~ , _  2~, + ~, 

off le coefficient r est ddtermin6 par la relation 

Tant que lea differences 

sont des quantit~s du m~me ordre que fl~, l'expression de p que  nous 
venons de trouver reste n~cessairement convergente, et on peut toujours en 
consid~rer la valeur comme tr~s petite de l'ordre des excentricit~s, pourvu 
clue la valeur de l'arbitraire x soit elle-mdme tr~s petite. Dans ce cas le 
terme flap 3 serait du troisi~me ordre par rapport aux excentricit~s, et on 
obtiendrait, par la vole des approximations successives, la correction 
ajouter ~ l'cxpression (2) clue k ce terme. 
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Mais il peut aussi arriver que, parmi les d6nominateurs de l'expres- 
sion (2), il s'en trouve un ou plusieurs ou m~me un hombre infini, qui 
s'approchent tellement de z6ro que les coefficients qui en d6pendent de- 
viennent tr~s grands, ce qui entraine des valeurs exag6rSes ou m~me 
infinies de la fonction p, telle que nous l'avons exprim6e au moyen de 
l'6quation (2). On s'aperqoit de 1~ qu'on n'est plus autoris6 ~ admettrc, 
dans le cas envisag6, n i  la convergence de la s6rie (2), ni la r6ussite des 
approximations indiqu6es. La raison e n e s t  la pr6pond6rance du terme 
n6glig6 toutes les lois qu'un diviseur devient tr6s petit. Pour avoir une 
expression effectivement approch6e de l'int6grale de l'6quation (I), il nous 
faut done une m6~hode d'int6gration qui fasse, dSj~ dans la premi6re ap- 
proximation, contribuer au r6sultat le terme d@endant de f13- Mais ce 
terme 5tant retenu, l'int6gration dont il s'agit devient tr6s 6pineuse; il 
convient done ~ commencer par l'6tude d'une 6quation un peu simplifi6e. 
Or, on a suppos6, dans l'6quation (I), tous les  coefficients T1 5 l'excep- 
tion d'un seul, dgaux ~ z6ro. 

La m6thode d'int6gration qui se pr6sente d'abord est celle des coeffi- 
cients ind6t~rmin6s. Certes, l'6quation propos6e 5tant du troisi&ne degr6, 
les 6quations de condition au moyen desquelles se d6terminent les in- 
connues le seront aussi, d'oh il est visible que le calcul des coefficients 
deviendrait extr~mement p6nible; cependant, l'emploi de la mdthode dont 
j'ai parl6 nous d6voilera tr6s faeilement quelques propri6t6s importantes 
de l'int6grale. 

2. Admettons dans l'dquation 

(3) ' re  + ( I - - f l l ) p  - - s  = - - r c o s [ ( i - - , , ) v - - B ]  
d o  ~ 

la foncti~n p d6compos6e en deux parties, de sorte qu'on sit: 

P ----- Po + R ,  

et que la fonction Po soit exprim6e par les deux termes: 

/9 0 - - - -xcos f+  x lcosfl ,  

oh l'on a 6crit, pour abr6ger, 

f = ( ~ - - r  f~ = (i - -  a ) v - - B .  
Aaa mathematlea. 15. I m p r i m ~  le 2 m a r s  1891. 10  
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De l'expression adopt6e de P0 nous tirons d'abord: 

3 xx~ COS ( f - -  2 fl) -{- 3x~xl cos (2f- - / '1)  n t" ~. 

3 Xx~ cos (f + 2 fl) + ~ X2X~ cos (2f "4- f~) "4- 

I I .~ 
+ ~x '~ eos3f  + ~x, cos 3f1" 

Apr6s avoir introduit cette expression de p] dans l 'dquation (3), 
nous allons d6terminer les ineonnues x~ et r de mamere k faire &~paraltre 

les coefficients de cos f et de cos f~. En d6signant par 2(R~) la partie 

constant e de R '~, il en r&ulte les 6quations de condition: 

_3~ x2 3 
- - ( i - - r  + ( , - - ? , )  + 4,_ ~ . - -~A[~ .  ~ + ,., + (R~)] _ - o ,  

(4) _3a ~:- 

- - ( i  - - a ) '  -t- ( i - - f l ~ )  -t- 4t -~ . , - -~ /~3[z '  + z~ -t- (R')] - -  r 
X t 

et l '6quation du second ordre qui ser~ k d6terminer 1"~ fonction R se,'a: 

(s) 
d ~ R  ,, 2 I 

do, + (, - 3 .jolt - o J,o(  

+ 34 r~ x~x. -~ cos (~f + fl) + 3fl3xz-~ eos(f + 2fl) 

I 3 
+ ~/?az ~ cos 3f -t- 4flsz~ cos 3f~. 

Avant d'aller plus loin, arr~tons-nous un instant k consid6rer lcs 
cons6quences des 6quations (4). En y introduisant les notations 
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4 

4T 
2 ~  1 ~ 3-~3~ 

la deuxi6me d'elles s'6crit ainsi: 

8 x~ q- 3z, x 1 : 2Q (6) 

d'ofl l'on tire: 
8 

II s,ensuit de cette formule que ta valeur de xl 
limite 

8 - -  

Z 1 = 2 ~/$1 

pourvu qu'on ait: 

75 

ne surpasse pas la 

2 

l'6quation dont il s'agit prend la forme 

2 

et si nous introduisons, au lieu de xl, la nouvelle inconnue z, li~e s la 
premi6re par la relation 

1 

Z 1 ~ $1~Zj 

nous aurons: 

(7) z ~ + 3~oz = 2. 

Supposons qu'on a i r :  

t a  ----- - -  I ; 

En effet, si nous posons: 

~ + ~ ~ o; 

dans le cas oppos6, il est facile de voir qu'il existe toujours une racine 
n6gative de l'6quation (6) ne devenant pas plus grande que 

8 - -  
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alors les trois racines de l'dquation que nous venons d'dtablir seraient: 

z =  -4- 2; z - - - -  I;  z - ~ - - I .  

La premi6re d'elles correspond k la limite positive de x~, la seconde ou 
la troisi6me k la limite n6gative du m~me coefficient. 

De l'6quation (7) on ddduit facilement le d6veloppement que voici: 

(s) z = ~ - - ~  + ~ . 2  ) , : ~73  + " '"  
l 

" ~ o l o  
, . 2 . 3 . . . n  

qui reste convergent autant que l'on a: 

O) > I O U  O) < - -  I .  

Relativement aux valeurs assez ~andes de to, positives ou n6gatives, 
on peut se contenter de l'expression 

2 

3o~ 

ou bien de celle-ci: 
2 ~  t 

X 1 ~ - - - .  

Cette expression qui, par rapport h, l'cxactitudc, est comparable aux 
coefficients du ddveloppement (2), est cnti6rement en d6faut, toutcs les fois 
que la valeur absolue de to reste inf6rieure h 1'unit6. Par ]k on est en 
6tat de juger jusqu'a quel point le dit d6veloppement peut 6tre utilis6. 

Concevons particuli6rement le cas oh 

t o > ~  I, 

ce qui permet l'emploi dc la formulc 

., = ~/, + ,,o~ + ,  + { /~-  ,',o~ + , ,  

ou bien de celle-ci: 

z =  ( to~+ I ) ~ [ ~ / I  + 
I 

@,~+ I ~/,,' + I 
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Si maintenant  ~o 6tait positif, la valeur  de z s 'obtiendralt nu moyen 
du ddveloppement 

2 I IO I / 
_ _  & -'l'-~ . , . (9) z 3 ~/~" + ~ -t s ,  (,~ + i)' 

qui d6coule de la formule pr6c6dente; mais si, au contraire, to avait une 
valeur entre o st - - i ,  on exprimerait  z au moyen d'un d6veloppement 
suivant les puissances de ~/~-~+ i ou bien suivant celles de 0 3. Voici le 
premier de ces  d6vel0ppements: 

{ , i i o  I (~o) z =  ~ ~ - - ~ ( o  ~ + ~) s ,  s (o," + ~ ) ~ - - . . .  ; 

il nous donne la racine r6elle eorrespondant aux valeurs de to peu diff'& 
rentes de - -  I. 

Nous ajoutons encore quelques roots sur les diverses dquations de 
condition eorrespondant B certains cas spdciaux. 

D'abord, on peut se demander les conditions b. remplir pour qu'on ait: 

ou bien: 

2 

(0 ~ - -  5. 

Les valeurs des deux coefficients % et % quc nous avons d6js sig- 
nal6es nous fournissent la relation suivante: 

( I I )  

d'oh l 'on tire, eu 6gard ~ la deuxi6me des 6quations (4), 

2 

2 
3 

h i (  [ - - 0 " ) 2 - - (  I - - i l l ) " J [ - 2 f l 3 (  Z'2 -+" 2 ( 1 { 2 ) > 1  ---  - -  i~ ]~a l ]  g 

4 

Evidemment,  oil satisfait ~ cette 6quation par deux 
savoir: 

1 :(2rV 

valeurs de xl, 
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et: 
1 

(2 y~3 

ce qui eonvient ~ l 'hypoth6se to = -  I. 
Nous supposons toujours que x et x, soient, t o u s l e s  deux, de 

petites quantit6s de l 'ordre des excentricit6s. Relativement ~ x cette hy- 
poth6se est 16gitime en sol.maline, mais la supposition relat ivement ~ z 1 
repose sur une autre hypoth6se, b~ savoir qu'on ait: 

~s ~  

z 6tant une quantit6 de l 'ordre des excentricit6s ou des inclinaisons. 
Les suppositions admises entralnent, comme nous le verrons plus 

tard, de petites valeurs de (R~), tout  au plus de l 'ordre de e2. On ne 
saurait  done satisfaire ~ l '6quation (I I) ~r moins qu'on n'ait:  

( ,  - -  ~)~ < , __  fl, 

et 

--(I --6)' 4- (I --fl,) _~Z2. 

On tire imm6diatement des dquations (4): 

=_r - -  (i - -  ~)~ + (, - -  ~)~ + s  x,' 

ou bien, si l 'on n6glige r aupr6s de 2r e t a  ~ aupr~s de 20, 

3_~(x ,_x~)  r .  
: ( r  o) + 4 , . ~ .  = ", 

D'un autrc e6t6, si l 'on ajoute successivement les relations: 

et 

r 3 f l ~  
x~ ~6 

~ = =  3 2 
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l'Squation p%c~dente, il en %sultera les deux formules que voici: 

4 

: ( r  = - - ~ A ( ~  ~ + x~). 

Donc, aux deux solutions relatives au coefficient x, correspondent deux 
valeurs de la diffdrence r  , .  

I1 serait tr6s facile de montrer, par un exemple, l'existence d'un cas 
tel que nous avons envisag6 dans les lignes pr6c6dentes. En effet, si 
l 'on admet 

2 

fl. = ~ - - ( ~ - -  4 '  - -  -94 f13 ~3 A/  . 

et qu'on suppose l'arbitraire x tr6s petite aupr6s de x,, de sorte qu'on 
puisse la n6gliger, la constante (R ~) serait aussi tr6s petite. Ayant ainsi 
satisfait k la condition (I i), on a trouv6 deux solutions distinctes et diffd- 
rentes entre elles. 

Voyons maintenant quelles sont les cons6quences de la supposition 

~2 ~0. 

On trouve tout d'abord, en ayant 6gard k la valeur de e 1 donn6e plus 
haut, l'6quation de condition que voici: 

(I ~) ( , ,>)  _- o, (i - -  .)~ - -  (. - -  A)  + ~ A  (x '  + 

et la valeur correspondante de x 1 s'obtient imm~diatement au moyen de 
la formule 

x1 = v ~  ~ - -  v~ V3A" 

Pour comparer les deux cas sp&iaux que nous venons d'envisager, 
d~signons par tS~ la valeur de /~i dans le cas o f f  

OJ = - - I ;  
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alors la difference des (~quations ( I i )  et ( I : )  nous donne: 

2 

On volt donc que m~me un trSs petit changement dans la valeur 
de /~1 peut produire de graves altSrations dans la nature des int~grales, 
toutes les fois que la diff6rence 2a--fl~ est trSs petite par rapport k a 

o u   fl,. 
Le cas spdcial de notre probl~me caractSris5 par la condition 

~ ~-~- 0 

- -  ou plutSt un cas qui en diff~re t%s peu - -  a d~.ik 4t(~ envisag~ par 
LEVEmtIER et plus tard par M. TlSSERA~D. Les %sultats auxquels sont 
parvenus ces deux savants ne sont cependant pas tout.k-fait d(~cisifs, vu 
qu'ils n'ont pas consid6rS, dans leurs rccherches, le terror d~pcndant de 
x~. La supposition 

a2 ~ -  O~ 

ou bien cello-el: 
2 r ) ' - -  O "~ - - i l l  ~ O 

dolt alors introduire, dans le' %sultat, des termes multipli6s par le temps 
o(1 par un argument astronomique, d'oll l'on pourrait conclure l'insta- 
bilit6 du mouvement. Mais en conservant le terme du troisi~me degr6, 
on dvitera non seulement la sortie de l 'argument hors des signes trigono- 
mdtriques, mais encore les trSs grandes valeurs du coefficient 7.1. N6an- 
moins le %sultat pourrait 6tre tel que rinstabilit5 ffit indiqu~e. 

En effet si, aprSs avoir suppos6 le coefficient al tellement petite que 
r la valeur de w tombe entre - - I  et -{- I, on admet pour le rapport 

une valeur du premier d6gr(~, on obtiendra relativement au coefficient 
z 1 un r6sultat_dont la valeur numdrique sera du m~me ordre que la 
racine cubiquc de l'excentricit6. Mais une telle valeur peut s'approcher 
si pr~s de l'unit6 que le dSveloppement de la fonction perturbatrice cesse 
d'dtre convergent. Dans ce cas, on ne saurait rien juger sur la stabilit6 
du mouvement en employant les m6thodes qu'on va trouver dans le 

prdsent mdmoire. 
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* ~ 
Mais si, au contraire, le rapport ~ est du trolsleme degr~, ou d'un 

degr~ encore plus ~lev6, la valeur du coefficient x 1 sera au moins du 
premier degr~, de sorte que la fonction P0 reste toujours une petite 
quantit5 de l'ordre des excentricit~s, l 'arbitraire x ~tant suppos~e une 
quantit~ du mdme ordre. 

Les conclusions auxquelles nous sommes parvenus ne sont encore, il 
est vrai, que tr~s incompl~tes; cependant, elles nous offrent une idle de 
1~ vraie ndture des r~sultats demand~s. 

3. Les r~sultats que nous venons de trouver, dans le num~ro pr4- 
c~dent, peuvent, si deux racines de l'~quation (6) sont ~gales ou presque 
~gales, s'gcarter sensiblement de la solution complete de I'dquation (3). 
On a cependant trouv~ une solution qui donne une idle de la vraie so- 
lution, ce que nous allons conclure du fair que la fonetion // reste, 
mdme dans les cas exceptionnels, de l'ordre de P0, mais qu'elle devient 
tr~s petite dans les cas ordinaires, k savoir lorsque la valeur absolue du 
param~tre eo est sensiblement plus grande que l'unit& Relativement aux 
cas ordinaires, il n'y a nulle difficult~ d'obtenir le d~veloppement de 
l'int~grale cherch~e tellement exact qu'on peut le d~sirer. 

On peut cependant faire entrer, d~s le d~but, une simplification con- 
sid~rable darts notre probl~me, en observant clue les termes, dont les ar- 
guments ont la forme gdn6rale 

(:s + i ) f+  re(f-- f,), 

s e t  m ~tant des entiers dont s peut avoir la valeur d'un nombre positif 
quelconque k l'exception de z~ro, restent toujours tr~s petits dans l'int~- 
grale, du moins si m n'est pas tellement grand qu'on puisse le comparer 

2 s +  i 
a + f  

Certainement, les termes dont il s'agit exercent quelque influence sur les 
termes ~l~mentaires, k savoir sur ceux qui d~pendent de l 'argument 

f + re( f--  f~), 

mais ce~te influence est tr~s petite, et on peut en tenir compte d'une 
Acta mathematica.  ]~ .  I m p r i m ~  le  14 mars  1891 .  1 1  
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mani~re tr~s aisle. Nous pouvons done nous dispenser de consid~rer, dans 
notre &ude g4n~rale, les dits termes. 

En r4unissant les termes 41&nentaires, c'est-k-dire ceux dont les argu- 
ments permettent des diviseurs fort petits, et qui en conse~quence apparais- 
sent fort agrandis dans l'int4grale, nous en d&ignerons la somme par (p), 
et il sera 4videmment permis de mettre 

(,3) (a )  = ~ cos [(x - - r  ~],  

et 7r 6tant des fonctions de la diff6rence 

( '4) 

f ~ f l  ~ W ,  

Maintenant, si nous posons: 

I g = ,~ cos  (It - -  F ) ,  

I h = ~ sin (~ - r), 

nous aurons, en admettant toujours la notation 

la formule: 
f = (1 - -  ~)v - - / 1 .  

( '5) (p) = g eosf + h sin f. 

Par la d~finition (i3), il est visible qu'on peut mettre: 

3 ~ I a ( p ) 3 = ~ ( p ) , ~  + ~  cos 3 [( , - -  r v - -  ~,], 

et si nous posons, dans l'6quafion (3), 

a = ( p ) +  s, 

nous pouvons d6composer eette 6quation dans les deux suivantes: 

T ~ . , +  [ , - - P , - - ~ , ~ ' ] ( e / = - -  r c o ~  + [(e), s ] ,  

F - I -  x - - g ~ - -  &~7 2 S = ~ f i ~ r j 3 c o s 3 [ ( , - - r  -] 

+ f13 {3(p) 2 + 3(p)S + S~}S- - [ (p ) ,  S]. 
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I1 est facile de suisir pourquoi on a introduit les symboles de la 
f o r m s  

y]. 

On s'en Servira pour transf6rer certains termes d'une 6quation K une 
autre, en supposant d6termin6e lu somme seule des deux 6quations, tandis 
que chacune d'elles est suppos6e en quelque sorte arbitraire. 

Concevons, en effet, qu'on ait une 6quation diff6rentielle queleonque, 
dont l'int6grale soit cherch6e au moyen des approximations sueeessives. 
L'int6grale 6tant compos6e de termes de divers genres, on trouvera souvent 
utile, pour faciliter la marche du calcul, de trancher d'abord l'6quation 
propos6e en plusieurs autres, chacune soumise b~ la condition de ne donner 
naissance qu'~ des termes d'une forme d6termin6e. Mais comme chaque 
approximation nouveile peut produire des termes de plusieurs formes, 
la d6composition de l'6quation propos6e ne s'op6re que de proche en proche. 

Evidemment, les fonctions d6sign6es par les symboles que nous avons 
introduits dane les diverses 6quutions, peuvent ~tre d6termindes de tells 
mani6re que les termes d'une certaine forme soient retranch6s d'une 6qua- 
tion, mais ajout6s k une autre. 

Fuisons d'abord 1'application de cette mani6re de distribuer les divers 
termes sur les diff6rentes 6quations, dont lu somme redonne l'6quution 
primitive. 

Si, duns la premi6re des 6quations (~6), on n6glige le terme [(p), S] 
on aura un r6sultat approch6 que nous d6signerons par 

Ayant des expressions upproch6es des fonctions 711 et ~1, il seru facile 
d'6tublir l'expression~upprochge de 8. 

En effet, les variations de ~] et  de ~ 6tunt tr6s petites, on est autoris6 
int6grer la seconde des 6quations en y supposant ces fonctions con- 

stantes. En ne consid6rant, duns lu premi6re approximation, que le terme 
tout connu k droite, on a: 

= 

I I 

9 ( , -  o - A I  cos  - -  
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formule dans laquelle on peut introduire 
7] et de ~r. 

Les termes dont la forme est celle 
cons6quent doivent &re supprim6s dans 
par le symbole 

les expressions approch6es de 

de termes en (p), et qui par 
la seconde des 6quations (z6) 

[(p) ,  S], s'obtiennent tout d'abord. Les voici: 

3~I~, 6~0 
[(p) ,  S] -~ - - 9 ( z -  r - -  (, --fl,)(P) q- [ 9 ( , -  r  fl,)]' (#) '  

de sorte qu'on aura, au lieu de la premibre des 6quations (16), la suivante: 

(~7) d~(p) [ 3 ] a~, + ' - -  fl, - - ~ f l ~ '  (P )  = - -  r c o s f ,  

- -  9 ( t  - -  r - -  (i  - -  s  ~ [9(I - -  r - -  (x - -  fl ,)]'  ( p ) '  

o~ l'on peut eonsid6rer tous les  termes k droite comme donn6s. 
I1 n'y a pas, 6videmment, de difficult6 de continuer les approxima- 

tions entam6es. 
Cela &ant, nous abortions l'int6gration de l'6quation (I7) en n 'y 

consid6rant que le premier terme b, droite. 
Admettons les d6veloppements 

(I s) I g - -  ~ + ~' cos w + ~ cos 2 w + . . .  

I h - - 2 1 s i n w + 2 ~ s i n 2 w + ' ' "  

ce qui donne: 

i ~ (x~ - -  2~) cos (f-t- 2w) + (i 9) (p) -~- x cos f + ~ (x, - -  2,) cos (f + w) -{- ~ . . .  

! I 
+ ~ (~, + ~,) cos ( f - -  w) + ~ (~, + ~,) cos ( f - -  2 w ) + . . .  

D'un autre c6t6, puisqu'on a: 

g~ + h ~ ___ 7/g 
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il sera ~videmment possible d'dtablir le d6veloppement 

(~o) 7 ~ = 7(0 " + ~?} eos  w + 7 ?  cos  : w  + . . .  

off, pour abr~ger l'~criture, on peut omettre les indices sup~rieures. 
Or, on obtiendra f~tcilement les expressions suivantes: 

(I) 

7o = ~ +-~ (,~ + ~I) + ; (,~ + ~:) + . . .  

7~ = ~  ( , ~ -  ~) + ~**: + [,.,~ + ~A] + [,.*. + ~A] + . . .  

85 

73 = 2**~ + [*,*2 - - ~ A ]  + [x,x, + ~,~,] + [,~,~ + &&] + . . .  

I 
v, = ;  ( . ; -  ~;) + [,1,~ ~.&] + [~.,~ + ~.~] + [,~,o + &~] + . - .  

etc. 

et, en se servant de ces notations, les 6quations de condition que voici: 

3 x--~fl~{X,~l -kx~ -bx~ + . . .}  = o,  [ - -  (I - -  ( ) ] -~  I- - i l l - -Art iST]0]  3 

] X 4fl3{ ~]l + 271(X] Jr~2) 
, i 

Jr z ~ [ x i  ~ ~1 + x= + ,~] 

I + ~ ~,[x, - -  & + x, + ~,] 

+ ]=--2T 
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3 x 

+ ~ ~ [x~ + ,~ + x~ 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I =  O, + 

�9 , . ~ �9 �9 �9 �9 

+ + 

~ o ~  * * . . ~  , o  ~  ~ ~ , ~  o , * ~  

3 
8 A ~.- ,  E~, + ~, + ~ . - ,  + ~.-, ]  

3 fl,~.+, Ix, - -  ~, + x,.+, + ,~,.+,] 8 

~ �9 �9 , o �9 �9 �9 * �9 Q ~ i . I �9 �9 �9 , , . , o , , o o ,  ~ " ~ 0  9 
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3 z 

3 

3 

~ D O Q e Q O q O g ~ O O O O O O O Q Q O O O O O @ D O I  

3 

3 

~ . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ O .  

La solution de ces deux syst&mes d'6quations est visiblement tr~s 
p6nible: s'il 6tait permis de supposer les coefficients T0, ~21,'-- connus, 
la d6termination des coefficients xl, x~, . . . ,  2~, 2~ , . . .  et de r ddpendrait 
de la solution d'un syst6me infini d'~quations lin6aires, mais puisque, dans 
notre probl&me, lea ~(2) sont des fonctions du deuxi6me degr6 par rapport 
aux coefficients x et 2, il faut consid6rer les systdmes (I) et (II) simul- 
tan6ment. On comprend ais6rnent que la solution des dquations dont il 
s'agit ne s'obtient qu'au moyen d'approximations; mais mdme par cette 
vole il serait difficile de parvenir h des r6sultats exacts. Nous nous con- 
tenterons d'en indiquer les p.remi&res op6rations. 

Supposons~ dans ce but, qu'on puisse ndgliger ]es coefficients x~ et 
A~, ainsi que tous les  coefficients suivants; alors nous aurons: 

I 
;o = x + ;. (*; + 
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et lea trois premieres des ~quations du syst&me (II) deviennent 

(2,)  

- -  (, - -  ~)' + ,  - - f l ,  - - ~ s  ~ 

- - [ , - - ~ + ( o - - r  , - - f l , - - -4 f l~ [~ ~ + ~ ( ~ , + ~ )  (x,--~,) 

Sans entrer  dans lea d4tails quant  ~. la d6termination des trois in- 
connues: r x I et 2~, on peut tout  de suite, des ~quations signal6es, tirer 
quelques cons6quences importantes. 

En formant la diff6rence entre les deux premi&rea de ces 6quations, 
apr&s avoir divia6 la deuxibme par x~ Jr-2,, nous aurons: 

De mdme, la premi&re et la troisi&me des dites 6quations, eelle-lk 6tant 
divis6e par z~ m )t~, nous donne: 

3 X~Xx - ~ ( o -  r - r  ( ~ -  r = ~ , . -  ~, + ~/~(;., + ~,), 3 ; ; ~ .  

Ces deux r6sultats nous fournit lea suivanta, en omettant  r aupr~a 
de l 'unit6: d'abord la formule 

4(o - -  ~) 3 flax~x, [ ' I 2T 
x, + ,~,' 

et puia, en n~gligeant le terme o ~ -  r l '6quation 

~r + ~fl~(~, + ~)  _ ~,~ ,. 
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Si dans cette derni6re 6quation ainsi  que dans la deuxi6me des 6quations 
(2x) on met: 

on  a u r a :  

0 = 3 ~  ~ 2T__(I _ _ p )  3.~ Zu(I __p2)  .3[_ ~fl~X,( I __p4) ,  

[ - - ( I - -~) '  ~'-I--fll--~3X2](' + p) Xl---~fl3X'Xl--~6fl,([--p)(I--p')~f~ 

On volt facilement que ces deux ~quations sont satisfaites par une 
valeur positive de zl, jointe ~ une valeur de p entre o et -{-I. Mais 
cette racine positive pouvant devenir, dans certains cas, trop grande pour 
~tre compatible avec la nature de notre probl~me, il faut ClU'On examine 
le cas d'une racine n~gative. 

Posons: 

T __ f, 

la quantit~ f est, par l'hypothSse, toujours positive, pourvu que le coefficient 
7" soit positif. De l'~quation du quatri~me degr~ en p on tire maintenant: 

o----~-{- ~ f ( I - - P ) - - 2  _}_ p4 . 

I1 d~coule de cette (!quation, ce qu'on volt facilement, qu'une des 
racines s'approche de l'unitS, h mesure que le coefficient f prend des va- 
leurs plus consid~rables. Mais, dans les cas qui se pr5sentent le plus 
souvent, le coefficient ~- est de rordre du produit fl3x, d'oh l'on conclut 
une assez grande valeur de f,  et, en consequence, que le facteur p ne 
diff~re que tr~s peu de l'unit& 

Si, dans les r~sultats que nous avons obtenus pr~cgdemment, on 
suppose p----- I, on retombera dans ]es gquations (4), en y omettant les 
termes dgpendant de (R). Ces dquations peuvent donc servir comme 

Aeta mathematica.  16. Imprim~ le 16 mars 1891. 12 
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point de d6part des approximations suecessives routes les fois qu'on est 
autoris6 k commencer par l'hypoth6se 

.p--- I. 

Mais nous avons appris, dans ee qui pr6c+de, que la valeur de p ne 
diff+re ordinairement que tess peu de l'unit6, on est done alnen6 h com- 
mencer les approximations par admettre cette hypothdse, ou bien par faire 
application des 6quations (4). 

Si l'on retien~ z 2 et )'2 ~ e6t6 de z0, z 1 et )'1, en supposant les coeffi- 
cients z3, ) '3 , ' . .  n6gligeables, les r~gles du caleul deviendront plus 
compliqu6es que celles que nous avons eommuniqu~es pr6c6demment. 
Mais eomme nous allons eonnaitre, dans les pages suivantes, des m6thodes 
plus exp6ditives, nous n'insistons plu~ k poursuivre la vole sterile des 
d6terminat.ions successives des coefficients, bien que Ia m5thodc entalnfie 
puisse donner, except6 dans les cas trop diffieiles, des r~sultats satisfaisants. 
Mais sans entrer dans le d5tail du calcul, on peut tirer des systdmes (I) 
et (II) une conclusion importante. 

Admettons que T soit une quantit6 du troisiSme degrS, c'est h dire 
une quantit6 du troisi~me ordre par rapport aux excentrieit~s ou aux 
inelinaisons, nous aurons, en n6gligeant x~ et )'2 ainsi que les coefficients 
suivants, un r6sultat du premier degr6 quant ~ x 1 et 21, la diff6rence 
2o---fl~ 6tant toujours supposde tr6s petite. Si ensuite nous introduisons 
ces wleurs  dans ~70, ~7~ et ~2, ainsi que dans les deux 6quntions du 
systSme (II) qui contiennent les produits de r;0 par (z2 + ),~) et (x~--~2), 
et que nous omettions les termes d6pendant de x:~ et de ~ ainsi que 
les coefficients suivants, les valeurs de x 2 et de )'2 que nous obtenons 
ainsi seront, ce qui est facile k voir, du m6me degr6 que le sont z 1 et 
21, En eontinuant les opg~rations analogues, on aur~ toujours des rdsultats 
du premier degr6. Donc, si la suite des coefficients x,  x~, z ~ , . . . ,  ),~, 
~ , . . .  forment une s6rie convergente, cela tient k la convergence des 
f'lcteurs, contelms dans cos quantit6s, qni ne d6pendent que des indices. 

Nous sommes donc arrivds a u fait que les expressions reprd~sentant 
lea in6g~flitds plandtaires peuvent renfermer des d6veloppements, ne procd- 
dant ni suivant los puissances des forces troublantes, ni suivant eelles des 
excentricit~s ou des inclinaisons. Nous verrons quc ees s6ries, n~anmoins, 
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sont convergentes, et qu'elles ne ndcessitent pas la substitution d'un nouvel 
argument h, l'argumentG astronomique. 

4. Au lieu de chercher immddiatement le d6veloppement suivant 
les multiples de v, on peut se proposer de faire avancer la solution de 
notre probl6me en introduisant une nouvelle variable ind6pendante con- 
venablement choisie. Si en m4me temps, on remplace la fonction (p)par  
une autre, E ,  il sera possible de d6terminer la relation entre (p) et L', 
et celle ,qui existe entre v et la nouvelle variable que nous ddsignerons 
par u, de mani6re b~ nous offrir imm6diatement une m6thode d'effectuer 
les approximations successives et de faire voir la convergence du r6sultat. 

En effet, si nous d6signons par r une fonction encore k notre dis- 
position, et que nous posions: 

E du (p) = +---~; d v  - -  (, + r 

nous aurons une nouvelle 6quation diff6rentielle du second ordre en E,  
qui est lin6aire, mais qui contient, au lieu de la troisi~me puissance de 
E ,  une certaine fonetion de ses coefficients. La fonction ~ peut 6tre choisie 
tellement que l'6quation en E s'int6gre imm6diatement lorsque les termes 

droite sont connus; mais ces termes n'6tant pas tout connus d'abord, 
il faut les chercher au moyen des approximations. 

Des relations 6crites ci-dessus on tire facilement: 

d=(p) d*E, _d~r 1 _1_ r 

E n  vertu de cette expression et de la relation qui lie (p) ~ ~7, l'6qua- 
tion (i 7) se transforme en celle-ci: 

d~E 
du' + (~ + r I + #du ' J  E - ~ -  

I 
(, + r  r c~ - . . , } .  

Maintenant, si nous d6terminons la fonction r de fa~on ~ satisfai~e 
l'6quation 

? 

I 

I Pl H, 
(t + r  du* I + • ~ ~4 
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H 6tant une constante que nous choisissons de mani6re que la variable 
u soit un argument  astronomique, c'est ~ dire qu'elle passe avec v par 
o ,  2~,  4rt, etc., nous aurons: 

(24) ~u, d- ~--fl~-- fl.jH E--(~ + r  + . . . }  

et 

--~f l3(3~ + H )  - -  - - 3 f l 3 7 2 ' ) r  

3 2 = - - ~ & ( ~  - -  H). 

En d6signant la diff6rence v -  u par ~', et en posant: 

u =  (i  - -  r  r = f - -  ( ,  - - r  

v, = ( , -  . ) . - - B  = f~--(~ - - . ) ~ ,  

la fonction 7 2 s 'exprimera 6videmment au moyen de l 'argument 

U - - U l = ~ o  

e t  de la fonction ~'. Si l 'on ndglige, dans la premiSre approximation, 
la fonction ~F, nous aurons en vertu de l '6quation (25) la valeur de r  
apr6s quoi la fonction ~" s'obtient au moyen d'une quadrature. Cette 
fonction, ~b, 6tant en quelque sorte arbitraire, on peut omettre d'y in- 
troduire les termes d6pendant des constantes d'int6gration. On aura en 
cons6quence la fonction dont il s'agit exprim6e par la seule variable to, 
et en continuant les approximations, les deux quantit6s, 7] ~ et ~,  ne d6- 

pendron t  que de la dite variable. 
La premi6re approximation relat ivement "~ ~b s'obtenant tout  de suite, 

nous aurons :  

et  puisqu'on a: 

dv = (~ - -  2 r  + 3 r  
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il est ais6 de voir que la fonction ~" s'exprime approximativement par 
la formule 

(27) 
3 

~ = ~ . f ( r  - H)d~.  

Donc, la constante H doit, dans la premi6re approximation, 6tre 6gal6e 
au terme constant du d6veloppement de la fonction ~7 ~, terme que nous 
avons d6sign6 par 720. 

Par ces consid6rations il est facile de comprendre que les termes au 
membre droit de l '6quation (24) peuvent 6tre transform6s en termes d6- 
pendant des arguments U~ et to, et que la s6rie qu'on obtient ainsi sera 
convergente. En effet, par la relation 

f, = v,  + (, - -  , , )~ 

on aura 
cos f, = P cos ~ - -  0 sin u1, 

P e t  Q 6tant des fonetions de to, k savoir: 

I ~'2 I (I - -  a)4{ f~l 
/ ' = ~  ~ - 2 ( X - - O ) '  + ~ . 2 . 3 . 4  - - ' " '  

q = ( ~ -  o.)~- 
I . 2 .  3 
- -  (~ - -  o.)~~ + . . . .  

Mais en considdrant d'abord ~ comme une s6rie trigonom6trique doiat 
l 'argument est to, on aura les fonctions P et Q exprim6es au moyen de 
d6veloppements analogues, qui seront n6cessairement convergentes. 

II s'ensuit des r6sultats que nous venons d'6tablir que la fonction E 
s'exprime par les arguments U et to, de sorte que, si l'on pose: 

(28) E = X cos U + Ysin U, 

les fonctions X et Y seront donn6es au moyen des d6veloppements: 

X - -  k + k 1 coso + k~ cos2to + . . . ,  

Y = 11 sinto + / ~  sin 2to + . . . ,  

les k et les l 6tant des cobfficients constants. 
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Les fonctions g e t  h que nous avons introduites par les dquations 
(I4) s 'expriment ais6ment au moyen de X et de Y. Pour 6tablir ces rela- 
tions, nous rempla?ons, dans l '6quation (28), l 'argument U par f - - ( ~  --~)q~'. 
Nous aurons ainsi: 

E - -  { X cos [(x - -  r162 - -  Ysin [(, - -  r162 cosf  

et puisqu'on a 

on en tire: 

+ {Xsin [(I - -  r + Y c o s [ ( I -  r •'] } sin f; 

E = (, -4- r 

Xcos [ ( x -  r  Ysin [ ( I -  r 
g =  I + r  ' 

h = Xsin[(x - -  r + Ycos[(x -- r 
I + r  

En formant rexpression 

( H ) '  = X ~ + Y~, 

on reeonnaltra au premier coup d'oeil la relation entre ~7 2 et (H)~; elle 
est la suivante: 

(30) 

qui entraine eelle-ci: 

r2:__ - (H) '  
(, + r 

dv ~ 
du ( lt)' 

On obtient donc facilement les g ,  h ,  7 2, les X ,  Y ,  (H) ~ dtant connus. 
Si l'on 6tablit les expressions 

P ---=/t0 A-/~1 cos • q- fq cos 2 a, h- �9 �9 -, 

Q = ~1 sina~ + ~g sin 2to + . . . ,  

on aura, vu que les fonctions P e t  Q sont, soumises' k la condition 

P '  + Q' = , ,  
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les relations suivantes: 
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I 

+ 

o = 2#o#1 + # l # ~  + #2P3 + "" �9 

+ + + . . .  
etc. 

I1 s'ensuit de lk que parmi les coefficients ~u et v il n'y a aucun 
qui surpasse la limite ~/~, et que, si plusicurs de ces coefficients ne 
sont pas tr~s petits, chacun d'eux est sensiblemcnt inf~rieur k l'unit& 
On peut fixer, par cette eirconstance, le point de d@art des approxima- 
tions successivcs. 

Ayant ainsi indiqud les r&ultats qu'on pout, sans trop de peine, ob- 
tenir en utilisant les m&hodes indirectes, nous allons, pour int~grer l'~qua- 
tion propos~e, aborder l'application des fonctions elliptiques, ce qui nous 
fournira des m&hodcs plus directes. 

w 2. So lu t ion  a u  m o y e n  des f o n c t i o n s  e l l ip t iques ,  t ~ e m i ~ r e  m~thode.  

i. Reprenons l'6quation (I7) du paragraphe prelc~dent, laquelle 
nous &rivons maintenani de la mani~re suivante: 

Evidemment, on y a n~gligd les termes contenus dans le symbole [ ] ;  
puis, on a orals, pour abr~ger l'&riture, les crochets autour de p. 

AprSs avoir, dans l'dquation ainsi ~tablie, introduit: 

(2) p = Gcosf~ + Hs inf l  , 

on peut d4terminer les fonctions G et H, qui restent encore ~ notre dis- 
position, mais qui sont toutefois soumises ~ la condition 

G 2 + H 2 = 7; ~, 
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qu'elles deviennent ind6pendantes des arguments f et f~ isol6s; 
variable dont d6pendent maintenant ces fonctions, est donc la 

f ~  f l  ------ 'W, 

Si l'on introduit l'expression (2) dans l'6quation (i), et qu'on fasse 
disparaltre les coefficients de cos f, et de sin fl, on aura les 6quations 
suivantcs: 

(3) 

I d~G dH a2 G y, 
: -  

,~o= ~ + 2 # - -  - - f l , - -  & , /  = 

Les fonetions G et H ne d6pendant que de l 'argument w, il est vi- 
sible que lcurs secondes ddriv6es sont tr6s petites par rapport aux pre- 
mieres; il y a donc lieu k 6tablir une premi6re approximation en int6- 
grant le syst6me 

(4) 

dH [ 2 r  ~ 3,, 2-1G 2( i - -~ )Tv  + - - f l , - - ~ , ~  ] 

Apr6s avoir form6 les expressions approch6es de G e t  de H, on 
d6veloppera tr6s facilement celles des fonctions 

M ~ d2G d~H" 
dr" ; N d o 2 

et les expressions de G et de H s'obtiennent maintenant avec une exactitude 
plus grande que n'offrent les r6sultats k tirer des 6quations (4), en int6- 
grant le systbme que voici: 

(s) 
m 

dIt [2r #2 3 2 

dG [2a a ~ 3t, ~-i H :(,--~)~+ - -  - - A - - ~ : ~  j 

= - - r + M ,  

= N .  
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Maintenant, si l'on fait: 

(6) 
7/~ = 4_ 2a - -~  + y_y___ 

3 P~ I - - a '  

et qu'on observe la relation 

2 G ~ +  dr/  27i - - I - - a d v '  

on deduit des 6quations pr6e6dentes: 

(7) 

I d y _ _  
dv TH + M H -  NG , 

3., dy dG M d C -  NdH, 
- -  8 [~Y dvv ----- - -  T'd-vv -{- dv + dv  

6quations dans lesquelles on a admis, pour abr6ger, la notation 

& 
( i  - - ~ ) '  = fl" 
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L'int6grale de la seconde des 6quations (7) s'obtient imm6diatement. 
En d6signant la constante d'int6gration par: 

- + 

e o 6tant une arbitraire, ou bien par: 

oh ron a employ6 la notation 

4 2a - -  a' - -  t~, (8) ~ ~+ 

o n  a u r a :  

(9) ~ y ( ~ ' - v ' ) -  re+ = - rG + 

Aaa ma t l~na t~ ,  15. Impr im6  le 2 avrH 1891, 

2 a  - -  a ~ - -  B, . ]  ~, 

& 

3 2 _ _  
e 0 - -  

I - - a  

"[M ~-v + 

13 
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Je pr~f~re de garder l'~quation (9) sous la forme pr&~dente, bien 
qu'on puisse l '&rire ainsi: 

\ d r~  l" 

En vertu des notations que je viens d'employer, la relation entre ~7' 
et y s'exprime au moyen de la formule suivante: 

e t  si l'on pose: 

on aura: 

' + o); 

y W # - - - - z  

z 
(IO) ~ = e~ "[- I - - - ~ "  

Cela &ant, supposons: 

M = N = o  

et formons 1~ somme des earr& de la premiere des ~quations (7) et de 
l'6qu~/tion (9); dans l'~quation r&ultante, rempla~ons y par z - - 3 ,  et 
61iminons 7/2 k l'aide de l'~quation (Io). lqous aurons: 

( i i )  \ ~v / ---- z -~-- a -b 3 Tt~eo B - -  [ ~ T~Seo -b ~ ~'  B' ] z 

+ o z z56 

Le rfsultat que nous venons de trouver s'obtient aussi de la ma- 
nitre suivante: 

En diff~rentiant la premiere des 6quations (7), apr~s y avoir in- 
troduit z au lieu de y, nous aurons: 

d'z dH d (MH - -  NG) . 
dv' ~- - -  T c'-~-v + dv ' 

mais la premiere des ~quations (5) nous donne: 

d.H 3 Y G = - - T +  M, 
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ou bien: 
~H 3rf l  ( ~ r' ~ 2u 

T-~-V = z - -  t~ ) G = 2 I _ _ a - d r 2  i _ _ a .  
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En y introduisant la valeur de rG tir6e de l'~quation (9), l'expres- 
dH 

sion de dvv devient 

d H  3 [ 
r ~ =  ~ fl ff - -  ~) reo 

+ - - - M .  
2 I ~ o "  $ I ~ 0 "  

Maintenan~, si noun adoptons la notation 

2 I ~ o  dv ' j ~  

l'6quation d u  second ordre devient: 

d~z = x[  r '  .q_3 3 9 ,,2,2 _ 

3 ~ fl'~z" + q- 2 fl~Bz~ I289 ~ r .  

Si, dans cette 6quation, nous raisons H r =  o, noun retrouverons, en l'intf- 
grant, l'~quation (x I), pourvu que l'arbitraire introduite par l'int~grafion 
ait la valeur z6ro. Mais nous pouvons nous servir de l'6quation (I3) 
afin d'avoir l'expression eompl&e de z au moyen des approximations sue- 
cessives, en supposant dans la premiere approximation W--= o. A l'aide 
de la valeur approch~e de z que nous d6signerons par z0, on formera 
l'expression de la fonetion W 0 qui servira comme valeur approch6e de W. 

En dfisignant par AZ la correction k ajouter k z 0 pour avoir 1'ex- 
pression complete de z, on aura une valeur approeh6e de Z~z en int~grant 
l'6quation 
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apr6s y a voir remplac6 la fonction W par W 0 et supprim6 les termes 
d6pendant de Az ~ et Az 3. 

Ayant obtenu, de la mani6re indiqu6e, une valeur pr61iminaire de 
Az, on cherchera de nouveau la fonction W,  et on aura, en utilisant 
toujours l'dquation (I4), un r6sultat plus approch6 que le prdc6dent. En 
continuant ces proc6d6s, on parvient k une expression de Az dont l'exacti- 
rude sera tr6s grande. 

I1 s'agit maintenant de trouver l'int6grale de l'6quation (I 4), la partie 
�9 ~ droite 6tant suppos6e tout connue. Nous allons montrer, dans le num6ro 
suivant, qu'une 6quation lin6aire de la forme dont il s'agit s'int6gre ri- 
goureusement au moyen des fonctions connues. 

2. Supposons qu'on connaisse l'int6grale de l'6quation 

d'___y .~- Ao + Aly + A2y 2 + + A.y.. 
d ~ l  �9 o o 

En d6signant cette int6grale par 

Y = f ( x , a ,  b), 

a et b 6tant les arbitraires d'int6gration, nous admettons que ses d6riv6es 
partielles par rapport k a e t  k b restent holomorphes, les valeurs de a 
et de b 6tant comprises entre des limites d6termin6es. 

Maintenant, si l'on pose: 

a---- a0 + 4, b = b0 + f l ,  

et qu'on d6signe par 

Yo = f ( x ,  ao ,  b0) 

la valeur de Y correspondant aux valeurs sp6ciales a 0 et b0, la fonction 
Y s'exprimera au moyen de la s6rie infinie dont les premiers tei~mes 
sont ceux-ci: 

r =  . . . .  

En portant ce d6veloppement dans l'6quation propos6e, nous aurons, en 
6galant k z6ro les coefficients de a et de fl, 
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d,~Yo 
~a  o 

d x  ~ 
= [A~ + 2A 2 Yo + 3A3 r~ + . . .  + nA, Y'~-'] aYo 

~ebo 

et une autre 6quation en ~ tout ~ fait semblable. Done, la fonetion 

Y 6tant l'int6grale de l'6quation (a), l'int6grale de l'6quation 

d'y [A~ + 2 A 2 Y  + 3 A s Y  2 + + n`4.Y"-l]y 

s'exprime au moyen de la .formule 

(r) 
oY aY 

C 1 et C~ 6rant les deux arbitraires. 
Voiei quelques applications du th6or6me que nous venons d'6tablir; 

nous y admettons d'abord n = 3 et 

"/10 = `42 

Soient, en faisant dans notre premier 
cas diff6rents, 

~-~0. 

exemple la distinction entre trois 

. 4 ,  - -  + k2); & = 2k 2, 

2) `41 : 2 k 2 ~  I ;  2! 3 - - - ~ -  2k 2, 

3) A 1 = 2 - - k 2 ;  A 3 = ~ 2 ,  

oh l'on a d6sign6 par k 2 une eonstante prise k volont6. Une premi6re 
int6grale de l'6quation (a) s'obtenant imm6diatement, les rdsultats s'6crivent, 
si ron choisit les arbitraires convenablement, ainsi: 

dy) 
= I - - ( x  -4-k2)Y 2 + k 2 y  4, 

(dy)' k2 dzz = I - -  + (2k 2 - I ) y  2 - k 2 y  ', 

dz/  = I + (2 - -  k2)y 2 
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La seconde int6gration nous donne, en d6signant par x 0 l 'arbitraire, qui 
reste la m~me dans tous les trois cas, 

r = sn(x + x0), 

y = cn(x + x0), 

Y = d n ( x  + xo). 

Maintenant, si l 'on porte ces valeurs dans l '6quation (/~), il en r6sulte 
les trois 6quations suivantes, dans lesquelles on a mis x au lieu de x + x0: 

d'v [2 3k' x ~ (~ + k2)]V, dx~ - -  . sn 

d ' y  [2  3 k2 x~  d z  ~ - -  �9 s n  - -  I - -  4 k 2 ] y ,  

d ' y  [2 . 3 k  ~ s n x ' - -  4 - -  k ~ ] Y ;  
d x 2  - -  

et, en vertu de la formule (T), on en trouve les int6grales particuli6res: 

y ---- cnx  d n x ,  

y = - -  snx  dnx ,  

y = - - k  2 s n x c n x .  

II serait facile d'obtenir, en diff6rentiant par rapport k l 'autre arbi- 
traire, ou bien par rapport au module, les autres int6grales particuli~res; 
cependant, le calcul qui s'y rapporte, et qui s'appuyerait sur les formules 
connues de M. HEamTE, n'6tant pas d'int6r~t direct pour nos recherches, 
nous nous dispensons de le donner. 

On a donc retrouv6 les int6grales connues de l'6quation de LAM~, 
pour des valeurs particuli~res des arbitraires qu'elle contient. 

Examinons maintenant  le cas oh l'on a: 

y _ _  ~(I - -  s n ~ )  

x ~ p s n z  

v et p 6rant des coefficients constants dont les valeurs absolues sont plus 
petites que l'unit6. 
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En supposant l'une des arbitraires d'intdgration comprise dans la 
variable x on aurait: 

~Y ~(I --T) cnz dnz 
va (' - - i .  sn~)' 

Donc, cette expression est aussi une int~grale particuli~re de l'~quation 

d'y [.A1 + 2.A2 i J ( i -  Sll~) , [ y ( i -  sIl~)\ ~ ] 

les coefficients A0, A1, A2,A s de mdme que l'arbitraire ~ introduite 
par l'int~gration de l'6quation (a) ayant des valeurs telles que l'expres- 
sion hypoth6tique que nous avons donn6e ~ Y soit une int6grale de 
l'~quation 

~ =~+Aoy+~AlY 2+~A~y 3+74A~y'. 

Cela ~tant, au lieu de chercher l'autre int~grale particuli6re au 
moyen d'une diff6rentiation partielle il vaut mieux la d~duire moyen- 
nant la formule bien connue: 

Y2 ----- Yl 

dans laquelle on dolt maintenant porter la valeur 

Yl 
~(I ~ p )  cnz dnz 

(I - - p  snx)  ~ 

I1 r6sulte de Do: 

f. 
Y~ = - -  ( I - - p s n ~ )  ~ J ~(I  T ) ' c n ~ ' d n ~ '  

Cette formule n'6tant pas encore mise sous une forme propre h l'usage, 
il faut la transformer d 'une  mani6re convenable. Dans ce but nous nous 
rappelons les relations 
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I I k s I 

cn~2 d n z  ~ k ' S cn z  s k't d n z  2' 

H i ( z )  
k"  g - -  E - -  k e g  d H, ( z )  

cn z ~ K dz 

k 's E 

d e l (x )  
0,(~) 

d n z  ~ K dz 

d'ofi l'on tire: 

I 
I x I K - - E - - k ~ K  

cn z 2 dn z '  - -  kY~ [ K 

d H,(z )  

dz 

O;(~) ] 
~ E k~d  ~ - o ~  

Mais, puisqu'on a: 
n',(~) O',(~) v'  sn 
H,(z)  Or(z) cn z dn z 

la formule pr6c6dente s'6crit ainsi: 

k,__:____ [ d sn z 
I I , c n z  d n x  

cn z ~ dn x 2 - -  f ~ ,  [ l + dz  

off l'on a d6sign6 par l la constante 

( I -  k t ) K - - ( I  -4- k t ) E  

K 

~',(~) 

(t + , 

3 ~ k 2 1 1 _ _ s k  ~ I k~ } 
2 2 K  - - ~  - - ' "  " " 

E n  v e r t u  de  ces f o r m u l e s  on  t r o u v e r a i t  f a c i l e m e n t  l ' exp re s s ion  de  Y2 

sous  la  f o r m e  d ' u n e  s6rie t r i g o n o m 6 t r i q u e  c o n v e r g e n t e  p o u r  t o u t e s  les 

v a l e u r s  r6e l l e s  de  x ,  b. l a q u e l l e  se t r o u v e  a jou t6  u n  t e r m e  de  la  f o r m e  

hz c n z  ~ gg 

�9 (x - - r  snz)" 
h 6tant une eonstante. 

Le ealcul serait presque tout ~ fait identique avee celui dont nous 
avons fait l'expos6 dans les lignes pr6c6dentes, si nous avions suppos6: 

y = ~(I - -  end) 
I - - p c n z  
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Les formules y relatives s'obtiennent aussi des prdcddentes au moyen 
d'une transformation des fonctions elliptiques qui y entrent; mais puisque 
les nouvelles expressions nous seront utiles dans ee qui suit, je vais les 
ddduire directement avec quelques ddtails. 

I1 s'agit d'abord de donner b~ la fonction 

= ~ ( !  ~ p ) s n z d n z f  ( [ ~ p e n z ) ~ d z  
Y2 ( t - - T c n z ) '  J v ~ ( t - - p ) ' s n z ' d n z  ~ 

une forme convenable. 
En vertu des relations 

ou bien:  

on aura :  

I I k 2 

sn z ~ dn x ~ = sn z ------~ + d--n-~x" ' 

a o',(z) 
k 2 k ~ E k ~ O, (z )  

dn z '  = ~-i ~f "4- k'" dz  

I K - - E  d H - - - ~ )  

sn ~ K dz ' 

I K - -  E d cn_______~_x d 0~(x) 
s n x d n x  0L(x ) 

sn z ~ ~ ~ ~ dx dz  

I k '~K + (k ' -  k " ) E  d c n z  O ; ( z )  s n  z d n ~  k'  - -  k "  d O , ( z )  

s n z  t d n ~  ~ ~--- k'~K d~  -[" k '~ d z  

En p o r t a n t  cet te  va leu r  dans  l 'expression pr6c6dente de y~, il f au t  

avo i r  6gard a u x  re la t ions  

cn  ~g 

f (I __p enx)  4 snz  dnx 
dz 

01(z) 
d O,(z )  d x  (I - p e n x )  4 dz 

- -  d x =  - -  

Aeta mathemattea.  15. Imprim~ le 8 avril 1891. 

cnz (i_pcnx)4_4p f cnx(i_penx)Sdx, 
sn,~ dnx 

0',(~) 
----- ( I  - - p  enx)4-O,(z ) 

~30i(z) . 
- - 4 P  s n x d n x ( I - - p c n ~ )  O-~z)ax ,  

14 
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et i l  est maintenant facile de voir que la fonction Y2 s'exprime au moyen 
de la formule 

h 6tant une constante et f~ une s6rie de la forme 

/'2(x) = ho + ]h cod~-KX + ]~2 COd : ~--~X + . . . ,  

tandis que l 'expression 

y, = f~(x)  = ~(' - v ) s n ~  a . ~  
(I - - p  cn z)' 

donne le d6veloppement que voici: 

f~(x) -= 11 sin ~ x  "4- 12 sin 2 ~-~x -l- 

Ceta dtant, nous alIons considdrer l 'dquation 

dlY {.A1 ..1 ,.)A x(I -- cll~) IL 3.t/3(~I ~cn~;l~)~ 1} 
(I5) d--'-~--- I - - ~ C n z  - -  Cnz/ y .~t. W. 

L mtegrale g6n6rale secret imm6diatement  comme suit: 

mais cette forme n'est pas convenable aux applications, vu qu'elle ren- 
ferme des termed contenant la variable hors des signes trigonom6triques. 
Or nous ferons voir que ces termes se d6truisent. 

En effet, si nous ne consid6rond que les termes dont il s'agit, 
Savoir: 

- - h f ~ ( x ) f x f , ( x ) W d x  + h~f,(~.)f f , (x)Wd.,  

et que nous remarquions la relation 

f xf~ (~) wd~ = ~ f f, (x) Wdx --  f a~ f f~ (x) Wdx, 
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l'cxpression de y sera donn6e au moyen de la formule suivante: 
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( I 6 )  Y ----- ( J i l l ( x )  h I- C 2 [ h x f l ( x )  "Jr" f 2 (x ) ]  

- + 

+ hf,(x)fd ff,( )Wd . 

Darts les applications que nous allons fairc de la formule (I5), les 
arbitraires C~ et C 2 sont surabondantes, de sorte qu'on peut les dd- 
terminer de mani&re k rendre le r6sultat aussi simple que possible. On 
met done d'abord 

C1 --~- o.  

La fonction W 6tant donn6e par la s6rie 

~0 + 2, cos~-~ x + 2~ cos 2 ~-~z + . . . ,  

elle cntraineru 6videmment, dans l'expression de y, un terme de la forme 

- -  

mais l'arbitraire C 2 6tant encore k notre disposition, nous 1~ d6terminerons 
de mani6re k faire disparaitre ]es termes de la forme indiqu~e, et nous 
aurons finalement un r6sultat qui ne contient qu'un terme constant et 
des termes purement p~riodiques. 

3. Reprenons l'6quation (I I), apr6s y avoir introduit les notations 
que voici:. 

- i 6  ff , 
r = fl~; dv = y -flax, 

z et # 6tant deux constantes, la premi6re d'un ordre impair par rapport 
aux excentricit6s ou aux inelinaisons, la seconde 6tant encore k notre 
disposition. 

Nous aurons d'abord: 
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expression qui se transforme en celle-ci: 

 l/ro + + (,7) 

si l 'on d~.signe par c la racine rSelle de l%quation 

64 9 3 e~ ~ ' (x8)  z a - -  4~z ~ -b [ 4 3 2  + 

ou bien, dans lc eas de trois raeines r~elles, eelle qui disparalt avee e. 
Evidemment, les constantes To et r~ qui entrent dans l '~quation (x 7) 

doivent satisfaire aux trois conditions suivantes: 

(,9) 

= 9 ~ - J r 3 e o o  , 

[ ~ro q-crl ----- ~ 4 ~ "k  Y eeo , 

rl q.-c -----4~. 

4~ 4- 3%3) 
64 ~ I - - a  

e - -  32 9 43' + -~ r 

Mais ces conditions ne sont pas, cependant, ind~pendantes entre elles, vu 
qu'on peut  toujours d~duire l 'une d'elles des deux autres, en ayant  ~gard 
k l%quation 

En effet, si l'on ajoute, apr~s avoir multipli~ la deuxi~me des ~qua- 
tions (t9) par c, et la troisi~me par c ~, la somme de ces produits k la 
premi6re des dites ~quations, on retornbe dans l%quation (I8'). 

Arr6tons-nous un moment pour examiner la nature nurn~rique de 
la quantit6 c. ])ans ce but, observons que, dans les cas ordinaires, 3 est 
une quantit~ positive ou n6gative de l 'ordre zdro par rapport  aux masses 
troublantes et par rapport  aux excentricit~s ou aux inclinaisons, muis 
qu'elle peut, dans des cas peu frequents, devenir tr~s petite. 

Si 3 est une quantit5 de l 'ordre z~ro, la valeur de c se d6veloppera 
en une sdrie dont le terme le plus sensible sera: 
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Commc e, ainsi que e0, est toujours une constante positive, |a valeur  de 
c, tir6e de la formule indiqu6e, eat 6videmment une quantit5 de l'ordre 
de zz ou de z e  o. Mais cette valeur peut dtre positive ou n~gative; ellc 
peut m6me devenir nulle, cc qui exigerait  que la valeur de $ satisfasse 

la condition 

4~ "1- 3eo~ = o. 
I - - o "  

Si 3 6tait positif, la valeur de c serait toujours positive. 
Dana le cas d'une tr6s petite valeur de d, posons: 

3% 4o~ d- 32 
.) 

=64j .] 
2~1 9 L t - - a d -  3eoo -{- 4 t~c2, 

ce qui nous donne, au lieu de l '6quation (I8'):  

c ~ +  3 % c = 2 ~ 1 ,  

don* on obtient la seule rac ine  r6elle par la formule 

c = + + + 

Par  ce r~sultat, on serait port~ k croire que deux racines (]e l'~qua- 
tion (I8) fussent toujours imaginaires, mais une tel |e conclusion serait 
prdmatur~e. Certes, si la valeur de t~ ~tait tellement petite qu'on obtlnt, 
en utilisant lea formules donn~es ci-dessus, lea valeurs de e 1 et de c au 
moyen d'approximations successives, l '~quation (i8)~nc permettrai t  qu'une 
seule solution r~elle. Mais, si au contraire la valeur ,~bsolue de ~ exe~dait 
une certaine limite, on pourrai t  retomber sur le cas irr~ductible. 

Cherchons k limiter, avec un peu de d~tails, les diff~rents cas qui 
peuvent se produire duns la nature des racines de i'5quation (i8). 

Dans ce but, posons: 

z = ~ ' +  4" ~o, 
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ce qui nous donne, si nous admettons les notations 

I %  43~ 32 
= - -  _ _  S e  0 , 9 9 

[ " s 9~ + 3:  1 2 8  
~2 

al = --2--7 9 -~e~ q" 9 x ~ '  

au lieu de l'dquation (18), eelle-Ci: 

(2I) , - -3%~*~-  :a , .  

L'dquation que nous venons de trouver admet trois racines r~elles, 

autant que la condition 
3 - - a ,  -t- a ~ o  

substiste; dans le eas oh vaut le signe supdrieur, deux racines sont egales. 
En considdrant les valeurs de a 1 et de %, nous aurons fimilement: 

a : 8. [28[ 6z'3' . ,,~,= 72r '44e' aea ] 
--  ae e0o q- -t- (i a)------~' q- 32z " - - a =  -Jr- a a 9 9 . 9 1  l - - a  x - - a  - -  

Done,  si nous posons: 

e s 1 6  

(2:~) F a a Ie~(I a)e:q- ]2seoo-~ 2 4 7 _ a q - T ( I  a) "a  = . . . .  " --  :e0, 
2 

les conditions sous lesquelles l '6quation (I8) n 'admet qu'une seule raeil~e 
r6elle, qu'elle en admet trois dont deux sont dgales, et enfin qu'elle a trois 
raeines r~elles ct indgales, s 'expriment ainsi: 

F > o ;  F ~ o ;  F < o .  

On v0it facilement que le signe de F est l e -m6me que celui de 
- -  d, si cette quantit6 a une valeur num6rique suffisamment considdrable. 
Par contre, si ~ 4tait tr~s petit, le signe de F ne d6pendrait pas unique- 
ment  de celui de ~, mais aussi d'autres conditions, que nous allons mettre 
en lumi~re. 

D'abord, pour rendre nos expressions plus simples, posons: 

a = - -  , , ) a ;  = - -  
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ce qui nous donne: 
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a 2 ----- 9e04(i - -  a)'()` 2 -  8s), 

s - -  o.)"(-- )`" a 1 = ~  + I2)`s + 48s') ,  

F = e0r - -  a ) a (  )`a I )`~ "JI- 12)`8 -~- I6 
.-7 T 

s + 24s2). 

Etablissons d'abord les conditions sous lesquelles toutes les trois ra- 
cines soient 6gales entre elles. Avant  tout, l '6quation 

i6 i)`~ 12)`8 - - - - 8 - -  2484 ~ 0 (23) )`3 + _ 

3 

dolt &re satisfaite. Mais, comme il est visible imm6diatement de l'dqua- 
tion (2i), les trois racines 6gales satisfaisant b. cette 6quation ne peuvent 
avoir d'autres valeurs que z6ro, ce qui entralne les conditions 

a 2 ~-- o; a 1 ----- o, 
ou bien 

)`2 _ _  8 s  ----- o ;  )3  ~ 12) `s  - -  4 8 s  ~ = o .  

En 61iminant s de ces 6quations, on aura l 'dquation finale 

3 )̀ 4 + )̀ ~ = o, 
2 

d'ofl l 'on obtient trois racines ,'gales g z6ro, et la quatri6me 6gale 

2. Trois des valeurs correspondantes de s seront nulles, mais la quatri- 
3 

I 
6me devient 78" Or, on se convamcra facilement que l '~quation (23) 

sera satisfaite par les valeurs 

2 I 
)' = 3' s = T g "  

Mais ce qui est le plus essentiel dans la recherche pr6sente, c'est de 
d6terminer les couples de valeurs de )̀  ct de s qui satisfassent h l '6quation 
(23) , c'est g dire de fixer les conditions sous lesquelles l '6quation ( 2 I )  
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admette deux racines 6gales. Nous supposons que le param&re s air une 
valeur quelconque positive entre o et S, S &ant donn5 par la eomparaison 

I 
S w ~ .  

~0 

Supposons d'abord que l'~quation (23) n'admette qu'une seule racine 
r&lle, cette racine sera dvidemment positive. Ddsignons-la par 20. 

Cela &ant, les racines de l'dquation (2I), dont nous supposons deux 
dgales entre elles, s'obtenant au moyen des formules 

~/a,, ~ = 2 ~/at, 

nous aurons immddiatement celles de l'~quation (t8). Ddsignons-les par 
c, c~, c~, et introduisons la valeur du coefficient ax, apr~s y avoir rem- 
placd 2 par 2 o. Cependant, la valeur que nous avons donn~e prdc~dem- 
ment se remplaqant par la suivante: 

8 e6, i6 2482 ) 

toutes les lois que l'~quation (23) subsiste, nous eInploierons cette derni~re 
forme. Enfin, puisque a I reste toujours positif, ~ l'exception des eas d'une 
valeur tr~s petite de s, nous aurons: 

c ~ c  x = 4 - e " : I - - ~ )  2 o - ~  2 ~ - - - - s  + 24  s2 
3 o~ 3 ' 

c, = 4-e':t - -  a) 2 o .~- ~ 2 o - - - - s  + 24s '  �9 
3 o~ 3 I 

Mais l'~quation (23) peut aussi ndmettre trois raeines rfielles; dd- 
terminons la valeur de s qui rende deux de ces racines dgales. 

Pour y arriver, posons: 
I 

a =  - - 8  + ~, 

ce qui conduit k l'6quation que voici: 

[ ,]. [ (23') $: ' - -  3 4s + 3 r = 2 I 2 8  2 -31- -3 
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Si s disparait, on tire imm6diatement de cette 6quation les raeines: 

I I 

*o = - - i ;  

auxquelles correspondent: 

I 
2o = - - ~ ;  2~ =2~  = o .  

Cherchons maintenant g fixer les conditions auxquelles dolt satisfaire 
le param6tre s pour rendre r6elles lea trois racines de l'6quation (23'). 
Dans ce but, formons l'expression 

I 2 S-s 2--~] " G =  --[4s + ~ ] a +  [I2s~ + 3 

Effectuant les calculs, il en r6sultera: 

G = s(I44s3-- 24s~ + 4 s - -  2 ) 
3 

( = I44S s - -  , 

I 
d'oh l'on conclut que les valeurs de s entre o e t  ]~ donnent naissance 

trois racines r6elles de l'6quation dont il s'agit. De ces racines, deux 
sont egales, non seulement s i s  evanoult, mais aussi lorsque s est 6gal 

I 
]-~. En adoptant cette valeur de s, nous aurons: 

I I 

d'oh l'on tire: 
I 

~--r - - - - - ~ - ;  2 

,ce qui entraine les valeurs de ~ que voici: 

3' '~* ---- 6" 

~Si l'6quation (23) admettait trois racines r6elles, nous aurions trois 
.data eaa,~/tema~. 19. Imprim6 le 9 avril 1891. 15 
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valeurs diff6rentes de Ia quantit6 3, deux n6gatives et une positive, qui 
rendraient 6gales deux des racines de l'6quation (213. D6signons ces 

~ et ~ de sorte que: valeurs de 3 par o0,o ~ o2, 

o: < 3, < oh. 

Si, au contraire, la valeur de 3 surpassait I l'6quation (23) n'ad- 7~' 
mettrait qu'une seule racine r6elle, laquelle s'exprimerait au moyen de 
la formule 

v / ( - - - - - - ~ +  i 2 s  ~ + S s - - +  i2  s - -  
3 216 ~/s ]~]  

3 216 "~/  " 

On voit par lk que, dans le eas d'une grande valeur de s ,  2 est une 

quantit6 du m~me ordre que s ~. I1 en r6sulte, si l'on suppose: 

la comparaison 

ee qui entraine: 

I 
8 o ~ ,  

eo 

I 

eo ~ 

30_-- e~. 

Si la valeur effective de $ 6tait si grande qu'elle ne ffit pas com- 
patible a v e c l a  compuraison pr6c6dente, il n'y aurait pus lieu de craindre 
que l'6quation (I8) efit de racines 6gales, ee qui rendrait moins commode 
l'application de la m6thode dont il s'agit maintenant. 

Maintenant, si s est tellement petit que l'6quation (23) admet trois 
racines r6elles, le r6sultat de nos recherches s'exprimera bri6vement ainsi: 

Si la valeur effective de (~ est plus grande que 32, ou qu'elle 
tombe entre 3x et ~0, l'6quation (18) admet trois racines r6elles; mais si: 

~,>~>~,, 
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ou  b ien  si 
3 0 > 3 ,  
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a) 8 ~ O, 

i ~(I  ~ ~) ;  3~ ~ ----- o ,  ~o-- - - - -~eo = o~ 

I 
b) s ---7~, 

~ = 31 = ___23eo~(I - -  a);  $~ = ~ e : ( I  - -  a). 

Les  rac ines  d e  l ' 6qua t i on  (18) qu i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  va l eu r s  i nd iqu6es  
de 3, s ' ob t i ennen t  a i s6men t ;  on les t r o u v e  ci-dessous:  

I ier cas.  

r --~ o;  a 1 ----~-~ 

2 
~ 1 7 6  =:  3 

3~ = ~ ( i  - -  ~); 

C O ~ C 1 

c = o ;  c 1 = c~ ----- - -  e~(I - -  a). 

I I  lain~ cas.  

a I = 3 2 ---- O ;  ~ ------- O ,  

C ~ C 1 ~ C 2 ~ O ~  

I I I  i~m~ cas. 

I 3 
- - -  e ~ ( 1  - -  ~ ) ;  ~ = ~ e o ( I  - -  ~ )~ ;  a l  = o ,  

cl = c~ = ~ ( 1  - -  ~). C 

I V  i~me cas. 

s = ~ - ~ I  e ~ ( 1  - -  a ) 2 ;  a x = e ~ ( I  - -  , 

~ - - - 7 e ~ ( I - - a ) ;  c, = 9eo2(I  - -  a). 

e l le  n ' a d m e t  q u ' u n e  seule  r a c i n e  r4elle.  

Dana  les cas sp~c iaux  que  nous  avons  env i sages  p r 4 c d d e m m e n t ,  les 
v a l e u r s  de $ sont  les s u i v a n t e s :  
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Apr~s ees considerations, revenons k l '~quation (I7). 
En posant: 

r0 + n z  + z '  = (z - -  c~)(z - -  c , ) ,  

nous aurons, en vertu des fiquations (I9), les expressions: 

c, = m + n v / - ~ ,  

C~ ----- m - - n ~ ] - - i ,  

off l 'on a employ~ les notations 

(24) 

ou bien: 

(24') 

I 

2 

n 2 = ~ 2~r ~--3C24 "~-~ ~e~ 

! 
m = : e g ( I  - -  a ) a  - -  ~ c ,  

3 c 2 + 3z n 2 - -  2e~(I - -  a),~c -[- 4 y e ~ ( i  - -  a)'s. 

Ayant  exprim~ ainsi les racines de l '6quation (I8) par m et n, il faut 
que la quantit6 n disparaisse dans les quatre casque  nous avons envisag6s 
pr6c6demment. En effectuant le calcul on a 6videmment, par les valeurs 
donn6es plus haut, satisfait ~ cette condition. 

Avant de terminer  ces r6fiexions sur la nature des racines de l'~qua- 
tion (I8), raisons la remarque que, dans le cas d'une valeur n6gative de 
c, on peut changer les signes de c ,  c 1 , c~ et de z sans alt6rer l'~quation 
(I7); nous sommes done autoris& ~ admettre  que, dans la dite ~quation, 
la valeur de c soit toujours positive. 

4. Si dans l%quation (I7) , qui s'~crit ainsi: 

on met:  

( ~ q ' =  ~2~(c - -  z)[(z - -  m) 2 + n'], 

~(I - -  cos 0) 
(25) z = 

I - - E  c o s #  ' 
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v et p 6tant deux constantes k notre disposition, et # une fonction de 

x, on aura d'abord" 

dz v (i -- p) sin # dr9 
d-~ ---- (I - - p  cos #)' ~' 

c - -  v + (v - -pc )  cos # 
i - -  p cos O 

(z ~ m) 2 -l- n~ ~--- B~ + B, cos# + B, cos ~9' 
(x - -  T cos ,9)' 

oh l 'on a employ6  les notat ions que voici: 

B0 = : - -  2~m + m'  + n ' = ( m -  v)' + n ' ,  

(26)  B 1 = - -  2v ~ -~ 2 y m ( i  .Jr- p)  - -  2 m ~ p -  2n2p,  

B 2 = v  2 - 2 v m p +  (m 2+n2)p ~ - - ( p m - v ) ~ + n 2 p  2. 

P o u r  a r r ive r  i m m 6 d i a t e m e n t  g la f o rme  canonique  des int6grales  

el l ipt iques,  il f au t  que nous d6terminions  ]es constantes v et p de ma- 

ni6re k satisfaire a u x  conditions suivantes:  

(27) I V ~ p C  ~ C - - P ,  

: - -  ~m (x + ~,) + ( . :  + n2)p = o, 

dont  la seconde s'derit ainsi: 

(27') ( ,  - -  m)( ,  - -  "w)  = ~-- "~p. 

I1 r6sulte  de Ik: 

~ ( x  + p )  (28)  ~ = 

et:  

(~9~--~)(I + ~))2--(m2-J C ,12)p __--O. 

En posant  encore:  

(29) ~ = c(c 2m) ' 
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l '6quation pr6c6dente prend la forme 

(p + ,)~ + 2~T = o, 

d'oh l'on tire: 

(3 ~ ) p = - -  I - - r _ _ +  ~/(I + r )  ~ - I .  

La constante # 6tant encore k notre disposition, nous la d6terminerons 
de mani6re k rendre les formules rdsultantes aussi simples que possible, 
ce qui arrivera, si nous posons: 

V(I - - i V )  1 2Y(I - - i O )  I _ _ ] ) t  �9 

(31)  1~: = ( c - - v ) ( B  o + B, )  - - c ( B  o + B , )  -~  B o .at-B~' 

puis nous admettons la notation 

(32) k ~ __ B~ 
B o + B~ 

et nous aurons, pour d6terminer la fonetion 8, l '$quation 

dO ~/t - -  k ~ sin ~ ,  ( 3 3 )  = 

d'ofi il r6sultc immddiatement:  

(33') 0 =  a m ( x - - x 0 ) ,  rood. k, 

x o 6tant la eonstante d'int6gration. 
Nous sommes ainsi arriv6s k la solution de notre probl6me, du moins 

quant  k 18 forme. 3Iais il nous reste d 'examiner les propri6t6s num6- 
riques des constantes qui entrent dans nos formules, en premier lieu les 

limites du puram6tre p e t  celles du module k. 
Ell supposant que la quantit6 r varie entre + cx9 et --  cx9, il est a.is6 

de voir que le parain6tre p acquiert des vMeurs imaginaires, toutes les 
lois que 18 valeur de r tombe entre o e t -  2. Mais hors dc ces limites, 
chaque valeur de r donne une valeur r6elle de p n'exc6dant pas l'unit6. 
On peut la trouver moyennant  le d6veloppement que voiei: 

I I I I 

P - - - - - - 2 I + r  8iI  + r)' 
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On volt imm6diatement  que ]es valeurs de p sont toutes comprises 
entre ~ I et Jr- r, mais puisque r ne devient jamais nul,  ce que nous 

allons montrer  tout  de suite, le paramStre p ne s 'approche pas trop de 

l 'unit6 n~gative. 

On conclut facilement des 6quations (24) les relations suivantes: 

(34) 
3 5  m 2 -a t- n 2 = ( 2 3 - - c )  ~ -I---~-eeo, 

c - -  2 . z  = - -  2 - -  c ) ,  

d'ofl l'on voit que la somme m~-{ - n 2 ne peut  pas disparaitre, h moins 

que le coefficient s n e  soit nul. On aur~ d'ailleurs, en ver tu  de l '6qua- 

tion (29) , la formule 

( 3 5 )  r = 
2 3 -  c 3 2 ee o 

c 3 c(23-- r 

d'ofi il est visible que led deux termes formant  r ne se d6truisent pas. 

En se r~ppelunt que 3 est, dans les cas ordinaires, une quantit6 de 

l 'ordre zSro, et que c est toujours trSs petit, il est ais6 de voir que r 
sera g6n6ralement trbs grand. On peut done mettre approximativement:  

ou bien: 

23 
1 2F r ~ - ~ - - - - - ,  

C 

I C 

P = 2 h "  

Le coefficient p 6tant tr~s petit dans les e a s q u e  nous eonsid6rons 

maintenant,  nous l 'omettons aupr~s de l 'unit6, ce qui nous donne, t o u j o u r s  

approximat ivement:  
r 

p ~ - ~  
:2 

m ~ v ----- 2 3  ~ c ;  

et ensuite, vu que l '6quation (27') nous donne: 

n~p 
' D ' b ~  P 
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il r&ultera: 

Hngo OyldSn. 

1~-- m~0 ~ 2 ~ c '  

I c ~! 
- ~ 2 0 - - ~ "  

Les valeurs des coefficients B 0 et B~ s 'expriment maintenant  par  les 

formules suivantes: 

Bo = ( 2 ~ -  c)' + n ~, 

I CI[ ~'  ] 
B] = T8 ~* I "t- (2} - -  c)' n~' 

lesquelles entrainent la valeur  de k que voici: 

( ) 
k2 = I c' I + (2#--c) '  *~' 

t68 '  (28--c) '4"  x 4 " ~ +  t6~?'(23--c) q n'  

expression qui, si on n6glige toujours c 
suivante trds simple 

I ~l~l 
64 34 ' 

aupr6s de ~, prend la forme 

ou bien, en y introduisant la valeur  de n 2, 

( 
k 2 = e ' \ - -  2~c + -~ 

643' 

Avec le mgme degr6 d 'approximation que nous avons gard6 dans la 
formule prdc6dente, on aura  la valeur  de /~ en vertu de 1'expression: 

et puisque on a: 

dr= T dx, 
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la relation entre les variables ind@endantes v et x s'6crit ainsi: 
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3 f l 3 d v ,  dx = 

d'oh il est facile de eonelure que la diffdrence ~ - - r  que nous dd- 
signerons par ~, s 'exprime par la formule: 

(3 6) 3 =  ~[r 

Le module k est 6videnlment une quantit6 du troisi6me ordre par 
rapport aux excentricitds, pourvu que ~ soit du premier  ordre. Mais il 

faut toutefois se rappeler que n ~ prend aussi des valeurs n6gatives, ce 

qui entraine des valeurs imaginaires de k. Par  une transformation bien 

connue on obtient dans un tel cas, ~ savoir si B~ est n6gatif, 

k ~ B 2 

k,~ = Bo, 

et 

dn k'z - -  en k'z mod. = i k 
(37) z = v dn k'z --1~ cn l,"~c ' ~" 

On retrouve ais6ment cette formule d'une mani6re directe. En effet, 
si nous mettons: 

cos 0 cos 

i + _/3_2 
Bo sin ~9 = / sin ~ ,  

B~ Y I + Boo sin 9b' 

nous aurons par differentiation: 

B~ 

I + B - -  ~ sin 0d,9 = 

I ~ I + N sin r  

Acta magkemaSfea. 15. Imprlm6 le 11 avril 1891. 

sin r  

16 
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ce qui nous donne:  

Done, en posant:  

B,: k' 
( 3 8 )  - 7/o. ,  

: + ~ sin r 

et en observant  qu 'on  a: 

IJ(I - - ~ ) ) ~  21J(I - - ) , )  I - -  ~,~" _ _  

(39) (c - -  ~) Bo ---- c B  o - -  B o 

il r&u l t e :  

~b = am k'x,  

(,~' - -  ~)(Bo + ~ )  i~': I /~ '  

mod --= i k 

la eonstante  x 0 6tant  suppos6e comprise  en x. 

A y a n t  ainsi d6termin5 l ' ampl i tude  (,, on aura  imm6dia tement ,  en ver tu  

de l '6quation (25) , le r & u l t a t  que nous avons d~jk expr im6 par  l 'dqua- 

tion (37)- 

5. Toutes les lois que le coefficient p n'est plus une quanti t5 petite,  

les consid4rations sur les valeurs  de k et de /t aboutissent  h changer  no- 

t ab l emen t  le caract&re des rSsultats que nous avons obtenus  prdc4demment .  

D6jk dans le num~ro  p r&6den t  nous avons fai t  ressort ir  que les va- 

leurs  rSelles de p t omben t  toujours  ent re  -t- I c t  ~ I. Puis,  nous avons 

vu  que les hypo th&es  r ~ -  2 et r =  o en t ra lnen t  les dites valeurs  de 

p ,  mais que de chaque  va leur  de r entre  - - 2  et o dScoule un  r6sul ta t  

imaginai re  r e l a t ivement  ~ p. Il  nous reste done ~ d~te rminer  ]es l imites 

de la quanti t5  r ,  conside%e c o m m e  fonction de 3 ,  c ,  z et eo, ou bien des 

trois racines c , c ~  et q .  

Dans ee bu t  reprenons  la fo rmule  (29). En y in t roduisant :  

~Jt .2 2 F ~ ~--- C:C~ 

et  

nous aurons:  
c ( c  - -  2 , n )  = c ( c  - -  c ,  - -  

2d' 1 C, 
(35') r = 
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off il faut observer que le produit  c ~ c ~  est toujours positif. En posant 
pour un moment:  

C1 r - -  ~ - r  -- ---= ]~, 
r r 

l 'expression pr6c6dente s'6erit ainsi: 

r - -  
t - -  (2 - - - - /~  

et on en tire: 

v a  ( I  - -  a - -  f l )~  ' 

~ f i  ( ,  - -  a - -  f i ) ' "  

Les valeurs de a et de fl qui rendent  
maintenant en r6solvant les 6quations 

r min imum s'obtiennent 

On les satisfait par: 

ou bien par: 

f i ( , - - f i )  = o ,  

a ( I  - - a )  ~ O. 

r  ~ 0 ,  

a ~  i ;  / ~ - - -  I. 

La, premiere solution nous donne:  

r ~ o  
et la seconde: 

r - - - - - - - 2 .  

On peut d'une autre mani~re mettre en 6vidence le r6sultat que nous 
venons de signaler. I1 est visible, par la sym6trie, qu'on a: 

En portant cette valeur dans l'expression de r,  on aura: 
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d 'oh il r~sulte: 

Si l 'on admet :  

Hugo Gyld~n. 

r +  r ~ + ~ r .  
2 - -  

r =  o,  

la valeur  de a sera nulle,  et si l 'on fait:  

nous aurons:  
(~ = I~ 

Mais encore, chaque valeur  de r entre o et - - 2  nous conduit  ~ un 

r6sultat  imaginaire  re la t ivement  ~ a. Donc, les valeurs  de r s '&endent  

de - - cxv  ~ - - e ,  et de o jusqu'~ + cx~. 

I1 est facile de voir qu 'on  re tombe toujours  dana le cas: r = -  2, 

si les deux  racines c et c x sont 6gales. 
Cela &ant,  nous allons consid6rer en part iculier  le 3 i~me cas du num6ro  

3- En se rappe lan t  les valeurs  que nous avons donn6es de 3, de c et 

de z ,  ou bien celles des trois racines, on aura  en ver tu  de la formule 

(35) ou  (35'): 

ee qui  donne:  
p = I .  

Apr6s avoir  t rouv6 le coefficient p, on obt ient  imm6dia temen t  au 

m oyen  de l '6quat ion (27'): 

( . , -  ~ ) ,  = _ _  n ~, 

ou bien, vu  qu 'on a, dans le cas pr6sent ,  

P-----C, 

l '~quation 
( , .  - -  c )  ~ = _ _  . ~ .  

Ensuite ,  on tire des 6quat ions  (26) les valeurs 

B 0 ~ B ~  ~ 0 ~  
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k ~ 
mais on n'obtient celle de k ~ ou de - -  k,--~ que sous 1~ forme ind&ermin~e: 

o 
- .  Pour  d~duire la vraie valeur du module,  posons: 
o 

~ D =  I - - A p ,  
ce qui nous donne: 

Bo = ( . , -  ~)' + n ~ = [ (~  - -  ~) . ,  + .=]  a v ,  

B~ = B 0 - - 2 [ ( m - v ) m  + n  2 ] A p + ( m  = + n = ) A p  2, 

= -  [(m-- c)m + n~]ap + (m ~ + n ~ ) a p ~ - - ~ n c a ,  ~. 

Avec ees r~sultats on obtient tout  de suite: 

k' __ (m - -  e)m + ~' - -  (m' + ~' - -  me) AV 
k '2 ( m -  c)m + n'  

= I - - A p ,  
]r 

ce qui montre que le module k, 2 s 'approche avec p de l'unit~, tandis 

que k ~ tend vers - - o o .  Mais alors l~ fonction z acquiert  brusquemen~ 

une valeur constante, ~ savoir c, dont 1,expression est 

8 ~ ( ~  __  ~). 

En introduisant,  dans l '~quation (xo), la vMeur signal& de z, il 

r~sulte: 

, f  = 9e~o. 
]s 

Pour  rendre notre expos~ plus simple, &rivons l ~ au lieu d e - - ~ ;  

puis, d&ignons par L l'int~grale elliptique compl&e de la premiere esp&e 

correspondant au module  1. Or, puisque nous avons: 

k'dx ---- 3_ ~ dv 
i6 r'gu 

3 , / ( m - - ~ ) m  + ~ 
= 'iSfl V 2 - -  Av  dr, 
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le facteur ~ s'exprimera au moyen de la formule 

3 7r r  m + n' 

d'oh l'on conclut que ~ tend vers zdro, lorsque p s'approche de l'unit6. 

6. Les substitutions que nous avons employdes jusqu'ici pour mettre 
les diffdrentielles sous la forme canoniquc des diff6rentielles elliptiques, 
se remplacent avantageusement, lorsque les trois racines sont r6elles et 
tr6s petites, ou bien si la valeur de p est imaginaire, par d'autres, dont 
je vais communiquer quelques unes. 

En supposant: 
C < C 1 < C2, 

j'dcris notre diff6rentielle ainsi: 

En posant: 

(~o) 

on trouve: 

( • ' =  # ~ ( c -  ~)(c, - ~)(c~ - -  ~). d~} 

c(x - -  r 
C 

C t 

C ~ Z - -  
c 

c I 

C 1 
C 1 - -  Z - -  - -  

c 

c z 

~'~-~l 
x c 

C I 

d z  

dz 

C I C s -- C 

C 1 
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de sorte que, si l 'on choisit le coefficient Ii: de mani~re k satisfaire k la 
condition 

4 -~,a2c!c2 I 

---- /22Cl (C 2 - -  C)~, 

et que l'on admette la notation 

k 2  ~ C C 2 ~ C 1 

C 1 C 2 ~ C 

notre r~sultat sera: 

I1 s'ensuit de lk: 

dz/  ----- 4~'(~ - -  ~')(i - -  k'('). 

~ sn X2~ 

la eonstante d'intdgration ~tant suppos~e comprise en x. 
Dans ]e eas de deux raeines egale,, e'est ~ dire si l 'on a: 

C m Cl~ 

la fonction z se r~duit ~ la valeur constante c, et on trouve: 

k ~ I~  

Par la valeur de /~= que  nous avons donn6e on d6duit: 

d ~  3 
dv 32 t~ ~/((c~ - -  c), 

expression d'oh l'on peut rdtablir  le r~sultat approch6 que nous avons 
signald par la formule (35). 

En effet, si l'on admettait ,  dans l 'dquation (I8), 3 tellement grand 

qu'on pot  n~gliger le terme 32 Tee0 par rapport  ~ 43 ~, de sorte que lot :  

ca2 "1" eel -1- clc2 = 4 3 2 ,  

on aurait,  puisque c est moindre qu'une quantit4 de l 'ordre zdro, la 

formule approch4e 
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Cette valeur n'dtant que la moiti6 de celle que nous avons trouv6e dans 
le num6ro 4, lcs deux rdsultats paraissent se contredire l 'un l'autre. 
Cependant, en consid6rant que la fonction z, telle que l '6quation (4o) 

r. 
nous l 'a donnde, se d6veloppe suivant lea multiples de ~-~2x, on trouvera: 

3 ~ ~ 

= - s i l O S ,  

ce qui s'accorde avec la formule (36). 
II me faut ajouter que les formules que nous venons de d6duire, 

dana ee numdro, s 'appliquent non seulement au cas oh les trois racines 
de l'6quation (18) sont tr6s petites, mais aussi toutes les fois que les racines 
dont nous avons parl6, sont r6elles. 

p �9 7. En supposant toujours les trois r;~eines reelles, on peut op6rer 
la r6duction k la forme canonique en uti | isant la substitution 

C 2 

( 4 I )  z = x + ~---~" 

I1 d~coule de lk: 

dz  2c,~ d~ 
(1  + ~')'dx' 

c, - -  c(I + ~'~) 
+ ~ "  

C 1 - -  Z - -  

c, - -  c,([ + U) 
I + ~ "  

cs~ 1 
c. 2 - z -  I + ~'- ~ 

de sorte que, si l 'on satisfait k la condition 

4 = ~c1(c2 - - c ) ,  
on aura:  

r I -- C 1 
~ c)  o 

C I C 
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Maintenant, si nous reprenons la notation 
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k2  c c s ~ C  1 

C z C s - -  C 

nous  aurons  i m m d d i a t e m e n t :  

/ - -  

C 1 

x 0 d tan t  une  arbi t ra i re .  

En  in t rodu i san t  cette va leur  de ~" dans l 'expression (4 i), on to inbera  

dans  le r~sul ta t  

(4I ' )  z = ~1~2 

c, + ( c , - -  c,) sn (z + ~o)~ ' 

que  n ous a l lons compare r  ~ l '~quat ion  (4oi, qui  p e u t  s 'derire ainsi:  

Z 
CC 1 

c 1 -p (c I - -  c)(tang am ~)2 �9 

P o u r  op~rer  le r a p p r o c h e m e n t  des d e u x  r~sultats ,  me t tons  le p r emie r  

sous la fo rme  
e l C s  Z =  

c,c~ e, (% __ c)[dn(~ '1- e.)]' 
e e 

Maintenant ,  si nous  identif ions x o avec ~ K ~ i I ~ ,  et que  nous  observions  

l 'express ion 
k ,  2 _ c s c~ ~ c 

r cs ~ c 

nous  aurons  i m m ~ d i a t e m e n t  not re  deux iSme  .r~sultat. 

Cependant ,  x0 ~tant  une  constante  arbi t ra i re ,  el le p e u t  dtre rdelle, ce 

qui  en t ra ine ra  des va leurs  r~elles de z en t re  c I et  c 2. E v i d e m m e n t ,  une  

te l le  solut ion dol t  dtre rejet~e tou tes  les lois que  c 1 et c 2 acqui~rent  des 

valeurs  de l 'o rdre  z~ro, mais  dans le cas oh tou tes  les racines sont  de pet i tes  

quant i t~s  du  m d m e  ordre ,  il para l t  possible de la me t t r e  en usage,  p o u r v u  

que  la constante  e0, qu i  dolt  dtre d~ te rminde  au  m o y e n  des observat ions ,  

subisse u n  c h a n g e m e n t  convenable .  

S i  l 'on adme t t a i t  la so lu t ion  donn~e pa r  l '~quat ion  (4I ') ,  on aurai t ,  
A ~  I~/um~aMa,  15. Imprim6 le 10 avr i l  1891. 17 
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les deux racines 6tant  6gales, un  eas asymptot ique ,  vu que l 'expression 

de z renferme des exponentielles.  
Pou r  en faire ressortir les formules  qui donnen t  la fonction z ren- 

ferrule entre o et c, la variable restant r6elle, 6crivons l '6quation (4V) 

de la mani6re suivante: 

Z 
c.i 

C s - -  C I 
I - -  c - ( z  + z ~  

C~ 

En por tan t  dans cette expression la valeur  

x o --~ i K ' ,  

il en r6sulte: 

Z 
C ! 

I -b c , - - c ,  d n z '  
C, k z Sn z* 

Maintenant ,  si nous raisons: 

c 1 ~ c ;  
il viendra:  

Z 

(e ~ - -  e-:) ~ -4- 
4(% - -  c) 

Telle eat l 'expression demand~e;  elle donne pour  des valeurs  infinies 

de x, positives ou n6gatives, z ~ -c ,  mais si x 6tait nul,  il en r6sulterai t :  

Z ~ O ,  

La formule  k laquelIe nous sommes parvenus,  s 'obtient aussi d 'une  

mamere  directe. 

En effet, si nous posons: 
(* 

Z ~  

il sera facile d 'obtenir  l '~quation que voici" 
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d'oh il r6sulte, en supposant 
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c = c 1 ; 4 = / ~ ' c  (c 2 - -  c): 

d~ 
d x  c~ ~ c 

On arrive imm6diatement b~ l'int6grale de cette 6quation en mettant  

- -  (3 tang 9,. r  r 

En effet, l '6quation pr6c6dente se transformant en eelle-ci: 

on en conclut: 

d~ ___ sin f , ,  
dz 

I 
tang ~ 9 = e~, 

la constante d'int6gration 6tant comprise dans le x. 
Maintenant, puisqu'on a: 

x 
2 ~ang 2 ~ 

tang ~ ---- 
t - -  tang 

on trouvera: 

ce qui entraine: 

•/C• ---- (3 8 x 

~ . ~  2 v --(3~ I - -  e 2x 

- -  

~2 ~ e 2 

8 x ~  8--x 

i + c , - - c  4 

e'est k dire Ia formule que nous avons d6duite plus haut. 
Nous verrons, dans ce qui suit, que la solution asymptotique n'ap- 

partient pas {~ notre probl6me; elle est due uniquement  ~ la mani6re 
d'aborder les approximatior, s que nous avons adopt6e dans le numero i. 
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8. Ayant  ainsi, par les recherches que nous avons communiqu6es 

dans les numdros pr6c6dents, trouv6 l'expression analyt ique de la fonc- 

tion ~2 ou bien, ce qui revient au mdme, de z, telle qu'on peut  l 'obtenir 
en ne considdrant que les termes ind6pendants des fonctions M et N ,  il 

nous reste k 6tablir les formules qui expriment  les fonctions G e t  H. 

Dans ce but, reprenons l '6quation (9) qui nous donne la formule suivante: 

(42) G = e  o + 3 g  ( - -  2t~ + z). 
$ 

En y portant la valeur de z tir6e de la formule (25), nous aurons: 

- [ ~0-c"~) I 
(43) G = e o + i6e  I - - p c n x  

Nous nous arr6tons un moment  k cette formule pour en t irer un 
r6sultat approch6. 

Si ~ est une quantit6 de l 'ordre z6ro, nous avons approximativement:  

donc, en n6gligeant 

approch6e 
le terme d6pendant de v 2, nous aurons la formule  

I - - C B ~  4 r I - - c n x  
G = e 0 - - e  0 I - - j o c n z  33 I - - T c n z  

ou bien: 
(i - - p ) c n z  4* I - - c n z  

G = e  0-I ~ e ~  3~I--pcnz" 

En y rest i tuant les valeurs de 3 et de r k savoir: 

= 4 2a--f l ,  

T 

et en omettant  les termes d6pendant de t9 et du module  k, l 'expression 
de G devient: 

r _ _ Z _ _  ( ,  _ _  cos  w), (A) G=e0cosw 2~--A 

oh l'on a introdui t  l ' a rgument  w au lieu de x. 



Nouvelles recherehes sur les sdries employdes dans les thdories des plan~tes. 133 

Si, dans la formule (42), on introduit  l 'expression de z, donn6e par 
l '6quation (40), il en r6sulte: 

3 Cr cn ~ 
(44) G =: e 0 -{- I6 r c, =-c-s--nx'* 

I Cr 1 ell X 2 ] 
- -  23 2[- cl - - c s n z *  ; 

et enfin, en substituant l 'expression (4I'), on aura:  

3 r162 i [ r } 
(45) G=eo-4-  x6 ~ c,+(%--r ]' - - : ~ - [ -  c, + (r c,)[sn(~ + z0)]' 

La fonction H s'obtient moyennant  la premi6re des 6quations (7). 
En divisant par T on aura imm6diatement: 

I dz  d z  3 I dz  
(46) H = - -  ~" dz dv 16 Ze dz ' 

les termes d6pendant de M et de N 6tant n6glig6s. 
I1 r6sulte de cette expression, eu 6gard k la formule (25) , 

(47) H = 
3 ~ ( I - -p )  snzdnx  
I6 /le (I --  p cnz) ~ 

Pour avoir une expression approch6e de H ,  de m~me nature que la 
formule (A), rappelons-nous que le coefficient # s'exprime approximative- 

merit par ~ ,  la valeur de 3 6tant assez grande. De 1s il s'ensuit: 

_ _ v  ~ c3 I6 64 
7 = Y  eo 

de sorte que nous aurons: 

(B) H = - - ( e 0  + 2a~fl~)  sinw. 

Ensuite, de la formule (46), en y introduisant 1'expression (4o), 
d6eoule la relation: 

(48 ) H - -  3 c c l - - c 2 s n z c n x d n z  
I6c, pz ( e ) ' '  

I ~ -- sn ~ 
C 1 
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et la formule (41') conduit au r6sult~t suivant:  

(49)  H = 3 c, c, - -  c, 2 sn (z + z.)  cn ( .  + Zo) dn  (z + z,)  
i6c, m ( ~,--c ,  ) '  

- -  s n  ( z  + z 0 ) '  I + ct 

Dans les deux formules (48) et (49), on peut finalement remplacer 

le faeteur i par:  
P 

2 q~ , (~ ,  - c). 

La valeur approch6e du coefficient ~" s'obtient ais6ment au moyen 
de la formule 

~ = ~ a .  

En y introduisant l 'expression de t~, nous obtenons: 

1 20. - -  0.' - - / ~ ,  3 ~ d  
- - i  

Mais puisque nous avons n~glig6 les fonetions M et N,  nous ne sommes 
pas autorisds k attendre du calcul que nous venons d'achever un r6sultat  
tout k fait exact. En effet, il y a, dans l 'expression obtenue, des termes 
d6pendant de a 2 ou de tq3a qui ne sont pas encore complets, lq6gligeons- 
les, et notre r6sultat deviendra: 

r = ~fll + gfl3eo. 

La fonclion p s'obtient maintenant  imm6diatement par la substitution 
des valeurs (A) et (B) dans l '6quation (2). Ainsi, nous obtenons: 

( ' )co r p = e0 + 7 o ~ E  20.-~, 

r6sultat approch6, il est vrai, mais qui pourtant  nous permet d'identifier, 

du moins approximativement,  le coefficient e o W r avee la eonstante 
20" - - / ~ l  

x, introduite dans le paragraphe prdeddent. 
Examinons encore le cas oh: 

4~ "4- 3e05-=- o, 
I - - G  
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c'est k dire o~ c devient nul  sans que le coefficient r disparaisse. 
formules (43) et (47) nous donnent imm6diatement:  

G ----- e0 ; H = o ,  

d'ofl il %sulte: 

Mais dans le 
tions (4), 

135 

Les 

c a s  

iO ~ e o c o $ f l .  

actuel on a aussi, en vertu de la premiere des 6qua- 

( 2 a - - a ' - - f l l - - ~ f l ~ e ~ ) e 0  = - - y .  

On conelut de 1~ que ni le coefficient co, ni l 'angle B ,  qui entre dans 
l 'argument  /'1, ne sont plus des arbitraires, mais que l 'un se trouve par  
calcul, et que l 'autre est une des donn~es du probl~me. 

9. En introduisant dans la formule (40) les valeurs de c,  de c~ et 
de c 2 que nous venons de signaler au n ~ 3, cas I V , h  savoir" 

c =7-e r  

nous aurons 

c, = 7eo~(I - -  a); 
= 9 4 (  - -  ,,), 

Ce r~sultat aurait  chang6 brusquement si l 'on at t r ibuai t  une valeur in- 
flniment petite, mais diffdrente de z~ro, h la difference c ~ -  c. En effet, 
dans ce cas les valeurs de z s%tendraient depuis z-----o jusqu'k z - - c .  

Si les racines c , c  1 et c~ 4talent, routes les trois, du mdme ordre, le 
module serait ~videmment de l 'ordre z~ro par rapport  aux masses et aux 
excentricit~s, m a i s  plus la difference c I - - c  est sensible, plus la valeur 
du module s%loigne de l'unit~, de sorte que les d~vcloppements trigono- 
m~triques seront, le plus souvent, assez convergents. 

Mais on p e u t  tr+s facilement ~viter les cas d'un module trop ap- 
proch~ de l 'un i t s  Cela s'entend ais~ment, si l 'on ~crit les ~quations (5) 
de la mani~re suivante: 

: ( x - -  a) Tv + 2 ~ - -  - - i l l - - A f t , - -  fl~ ~ ' G = - -  r + M - -  A fl~ G, 

�9 dG [2  ~r" 
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En effet, en at tr ibuant  au coefficient A/?1 une valeur telle qu'on ait: 

on pourrait  faeilement op6rer dans les valeurs de c, de c~ et de c~ un 
changement propre ~ rendre le module suffisamment petit. 

Consid6rons la partie d6pendant des termes A/~G et Afl~H de la 
fonction W, que nous avons donn6e par l '6quation (I2). En d6signant 
cette partie par W~, nous aurons 

ou bien: 

[ HdH]dv I ~'A~t G, 
2 I ~ a  

(so)  w ,  = 0) 2 , - .  

d'oh il est visible que la fonction W 1 est tout au m0ins du deuxi6me 
ordre par rapport au masses et du quatri6me ordre par rapport aux 
excentricit6s ou aux inclinaisons, pourvu que les fonctions G e t  H, comme 
nous l'avons suppos6, soient de l 'ordre des excentricit6s. 

IO. II nous reste maintenant  k aborder les approximations qui 
suivent ceile que nous avons d6jk examin6e; mais puisque la marche du 
calcul est bien indiqu6e par les expressions du num6ro 2, nous nous 
dispensons de traiter ce sujet plus amplement.  

Apr6s avoir obtenu les fonctions G et H, on aura imm6diatement, par 
une double diff6rentiation, les fonctions M e t  N. I1 serait donc facile de 
former l'expression de la fonction I ~  ou bien, de la d6velopper en une 
s6rie trigonom6trique, dont la convergence serait incontestable, vu qu'elle 
ne contiendrait qu'un seul argument. De m6me, on obtiendrait  ais6ment 
les d6veloppements des fonctions que nous avons d6sign6es, duns le nu- 
m6ro 2, par f~(x) et f~(:~), de sorte que l 'application de la formule (I6) 
ne pr6sentera plus de difficult& 

Mais consid6rons un moment  la constante h qui figure duns les for- 
mules du num6ro 2, et dont l ' introduction tendait k faire disparaltre les 
termes contenant la variable x hors des signes trigonom6triques. Evidem- 
ment, cette constante ne dolt pas ~tre trop petite, vu qu 'autrement  il se 
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pr~senterait une valeur de la constante surabondante C~ qui n'offrirait 
aucune approximation. 

Dans le num~ro 2, nous avons ~tabli les expressions: 

u( t  - -  p) s n ~  d n x  

Yl = (I  - - T c n x )  ~ ' 

y, - -  hy, x + f , (x) ,  

et, d'autre part, nous avions obtenu: 

f~(_~) . f ( I - - p e n x ) ' d x  

Or, en se rappelant les formules par lesquelles s'expriment les quan- 
tit4s faisant partie de l'int4grale eontenue dans l'expression de y~, on 
s'aperqoit faeilement que le coefficient de x est eompos~ de plusieurs 
termes dont les plus grands sont multipli5s par 1)2 ou k ~. Dans l'ex- 

i 
pression de Y2, ees termes aequigrent le faeteur ~ ,  d'ofi l'on eonelut que 

~s ks 
la eonstante h sera de l'ordre de ~ ou bien de l'ordre de ~ .  Mais le faeteur 

ps  
u~ est au moins une quantit~ de l'ordre zero, et il peut m~me devenir 

trbs grand; l'autre faeteur au eontraire est ordinairement une quantit5 tr& 
petite, qui eependant, dans les eas off k s'approehe de l'unit~, peut aequdrir 
des valeurs assez eonsid4rables. 

Cela 5tant, on volt, en eonsid~rant la formule (I6), que la eonstante 
%, ddtermin~e de manigre k faire disparaitre le coefficient de xf~(x), sera 

W 
une quantitd de l'ordre de -~, quantit4 tr~s petite par rapport h G et 

H. On est done arriv~ b~ une v~ritable approximation. 

I I. Bien que la m6thode d'int~gration que nous venons d'expliquer 
eonduise toujours b~ un r6sultat tellement approximatif qu'on puisse 
l'adopter, dans les ealeuls nurn~riques, eomme r~sultat d~finitif, il est 
d~sirer, au point de rue th6or~tique, qu'on trouve un mode de continuer 
les approximations, lorsque le proe~d5 qui s'appuie sur l'int~gration de 
l'~quation (I3) devient impratieable k cause des diff5rentiations r~itSr5es. 

Acta mathemat~ca. 16. Imprtm6 lo 13 avtil 1881. 18 
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C'est pour expliquer une maniSre d'atteindre ~ une exactitude quelconque 
que je vais ajouter lea considerations suivantes. 

D6signons par G o et H o deux fonctiona qui, substitu6es au lieu de 
G e t  de H dans les 6quations (3), lea satisfont g tr~s peu pr&. Posons 
ensuite: 

G =  Go + G~; H =  Ho + H ~, 

nous tirons des dites 6quations les suivantes: 

(s,) 

d'G, " dill [ + 2(i - -  ,7)--~- + 
I 

d'tt, 
dr" 

3_~ (G ~ I : a - - a  s - , 8 ,  4t-a, o + I t : )  G 1 

-- 3 G HoH,)G ' 3 o = G. + ~ A (  o G, + + ~fl,(Vi + H:)G, ,  

: ( ,  ,da, { s _3R(  G , [ - - r  ~ , - -  - - f l ,  4,-~, o + it:) ~ 

= ~ + ~fl,(GoG , + HoH,)H , + 3fl,(G~ + H#)t[,, 

et H 6tant les restes des 6quations (3), obtenus en y mettant  G o et 
H o au lieu de G et de H, ~ savoir: 

I_ e'ao ~(~ _, , )  ~< 
G = dr' -~v - -  I 

I (s:) 
= d'Ho dG o [ - a--r+ 2(x-~)-~-- 

I 

3 I :~-~s-fll-~fl3(G~ + xJ:) Go-r, 

: o - - a  s-~8~ - - 3 ~  (G ~ + H~)]Ho. 4t.3k o ! 

Mais, puisque ~ et ~" sont des quantit6s extr~mement p e t i t e s -  
disons par exemple tout  au moins du dixi~me ordre relativement aux 
forces perturbatrices - -  on peut entamer le proc~s d'int6gration des ~qua- 
tions (51) cn omettant  les termes du deuxi~me et du troisi~me ordre par 
rapport  ~ G 1 et H 1. Nous aurons ainsi un syst~me d'6qualions dont 
l 'int6gration ne pr6sente aucune difficult6 s6rieuse, si ce n'est qu'on se vole 
r6duit g la n6cessit6, dans les diverses approximations, de faire disparaltre 

r * ~ t �9 les termes seculawes par des maniements pris ~pecmlement dans ce but. 
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Si nous d6signons par U la fonction G~ + iH~, nous tirons des 6qua- 
tions (5I), apr6s en avoir multipli6 la seconde par i, la suivante 

d~U 
(s3) dv, - - - -  ~ ( ,  - -  ~ ) ~  + ~ - -  - -  f l , -  B~(v~o + H:)  ~ =  -~ + ~-~, 

oh l'on a mis de c6t6 les termes du deuxi6me et du troisi6me ordre par 
rapport aux quantit6s G~ et //1. 

En me rdservant de donner, plus loin, les d6tails du calcul par lequel 
s'obtient le d6veloppement absolu de la fonction U, je me contente, pour 
le moment, de signaler le r6sultat qui se pr6sente tout d'abord. 

Soit 
T. e "w 

un terme de ~ ~ ill, nous admettons que n soit un tr~s grand hombre, 
de sorte que le produit n~ puisse dtre considdr~ comme une quantit4 de 
l'ordre z6ro; soit de plus 

g .  e i~  

le terme principal de U qui disparalt avec T.. Maintenant, si nous dd- 
signons par ~7o la partie constante de G~ "4-H02, nous aurons, en vertu de 
l'6quation (53)~ le r6sultat que voici: 

" 3 
+ .)  + z, = r .  

On en obtient, sans difficult6, ]a valeur de g., qui devient g6n~ralement 
une quantitd du m~me ordre que 7.; seulement si le produit nr est 

3 ! tr~s approchd de a - - ~ f l l  ~flsr]0--~(nr ~, il en pourrait r6sulter une 

valeur assez grande et mal d6termin6e. Mais, n'oublions pas que nous 
avons n6glig6, dans l'6quation (53), les termes du troisi6me ordre. S i  
nous en tenons compte, il r6sultera toujours une tr6s petite valeur de 
gn, tout au plus du m~me ordre que la racine cubique du rapport des 
coefficients T. et ;83. 

1 2. Revenons encore aux cas asymptotiques. 
On pourrait croire que les formules contenant des exponentielles 

repr6sentent des cas proprement appartenant ~ notre probl~me, mais il 
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n'en est rien. Le fait est que les dquations (4), certaines conditions &ant  
satisfaites, admettent des solutions asymptotiques, ce qui, cependant, ne 
n6cessite pas que les 6quations (3) ou (5) offrent de pareilles solutions. 
L'apparition d'une solution asymptotique nous montre seulement que la 
mani6re d 'approximation dans laquelle on commence par int6grer leg 6qua- 
tions (4), ne s'applique plus, dans leg cas envisag6s, ~ l ' int6gration des 6qua- 
tions (3). Nous avons d6jk vu, darts le paragrapbe 9, comment on peut  
6viter de tels cag; donc, il nous reste seulement de montrer que les approxi- 
mations, enpartant  d'une solution asymptotique, ne sont plus convergentes. 

Dang ee but, reprenons l '6quation (I3). Dans l'expression de la fonc- 
tion W ,  donn6e par la formule (t2), nous ne retenons que le terme 

I T d~G r M - -  
2 I - - ~  2 I ~ ~ r d v  ~ ' 

ee qui nous donnera, si nous rempla(;ons la variable ind6pendante v par 
x, et que nous exprimions les coefficients au moyen des trois racines c, 

c I et c~, 

d 2z I 
d ~ =  ~/~ cqc ,  - -  t~(cic~ + cc, + cc~)z + ~t~(c + c, + c~)z ~ - -  2/~'z ~ 

Posons d'abord : 

il en r6sultera: 

2[- ~ ! - -  a d z  ~ 

C 1 ~ C ~  

d~z ~ i ~ ~ r d ' a  
da~ ----2 = lu~c2c2 - -  2 [t2(c2 -{- 2cc2)z + ft~(2c -~- c2)z2 - -  2'a~Z3 "+ -2 t --  a d z ' '  

Apr6s avoir multipli6 cette 6quation 

le r6sultat  que voici: 

dz 
par dmz' on en tire, en l'int~g-tant, 

En posant; 

dz ~= /.t2z( c - z ) , ( c 2 _ z )  q I - - a , ]  dz" ~z dx" 

C 

x + r  
dz 2c~ d~ 
dz (I + ~*) 'dx '  



Nouvelles recherches sur les sdries employdes dans les thdories des planbtes: 

on tire de l '6quation pr&6dente: 

~./(<'~'=/~'~r 4 - - c+c ' r  4 ( , -  ~> ,r  ~, (, + r 

141 

Or, aprSs avoir d6termin6 # de mani6re g avoir: 

~ c ( c ~ - - c )  = I, 

on obtiendra par diff6rentiation: 

dz --=~ = ~" + c, ------~ 

4 c(t - -  a)C dx dz '  ' 

6quation qu'on ne saurait intdgrer qu'au moyen d'approximations succes- 
sires, dont on fait le commencement en n6gligeant les termes d6pendant 

d2G 
de la fonction d-~-" 

En effet, si nous d&ignons par ~ ce que devient ~" lorsqu'on n6glige 
d~G 
d z  ~ , la fonction ~0 s'obtient en int6grant l'6quation 

(<' ( " 
da: / = ~oo Z + c,--------c " 

On en tire: 

et si l'on post: 

r  r + r 

l'6quation du deuxi6me ordre en ~ devient: 

<[  ( : )  dz' I + 2.3 7; -e -~ 
I r (e* + e-*)( ( e * -  e-*)' + 4 q - r  ' 

= 4c(I -- ,7) le* - -  e-*) s dx" 

r 

( e*  - - e - z )  ' "t- 4 c - -  c ' 
=~* -)  C (e" + e - ' ) ( e ' - - e - * )  ,-o).- d ~ G  - . ,  

ax~ 
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pourvu qu'on y n6glige le carr6 ainsi que la troisi6me puissance de ~, 
et de m6me le produit de ~ par T. 

En vertu du th6or6me que nous avons d6montr6 au n ~ 2, on ob- 
tiendra imm6diatement une int6grale particuli&e de l'6quation 

savoir celle-ci: 
e x .3 V e - - x  

L'autre int6grale s'obtient h l'aide de la formule 

e x + e - z  f ( e  x -  e-*)'da~ 

En int6grant par parties, il viendra: 

f (e* - -  e - * ) '  d x  
(**__ , - . ) ,  e- e ~ + e - x  + + e - X ) ( e  * - -  e - z )  - -  6 x ,  

de sorte qu'on aura: 

3 (~" + e-=)' 
y, ------(e * - e - ' ) + ~  e*--e-* 6x (e* - -  e-*)"  

Pour mettre en 6vidence l'expression compl6te de la fonction ~, il 
d'G 

faut encore chereher le d6veloppement de dx-- T .  Dans ce but, reprenons 

l'6quation (42), et c~iffdrentions-la deux lois. Nous aurons ainsi: 

d x '  - -  8 ~ dx  ~ + ~ + Z d x , j  - -  8 r d . '  + \ d . /  

En portant dans cette formule les expressions 

dz 2c(e* + e-z) (e  z ~ e-x)  2c(e  z + e - x ) ( e  * - -  e-z )  ' 

dx r ~ c, [ (31 ] (e~ - -  e-~)' + 4 (e" - -  e-~)' + 4 c_ ~' 
c~ _] 0 s 

d'z 2c(e" + e- ') '  
+ (e '~--e-~') 'F,  

d~' (e ' --e-=)" + 4 -  
e s 
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F ~tant une fonction de x ne devenant pas infinie pour x 5gal h. z6ro, 
d 'G  

nous aurons, en ne retenant, dans l'expression de d--~' que le terme qui 

reste fini lorsque x disparalt: 

d*G 3 3 2c(e ~ + e-'~) ' 

dz" 8 
( ez - -  e-~') ' + 4 -  

C 2 - -  

( ~  

Maintenant, si nous cherchons 1'expression compldte de ~1, nous y 
trouverons n6cessairement des termes multiplids par des puissances posi- 

tives de e x - -  e_~,  ce qui montre que la fonction ~ devient infinie, si x 

est 6gal '~ z6ro. De l~ on conclut que 13 solution asymptotique dormant 
la fonction z exprimde en exponentielles, ne peut pas dtre regard6e comme 
une vraie approximation. 

w 3 .  D e u x i ~ m e  m d t h o d e .  

I. L'emploi des fonctions elliptiques ~ l'intdgration de l'6quation 
dont il s'3git, est d'autant plus important .que les d6veloppements qui en 
r6sultcnt s'appliquent dgalement g 13 recherche de l'intdgrale des dquations 
avec plusieurs termes tout connus. Si cette id6e 6tait r6alisde, on serait 
portd ~ faire l'application des formules lea plus simples et ]es plus claires; 
et puis, il y aurait lieu de mettre en usage diverses expressions selon 13 
nature num6rique de l'dquation proposde. C'est pour avoir les expressions 
les plus vari6es repr6sentant la solution de notre probl6me que je vais 
la traiter encore par deux mdthodes diffdrentes. 

Pour point de ~ d6part des recherches du pr6sent paragraphe nous 
prenons lea 6quations (5) du paragraphe pr6c6dent, ~ savoir: 

(') 
2(, - -  ~ ) ~  + 2 0 - -  - -  fll --~fl~v~ a = - -  r + z• 

/ "~ZG [ 2~ ~ -  

On peut les intdgrer de la mani6re que nous allons montrer maintenant. 
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En d6signant par Aft l ' iner6ment qu'il  faut  ajouter k fll pour avoir, 
dans les diverses approximations, des r6sultats d6pourvus de tout terme 
sdculaire, et en posant: 

3 g 
2 . - -  ~," - s - -  ; & ,; - / ' , t ~  d O  

( 2 )  2 ( i  - -  . )  = 2 ~ ,  

(3) 

- -  ir + iM - -  N - -  i(G + i l l ) A f t  _~ p ,  
z(, --~) 

i t - -  i M - -  N + i ( G - -  i l l ) A f t  
2 ( I  - -  O') = Q '  

on tire des 6quations (i)  les suivantes: 

(4) 

d G + Z d H nt - 2 i c~[vd O ( G + i l l )  -~- P ,  

(7~v--*d--~dV . d H  2i~vdO(e__ iH)  = Q, 

En se rappelant  les notations introduites dans le n ~ I du paragraphe 
pr6c6dent, on d6duit facilement de l '6quation (2) la relation 

dO _ 3 ~r ~ A p  (s) ,tv x6 k ' ~ ' z -  "/ 4(' - -a)  

qui sert au caleul de O, si la fonction z e s t  connue. 
La fonction 8 d6termin6e, les int6grales des 6quations (4) s'expri- 

ment au moyen des formules que voici: 

(6) 

e 1 6t~nt une arbitraire qui devient identique avec la constante e 0 aussit6t 
que P et Q disparaissent. 

Cherchons toutefois de d6terminer la fonction 0 d'une mani&e directe. 

2. Multipliant membre g membre les 6quat.ions (6), on aura, en se 
rappelant  la relation 

G 2 + H ~ ~ 7fl, 
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la formule ci-dessous: 

(7) r ;~=  e: + e,f{e~'~ e-"~ [f~"~176 
En diff(irentiant cette formule, apr~s ravoir multipli~e par 3 & 16  i - -  a'  nous 

a u r o n s :  

d'O 3 fl~e, {e~,OPdv _1_ e_~,OQdv } 3 fl~" X, 

oh l'on s'est servi de la notation 

(9) x = e ~'~P f e-~' ~ Qdv + e -~'" Q f e ~~ 

D'un autre c6t~, nous avons, en vertu de la premiere des ~quations 7 (w 2), 

d___:'.~, r H +  M H - N G  
d v  I - - a  I - - a  

Maintenant, si l'on introduit rexpression de H tir~e des ~quations 
~(6), k savoir: 

H--= i~(e~ '~  -~'~ -b i-~e~~ fe - : '~176  a 

et qu'on multiplie l%quation pr~c4dente par 3 fl~ il en r~sulte: 
16 I - -  a ~ 

d ~ 0  . e_ :~o)  
( I O )  d v '  = ~ ~ flre' (e''~ - 

+ +vPrie. 3 ~ ,_,,oj~e:-,,o qdv - -  e - " ~  ''~ Pay } 

a ~(~H--  xe). i6 

L'~quation que nous venons de trouver dolt ~tre identique avec 
l'4quation (8), mais la forme de l'4quation (Io) 4taut plus convenable 
aux applications que ne l'est cette 4quation, nous admettons la derni~re 
comme fondement des r~echerches suivantes. 

Ae~a maghematten. 15. Imprimb le 8 mat 1891. 19 
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En observant les relations 

a [ : ' "  + ~-~,o] = :~[: ,o__ ~-,,,qdO, 

dle"~176 + e-""fe"Ol~dv} 

= 2ile""fe-"~ e-"~ + (P + q)dv, 

on tire imm6diatement de l'6quation (xo) la suivante: 

d'OdO ~2ff~ " d(e ~ q- e - ~ )  
dv ----7 d---~ ----- e~ dv 

3 d[e~Wfe-2WQdv + e - " ~  : '~Pdv} 

32~v(P --I- Q ) -  - -  NG')~v, 

dont l'intdgrale, en d6signant l 'arbitraire par h, s'exprime ainsi: 

(dO) ~ 3 (e~,. e_2,.) ( I I) ~ = h q- flTe~ -Jr 

+ 3flr{:'"fe-""Qdv + e-""fe""t'dv} 

8 [ M H -  NG] ~ d r - -  [P + Q]dv. 

Etant arriv6 k ce r6sultat, il sera facile de r6tablir l'~quation (I3) 
du paragraphe pr~c6dent, ce qui deviendra utile pour la comparaison de 
la m6thode du paragraphe pr6sent avec celle que nous avons d~jiL expos6e. 

En effet, par la diff6rentiation de l'6quation (Io), on aura tout de 
suite: 

d~O 3 "w" dO 
d :  2 3-S fire, (e ~'" "4- e-  ") 

3__ ! f e- ~'~ f e2~Pdv ~ d 0 

dv ~ 
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dO 
et, si l'on ajoute cette 6quation s l'6quation (11), multipli6e par 2~ -  v , 

il en r6sulte 

(12) d'O (dO)S=2hdO 3 3 y 
de  + 2 ~ ~ + i f l r ( q - - P ) - - ~ f l  , 

o~, pour abr6ger l'6criture, on a employ6 la notation que voici: 

(13) r = ~ [MIJ--  NG] dv + : , ~  rf(P + Q)dv 

i d ( M H - -  N G )  + 
4 d v  

L'6quation que nous venons de trouver n'est au fond autre chose 
que l'6quation cit6e du paragraphe pr6c6dent, ce qui pourrait 6tre d6- 
montr6, si ap'r~s avoir fait Aft 6gal k z6ro, on introduit dans l'6quation 

d O  
la valeur du rapport ~v- v selon la formule (5). L'identit6 des deux (12) 

6quations se manifeste imm6diatement, pourvu que la constante h soit 
donn6e par la formule: 

= 

Ayant, de cette mani6re, d6termin6 la constante introduite par l'in- 
t6gration, on pourra utiliser l'6quation ([ i) pour en d6duire quelques 
propri6t6s de la fonction O. 

3. Si l'on n6glige, dans les 6quations (3), les quantit6s M e t  N, 
et que l'on y introduise les expressions de G + iH et de G - - i H  que 
donnent les formules (6), on sera conduit ~ deux 6quations lin6aires du 
premier ordre, desquelles on obtient, en les int6grant, les expressions 

(14) [ fe''ea~,= 

f e-"O Q dv _ _  

2(,-.) l e  ~(~-.) {Te,,O + elAfl}dv, 
2(I d 

�9 ,ap [" . zip 
i ~ - - * #  ~ 1 - -  tl 

~"'-~' I ~  '('-~) {r ~-~,o + =~=fl}d~. 
2(I - -  a) J 
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Reprenons le d6veloppement (20) du w I, k savoir: 

~2 = 7/~ + 7it cosw + ~ cos2w + . . . ,  

l'angle w 6tant toujours donn6 par la formule 

d'oh il suit: 

d ~  
- - = 0 - - r  
d v  

Admettons de plus le d6veloppement 

0 =  Oow+ 01 s i n w +  02 s i n 2 w + . . . ,  

ou bien celui-ci: 

dO --___ 7{00 _it_ 81 eosw -1- 20~ cos 2w -1-., .}. 
d v  

d O  
En introduisant le d6veloppement de ~ ainsi que celui d e ) v  v dans 

l'6quation (2), nous aurons les relations suivantes entre les 7/ et les 0: 

3 
o 2 - & - - -  A / /  

2~00  = 2(1 - -  0") 

2~01 3 & 
: 8 I ~ a ~ 1 '  

3 & 
2 .  2382 = 8 1 - -  a 7]2' 

etc. 

Puisque nous n'avons consid6r6 qu'un seul terme connu, les fonctions 
G e t  H ne doivent d6pendre qua d'un seul argument, /r savoir de w; de 
1/~ r&ulte la n6cessit6 de d6terminer le coefficient 0 0 d'une mani6re telle 
qua tout argument ill6gitime soit chass6. Le coefficient dont il s'agit 
peut &re ehoisi de deux fa~ons diff6rentes. 

D'abord, la condition dont nous avons fait mention serait satisfaite 
si nous mettions: 

I 0o= , 
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ce qui entralnerait: 

Soit, pour abr6ger, 

= 

3 

2(z _ ~ ) =  A; 

la somme ~ + 2 est donc 6videmment ind6pendante de A~. 
Mais afin d'6viter lea arguments superflus, on pourrait aussi mettre: 

hypoth6se qui s'exprime aussi par l'6quation 

3 

~ 0  
2 ( z  - o) 

mais qui ne conduit pas, imm6dlatement, ~ la formule d'oh rfisulte le 
coefficient ~. 

Dans l'6quation de condition que nous avons mise en 6vidence, l'iner6- 
m e n t  Aft n'est point arbitraire; il est au contraire d6termin6 par la con. 
dition que, des formules (I4) doivent r6sulter de petites valeurs ne conte- 
nant aucun terme s6eulaire. On conclug de ce fait que la constante e 1 
n'est plus arbitraire, mais qu'elle s'obtient k l'aide d'une certaine condition. 
En revanche, on verra naltre, par le proe6s d'int6gration, un nouveau 
terme, dont le coefficient est arbitraire et dont l 'argument contient le 
faeteur que nous d6signons par ~. 

Arriv6 k ce point, on se rappellera ranalogie avec le cas ordinaire 
de la libration, mais on s'apercevra toutefois d'une diff6rence distincte. 
Dans le cas de la libration des mouvements moyens, il s'agit toujours 
de remplacer un argument astronomique par un nouvel argument; dans 
le cas dont nous nous occupons iei c'est le mode de calcul et la place 
de l 'arbitraire qui changent. Ce changement ne peut, cependant, se pr6- 
senter que dans le cas d'une tr6s petite valeur de la constante h. 

I1 faut donc consid6rer deux cas s6par6ment: commen~ons par adopter 

z du coefficient 0 o. la valeur .~ 
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4. Lorsque la fonetion 0 renferme un terme s~culaire, le d~veloppe- 
ment des fonetions qui entrent dans les formules ( i4) , s 'exprime sous In. 
forme que voiei: 

( :5) e ~2~ -~ e •  -t- BI  eosw -t- B2 cos 2w q- - . .  

+_ i A  1 sin w • i A  2 sin 2w • . . .  }. 

En effet, le d6veloppement que nous avons admis, r6sulte imm~diatement 
de ce que: 

e • ~ e ~`" { l +__ 2i01 sin w + : i O  2 sin 2w • . . .  

4 [01 sinw -F 02 sin :w -{- . . . ] 2  
- -  I ' 2  

+I-~ .8 i  [0  x sinw -t- 82 sin :w -t- . .  .] '  -!- �9 �9 .}, 

d'o• l 'on tire faeilement Ies expressions des coefficients A e t  B. En 
voici les premi6res: 

I 
Bo = i - -  0 1 -  0 1 - - . . .  + ~ (E + ~ + ...) 

2 ~ 02 i~2 + (o~o2 + o ~  + 2,,~ +. . . ) ,  

.,11 = 2 0 1 -  0~ - -  2 0 , 0 1  "t'- 0~0~ -a t- . . . ,  

B, = - -  2 0 1 0 2 - -  2 0 2 0 , - - . . . ,  

A ~ =  ~ 0 ~ - -  20~82 + . . . ,  

B2 = 0 1 -  2 0 , 0 ,  -I- 0210~ -{- . . . ,  

etc. 

Or ]e d~veloppement que nous venons d%tablir s'~erit aussi de la 
mamere suivante: 

(I 5") e ~:2'~ I (A~ B~) + Boe*" i 
2 

I ~ (  3 . j r  . , . :i .q- -~ (A~ + B~)e :~"" - - '  A - -  B , ) e  ,~2" 

expression que nous allons introduire dans les ~quations (14). 
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Maintenant, si l 'on choisit l ' incr6ment A~ de mani6re k d6truire le 
coefficient de e ~ ou de e -a~ dans les 6quations ( '4) ,  il faut satisfaire b~ 
la condition 

(I6) r A - - ~ (  ~ - -  BI)  + e, Afl----- o ,  

ce qui nous conduit aux expressions suivantes: 

rB.e"  r(A, + B,)e 2"~ 
I'd e~*~Pdv = - -  2(I - -  a)(-r + ,~) 40 - -  a)(2~ + ~) 

r(a2 -- B,)e-~.  r(A~ - -  Ba)e-2"o 
-t- 4(t - -  a)(--  ~ + ,1) dr- 4(t  - -  a)(--  2~ + 2) + "'" 

yBoe-*~ r(A, + B,)e -2i~ 
r~.j-~,o,z,~ v = 2(~ - - ~ ) ( ~  + ~) 4 ( ,  - - 0 ) ( 2 ~  + ~)-- 

y ( A ,  --- B ~ ) e "  y ( A  s - -  B s ) e  ~'* 

-1- 4(I - -  a)(-- ~ + 2) + 4(I --  a)(-- 2~ + ,I) + . . . .  

(,7) 

Ayant  obtenu ces r6sultats, on peut  tirer des 6qua,ions que nous 
avons 6tablies duns les pages pr6c6dentes, quelques observations impor- 
tantes. D'abord, en introduisant les d6veloppements (I 7) duns rexpression 
(7), et ne mettant  en 6vidence que le terme constant du r6sultat, nous 
aurons: 

(,8) r '  B*o r '(  a ,  + B , ) ' 

Mais, d 'un autre c6t6, nous nous rappelons, les relations 

3 2 . - -  ,,' - -  #', - -  ~&,~. 
~ + j . =  '*__, 

2(I --O) 

,l = r(A, - -  B,) 
4e,(, - -  a) ' 

de sorte que la d6termination des quantit6s 7/0 et ~ + ~ peut  s'effectuer, 
les B0 ,2 /1 ,  B 1 , . . .  6tant connus; et bien que la supposition qu'on con- 
naisse d'avance ces coefficients ne soit pas 16gitime, on peut tr6s souvent 
commencer les approximations en faisant: 

B 0 ~  i 
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et en n6gligeant les autres coefficients, ce qui nous donnerait des valeurs 

approch6es de ~70 et de 3. 
Cela suppos6, nous retombons dans une 6quation du troisi6me degr6 

en ~ + 2  ou en 70" Si ron se sert de la notation 

o, 

l'6quation en ~ + A devient: 

3 

4 2 ~r ~ a t - -  ~t  

- s  & 

3 /gr' 

d, 

�9 3 2 ( t  - - . ) ( ~  + ~)' 

De eette 6quation on eonclut facilement que la somme 3 +  2 est dans 
les cas ordinaires une quantit6 du mdme ordre que ~ ou f13, mais qu'elle 
devient tout au plus de l'ordre de 

si 3~ est tr6s petit. P o s o n s  d o n c :  

dont la valeur num6rique ne devient jamais tr~s f 6rant un coefficient 
petite, et nous aurons: 

d'oh il s'ensuit que le rapport r s'6vanouit avec T- 

Maintenant, il serait facile d'6tablir des expressions approch6es des 
coefficients 01 , 0 ~ , . . .  ; cependant nous ne nous arrdterons pas k ce point. 
Toutefois il importe de remarquer que le d6veloppement (I8) est toujours 
convergent, vu que la valeur numdrique de la quantitd ~t est sensiblement 
au dessous de celle de r 

5. Revenons ~ l'6quation ( I  l ) .  En y n6gligeant les termes d6- 
pendant des fonctions M e t  N, ainsi que la somme /~ + Q, qui est k 
peu pr&s 6gale g N, elle prend la forme 

(I9) \ d r /  = h + 20  .-~ 32f( ! --a) ~ "4- - . .  

+ termes p6riodiques. 
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Si maintenant le coefficient 3 6tait tellement petit qu'il ffit com- 
parable au cart6 de e~ ou de e0, la partie constante de la formule pr6c6- 
dente pourrait bien 6tre tr6s petite par rapport au coefficient de cos20, 
0u m6me n6gative. Ensuite, puisque les coefficients des termes p6riodiques, 
qui ne sont pas mis en 6vidence dans notre formule, sont tr6s petits en 
comparaison de celui de cos 20, ce qui est facile h voir en consid6rant 

les 6quations (I 7), il r6sulterait une valeur n6gative de \ d v ]  ' toutes les 

lois que la fonction 0 exc~derait certaines limites. 
Les circonstances 6tant telles, on retomberait dans le second cas, oh 

il faudrait adopter: 
0o ~--- O. 

Maintenant nous commen9ons par signaler le ddveloppement 

e ~ 2 ' o - - B  o + B  l c o s w + B  2 c o s 2 w + . . '  

• iA~ sin w • i A  2 sin 2w • . . .  , 

oh l'on a utilis6 les notations du n ~ 4. 
D'abord, il est bien 6vident qu'on 

en satisfaisant s la condition 
doit ddterminer l'incr6ment Aft 

B or  + e~ A f t  = o. 

Cela pos6, on d6duit des 6quations (I4) les formules: 

(2i) 

f e2~Opdv ~- ix ~-,  n-~B, - -  ,tA. . 
2(I ~ -  a) + (n~) - - -~  ~--~ s m n w  

2(~ - -  ,,) ~ (n~) - - - ~  : -  ~-~ e o s n w ,  

2 ( x ~ ,7) 1 ~ "~-~  s m  n w  

- -  ~ COS~$W~ 
- - ~ )  1 ( n i ) ' - -  

Ae/~ m 4 t h c a ~ .  15. Imprim6 lo 26 tutti 1891. 20 
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qui serviront en premi6re ligne ~ la recherche de l'expression de la fonction 
~ .  I1 s'agit avant tout d'en former la partie constante. La voiei: 

(22) �9 / 0 =  e, + sO- -o ) '  [ \ ( , q ) ' - - ~ '  / \ ~ ' ~ - ~ - /  " 

En vertu de eette valeur de ~]0 et de eelle de Aft tir~e de l'6qua. 

b 8 ( , - ~ ) '  I \ ( , , F ) ' - a '  / \~T~T,--~/ = o, 

d'oh s'obtient le coefficient el, qui ne doit plus gtre consid6r6 comme une 
constante arbitraire. 

Pour d6terminer, dans le eas aetuel, le coefficient 3, ainsi que pour 
faire ressortir la eonstante arbitraire, reprenons l'~quation (l I). En n'y 
consid6rant, dans une premi6re approximation, que les premiers termes, 
nous aurons 

(ao~,= 
h + -~flre 1 - - 2  ~pre ,  sin 0 ' ;  (2 4) ',,dr / 

et si nous introduisons, au lieu de 8, une nouvelle fonction donn6e par 
la formule 

oh l'on a admis la notation 

(2s) 

sin 0 = l sin f,, 

/ h  + 3 f i r e  , 

l = 2 ~ fire1 

tion (20), on ddduit de la condition 

3 

l'~quation suivante du troisi~me degr~ en e~ 

4Bo;r 4 ( 2 r  ~ 
(23) e, 3s 3g - - f l ' )  
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rdquation prdcddente se transforme en celle-ci: 

Tvv]= 

Mais puisqu'on a: 

d O =  
1 cos ~d~, 

~]I - -  11 s i n ~  t '  

il rdsultera finalement: 

d v  = fl~'e 1 ~ i  - -  l '  sin ~ ' ,  

le module l pouvant dtre consid6r6 comme une constante arbitraire, vu 
qu'il d6pend de l'arbitraire e 0 contenue dans 3. 

En ddsignant par 

la partie constante de l'argument, la fonction ~ s'exprime par une fonc- 
tion elliptique de la variable 

et son d6veloppement en s6rie trigonomdtrique proc6de suivant les mul- 
tiples de 

2L 1 

L 6tant l'inidgrale elliptique compl6te de premi6re esp6ce. 
I1 s'ensuit de lk que le coefficient nommd r s'exprime par la formule 

__~r , / 3  ~ V~fire," 

Rassemblons les rdsultats du ealeul pr6e6dent. Les voiei: 

sin 0 : l snu,  

cos 0 = dn u; 
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et on en fire encore: 

Hugo Oyld6n. 

sin 2 0 = 21 sn u dn u, 

c o s 2 0 ~ - ~  x - -  2 / ~ s n u  ~. 

Apr6a avoir 6tabli ces formules, on trouve sans difficult6 les d6velop- 
pementa de la fonction e ~ '" ,  qui noua permettent de calculer les termea 
non consid6r6s jusqu'ici dans les 6quations (~o) et (ix). 

En consid6rant la valeur 

on aura, au moyen de la formule (25) , 1'expression suivante de h 

r fl" r I6r(eo --e,) 
(253 3 ' 

d'oh il est visible que la valeur de l tr6s rarement, e'est ~ dire seule- 
ment dana le eas d'une trSs petite valeur de 8, reste moindre que l'unit6. 
Maia le coefficient 8 6tant gfn6ralement une quantit6 de l'ordre z6ro, on 
retombe, le plus souvent, dans le premier caa. 

Mais il faut avant tout se rappeler que la formule 6tablie dormant 
la valeur de 1 n'eat qu'approch6e. En effet, en ddsignant par k le rd- 
ciproque du module l, nous aurons en vertu de l'6quation (I9) 

(26) k' = ,, 
3 pr Bo'Gr)  

h +  flre, + 3~ i _  a f 

r6sultat qui diff~re, par le dernier terme du d6nominateur, de eelui qui 
s'enauit de la formule (25). 

Donc, lea r6sultats que noua venons d'obtenir dans les deux eas  

consid6r6a s@ar6ment, ne s'approehant pas l 'un de rautre dana un cas 
interm6diaire, examinona si, en partant de r6quation 

d' V. __--- __ 3 prel sin 2 V0, (27) dr" 

on pourrait parvenir, au moyen d'approximationa aucceasivea, K rint~grale 
exacte de r6quation (t o). 
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6. Les recherehes que nous allons aborder, et dont le but a ~td 
signald tout k l'heure, reposent sur les r~sultats gdndraux que j'ai dorm,s, 
dans le mdmoire de I887, relativement aux int~grales des dquations du 
mdme type que celui de l'~quation (io). En consequence, il me suffit 
de renvoyer le lecteur, quant k ces r~sultats, a u d i t  mdmoire, et de n'en 
all~guer que ce qui s'applique aux recherches prgsentes. 

Dans ce but derivons l'dquation (Io) de la mani~re suivante: 
1 

et supposons-y la fonetion W donn~e par le ddveloppement que voiei: 

14 r - -  w 1 sin w -[- w~ sin 2w -]- . . . ,  

les w~, w~, . . .  dtant des coefficients constants tout au plus de l'ordre zdro. 
Ensuite, si nous posons: 

O = V o + V , ,  

et que nous ddsignions par h2, h 4 , . . ,  les parties eonstantes des fonctions 
V~, V ~ , . . . ,  il sera facile d'opdrer la ddcomposition de l'dquation (28) 
dans les deux ~quations qui suivent 

d'Vo ~ a '  sin V 0 cos V 0, (27')  dr' ~ - "  

oh l'on a admis la notation 

1 I , 2  I .2 .3 .4  

et 
't 

a ' v ,  ,. �9 - ,  . . .  3 P r { r _ ' ~  w (29) -70-:-" ~2 $i- Vo- ~v,= - ~ 7  ~,/~,/ 

~ I ,6(v:-h.) [ --  fire, 4(V~--h,) + ... sin V. cos Vo 
x.2 1.2.3. 4 

1.2.--~-  1.2.3.4.5 +"" (2 sin Vo ~ - -  I )  

3 14h, '6h, I + fire, 1.2 x.2.3.~ + ' ' '  (2 sin Vo'-- x)V,. ' 

1 Les termes de |a quatribme ligne m'ont ~chappd dans mon mdmoire: Unter. 
suehungen etc.; p. 236. 
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On trouve, dans le m6moire mentionn6, l ' int6grale de l '6quation (2 7'), 
mise sous deux formes diff6rentes correspondant aux deux cas que nous 
venons d'envisager dans les pages pr6e6dentes. 

D'abord, si le module k 6tait moindre que runit6,  sa valeur s'ob- 
t iendrait  au moyen de la formule 

k_K '~ 
(30) = = ,  

et la fonction V 0 s 'exprimerait  par la formule 

K 
V 0 = a m - - w ;  

mais si, au eontraire, k exc4dait l 'unit6, on aurai t  

2b 
s i n  "v. = l s n -  w .  

En portant ces r6sultats dans l '6quation (29), et en 6crivant, pour 
rapprocher les notations de celle de mon mdmoire de 1887, 

K _ 2b 
- -w = ~; ~ w  = 
7r 7t 

nous obtenons 

(3 I) 

et 

(3:)  

d2~ 
d$' 4 f~'  

1 

1 

16 fa '  W + . . . .  

Or cette derni6re 6quation se remplace par la suivante 

i 
I I ( . .~.~y3W + " . (3:3 a ' v ,  ( ~ P s n , f  - -  , ) v ,  = ~ ,  ~ /  d~ ~ 

pourvu qu'on admette la notation que voici: 

4hi 16h, ) 
f , = f I  + . . . .  

x . 2  I . 2 . 3 . 4  
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7. En utilisant les formules que j'ai donn6es dans le mdmoire de 
I887, partie III, lea int6grales des dquations (3I) et (32') s'obtiennent 
imm6diateInent. I1 r6sulte de l'6quation (3I) 

(3z) V 1 == cl dn~ + c 2 dn$1dl~ -F ~E  ] 

3 fir (~  ~- 3 dlogO,(r dn ~ - -  Wdn Sd~ 

2 1 

4f i ' k ' :  ~-R ,~= K 

Maintenant, si nous remplagons dans eette expression d~ par K d w ,  

et que nous y introduisions les d~veloppements des fonetions dn~ et 

dn~ all~ suivant les multiples de ~ = w, il est ais~ de voir que 
d~ 

le proems d'int~gration ne produit aueun agrandissement des termes de la 
fonetion W (k l'exeeption de eelui qui peut r~sulter de la multlplieation 
par le faeteur eommun) mais bien qu'il fait sortir l 'argument w ou 
hors des signes trigonom~triques. Cependant, en aktribuant k la eonstante 
surabondante e~ une valeur eonvenable, il sera tr~s faeile de faire dis- 
paraltre les termes de eette nature; il reste seulement k examiner la 
grandeur de eette eonstante. 

En ne eonsid6rant que les premiers termes des divers d6veloppe- 
ments, nous avons: 

W---- w~ sinw, 

~r ~r 4q 
dn~ ~ 2--K "4- 2KI + q~eosw, 

dn ~d log 0,($) 
d$ ~ ~ 4 q  s i n  w , 

d'oh l'on obtient l'expression du terme affect6 du facteur ~. La voici: 

3 Br (~,)~wlqSdn~:" 
2 f~'k" 
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Evidemment, le coefficient de ~dn~ dans cette expression doit ~tre 
E 

~gal k c2~ , afin que les termes contenant le facteur ~ se d6truisent. I1 

en r6sulte la valeur 

e~ 3 fir I t \  ~ K 

qui s'~crit aussi de la mani~re suivante 

(34) c~ f,~'k"e,4a~ " r \ ~ KE " = " , q  

- -  f ,k  "e, \ f l s /  E w l  q" 

Par cette expression il est visible que la constante c 2 est, dans les cas 
les plus fr6quents, une quantit6 tr6s petite, mais que, si la valeur du 
module devient trig approch6e de l'unit6, elle peut acqudrir des valeurs 
assez consid6rables. Si, avec une telle valeur de c~, on cherchait un 
nouveau rdsultat relativement k k, ce qui n6cessiterait le calcul des coef- 
ficients h~, h ~ , . . . ,  on obtiendrait dans la plupart des cas une valeur 
effectivement plus approximative. Mais cela n'arrive pas nficessairement: 
quoique la formule (3 o) donne toujours une valeur de k. plus petite que 
l'unit6, la divergence des approximations successives peuvent montrer qu'on 
dolt passer au second cas. 

8. Consid6rons maintenant l'int~grale de l'fiquation (32'). 
En d6signant par I ce que devient E lorsqu'on remplace k 2 par 1 '~, 

l'int6grale de l'6quation dont il s'agit sera exprim6e au moyen de la 
formule 

' ' /r\'[ ,:Wcn,dlo"(,)d,_cn, ~ _~j ] 

1 

+~' f,e,t"-'zw" ~-,)i/r\"- cn 7qfWsn~dn,qd~ - -  sn ~ dn ~fW..cn~ d~} 

1 

2 f,e,l"L g cn vide. 
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En eflbctuant les int6grationd que demandent led divers termes de 
cette formule, on voit naitre des termes s6culaires clans deux int6grales 
diff~rentes. Consid6rons-les s6pa%ment. 

D'abord, on aura k l'aide des formuled approximatives 

d log 0(7/) = 2q sin w; cn ~] d~ 2 W = wa Sill ~,V, 

en ne retenant que le terme s6culaire, 

f d lo~ 0(~/) _-- 
W cn ~ d~ d~ q Wl?]~ 

r6sultat, au lieu duquel on peut,  en ayant  6gard g l '6quation (25'), mettre 
celui-ci: 

~6 - -  I 3 i93~"Wt] I I6r (e~  I 
l~ wlr] t6 3 2 ~-e, 3 f13' r~. 

L'autre terme h faeteur d6culaire provient de l ' int6grale 

f Wdn 7 i dn r t dr]. 

En n 'y  eondid6rant que l a  partie principale du terme s6culaire, ad- 
mettond 

snr /dnr /  = sinw; W =  w~ dinw, 

ce qui donne: 
I 

f W s a  r 2 dn ~]dr] = ~ wl: 7. 

Maintenant, pour d6terminer la constante c~, nous aurons la relation 

J~ - -  / - - -  /'~r I I ( T ~ � 8 9  I ) 
(36) - -  j ,  c~ = 2 f l e ,C '  \~/ \~ - - 7 ~  l~ w l '  

d'oh l 'on conclut que la valeur c~ ne devient assez petite que sous des 
conditions sp6ciales qui de produisent t r& rarement. 

En effet, le coefficient de c 2 contenant le facteur P, il faut que le 
terme g droit divis6 par l" soit une quantit6 t r& petite, m6me si l ~ 
disparait. 

Ae ta  m a t h e m a t i c a .  15. Imprim~ le 27 mai 1891. 21 
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Cela ne pouvant pas arriver k moins que le coefficient w, ne contienne 
lui-m6me le facteur 12, examinons k cet 6gard bri~vement la fonction 

d'ofl d6eoulent les termes en W. 
I1 est d'abord visible en inspectant, soit les 6quations (I 4), soit les 

6quations (2 i), que la fonction dont il s'agit contient toujours le facteur 
B0T divis6 par une quantit6 tr~s petite ce que nous avons rappel6, dans 

1 

l 'gquation (28), en mettant  en ~videnee le faeteur ~ ~ . Mais puisque 

le coefficient de sinw eontient le faeteur A~, il se trouve multipli6 par 
1. Done, la constante surabondante c~ s'cxprimant par la formule 

T 6tant une quantit6 qui ne disparalt pas ~vec l, la dire constante peut  
devenir trSs grande, de sorte que la fonction V 1 n'apparaisse plus comme 
une petite correction h ajouter k la fonction IQ. L'application des for- 
mules que nous venons d'exposer dans ce num6ro parait donc restreinte aux 
cas oh l 'arbitraire l est moindre que l'unit6, mais en m~me temps non 
pas trop avoisinant z6ro. Conclure de lk que la m6thode d'int6grer l'Squa- 
tion (28) dont nous avons fair usage, devient impraticable, ce serai~ 
n6anmoins une conclusion pr~matur6e. Car, en ajoutant, dans l '6quation 

3 (27'), au coefficient ~flTe, une correction x, et en retranchant le terme 

- -  x s inV 0 cosV 0 du membre droit de l'6quation (29), on peut choisir l'in- 
d6termin6e x de fagon ~ faire disparaltrc, dans la fonction 14 r, le terme 
d@endant  de slaw. 

Cela gtant, il est ais6 de voir que le terme s6mis6eulaire provenant 
de la formule (35) est affect6 du faeteur q ou bien, ee qui revient au 
m6me, du facteur 1 ~. La mgthode que nous venons d'exposer s'applique 
done m~me au eas off l 'arbitraire 1 est trgs petite. 
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w 4. T r o i s i ~ m e  m d t h o d e .  

i. Les proc6d6s dont nous avons fait l'exposition duns  les pages 
pr6c6dentes, reposent sur l'hypoth6se qu'on soit autoris6 ~ n6gliger, dana 
la premi6re approximation, les deuxi~mes d6riv6es des fonetions G et H. 
Nous avons fair voir, il est vrai, que cette hypoth6se est 16gitime, vu 
qu'on aura, dans la seconde approximation, des termes tout connus, d6- 
pendant de la deuxi6me puissance des forces troublantes, tandia que le 
terme tout connu duns l'6quation propos6e 6tait du premier ordre. N6- 
anmolns, il nous sera utile d'obtenir rintSgrale de l'6quation dont il s'agit 
sans omettre les secondes diff6rentielles, probl6me qui sera l'objet des 

) 

recherches que nous allons communiquer tout de suite. Mais en retenant 
les secondes diff6rentielles, d'autres difficult6s se pr6sentent, principalement 
en ce que les diverses approximations ne seront plus ind6pendantes l'une 
de l'autre, de sorte qu'on ne pourra pus obtenir une certaine d'elles 
moyennant un calcul direct. En effet, chaque nouvelle approximation 
entralne des changements plus ou moins graves dans lea r6sultats d~jh 
obtenus. 

Duns les applications num6riques, la m6thode que nous envisageons 
maintenant, ne sera pus ~ pr6f6rer aux prdcddentes, rant que l'dquation 
propos6e ne contient qu'un seul terme tout connu. Mais elle jouit de 
l'avantage de s'appliquer, de la mani6re la plus directe, aux cas de plu- 
sieurs termes connua. I1 me faut cependant remarquer d'abord que les 
approximations entam6es duns les w167 2 et 3 proc6dent suivant les puis- 
sances des masses troublantes, tandis que celles que nous allons aborder 
maintenant proc6dent ordinairement suivant les puissances d'une quantit6 
du deuxi6me ordre par rapport aux excentricitda, mais exceptionnellement 
suivant celles d'une quantit6 de l'ordre z6ro. 

Reprenons l'6quation posde, h savoir: 

(i) dr- ~ + (I - -  fll)P - -  fl~p3 = _ _  r cos ( f - -  w) 

et admettons: 
P = P o  + R .  
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Si maintenant  P0 6tait d6termin6 par l ' int6gration de l '6quation 

il nous resterait, pour ddterminer la fonction R ,  l 'dquation 

~, ,., + [ i  - - s  3fl~I,:,]i~ = - - r c o s ( f - - ~ v )  + s?~R~po + fl~n ~. 

Duns ces deux 6quations nous raisons cntrer une petite modifica- 
tion. En d6signant par Afl~ et p deux constantes ind6termindes, et en 
admettant  la notation 

fl, + ~fl, =,~, 

nous les 6erivons de la manibre suivante: 

+ (~ - - ~ ) P o - - f l ~ p o  = o, 

(:) ~'I-: 
-1-(I - - /~  -~ l)--3ffe/')~o)R=--TCOS(t'--lV) -~ 3flaR2p0 - -  /kfflP0 

+ ~R ~ + ( p _  A~,)R. 

Evidemment,  la somme de ces deux 6quations n'6tant autre chose 
que l '6quation (I), on en conclut que la d6eomposition est 16gitime. 

Les constantes ind6termin6es A/9~ et p o n t  6t6 introduites b~ fin d'6viter, 
dans les approximations suivantes, les arguments f et f - - w .  

2. La premiere des dquations (2) s'intbgre ais6ment au moyen de 
fonctions elliptiques. En effet, si l'on d6signe par g~ une arbitraire, on 
aura tout de suite: 

((tl'~ ' l  '~ ( i  - -  : '  ~" i 
d r /  = 'q" - -  ,Vpo + ~_fl~p~, 

ou bien, en admettant  les notations 

(3) 

2 +k2)= 

92k2 I 
~ fl~ , 
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l 'Squation 

(4) dv / x'/ 

Maintenant, si l 'on pose: 
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et qu'on d~signe p a r  u 0 
tion pr6cSdentc: 

(5) 

dv = du, 
7: 

une eonstante arbitraire, il r6sultera de l'6qua- 

P0 = x s n ( u - - u 0 )  , mod. k. 

Pour rendre ce r6sultat comparable k ceux que nous avons obtenus 

th6or~me bien connu. 
En introduisant 

lieu de k ~, 

dans lea paragraphes pr6c6dents, posons: 

zK F u o = - - K + y  , 

K 5rant l ' int~grale complete de premiere esp~ce. De ces relations on 
conclut facilement les suivantes: 

(6) I - -  ~ = I "t- k ' ~ 2 K '  

~. cn ~K[(t  - - r  - -  F]' 
(7) /90 = ) K  

dn ~ [ ( I  - -  r  

Si f13 ~tait nggatif, le module deviendrait imaginaire, et lea formules 
eorrespondant au module rgel s 'obtiendraient tout de suite en vertu d 'un 

Mais eherehons-les d'une mani~re immediate. 
dans l'fiquation (4), apr~s y avoir pos~ - - k  ~ au 

noua aurons:  
Po ~ X cos ~ 

+ k, cos  / 
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ou bien: 
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, '  ( d r  t 
g-'(t + k') \ d ~ ]  

~2 
i + k ~ sin -~. 

En admettant  les notations 

k ~ 
I + k ' - -  ~ d,  

on en tire: 

V o 

Y 
~/I + k ~ g 

dv = dv 
Z Z r  - -  l t 

d r ,  

r  a m ( v - - v o ) ,  rood. l, 

6tant une arbitraire que nous identifierons ~ 2LF.  7. 

Finalement,  si nous posons: 

(8) ~X / k----- ~ 7r 
z ~ r  i +  2--b 

~ -  I - -  2 l"  2 L 

notre rdsultat prendra la forme: 

(9) 
2L 

Po = ~ c , , - - [ ( ,  - -  +')v - -  r ] .  

3. Venons maintenant  ~ l ' int6gration 
(2). En la mul t ipl iant  par 

x ~ I 4 -  k 2 

g= I - - d  

de la seconde des 6quations 

et en ddsignant par W la somme des termes du second membre,  nous 
en concluons: 

ZZ I X~ 
d'1r k2 p ( t  + k') 3fl3 ~p+o R = W. 

Mais, puisqu'on a 
x ~ k ~ 
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l 'dquation pr6c4dente prend la forme 

(io) du-- Td'R - -  {2 �9 3 k= snu = ~ , ~ k ~ ~ 3 0 } R  ~-- -~z' I~V, 

off l'on a 6crit u au lieu de u ~ uo, et employ6 la notation 

I + k '  
30 = p 

Dans le cas off fla prend une valeur n6gative, on multipliera la 

seconde des 6quations (2) par g'(i + k~) ' ce qui donne: 

d'R I x'(t - -  a) + 3Z fl~x' cn v = R - -  IV, dr * + 1~-~? + k') - -  3g'(I + k~) g '~ ( i+k ' )  

oh l'on a pos6: 
z*p z' 

3 Z  - -  g,(, + k') - -  g~  p( i  - -  P). 

En mettant  dans les 
les relations 

on conclut: 

~quations (3), - k ~  au lieu de k 2 et en observant 

9~(t + / ~ = ) = t  + k ' =  I ~ 2 1 2 ,  

3~z 4 
- -  2 . 3  = 2 . 3  t~," 

dv ~ I - -  

Nous ne poursuivons plus les d6tails dans le cas off f13 est n6gat i f ,  
vu qu'un tel cas ne se pr6sente que tr6s exceptionnellement parmi les 
probl~mes de la mdcanique c61este; le cas 6ch6ant, il serait facile d'obtenir, 
au Inoyen de transformations connues, les expressions correspondant g la 

valeur n6gative de fla. 
S'il s'agissait de trouver l 'int6grale de l '6quation (Io), les termes du 

second membre 6tant tout connus, rien n'emp~cherait d 'appliquer les r& 
sultats que M. HERMITE a donn6s d'une mani~re admirablement 616gante 
dans son m6moire sur  quelques applications des fonctions elliptiques, p. io6  
et lO 7 . Cependant, les termes du second membre n'6tant pas donn6s 
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d~s l'abord, les difficult~s qui nous restent h surmonter ne %sident pas 
dans l'(~tablissement de l'expression analytique de R comme fonction de u 
et W, mais bien dans le d~veloppement des termes de la fonction W elle- 
m~me. Cette fonction n'dtant donn~e, dans l'~quation ([o), qu'au moyen 
d'une expression contenant l ' inconnue/~, on ne saurait la d6terminer d'une 
maniSre directe; il est donc indispensable de recourir aux approximations 
successives. 

L'expression de la fonction W que nous empruntons ~ la seconde 
des ~quations (2), est celle-ci: 

(~2) W = -  r c o s ( f - -  w) + 3s + fl~n 3 

- -  aft, p0 + ( p - -  afl , )n.  

Pour y s~parer, d'une mani~re aisle, les termes dont la somme dolt 
disparaltre, d~signons g~n~ralement par 

cCx) 

T(F) 

le coefficient du terme qui se trouve multipli4 par cosx dans le d4veloppe- 
ment d'une fonction quelconque F, et par 

,(x) 

T(F) 

le coefficient du terme ddpendant de sin x. S'il n'y a pas d'ambiguitd, 
nous omettons les caract~ristiques c et s. Ainsi nous dSsignons par 

0 

T(n  ~) 

le terme constant dans le dSveloppement de R ~, et par 

T(R ~) 

le coefficient de cos ( f - -w)  dans le d~veloppement de /~'~. 
Cela ~tabli, si R contient le terme 

x~ cos(f-- w), 

nous aurons les conditions par lesquelles s'obtiennent p e t  Afl~ expri- 
redes au moyen des dquations que voici: 
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d'ofi l 'on tire: 

0 

3A T (n  ~) - -  Aft, _-:- o, 
f-~ 

~ T ( R  ~) + ( p - -  AA)~. , = o, 

0 

Aft,  _-- 3 f l~T(R: ) ,  
I f ~w  0 

p ---- - -  ~ f l :~T(R '~) -t- 3fl~T(R~).  

Si ensuite, dans la fonction R,  on ne consid~re que le seul terme 

il en r&ulte:  

d'ofi s'obtient: 

z, cos ( f - - w ) ,  

f ~ w  

T(R ~) = ~ ,  
0 

I 
/ T ( R D =  ~1 ~, 
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(I3) 

Ayant  obtenu ees rdsultats, nous poserons: 

R ----- ,01 -t-" R~, 

W = - -  r cos ( f - -  w) + w , ,  

et nous dSterminerons la fonction p, {~ l'aide de l '6quation (Io), apt& y 
avoir remplac5 IV par - - ; - c o s ( f - - w ) ,  ou bien au moyen de la seconde 
des 5quations (2), en  n 'y  retenant, au second membre, que cette partie de 
I47. Ainsi nous aurons: 

l 
" d 'p ,  ( i  ofl~Po)P, r eos ( f  - -  w), 

(I4) 'l'R, 
d--~--- ~- (I - - f l  -~- p ~  3/~3p~)R, ~--~- l ~ ,  

Avta mathematica. ,5. Impr im6 le 28 mai 1891. 22 
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oh la fonction W 1 est donn6e par l'expression suivante: 

(~ 5) w ,  = 3fl.J, po + fl~p",- ~fl, po + ( p - -  ~f l , )~ + R,) 

+ 2.3fl3pop~II~ + 3fl~lt~po + 3fi~p]R~ + 3fl3fltR~ -~- f l 3 R i  

4. Avant d'&ablir, avec plus de d&ails, l'expression de la fonetion 
9" tO" " Wx, arr~tons-nous k 1 rot%rattan de la premi6re des 6quafions (t4) ou 

bien k celle de l'6quation (Io). En nous rappelant la forxne de l'6qua- 
tion de Lt, M~ adopt6e par M. H~RmTE, k savoir: 

d~R 
du' [2"3k2 snu2 + 2 " 3 k ~ s n a ~ 4  ~ A k 2 ] R  = o, 

nous aurons, par comparaison avec l'6quation (io), 

6k 2sna 2 ~ 4 ~ 4  k 2 = ~  t - - k  ~ - 3 0 .  

On tire de lk: 

2k 2sna  2 -  I ~ k  2 -  v q, 

2k ~sna 2 -  I = k  " - ~ 9 ,  

2 $ i l a  ~ I - - ~ - ~ - -  k S 

Effectuons le calcul d'ap%s les trois fornmles de M. HERMITE, k savoir: 

. s n  a4(2k  ~ s n  a ~ - -  I - -  k -~) 

s n m  ~ - - -  3 k " s n a ~ - - 2 ( t  .-1- k~)S11(t~--~ I '  

ena4(2k" sna ~ -  i) 2 
c n  0) ~ 

3 k ' * s n a 4 - -  2 ( t  + k ~ ) s n a  ~ + I 

d l l  o.~ ~ _-= - _ 
d ~ ' ( 2  s n a  ~ -  I) 

3 k ~ s n a ' - - 2 ( I  A- k ~ ) s n a  ~ + I 

Nous aurons d'abord: 

sna2 ~ t  + k ~ - - #  
2k' ; 

I - -  k'*' ~ # 
e l l  ~t 2 

2k'~ 
d n a " - -  t ~ k  ~ +  

2 
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et ensuite: 

- - ( 2 s n a  ~ -  I ) (2k ' sna  : -  I ) - - ~ ] ; ' s n a ~ ( 2 s n a ' - -  i --[- I) 

1~ ~ 4k ~ 

Apr6s avoir admis  la notation: 

~: _-- (2~' sn ~ - -  I - -  ~ ) ( 2 1 ~  ~ sn .,~ - -  i ) ( z  s n  a ~ - -  I )  

3 / ~ 2 s n a 4 - - 2 ( I  + k ~ ) s n a  ~ "4" I 

M. HERMITE est parvenu '~ l 'expression suivante dc l ' int6grale de l'6qua- 
tion de LAM~: 

R = C D  I t  c ' n  ( '  
"I e(,~) I + - ' l  o(,~) -~-.w~, . 

Maintenant, pour rendre les formules que nous allons d6duire plus 
nettes, nous admettrons quelques simplifications, qui, d'ailleurs, ne touchent 
pas sensiblement i~ l 'exactitude des %sultats, non plus 'h leur port6e. Done, 
en nous rappelant que la quantit6 ~ est t%s petite, et comparable ~ k 2 
quant  i~ sa grandeur, nous romettons ~ ebt6 de runit& 

Avee ces simplifications, les formules p%e6dentes nous donnent lea 

valeurs que voici: 

79 k ~ - - ~  
snto ~ = k ~ ;  cnto ~ =  k ~ ;  dnto 2 =  ~, 

2: ~ 4~(k ~ - -  ~9). 

Consid6rons t0ujours 
rites, et posons: 

k ~, ainsi que ~ comme des quantit6s tr6s p e -  

il sera permis  de mettre: 

0'(o~) 
e(,o) 

I 
_ _  _ -~2 sin~o cosoJ 

2 

! 
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d'ofi l'on conclut: 

H u g o  Gylddn.  

Maintenant, si nous d~signons par y~ ct y~ les int~grales partieu- 

li~res de l 'dquation de La_~,i, de sorte que: 

y l  - D , ,  It(*,, q-  o,) .. . .  if2 : D , ,  11(,~ - -  (o) e ;" 
0 ( ~ )  e , 0 ( ~ )  ' 

et que nous admettions les notations suivantes: 

($ = COS(O : - - - - -  

nous auron~, en nSgligeant 
d e  eeux de l 'ordre zSro, 

k ; b=~sino~ ~ ~. , 

toujours les tcrmes du premier ordre 'k ebt~ 

ffl : ( a  COS'Ig - -  5 8iIl tI,)(2 v' ' , 

y~ --= ( .  c o s  ,~ + b sin . ) c  " .  

Partant  de ees expressions, on d~duit ais~ment la valeur que voiei: 

Y,2Y; - -  Y~Y',. = ~ 2 a b  : - -  sin 2w. 

r �9 X 2  

Si maintenant on met, dans 1 equatmn (Io), W au lieu de )-i W, l'ex- 

pression de B devient, vu que lc facteur = cst ~ pcu prSs 6gal ~ l umte: g~ 

(,6) 

C 1 

tion 

R = c l y  1 + c ~ y  2 

acosv ,+  bsinu 
"I- 2 a b  

a cosu - -  b sinu 
2 a b  

e-~f(a cos tc - -  b sin u) W : d , t  

: '  f (a cos u + b sin u) We -'~u rite, 

et c~ 6tant les deux constantes d'int6gration. 
Ayant  ainsi trouvg la formule g(~ngrale dormant l 'int5grale de l'~qua- 
(Io), nous allons en faire l 'application ~ un cas sp6eial. Or, 
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noua supposons, en ne consid6rant qu'un terme isol6 dans l 'expression 

de W: 
w = r,, eoa ( f - -  . w )  = r,, - -  

n 6tant un entier positif ou n6gatif. 

En formant  Ies produits de ta fonction W par cosu et s inu ,  nous 
f ie  ' *  omettons les termes dont les valeurs ne s a~,randlssent pas par l 'int6gra- 

tion, et nous aurons: 
I 

W cos u -=- ~ ~ ~ sin n w ,  

I 
W s i n ~  -=- ~r,, coanw. 

Maintenant, si nous nous rappelons lea formulea 

sin n w e ~  d u  = ~ .,(,~ _ ~),, + u, ~ e , 

f c o s  ~ , w e ~ ' * d t t  ~,,((r - -  r sin my + u cos nw e~,~ --  , ~ ( ~ _  ~)~ + ~ , 

et que nous d6signions par p,, ce que devient R dans ' 1 hypothese actuelle, 

notre r6sultat sera: 

I I 

= cos ( f - -  n~v) A- za~  ,~ ( . - -  r + ; cos ( f - -  nw) 

2ab 

! 

~.~(~_ ~)~ + ~ cos ( f  -I- n w ) ,  

oh l'on a supprim6 les deux termes ddpendant des arbitraires. 

I1 faut remarquer  que la formule obtenue donne toujours k p~ une 

valeur rdelle, m~me si ~ est imaginaire.  En effet, lea quantit6s v et a 

devenant imaginaires simultandment,  lea facteurs imaginairea se d6truisent, 

l 'un l 'autre. Mais le r6sultat que nous venons d'obtenir est remarquable  
k un autre point de vue, car  on en tire le fair important  que la valeur  

de p .  s'approche de son premier terme, ou b ien  de: 

r. coa(f--  nw), 
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g mesure que l 'entier n acquiert de grandcs wdeurs, ce qui montre la 
convergence de la s6rie 

p, + p~ + / , ~  + . . . ,  

k condition que la s6rie 

soit convergente, ou m~me que cette s6rie ait la forme 

a I a 2 (t.~ ~-+ ; -+  ~= + . . . ,  

les a 6tant des quantit6s non croissantes. 

5. I,e r&ultat  approximatif  que nous avons signal6 par la formule 
(I7), s'obtient aussi d'une mani6re tout k fair simple, comme nous allons 
montrer. Dans ee but, introduisons dens l'6quation 

la valeur 

il en r6sulte: 

a%, ~ '-' ,~'os ( f - -  my) a ~  + (~ - - , ~  -t- p - -  .,d:,P,,),o,, --  r,, 

Po ~ Z COS/'; 

( ) 
Or, si nous supposons: 

p,, = z,, cos ( f - -  nw) + ).,, cos (f  + nw), 

nous aurons, au moyen dc l '6quation en p,, et en n6gligeant les termes 
d6pendant de l 'argument 3f+_ ~uv, les deux conditions que voici: 

, 3 ~ , 1 ,  3 
- [ ,  - ~ + , ~ ( - -  r + ,--;~+v--~j,3~. i,~,,--~A~.'x,, =o .  

Pour simplifier les relations obtenues, rappelons-nous l'cxpression 

3 2 
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qui d6coule de la formule (6), en y n6gligeant les termes du deuxi&ne 
ordre par rapport k ill" 

Ceta posd, et si nous omcttons les termes du deuxi~me ordre par 
rapport h ~" ct k e, les 6quations pr6c6dentes prennent 1~ forme: 

�9 ~ 3 2 En multipliant la premiere de ces ~quations par 2n(~r~ ~)~p a t- ],flax, 

et 1~ seeonde par ~ f l ~ z  ~, la somme des deux produits nous donne: 

g 3 2 

3 =- Y.12n(~--C)--? + ~ x  I, 
ou bien: 

De la m~me mani6re, on obtiendra aussi l'6quation suivante: 

Pour rapproeher ces rdsultats de celui que nous avons donned dans 
l'6quation (i7), il suffit de se rappeler les relations 

I 3 

u _~-3kS;  a ~ + b ~ I "  
2 ; 6  = ' 

. 

si ,9 s'6vanouit; puis, si l'6galit6 

~ 2  I 2 

2p 

Le coefficient v disparait dans deux cas diff6rents: premi6rement 

O = k  2 



176 Hugo Gylddn. 

a lieu. Examinons en part iculier  les eons6quenees de ees deux hypoth6ses, 
en commen(;ant par  la premi6re. 

Done, en faisant, darts l 'dquation (m) ,  

X ~ 
t9 = O;  g~ I ,  

nous aurons: 

d~R (I 8) ~ ,  - - - -  [ 2 . 3 l ? s n u  2 ~ x - -  k~]R = W.  

En d6signant par  c~ et c~ les deux arbitr{dres introduites par l 'int6gration, 

la fonction R sera exprim6e au moyen de la formule suivante: 

(I9) R ---- q c n u d n u  

sn u 
-t- c~ #.~ I + k' 0',( (t - -  k ' ) K - -  (t + k~-)E I I~'" 0,(,~:I e n u d n u  + Z+'K - - u e n u d n u  

W [_sn ~ c n u d n u  .. [ k ,  ~ 
,2 

t + k = 0',(~.) en ,t dn ~t]du 
l , :" 0,(~t) J 

+ k  ~'* k" 0,(~) cn u dn ~t I f  We. u dn udu 

(i --  I,.')K --  (~ + k ' )Ecn u dnuFd , t  f W .enudnudu"  + 
J J k"K 

Si nous supposons le module te l lement  petit qu'on puisse le ndgliger 
aupr& de 1'unit6, et que nous omettions les termes ddpendant des con- 

stantes arbitraires, la formule prdcddente prend la forme: 

_n =--eo~,.fw~i,,ud,, + ~ i . , , f w  eo~ud,,. 

--3-k~z eosu f &t f Wcosudu, 

d'oh l'on tire, en supposant pour IS r la valeur 

W ---- ~', sin (u - -  my), 
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le r~sultat suivant: 

177 

I r~ sin (u - -  n w )  3 r,,k'  r cos P" -- 2 n ( a - -  r ~ 4 . n ' ( ~  u s i n n w  

__[~ r. 3 r .k '  ] 3 r.l~' ,~(~ - -  r + s ~'(~ - -  O' cos ( f - -  nw) - -  ~ ~,(~ _ o ,cos  ( f  + nw), 

ee qui est parfaitement d'accord avee ce qu'on d6duit de l '6quation ( I 7 ) ,  

en y mettant  
v _ _  3 k 2 "  

b ---~ v ~ O ;  2ab 4 

Admettons encore que l 'angle w soit 6gal ~ une constante, supposi- 
tion qui correspond h l'hypoth~se 

et cherchons ce qui en r6sultera. 
On aura d'abord: 

I I 
p~ ~ - -  - y,, cos u cos n w .  u ~ - ~', sin u sin n w .  u 

2 2 

2 ~ 2  + ~rnk cosu s innw. + termes p6riodiques; 

mais un tel r6sultat ne pouvant  pas g6n6ratement se concilier avec la 
solution absolue de l'~quation propos~e, h savoir: 

av" + ( ~ - -  fl') P" fl~P~ = r. cos ( f - -  nw), 

l 'hypothbse dolt dtre rejet6e. Seulement dans le cas oll l 'angle w a la 
valeur constante z6ro, l'6galit6 entre a et r peut dtre admissible. Mais 
la solution en %sultant n'est qu'une int6grale particuli~re, vu que la 
constante introduite par l 'int6gration dolt satisfaire ~ une 6quation de 
condition. Et jus tement  puisque le coefficient a est ind~termin6, l'int6- 
grale ne contiendra qu 'une seule constante arbitraire. 

Acta mathemattca.  15. Imprim~ le 6 juin 1891. 2~ 
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Supposon~ main tenan t  que  0 soit 6gal k k~; 
l%quation ( io )  la suivante:  

alors nous aurons  de 

d~R 
(20) d& - - [ 2 . 3 k ' s n u  2 ~  x - - 4  k 2 ] R - -  W, 

dont  l ' in tdgrale  gdn6rale s 'expr ime au moyen  de la fo rmule :  

(2 i )  R = c I s n u d n u  

-4- c ~ [ ~  c n u  ~ - -  
1~," - -  k' O;(~e) 

/~,~ 0 , (~  s n u d n u  + 
k " K -  (k" -- k')E 

k"K 

- t - s n u d n u / l V l e n u ' k - k " - - k ' O " ( u )  I k" O,Ot--) sn u dn u du 
,.2 

u s n u d n u J  

__Icnu + ~"-- k' 0 " 0 ' )  IfWsnu k" ~ s n u  d n u  d n u d u  

+ 
k,~K_ (k ,~- _ _  k~)E 

k '  2 K  
sn u dn u f d u f  W sn u dn udu. 

En ne re tenan t  quc les termes les plus importants ,  

change en celle-ci: 

R = sin u f W c o s u d u  - -  co,~ u f  Wsin udu 

cette fo rmule  se 

T ~ " 

+ 3 k' u fauf   m,,au. 
2 

Apr6s avoir  faR: 

on en t ire 

W = i'. s in  (u - -  nw), 

I r,, s i n  (u - -  nw) 
P" = 2 ~ ( , , - -  r 

3 ktY" ~), sin u cos nw.  
4 ,~'(a - -  

En  faisant, dans la fo rmule  (I7) 

_ 3k2 ' 
(t ~ Y ---~ O ;  2ab 4 

on re t rouve ra  le r6sultat  obtenu tou t  k l 'heure .  
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Par ces recherches nous avons appris quc l a  formule (I 7) n'offre 
aucune discontinuit6 dans les cas que nous venons d'examiner. 

7. Passons maintenant b~ la formation de l'expression de la fonction W~ 
donn6e par l'6quation (t S). Le r6sultat demand6 s'exprimant par la formule 

W1 + cos (f + w) 

+ cos(f--  + a, eos(f + 

4- r3 cos ( f - -  3w) -4- $3 cos(f -4- 3 w) 

,4,. . .  , 4 , . . . ,  

oh les termes qui d6pendent des arguments 3f_+ n w ;  5f+__ n w ; . . ,  sont 
toujours supprim6s, il s'agit' de d6terminer les coefficients ~'. et 3., ou du 
moins de les examiner par rapport k leur convergence. 

Dans ce but, nous allons d'abord 6tablir quelques formules g6ndrales. 
Soient i'. et 3~ deux coefficients connus, on calculera d'apr6s les 

formules que nous venons de d6duire, la partie correspondante de R, 
partie que nous d6signerons par 

(:3) pn --  x. cos (f  - -  nw) -4- ,t. cos (f  "4" nw). 

D'autre part, si les x. et 2. 6taient donn6s, on obtiendrait les Tn et 
les (~,, en introduisant, dans l'6quation (I5) , les valeurs 

Do ~ X COS f~ 

Pl ----- xl cos ( f - - w )  -4- ~1 cos (f -4- w), 

ainsi que toute la s6rie 

R1 = P2 -4- P3 -4- . . . .  

Cel'tes, du terme (~ c o s ( f +  w) proviennent dans R~ deux termes 
d6pendant des arguments w -  f et w-4-f ,  mais on peut les r6unir aux 
termes correspondants de la fonction p~, de sorte qu'on peut se figurer 
la fonction R 1 d6pourvue de ces arguments. 

En introduisant l'expression donnant R~ clans l'dquation (I5), on se 
rappellera les formules 
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(i) 

(II) 

(III) 

(IV) 

Hugo Gyld~n. 

R~ -- p] + p] + . . .  

-t- 2p~p3 + 2p~p4 + . . .  

"+" 2p3p4 -It-... 

+ , ,  �9 ~ 

R~ =p~  +p~  + . . .  

�9 -{- 3P2(P] -[-P~ + - . . )  

+ 3m(p~ +p]+  ...) 

+ , o , o o , o , ~  

+ 6p~p~p4 + 6p~p~p~ 

+ 6P2P4P~ 

-}- 6pap~p6 "Jr- 6pap~p 6 

q-6p3P~Pc 

+ 6P~p3P6 + . . .  

6p2P,P6 + . . .  

- ~ -  , . . , . . ~ , , �9 , �9 

+ 5P3P,P7 + . . .  

+ 6p~p~p~ + . . .  

" ~  �9 , , . , o o �9 �9 �9 �9 . 

* * * o  o ,  , * * ~  o * * o * * * e  * * * o  o ,  ~ 1 7 6  

Puis, en ddsignant par n e t  n' deux entiers, on aura:  

p,,p,,, -.~ ~(x.x., + ]~,,2~,)cos(n--n')w q- 

I I 
+ ~ x . x . , c o s [ 2 f - - ( n  -F n')w] + i,~.2., c o s [ 2 f +  (n + n')w] 

I I 
-{- ~ x,,2., cos [ o f - -  (n - -  n')w] Jr- ~ x,,,]t, cos [2f  -b (n - -  n')w]. 

Faisant n ~ n', la formule pr~c~dentc se change en celle-ci: 

I 2 p*. = ~ (x. + ~) + x.~. cos 2 n w  

I 
+ ~ x~ c o s ( 2 f - -  2nw) + ~ ~ cos (2f  + 2nw) 

+ x .~  cos 2f. 
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En mult ipl iant  la formule (III) par 

p.,, = zr cos ( f  - -  n"w)  -Jr" 2,,,, cos (f -t- n"w), 

n" ~tant un autre entier, il en r~sulte: 

(v) 

(v~) 
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I p.p~,p~,, = ~{~.,,(x.&, + x.,&) + ~.x~,&,,} eo~ [f-- (n + n' + n")wl 

I 

I 

I 

I + ~{~,,,,(~A, + x.,~b + ~.~,~,,}eo~[f + (. + n,--.,,)w] 

I + ~{&,,(x.x., + ~.~.,) + ~.x,,.~.,.}r I f  + (,~--. '  + n")~] 

+ ~.,,(z~., + &&,) + ~,A,z,,,,}r If  + (--, ,  + ,,' + ,,")w] 
I +~{~.,,(~.~,,,+ ~.,~,,)+~.&,~..,,lco~Ef+ ( , ,+. ,+n.)w].  

On tire de l/t, si n e s t  egal ~ n":  

I 2 

I 
+ :r + x.,x~)cos[f--(2n--n')w] 

' (2;t.x.,2. -t- ,~.,x~) cos [ f - -  (2n n t- n')w] +~ 
I 

+ ,~(2xflfl., + x.,2~) cos[f 4- (2n + n')w] 

I + ~(~.,~.~ + ~.,~:) co~[f + ( ~ . -  ,,,)w] 

+ ~ B.,(~. + ~) + ~.,~A] co~(f + ,,'~). 
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Enfin, si l'on admet l'6galit6 entre les trois entiers n ,  n' et n", on 
aura la formule 

(VII) 

+ cos ( f - -  3nw) 

+ 3xj . cos (f + 3nw) 

Dans ees formules on a supprim6 les termes d6pcndant de-3f+__nw, 
de 5f_+ nw, etc., vu qu'ils nc peuvent produirc aucune alt6ration sensible 
dans les r6sultats. 

Apr6s ces pr6parations, revenons K l'examen de la nature des coeffi- 
cients du d6veloppement (22). 

8. Dans les cas les plus fr6quents, le coefficient ~ est tellemcnt petit 
qu'il peut dtre n6glig6 par rapport ~ a - - ~ " - - ~ ;  surtout si ~ est positif, 
l 'erreur commise par la simplification dont nous avons parl6, serait de 
peu d'importance dans les r6sultats suivants. 

Cela posd, nous aurons par l'int6gratiou de la premi6re des 6qua- 
tions (i4) , en faisant usage de la formule (I 7), le r6sultat approximatif 
que voici: 

X 1 ~ - - - ~ .  2g 

Puisque ~ contient le carr6 du coefficient Xl, l]ous avons, pour le d6- 
terminer, une dquation du troisi6me degr6, dans laquclle nous supposons 
T tellement petit que x~ dcvient une quantit6 du mgme ordre que x. 
Pour mettre cette supposition en 6videncc, posons: 

e 6tant une quantit6 de l'ordre de x. 
En regardant l'exprcssion (I5) , on voit facilement que la partie prin- 

cipale du terme 
T, cos ( f - -  2w) 
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provient du produit 3fl~p~Po, et que la valeur du coefficient 7"~, relative- 
ment s la partie consid6r6e, est donn~e par la formule 

Partant de la formule ( I 7 )  , o n  obtiendra par l'int6grafion: 

3 ~ X~6 
Z 2 ~--- 64 ~ 

Ayant ainsi d6termin~, approximativement, la fonction p~, du moins 
quant K son terme principal, ~ on aura la pattie la plus importante du 
coefficient ~'3 en d6veloppant le produit 2.3fl~p0p~p.~. I1 en r6sulte, ce 
qui est facile b~ volt, en regardant la formule (V), la valeur 

"1"3 ~ 3 ~3 xzl z~ 

9 ~ X't~9 
256 ~'~ , 

d'oh l'on tire, toujours en vcrtu de la formule (I7), 

3 /9~ x'z~ 
Z a = - - 5 1 2  ~ 

En continuant ces op6rations, on trouvera toujours des coefficients 
num6riques tellement d6croissants que non seulement la convergence de 
la s6rie 

x + + x, + . . .  

paraitra raise hors de doute, mais aussi que la mdthode que nous venons de 
d6velopper, se pr6seniera bien propre aux applications num6riques. Certes, 
nous avons omis les termes provenant des coefficients 3,, ce qui n'6tait 
nullement n6cessaire, mais il m'a paru pr6f6rable de ne pas trop charger 
cette exposition de formules d'une application extr~mement rare. 

Par les expressions que nous venons d'obtenir, on a mis en pleine 
lumi~re le fait important que, m~me si le diviseur ~ 6tait de l'ordre du 
produit fl~x ~, la s6rie obtenue serait pourtant convergente, bien que tous 
les coefficients fussent du premier ordre par rapport aux excentricit6s ou 
aux inclinaisons, et de l'ordre z6ro par rapport aux masses troublantes. 
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9. Examinons encore ]e eas oh l'on suppose la constante arbitraire 
tr6s petite par rapport au coefficient x~. Duns ce but, reprenons l'6qua- 
tion 

a'p 
dr--" + (~ - - f l , ) P - -  fl, P 3 =  - -  r c ~  

et d(~composons-lu duns les deux suivantes: 

(24) 

a,p, 
a-O- + ( '  - - f l ,  + h ) p , -  fl~p~ = o, 

a~p0 + (, _ fl, _ 3fl~p~)p0 - 
d v  ~ 

- -  - - T  cos ( f - -  w) + hp~ 

+ 3fl, p,p~o + fl3p~. 

En int6grant la premi6re d'elles, nous aurons: 

i I 

~dDz'~ = 9 ~ -  (I - -  fll 31- ]$)P~ ~t. ~fl3pl 4, 
\ dv  / 

9 2 6tant la constante d'int6gration. 
Maintenant, si nous posons, comme dans le n ~ 2: 

2 

~T(, + k ' ) =  , - - f l ,  + h, 

g ' k '  = i 

9dr --- x I dx ,  
i! viendra: 

' Hp,~' (, + k ' ) ~ +  =,, 

d'oh l'on tire: 

la constante introduite par lu seconde int6gration 6tant comprise dans 
l 'argument  x. 

Or, i |  s'agit de d6terminer la constante .q, qui, dans le cas present, 
n'est plus arbitraire, mai.~ bicn surabondante. A cet 6gard, observons 
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que la p6riode de la fonction p~ dolt ~tre celle de c o s ( f - - w ) ;  il en 
r6sulte la condition 

x, 2 K  2-K I + k S " '  

d'ofl s'obtient le module k. 
De la seeonde des 6qtmtions (24) on tire la valeur suffisamment 

approch6e: 

(25) h - -  r 3 ~, ~ J -  , 

x 6tant une constante introduite par l ' int6gration de la dite ~quation. De 
1~ il r6sulte: 

I - -p ,  + r 3 , 
~-: - - 2  &~- + - / - -  

En ne retenant que les premieres puissances de k 2 et de a, l '~quation 
pr6e6dente se transforme en celle-ci: 

r 3/4 r2 
2 X~ 2 W3 * ~ 

ou bien, si l 'on admet l 'expression approximative 

en la suivante: 

= ~ ,  

Voilk l '6quation connue du trolsi~me degr6 qui sert ~ d6terminer le 
coefficient x~. 

Apr~s avoir introduit, dans la seconde des 6quations (24), la variable 
x au lieu de v, elle s'~crit ainsi: 

I.q~ 2 r g'a'po + (i g 

- -  - -  r co~ ( f - -  w) + hp, + ~p~-- ppo + 3g~p~op,, 

o4 p est une constante encore ~ notre disposition. 
~tela ~r~at/~v~ta~. 1~. Imprim~ le 6 juillet 1891. 24 
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Admet tons  la notat ion 

= - -  (h  + p )  

et n~gligeons, dan.q le second membre ,  le facteur  =x~ qui est sensiblement g~ 

~gal k l 'unit~, nous aurons, aprSs avoir  remplac6 fl] par  x~ snx  ~, 

d~P~ [2 3k 2 sn x ~ t " 2 -  (27) dx.~ �9 - - i ~  3~9]po ~ y e o s ( f - - w ) + h p ~  

+ fl3p~ - -  PPo + 3fl3P~P~. 

L'int6grale de eette 6quation s 'obtenant  h l 'aide des formules  que 

nous avons all6gu6es dans le n ~ 4, il nous reste main tenan t  k examiner  

si le coefficient ~ est %el ou imaginaire:  dans le premier  eas, la fonction 

P0 peu t  eroitre hors de routes limites, tandis que, dans le second, elle 

reste comprise entre des limites r6elles et d6termin6es. 

Suppos6 que P0 soit une fonetion t r igonom&rique,  du moins quant  
k son terme principal,  on doit  d6terminer  la eonstante p au moyen  de 

la formule  
=3_Rx~ 

P 4 r~ " " 

En in t roduisant  cette valeur,  avec celle de k, dans l 'expression prdc6dente 

de 0, nous aurons 

8 = 3 x~ 

Puis,  en uti l isant l 'expression de ~ que nous avons obtenue dans le n ~ 4, 
savoir 

= 3 J (k' - 0 ) ,  

nous aurons dans le cas aetuel:  

Le plus souvent, on t rouvera  une va leur  de t9, du premier  ordre par  
I o 

rappor t  aux  masses t roublantes ,  de sorte que ~fl3xi devient  une quanti t6 

tr~s petite par rappor t  "k ~. Lorsqu 'on est tomb6 sur un tel cas, la valeur  
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de v est n6cessairement imaginaire, ce qui entraine une fonction ne con- 
tenant que des termes p6riodiques comme expression de P0" La valeur 
de ~ serait encore imaginaire, si 0 6tait une quantit6 n6gative; il nous 
reste done ~ consid6rer le cas d 'une petite valeur positive, tout au plus 

dgale ~ I x~ - - ~  1" 2 

Reprenons l '6quation (26), qui s'6crit aussi de la mani6re suivante: 

zl ~ 3 B~ 2 I ~y2 X1 ~ 2 
3 

il eat facile de voir que lea plus grandes valeurs num6riques de x l  , qu'on 
en peut tirer, compatibles avec la nature de notre probl6me, sont celles 
qui s'obtiennent dana le cas de deux racines 6gales. Cela admis, on aura: 

Ol1: 

et 

De ces valeurs extr6mes, on tire los relations Suivantes: 

xl 

Y___ 3 2 

Pour conserver plus de g6n6ralit6, posons: 

a) ~" 3 

b) L =  3 

z 0 et z 1 6tant lea racines de l '6quation 

,Z t ~  3O)Z ~ 2~ 



188 H u g o  Gyld~u .  

qui, dans le cas de m = I, admet:  

2o ~--" 2 ;  2:1 ~ - -  I .  

En portant  les deux valeurs que nous venons d'6tablir, dans l'ex- 

pression de 0, nous aurons lea deux formules que voici: 

I X2 I 2 

a) ~ = ~f l~  1 + -4A~,  

' 

b) o = - -  ~ f l ~  + ~' .  

Maintenant, en ayant  6gard K 1'expression 

) 
nous parviendrons aux r6sultats: 

a) 

b) 

I r  " ~t ~t Li I) 2 X~i 

�9 ) ;] I 9 " 

v 3/~3 V \  z~+2lL\ 
La premi6re inspection de ces formules nous montre que la seconde 

d'elles donne toujours ~ v u n e  valeur  imaginaire, vu que z I est restreint 
entre les limites o et - - I .  Par  contre, la premiere expression de v 

pourrai t  aboutir  ~ des valeurs r6elles de v. En effet, si la condition 

2 I +  x ~ >  > - -  
zo ~ 

est satisfaite, les deux facteurs du radical seront positifs, et en cons6quence 
la valeur  de v sera n6cessairement r6elle. Dans un tel cas (qui cependant 

est tr6s peu probable,  vu que la valeur  dc z 0 cst, le plus souvent, tr6s 
petite) le mode d 'approximation que nous avons cntam6 dans le pr6sent 
num6ro ne serait plus 16gitime. Mais on pourrai t  l 'utiliser toutes les lois 

que la valeur  de x 2 resterait  moindre que celle de I x~. 
4 
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zz~ 
Cela 5tant, raisons l~ rcmarque que s i x :  est plus grand que ~ ,  i l  

Zo 

I 
est aussi plus grand que ~x'~. D'autre part, routes les lois que z ~ est 

plus grand que ~x~, l'application de 19 m6thode que nous avons ex- 

pos6e dans les num6ros pr6c6dents, nous conduit n6cessairement ~ des %- 
sultats exacts. I1 y ~ done des valcurs de z0, ~ savoir celles comprises 
entre z o = 2 et z o - ~  ~/4, qui peuvent rendre l'application des m6thodes du 
paragmphe pr6sent tr6s difficile ou m4me doutcuse, mais comme, dans ces 
eas, l'6quation du troisiSme degr6 n'offre qu'une seule racine r6elle, on 
peut recourir ~ la m6thode du deuxi6me paragraphe, qui, justcment dans 
le cas aetuel, n'offre point de difficult6. En effet, la valour de n 6tant 
r6elle, les formules (26) (w 2) donnent des r6sultats positifs relativement 
aux quantit6s B 0 ct B~, de sorte que la valeur du module, calcul6c 

I 
d'apr6s la formule (32),  se ra  tout au plus 6gale k ~. 

I1 nous reste encore ~ faire une observation g6n6rale. 
Dans le courant des approximations suecessives, on se heurtera quel- 

quesfois contre des tcrmes contcnant l 'argument variable hors des signes 
trigonom6triques. Cos termes n'6tant pas admissibles, on peut los d6truire 
facilement, comme jeq ' a i  fait voir dans le m6moirc D i e  h,ter+nedi~ire B a h n  

des  M o n d e s ,  Acta  m a t h c m a t i c a ,  T. 7, p. I57 , auqucl il suffit de 
renvoyer le lecteur. 

(A suivre.) 


