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UBER EINE NUMERISCHE BERECHNUNG 

DER ARGI.IYIEI~TE DER CYKLISCHEN, HYPERBOLISCHEN UND 

ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN 

YON 

C. R U N G E  
i n  I ~ A N I ~ O V E R .  

Die Methode, durch welche ARCHIMEDES seinen Naherungswerth der 
Zahl ,'r land, ist einer Vervollkommnung fr~hig, auf welche meines Wissens 
bisher nieht aufmerksam gemacht worden ist. 1 In ihrer verbesserten Form 
bietet sic ein geeignetes Mittel dar, um die Argumente der Exponential- 
und Kreis-Functionen so wie der hyperbolischen und elliptischen Func- 
tionen zu berechnen, wenn die Werthe der Functionen gegeben sind. 

ARCHIMEDES berechnete an Stelle des Umfanges eines Kreises mit  dem 
Radius I den Umfang eines eingeschriebenen und den eines umschrieb'encn 
regularen Vielecks. Der Umfang des Kreises liegt zwischen diesen beiden 
Werthen, welche beliebig nahe an einander riicken, wenn die Seitenzahl 
hinreiehend gesteigert wird. Den Umfang eines regularen Vielecks mit 
grosser Seitenzahl land er, indem er successive aus dem Umfang des Sechs- 
ecks, welcher gleich 6 ist, den Umfang des Zwslfecks, aus diesem den des 
Vierundzwanzigecks u. s. w. berechnete. Die Seite des eingeschriebenen 
regularen n-Ecks ist gleich 2 sinu, wenn mit u der n to Theil  von zr be- 
zeichnet wird, und die Seite des umschriebenen regularen n-Ecks ist gleieh 

2 tan u. Aus den Werthen von sin u und tan u kann man sin ~-~ und tan -u 
2 2 

finden, welche verdoppelt die Seiten des eingeschriebenen und um- 
sehriebenen 2n-Ecks darstellen. 

Vgl. Nachschrift. 
&r math#maCfca. 1~. Impr im~ le $ ao~lt 1591, 
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Diese Methode lasst sich auf  jede Function anwenden, sobald es m0g- 

lich ist, aus dem Werthe der Function ffir ein gegebenes Argument  den 
Werth  derselben ft'tr die HMfte des Arguments  zu berechnen. 

Sci n~mlich f ( u )  eine bcliebige Funct ion yon u, welche in eine con- 

vergente I~eihe nach Potenzen yon u entwickelt  werden kann 

f(u) = a o "4- a l u  "4- a~u ~ "a t- . . . .  

Wenn es mOglich ist aus f ( u ) d e n  Werth  von f ( ~ ) u n d  mithin den Werth 

von f ~ ftir jeden ganzzahligen Wer th  von n zu bcrechnen, so kann 

man daraus den Wer th  von u finden. Denn es ist: 

und folglich 

= a o + . . .  

2 / ~ - - a  o = a ~ u - F - % ~ +  . . . .  

Far  grosse Wcrthc yon n wcrden auf  der rcchten Seitc alle Glieder ausser 
dem ersten sehr klein, und man erhMt eincn Nahcrungswerth ffir a l u  , 

aus dem durch Division mit  a 1 die Grssse u gefunden wird, vorausgesetzt 
dass al yon Null  verschicden ist. Ware a~ gleich Null, so mi~sste man 

mit  2 -~" statt  mit  2" mult ipl icircn und cs wfirde 

ein Nahcrungswerth fiir % u  2 sein. Wfirde auch a 2 verschwinden, so 
konnte man durch Multiplication mit  2 3~ einen Naherungswerth fi;w a3u  3 

gewinnen u. s. w. 

Dieses Verfahren ist das namliche, welches LrGESDRr: zur Bercchnung 
elliptischer Integrale angewcndet  hat. 

Ist 

_ so de 
U ~--- ~ / t - - k ' s i n  2~'  

ist 

0 0 
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wo ~1 aus den Gleichungen 
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I 
sin ~ 

sin ~1 - -  [ , sin ~" --~ k sin 
cos ~ 

gefundcn wird. 
Denkt man sich ~ als Function yon u dargestellt  ~ ~ f (u) ,  so kann 

man also ~x----f(-~) berechnen. Aus ~1 findet man auf dieselbe Weise 

f ( ] )  u. s . f .  Setzt man das Verfahren n Mal fort, so liefert 2 n ~  

einen Ni~herungswerth ftir u. Stalt ~ kann man auch sin~ als Func- 
tion yon u betrachten. Die Abh~ngigkeit zwischen s in~ und sin~a ist 
eine algebraische durch Quadratwurzeln darstellbare, was in den FMlen 
ein Vorzug ist, wo etwa der zu erreichenden Genauigkeit wegen trigono- 
metrische Tafeln nicht zu Gebote stchn. 

Gegen diese Art  der Berechnung ist einzuwenden, dass die Zahl der 
Schritte manchmal  betrachtlich ist, um eine nennenswerthe Genauigkeit zu 
erzielen. Man kann aber dieses Verfahren des ARCmMEDES, wie w i r e s  
nennen wollen, so "modificiren, dass die berechneten Ni~herungswerthe sich 
viel schneller dem gesuchten Werthe n'hhern. 

Es sei wieder 

Dann ist 

f (u )  = a o -a t- alu + a.~u 2 + . . .  + a,,u" + . . . .  

f~ = a o  + a ~ + % 7  + ' ' "  + a " ~ +  . . . .  

Um keine Nenner schreiben zu mtissen, mOge aa ~-- 2~"bx gesetzt wetden. 
Dann hat man 

= a o + blu + b~u ~ + . . .  + b . ~ u  "+~ + b.+~u "+~ + . . . ,  

-~ a o + ba2u + b22~u ~ + . . .  + b,+~2"§ "+1 + b,+~2"+~u "+~ + . . .  , 

�9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 ~ ~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 ~ �9 �9 �9 �9 

t �9 

f ( u )  = a o + b 12"u + b.~ 2~"u ~ + . . .  + b,+l 2("§ + b,+~ 2("+')"u" ~ + .... 
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Diese Gleichungen sollen mit  Constanten mult ipl icir t  und addir t  werden, 

und zwar sollen die Constanten so gewlthlt sein, dass auf  der rechten 

Seite in der Summe alle Glieder fortfallen, welche u s, u 3 , . . . ,  u ~+1 ent- 

halten. Bezeiehnet man die Constanten der Reihe nach mit Co, 6'1, C~, 
. . . ,  C, und bezeichnet mit  f ( x )  die ganze Function n 'e" Grades 

~(x)  - -  C'o + C,x + c~x ~ + . . .  + c ~  ~, 

so kann man die Summe 

Cot(5 ) "t- l,\2-V:-_~ I @ . . .  q- e , f (u)  

folgendermassen schreiben: 

<'o," ( i )  + b, ~(~),, + b,g ( : ' ) , ,  ~ + ... + ~,.,+, f (~ '+ ' ) . .~ + b.+~(~'~O, "+~ + .... 

Um die Coeffieienten von u s, u '~, . . . ,  u "+~ zum Versehwinden zu bringen, 

hat  nian Co, C 1 , . . .  , C. so zu bestimmen, dass 

r = ~(., ') . . . . .  ~-(:,+') = o. 

D. h. Co, C 1 , . . .  , C. miissen den Coefficienten yon 

( x -  _ , ' ) ( ~ -  ~ ) . . .  ( ~ -  :" ~') 

proportional sein. 
Der Proportionaliiatsfaetor werde so bestimmt, dass f ( 2 ) - - 2 "  ist. 

Man setze also: 

~(x)  = :~(~ - 2')(,~ - -  2 b , . .  (.~,- 2~+') 
(2 --2'X2 - -  2 ' ) . . .  (2 --  2"~') 

oder 

Dann ist 

( X )  = a ~ - -  2 1 .  ~ - -  2 1 ~ l ~ - -  2 1  

I - -  2 I - -  2 1 1  - - -  2 ~ 

~, _ _  2 ~ i + l  

I - - 2  n 

C, of ~, + e , f  2-,=-_.__, + . . .  + c , , fO , ) - -~~162  

oder, was dasselbe ist 

,,0] + + . . .  + 
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ein N~herungswerth for alu und die Abweichung von a~t ist gleich: 

b.+-0 r (~"+') u "+~ + b . ~  r (2 "+") u "+~ + . . .  

oder, wenn man statt der Grsssen b wieder die urspriinglichen Coefficienten 
der Entwicklung von f(u) einffihrt, 

n + ~  n + 3  

" . + ~ ~  + ~.+~V,.+~)o~ + . . . .  

Hebt man 
so wird: 

aus jedem der Faetoren des Z~hlers von if(2 ~") 2 "+~ heraus, 

~ k ,  ]'̂{2nq-a'X ~ 2 n ( n + a )  I - -  :2 . . . .  4-~ I - -  2 . . . .  +o ~ I - -  2 - a + l  

I - - "  2 I - -  2 ~ I - -  2 n 

Und schreibt man zur Abkiarzung 

oo_1 --- (~ - -  : - ~  - -  : - ~  (~ - -  ~ . . . .  % 

so nimmt der Ausdruck f~r die Abwelehung des Naherungswerthes die 
Gestalt an: 

I 

( i  _ _  2 ) ( i  _ _  2 , ) . .  . ( i  _ _  2, ,)1_ ' n + .  1 I f "  ~n+.~o~'t ,~ - ~  . . . ] .  

Die Grsssen 9 sind s~mmtlich positiv, nehmen mit wachsendem Index zu 
und nahern sich der Grenze I. Daraus erhellt, dass die unendliche Reihe 
zugleieh mit der unendlichen Reihe liar f(u) convergirt und divergirt. 
Die Gleichung ist mithin nur far solche Werthe von u richtig, far welche 
die Reihe fiir f(u) convergirt. Fiir solehe Werthe erhMt man aber bald 
sehr genaue N~iherungswerthe, selbst wenn die Convergenz der Reihe f(u) 
langsam ist. Denn bezeichnet r die Summe der absoluten Betr~ge yon 
a.+~u "+-0, a.+~u"+~,..., so ist die Abweichung des Naherungswerthes ab- 
solut genommen kleiner als 

r 

( 2 -  I)(2' - -  0 . . - ( 2 " - -  i) 

Es ist aber der natiirliche Logarithmus des unendlichen Produetes 
(, - -  e-~)(I - -  2--0)... gleieh 

Aat~ magh~taat,~ea. 15. I m p r l m ~  le  6 aofl t  1891. 2 9  
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I 2_). n 
x (i - = - 1 2  22 

X I 2 -~ 

~ ~ I - - 2  -)" 

~ I I 

= - -  ] 2  ~" - I 

Z I I ~ I (  I I )  

I I 

= t 

Also wie man leieht findet 

- -  Z l ( I  - -  2-") < 1(2) + 0 , 6 .  

Mithin ist die Abweiehung des NAherungswerthes kleiner als 

.(1+1) 

2 .2 . 2 e  ~ 

oder auch kleiner als 

. ( a + l )  _ _ _  +.2 
Y2 .2 1 

Man sieht aus dieser Form, dass die Genauigkeit  des Verfahrens selbst 
bei langsamer Convergenz d. h. wenn r mit waehsendem n nur  Iangsam 

. (n+ l )  __ _ _  + .2 
abnimmt,  betri~ehtlich ist. Denn for  n-----I0 ist z. B. sehon 2 .2 

kleiner als I0 -'{;. In besonderen FMlen wird man eine noch etwas klei- 

nere Grenze f~r die Genauigkeit  ableiten ksnnen, wenn man nicht, wie 
es bier der Einfaehheit  wegen geschah, die Grossen d gleieh I setzt. 

Sind yon den Coeffieienten der Reihe f(u) einige Null ,  so kann man 

die Constanten 6 o , 6' 1 , . . . ,  C, zweekmlissiger bestimmen. Denn es ver- 
schwinden alsdann in der Entwicklung 

~or + b,r + b,r + . . .  

Zur  Bereclmung von 1 - [ ( I -  2 -~)  kann man sich aueh der  EULER'schen Formel  
3k" t: k 

bed[elaell H ( I  - fe k) ~ Z ( -  i )  l'a~ .2 iliad f inder  so H ( I  - -  2 - t"  ) = 0 , 2 8 8 7 8 8  . . . .  
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einige Glieder von selbst, und fiir diese braucht dann n~tiirlich ~ nicht 
gleich Null zu sein. Statt des'sen lassen sich dann eben so viel weitere 
Glieder zum Verschwinden bringen, wodurch eine grOssere / Genauigkeit 
des Ni~herungsverfahrens erreicht wird. Ehe diese Betrachtungen durch- 
gefiihrt werden, soil indessen ein Bcispiel die Methode erlautern. 

Man findet leicht 

und 

f i l r  ~t ~ I 

f o r  n ~  2 

fiir n = 3 

fiir n =  4 

~(x) = 4 - -  x, 

3 ~  (x )  --- 3 2 I ~-x + x ~, 

2 I F ( X )  ~-  512 - -  2 2 4 X  -q- 28X 2 -  X 3, 

315F(x) ---- 16384 - -  768ox + II2OX 2 -  6ox ~ + x ~ 

= 2 - -  I .  

Will man nun z. B. den nuttirlichen Logarithmus von 2 berechnen, so 

ist z u  setzen f(u) e " ~ 2 ,  Fflr n =  4 

ist, da 'u  kleiner als i seinmuss, r < ~ + ~ + . . . <  < z 7 . i o  .4 . Die 

Abweiehung ergiebt sieh mithin kleiner als 

2 -8 . i 7 . i o  - 4 <  7. IO -~. 

Will man den N~,herungswerth auf 6 Stellen berechnen, so slnd ~/?, ~/'), 
~/~, '~/~ noeh etwas genauer als auf 6 Stellen in die Reehnung einzu- 
fahren. Denn der Fehler yon )~ wird ja aueh mit U 0 multiplieirt der 

8/-- 
yon v 2 mit C 1 u. s .w .  Da die Summe der absoluten Betr~ge yon Co, 
q , . . . ,  (J, oder. f ( - - ~ )  etwa gleieh 8o ist, so gent~gt es jedenfalls mit 
aeht Deeimalen zu rechnen. 

Bedient man sieh der THOMAS'sehen Reehemnasehlne so braueht ein 
einigermassen ge~bter Rechner nieht mehr als 8 Minuten um den Nf~- 
herungswerth o,6931473 zu finden. Nit Benutzung dieses Werthes kann 
man zeigen, dass die Genauigkeit noeh grSsser ist als oben abersehlagen 

I IO 
wurde. Denn da l(2) hiernaeh kleiner als o,7 ist, so wird r < iB.--r ~. 

Die oben gefundene Grenze redueirt sick dadureh auf weniger als o , I2  
ihres frt~heren Betrages und ergiebt sich demnaeh kleiner als 84. Io -8. 
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Wesentlich kt~rzer gestaltet sich die Rechnung, wenn in der Ent- 
wicklung yon f(u) eine Reihe yon Coefficientcn Null  sin& Es sollen fiir 
den Fall, dass nur ungerade Potenzen vorkommen und ftir den Fall, dass 
nut  gerade Potenzen vorkommen, die Formeln ausfiihrlich entwickelt  werden. 

Ist 

. .  a u : " + 3  
f ( u )  = alu + a,~u ~ + a3 u~ + . + a,+,u ~'+1 + ,,+, + . . .  

so sind die Multiplicatoren C0, C ~ , . . . ,  C,, den Coeffieienten von 

:~ 

proportional zu setzen. Und damit  in dem Ausdrueke fiir 

C ~ ~ ~ ~ ~ (-J'tof(~) + lf(2-'-~-~l) + + ~nf(u) 

der Coefficient von u gleieh a 1 sei, best immt man den Proportionalit~tts- 
factor so, dass ~ ( 2 ) =  2" und setzt demnach 

~ ( X )  = 2nX2---- 2 '  2 - -  2 ' ' ' "  2 - -  2 2n+l - -  I - -  2 ~ [ - - . 0 '  

Die Abweichung des Naherungswerthes ergiebt sich gleich 

X , -  2 2a+l 

an+2  2n(2n+8) + an+3 2n(2n+fi) --~ . . . .  

Nun ist aber 

~(22,,+~+1) __ 
2n(2n+2a+l) ( i  - -  2 ~ ) ( i  - -  2 ' ) . . .  ( x  - -  2 ' " )  

Sehreibt man zur Abk~irzung 

"~a = ( I -  2 - -~a ) ( I  - -  2 - - 2 a - - ~ ) . . .  ( I  ~ 2 -2a -2 (a -1 ) )  

so wird daher die Abweichung des N~herungswerthes 

I - -  2 2n 

I 

([ - -  2')(I - -  2 ' ) . . .  (t - -  2") [an+2zlu~"+a + a"+a e~U:"+~ + ' "  "] 

Die Grossen ~ sind positiv und kleiner als I, wachsen mit  wachsendem 
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Index und n~hern sich der Grenze I. Bezeichnet man  die Sumrne der 
Cl U '2n'~ ~ absoluten Betri~ge von a,,+:u '"+3, ,+~ u . s . w ,  mi t  r ,  so ergiebt  sich 

der absolute Betrag der  Abweichung  kleiner als 

9" I 
(I  - - , 2 - ~ ) ( i  - -  2 - ' ) . . .  ( I  - 2 - ~ ' )  

Nun  ist 

2n(n+l) 

Also 

I 
1 (E - -  2-~)(i-- 2 - ' ) . . .  ( t - -  z-~") . . .  ---- ~ ~ I - -  2 -~. 

I I I I ~ (  I I )  
+ - 

(~) 21_ Z I I 
= 1 2 4 x ( 4  a - -  t )  

< / ( 4 ) + o , o 8 6 .  

( t  - -  2 - ~ ) ( t  - -  2 - ' ) . . .  ( i  - -  2 - ~ " )  
< 4  

~ . I , I  < 1,5. 

Mithin ist die Abweichung  des Naherungswer thes  absolut  g e n o m m e n  
kleiner als 

i~Sr2--n(n+D. 1 

EnthMt  andrersei ts  f ( u )  nu r  gerade Potenzen yon u 

G an-2u+2 f ( u )  ---- ao + a,u ~ + a~u' + . . .  + , + , .  + a,,+~u :n§ + . . .  

so wird m a n  die Mult ipl icatoren so wahlen,  dass in der S u m m e  

, ... u ~'+2 wegfal len,  d. h. man  n i m m t  C o C1, .  , C .  die Potenzen u 4 u 6, , , .. 

den Coeffieienten von 

( x - -  2 4 ) ( X -  26) . . .  ( X -  2 ~n+:) 

t Mit Hi|fe der oben erw~hnten EuLER'schen Forme| erhMt man 

][1(I - -  4 -k) = 0,68854. 

Darnach ist die Abweichung kleiner als 1,46r2 -~(~+1). 
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proportional. Den Proportionalitatsfactor wahlt man so, dass in der Summe 
u ~ nur  mit  a~ multiplicirt  erscheint, dass also ~(2 :) = 2 -~ ist. Demnach 
hat man zu setzen 

~ 22n'1-2 �9 - -  2 4  X - -  2 o X - -  2 2 n + ~  
- - - -  o 

2 a -  2 ~ ' ~ + 2 -  I - -  2 '~ I - -  2 4 " "  I - - 2  ~n 

(I) ist dann gleich 
2 ~ n - F 2 -  I 

und es wird dcr Ni~herungswerth gleich 

u )  U -/ u \ z2"+ : - I  Cof ~ q- ,/(2-~-_, ) q- . . .  q- U.f(u) 3 a~ 

oder auch, da if(I) = G'0 + C~ + . . .  -4- U. 

co --ao + Q  f --ao + . . .  + e.[f(u)--a.] .  

Dieser Naherungswerth weicht von al u~ ab um 

~ ( 2 2 " + 4 ) U ~ . + 4  ~ -  / u . . . + 6  
a,+~ z,(:~+4) -4- a,+3 ~ - -~- . . .  

oder in anderer  Form um 

I 

( I  - -  2 ' ) ( I  - -  2 4 ) . . .  (x - -  22" ) [ a " 4 - ~ l u : " + 4  "4- a e u 2~+6 + . . . ]  

wo el ,  z 2 , " "  dieselbe Bedeutung haben wie oben. Bezeichnet wieder 
a I~ 2n+6  r die Summe der absoluten Bctrage von a,~,~t :~-4 ~+3 u . s . w ,  so 

ist die Abweichung des NMmrungswcrthes absolut genommen kleiner als 

I ~ 5 ~ ' 2  - n ( n + l ) .  

Die Functionen ~(x)  ft'lr die beidcn Falle einer geraden und ungeraden 
Function f(u) hi~ngen in der folgendcn Wcise zusammen. Setzt man im 
ersteren Falle 2x statt x tin, so geht V(x) fiber in 

2 5 - -  2 4 2 x -  2 6  2 X - -  2 2 a §  

I - -  2 ~ I - -  2 4  ~  I ~ 2 ~n 

und hebt man hier aus jedcm Factor des Zahlers 2 heraus, so geht der 
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Ausdruck in die Function ~,(x) ft~r den Fali  einer ungeraden Funct ion  
f (u )  abet. Ft~r diesen Fall  haben wir 

n =  I 3 ~ ( x ) = S - - x ,  
I 

n = 2 45~(x)  2 5 6 -  4ox -F x ~, 

n = 3 2835~(x)----- 32768 - -  5376x + I68x 2 -  x 3, 

n = 4 722925F(x)  ~-- I 6 7 7 7 2 1 6 - -  278528ox q- 91392x 2 -  68ox 3 + x 4. 

Ftlr den Fall einer geraden Function f(u)  hat  man 

n =  1 3 ~ ( x ) =  ~6- -x ,  

n---- 2 4 5 ~ ( x ) = I o 2 4 - - 8 o x - l - x  2, 

n~-- 3 2835~(x ) - - - - - -262144~215o4x+336x2~x3 ,  

n = 4 722925~(x) - - - -268435456- -2228224ox-{ -365568x2-~36ox3" t  -x*- 

Die Gen u gko,,, wol h0r Wo the rIu l, C ) " "  ' "  in 
~ g 

Rcclinung eingeflihrt werden, muss, wie schon oben bci dem numerischen 
Beispielc bemerkt  wurde, grSsscr sein, als die Genauigkeit, mit  der man 
den N~herungswerth zu berechnen beabsichtigt. Denn der Fehler  yon 

sich mit  Q ,  dcr von f(-~) mif C~_, u. s . w .  Sind die f(u) multiplicir t  

Fehler yon f ( u ) ,  f(~') u. s. w. alle kleiner a ls d, so ist der Fehler in 
x 

der Summe kleiner als ~ multiplicirt  mit der Summe der absolutcn Be- 
tr~ige yon Co, C , , . . . ,  C~, d. i. kleiner als 3 r  Es ist nun, wenn 
in f(u,) alle Potenzen yon  u vorkommen 

~(--  I) ----- (2~(5~ + 1)(2~I-~-* ~ + i)...i) �9 .- ~ - - ~ )  - ( 2 " + ~  + i) < :,+~, 

wenn f (u)  ungerade 
(2 a "]- I)(2 5 "~ I ) ,  *. (2 2n+1 ~[" I) 2n+1 

und wenn f (u)  gerade 

r  I )  (2' dr I)(26 -~- , ) . . . ( 2  ~n+~ -~- I) 2~n. 
= ( 2 ' - -  I)(2 4 -  I ) . . . ( 2  ~ n -  I) • I ' 7 "  
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Darnaeh kann man  f~r jeden Fall  i~bersehlagen, m i t  wie viel Deeimalen 

es gentigt  f ( u ) ,  f u . s . w ,  in die Reehnung  einzuffthren, wenn man  

bei allen mi t  der  gleiehen Anzahl yon Decimalen rechnen will. 

Ffir ungerade  und gerade Funet ionen soll die Methode an einigen Bei- 

spielen durchgef t ihr t  werden. 

1. B e r e e h n u n g  y o n  arc sin z ~ n d  ~.re cos ~. 

Man kann sieh offenbar au f  den Fal l  be.~ehranken, wo der Bogen 

nicht  grSsser als ~ i s t .  Dann ist z. B. ftir n ----- 2 beim Sinus r < 0,  4. Io  -~ 
4 

beim Cosinus r < o , 4 . i o  -6. Mithin ist f~r n-----2 der Naherungswer th  

fiar arc sin bis auf  i o  : genau und  der  Naherungswer th  ftlr das halbe 

Quadra t  von are cos his auf  I O -~. Mit dieser Genauigkeit  ist also 

45u ----- 256 sin ~ - -  40 sin ~2 + sin u ,  
4 

4 5 3 - =  i o 2 4  1 --eos4)--8o ,,I --eos~ +(, --eosu). 

Die zweite Formel  ist vorzuziehn, well sie erstens etwas gennuer  ist und 

zweitens, wenn cos u gegeben i,r nur  3 Quadra twurze ln  auszuziehn verlangt .  
~ t  2 

Rechnet  man  mi t  9 Decimalen,  so wird (]er Naherungswer th  yon ~ - m i t  

einer Genauigkei t  yon 1,4 Einhei ten der 8 'en Stelle gefunden also ~t~ selbst 

auf  2 , 4  Einhei ten der  8 te" Stelle. So findet man z. B. ftlr s inu---- -0 ,5  

sin u --~ 0,5 cosu----- 0 , 8 6 6 0 2 5 4 0 4  
r 

~t . / I  + c o s q t  
c o s -  --::-- V 2 2 

- - 0 , 9 6 5 9 2 5 8 2 6  

"U, 

I + c o s -  
2 

C O g  - ---"-- 
4 2 

- - o , 9 9 1 4 4 4 8 6 I  

2 o ,137o77845 ,  u------o,523598786 
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wahrend der wahre Werth ~ auf neun Decimalen abgekiirzt gleich 

0 ,523598776 
7r ist. Auch fr n ~ I i s t  die Genauigkeit nicht unbedeutend. Far  u----- 
4 

hat man ft~r den Sinus 1,5r2~("+1) < I0 -8 und far  den Cosinus 

1 , 5 r 2  ~(n+l) ( I14 .  IO--4. 

Die relative Genauigkeit (Abweichung im VerhMtniss zu u) ist fiir den 
Sinus kleiner al~ 1 ,3 . Io-~ far  den Cosinus kleiner als 1 , 8 . I o  -~. Die 
Formel far  den Sinus liefert eine einfache gra- 
phische Rectification des Kreisbogens. Ist n'~mlich A ~ A  

< A M B - - u ,  so ist AU----sinu, A B ~  2 s m ~ ,  vor- 

ausgesetzt, dass der Radius zur Li~ngeneinheit gemacht B 

ist. Der Nhherungswerth ist dann ~ (4AB m AC) oder 

AB + ~ (AB- -  AC). 

ARCHIMEDES land aus dem Umfang des eingeschriebenen und um- 
schriebenen 96-Ecks far  ~ die Grenzen 31/7 und 31~ welehe bis auf 
2 Einheiten der vierten Stelle genau sind. Mit Benutzung der abgelei- 
teten Formel far  n ---- 4 warde man aus den Seiten des 6-, 12-, 24", 48-, 

7r 
96-Ecks did Zahl ~ mit der Genauigkeit 

(~)  11 [~[ , IO--17. 1,5 ~-2o < 3 

berechnen kOnnen. 

2. Berechnung der Argumente des hyperboUschen Sinus und des 
hyperboUsvhen Cosinus. 

Die Genauigkeit ist dieselbe wie die far  Sinus und Cosinus berechnete, 
da die absoluten Betr'~ge der Glieder in den Potenzreihen ft~r den tri- 
gonometrischen und den hyperbolischen Sinus und ebenso in denen ftir 
den Cosinus dieselben sind. Die Formel far  den Cosinus ist auch bier 
im Allgemeinen vorzuziehn. 

AcCa matheraat~ca, 1~;o Imprim6 le 11 ao(lt 1891. ~0 
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Wenn das Argument  gross ist, so thut  man besser statt der Formel 

filr n,  die Formel ftir n - - I  aber mit  f ~ ~ . . . f  ~ zu benutzen. 

Es ist ni~mlich die Genauigkeitsgrenze ft~r u~ etwa gleich 
2 

2 --n(n 4- I). 
I ' 5  I 2n -F 4 

man dagegen die vorhergehende Formel ftir n - - I  auf f (~)  an, Wendet  

so ist die Genauigkeitsgrenze etwa 

2 t ~/2n + 2 2--~(n Srl). I , ~  2n+22--(n--l)n ~ I ' 5 1 2 n .  "t" 2 
4 1 2 n  --1- 2 

Die obige Genauigkeitsgrenze geht  aus dieser durch Multiplication mit  

hervor. Wenn also u 2 > ( 2 n q  - 3)(2n-I-4) so ist die letztere 
(2n + 3)(2n + 4) 
kleiner. Sei z. B. eoshu = I0, dann ist: 

/ 
q$ , / I  -.~ cosh'u. 

COS/, 2 ~ V 2 ~-~ 2,345207880,  

q~ 
eosh~ = 1 ,29329x9o i ,  

cos, ~ = I ,o7o8 x 5554, 

q~ 
cos, ]-~ = I ,o17549889.  

Die Formel n = 3 auf die letzten vier Zahlen angewandt liefert: 

u = 2,99322282. 

(:)' i ist etwa I , 2 I 0 -s,  Die Abweichung des N~herungswerthes fur ~ 

aber da mit  9 Decimalen gerechnet ist, so k0nnte ein Fehler von 6 Ein- 
heiten der 8 re" Stelle hinzukommen. 
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3. B e r e c h n u n g  e i n e s  e l U p t i s c h e n  I n t e g r a l s  e r s t e r  G a t t u n g .  

Sei 
1 

( I  - -  ~ 'X '  - -  k ' ~ w  
0 

, wo k = sin 75 ~ = 0 ,96592583,  

so hat  man 

X = s n u ~  

~ V / ' 
Xl ----- sn2 I +%/I - - -k  ~ - -  0 ,88566098  , 

x 2 = sn~, = I + ~ / i - - - -  k*zI = 0 ,60188393,  

x 3 = o , 3 3 3 2 5 r ~ 7 4 ,  

x 4 ---- 0 , 1 7 1 3 5 4 8 1  , 

x~ = 0 ,08629406.  

Wendet  man auf  die letzten 4 Zahlen die Formel  n-- - -3  fa r  eine un- 
gerade Function an, so ergiebt sich u ----- 2 ,768o63o8 ,  was bis auf weniger 

als 7 Einheiten der letzten Stelle richtig ist. Die msgliche Abweichung 
des l{esultats in Folge der Abktirzung aller Zahlen auf  8 Decimalen 

betragt 3 Einheiten der siebenten Stelle. 
Man erleichtert  das Verfahren und erreicht eine schnellere Convergenz, 

wenn man statt snu die Functionen cil~t und dnu  dn~  der Rechnung zu 

Grunde legt. Zur  Abk~rzung werde geschrieben: 

Dann ist: 

Oil  q~ I 

r ( . )  = an e ( u )  = 

= I '  7 :t--7~(~) ' v ~ + f ( u )  

Man findet also aus f ( u )  und g(u) durch zwci Quadratwurzelausziehungen 
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/ , ,% ft~) und gt~)" Wiederholt man diese Reehnung einige Male, so kann 

die oben entwiekelte Formel sowohl auf /'(u) als auf g (u)  angewendet 
werden. Die Entwicklungen von f(u) und g(u) fangen folgendermassen an: 

f ( u )  = + . . .  2 

g ( u )  = t + - - u ' +  . . . .  
2 

Man erhMt also dutch Amvendung der Formel  auf f(u)einen Ni~herungs- 

werth yon - -k"u~ und durch Anwendung derselben a u f g ( u )  einen solehen 
2 

k' 
yon - - u  ~. Was die Genauigkeit des Verfahrens betrifft, so wurde oben 2 
dafiar der A u s d r u c k  

I ,  5 r 2 -n(~+l)  

aufgestellt, wo r die Summe der absoluten Betrage yon a,,+~u ~''+4, 
a,,+~u~"+r der Glieder in der Entwicklung yon f(u)  resp. g(u) be- 
deutet. Es kommt  also darauf an ft'lr r eine obere Grenze zu finden. 
f(u) und g(u) werden beide nur an den Stellen 

u = K + K'i + 2 inK+ 2nK'i 

unendlich und die Entwicklungen nach Potenzen yon u convergiren daher 
K' K und u-------. Be- beide f~r l ul < I g + K'i I und a fortiori ft~r u = ~ -  2 

zeichnet nun m den grSssten Werth der absoluten Betr~ge einer der Po- 

tenzreihen, welehe dieselbe fctr lul = K annimmt,  so ist bekanntlich x 
2 

und mithin far  I-I < ~ 
2 

(K\ 
2~, 

7 )  la>l <,,* 

K' [ 2u [ 2~+4 

' Der Beweis ist unmittelbar aus dem CAUCHY'Sehen Integral [(')(o) = ~-~]  z ~  

~u entnehmen. 
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Ebenso folgt, wenn m' der gr0sste absolute Betrag ftir l u l = K '  ist, fQr 
2 

K' . 
lul < 

K1, 4{u[ ,  ~-7 

Der grSsste absolute Betrag, welchen eine analytische Function in einem 
Gebiet annimmt, in dem sic sich regul'~r verhMt , wird immer auf dem 
Rande des Gebietes angenommen. Wenn daher um den Kreis mit dem 

K' 
Radius K resp. ein anderes Gebiet abgegrenzt wird, welches den Kreis 

einschliesst, so wird der grt~sste absolute Betrag auf dem Rande desselben 
statt m resp. m' in dem Ausdruck fQr die obere Grenze yon r geschrieben 
werden k0nnen. 

Dieses Gebiet lasst sieh so wahlen, dass der grSsste absolute Betrag 
yon f(u) resp. g(u) auf dem Rande desselben angegeben werden kann. 

Far den Kreis mit dem Radius K grenze man das Gebiet folgendermaassen 2 
ab. Es sei dasselbe ein Rechteck, dessen verticale Seiten in die belden 

K 
parallel zur y Achse dutch +__~- gezogenen Geraden fallen. Die hori- 

zontalen Seiten sollen durch • 2nK'i laufen, w o n  eine ganze Zahl und 
K 
--. Das Gebiet, welches den Kreis mit so gross gew~hlt ist, dass 2ng' >2 

dem Radius K' enthMt, soll ein Rechteck sein, dessen horizontale Seiten 2 

in die beiden parallel zur x Achse durch +__-~ gezogenen Geraden fallt 

und dessen verticale Seiten durch + 2n'K laufen, w o n '  eine ganze Zahl 
KI 

und so gross gewahlt ist, dass 2n 'K>- i .  Die gr0ssten absoluten Betr~ge 

yon f(u) und g(u) auf dem Rande dieser Gebiete, findet man durch An- 

wendung der Formeln liar f2(~) und g~(~): 

= I + g ( u )  - - d n u + I  ~ \2/ I + f ( u )  c n u  + d n ~  
a 

Wenn -~ den Rand der beiden Gebiete durchl~uft, so nimmt u solche 
2 
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Werthe an, f(lr welche die Werthe von cnu und dnu bekannt sind, und 
man aberzeugt sich yon der Richtigkeit der folgendcn kleinen Tabelle: 

1 

(, k') 
1 

k 2 

k 0 2 
1 

(, k) 

Man erhMt demnach bei der Rechnung mit f(u) far u ~ einen Niiherungs- 
werth, dessert Fehler kleiner als jede der beiden folgenden Grsssen: 

1 

3k'-~(: k')-'-K'(K' , ,/eu\'.+' 

und 
1 

3k,-2 k-:  i~(K,~ .... ~-i ['2u\ ~"+' ,.-.(,§ . , . .  j . . 

Bei der Rechnung mit g(u) ist der Fehler kleiner als: 

1 
3k_2k,-~ K ~ ( K  ~ ~ 4 u 2 ) _ 1  (~_)2u ~.+42__.(,,+I) 

und 
1 

2" 1 / ' ) 1 / \  2n+4 
3k-~(I - -k)-~K'2(K ' 2 -  4u )- ~ , )  2-"("+R 

Man ersieht aus diesen Ausdrticken, dass far k < k' und mithin K < K' 
die Rechnung mit f(u) die grSssere Genauigkeit gewiihrt, fiir k > k' und 
mithin K >  K' dagegen die Rechnung mit g(u). Ist jedes Mal u kleiner 
als der 4 t~ Theil der grOsseren yon den beiden Grsssen K und K', so 
ist der Fehler des Nhherungswerthes yon u 2 far k < k' und bei der Rech- 
nung mit f(u) kleiner als 

1 

k'-~k - :  2-("+~x"+2) 

far k' < k und bei der Rechnung mit g(u) klciner als 

1 

k-2k '-:  2-{" +'{"+ ~). 
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Will man z. B. K berechnen und ist k > k' so findet man beim ersten 
( K )  ( K )  

I die Werthe yon f und g Y , beiln sch~it t  ~u~ f ( g )  = o, g ( g )  = ~ ,  

zwelten Schritt f (K)  und g(4K--). 

Wenn man jetzt noch 3 ~weitere Schritte macht und die Formel far 

n = 3 auf g(u) anwendet, so wird K mit der Genauigkeitsgrenze gc- 
4 

funden: 
1 1 

k-2k'-~-2 -~~ < I ,osk-~k '-~. Io -~. 

Bei n = 4 ergiebt sich die Genauigkeitsgrenze 

1 . 1 

k - ~ k  ' ~ 2 "'~l,< I , I k - ~ k  ' - ~  lO -9 . 

So fin(let man z. B., wenn man 

71" 

2 

f K = ~/x - -  k' sin ~ 9~ 
0 

k 2 = o , 9 3 3 o I 2 7 o I  

berechnen will 

, ,  

O 

I 

2 

3 

4 

5' 

0 

o,89128859I 

o,9815oo332 

o,995841682 

o,99898833I  

3,8637o3279 

1,96563o5o4 

1,229o51488 

I ,o56217296 

~,oI39858o5 

I ,oo3492123 

Die vier letzten Zahlen der zweiten Colonne liefern: 

K ~ 2 , 7 6 8 o 6 3 o 9 .  
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Dieser W e r t h  ist e twa  u m  6 E inhe i t en  der  8 tea Stel le zu klein.  Die 
K 2 

oben  aufges te l l t e  Genau igke i t sg renze  e rg ieb t  f a r  - -  
4 

also fo r  K 2 

2 ~ 2 . I O - - 6 ~  

8 7 8 .  IO -6. 

Dazu  k0nn te  wegen  der  V e r n a c h l a s s i g u n g  der  zehn ten  Stel le  und  dcr  fol- 

genden  ein F e h l e r  yon e twa  2 E inhe i t en  der  7 ten Stel le  k o m m e n .  K 

selbst  w i rd  also jedenfa l l s  a u f  1 , 7 . I O  -~ r ich t ig  sein. 

W e n n  eine Rechenmasch ine  n ich t  zur  V e r f t i g u n g  steht,  so k a n n  man  

die P~echnung auch  mi t  Hilfe einer  l oga r i t hmisch - t r i gonomet r i s chen  Tafe l  

a u f  die fo lgende  Weise ausf t ih ren :  

Setzt  m a n :  
sn u = sin ~ ,  k sn u = sin j- 

so ist: 
en u ---- cos ~ ,  dn  u ---- cos 7- 

Be rechne t  m a n  zwei neue  W i n k e l  71 u n d  ~'1 aus  den Gle ichungen :  

so ist:  

I 
sin ~ 

I ---- sin 71, k sin 71 ----- sin 7"1 
cos ~ r 

sn -2 ---- sin 71, cn 2- = cos ~'1, dn  u_2 = cos .r 1 o 

A u f  diese Weise k a n n  m a n  fo r t f ah ren  u n d  f ~ u n d  g ~ oder  viel- 

m e h r  die L o g a r i t h m e n  dieser Grsssen f inden.  Denn  n u r  diese b r a u c h t  

m a n  bei der  A n w e n d u n g  der  au fges te l l t en  Forme l .  W e n n  n rein  ima-  

gin'~r ist, so muss  m a n  andere  t r igonomet r i sche  Hi l f s func t ionen  e in fohren .  

Man setze: 
sn u - -  i t an  F~, k' sin ? = sill r ,  

so ist: 
I 

c n u  = - - ,  
COS ~9 

- - - -  ----- COg T .  
Oil  
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Berechnet man zwei neue Winkd  r und r~ durch die Gleiehungen: 

so ist: 

sin ~- 
2 

cos -y 
2 

- - -  = s i n  ~ ' 1 ,  k' sin ~ = sin r~, 

dn _u 
'1~ '/~ I 2 

~-~ i tan T~, en - - ,  -- cos F~. sn 
z 2 cos ~ 

C D . -  
2 

Es ist bel der logarithmischen Rechnung vortheilhafter statt einer der 
s n  Ct 

Functionen f ( u ) =  cnu oder g(u)-~ ~ die ungrade Function ~-n~ zu 
dn ~ dn u 

Grunde zu legen. Man braucht alsdann cnu gar nicht mit zu bercchnen. 
Die Bcrechnung ist ebenso bequem wie die yon f(u) und g(u). Die Ge, 
nauigkeit ist, wie wir sogleich sehn werden ungefahr dieselbe. Ein we- 
sentlicher Vortheil abet liegt darin, dass diese Function fi~r kleine Argu- 
mente klein ist. Bei dcr Rechnung mit n-stelligen Logarithmen ist der 
Fehler in Folge der Vernachlt~ssigung der n - 4 - I  re" und der weiteren 
Stellen etwa I o -n des Bctrages der Zahl. Wenn also die Zahl eine ne- 
gative Charakteristik hat, so bestimmt der Logarithmus sic welter als bis 
zur n t~ Decimale. Ein Beispiel wird den Vortheil am Bestcn zeigen. 

V o r h e r  sol1 abet noch cine Genauigkeitsgrcnze far die Rechnung mit 

sn ~ aufgestellt werdcn. 
d n u  

s n  
Der grSsste absolute Betrag yon g-n-~ auf einem Kreis um den Null- 

K 
punkt mit dem Radius 2 ergiebt sich auf dem oben auseinandergesetzten 

1 1 

Wege nieht grSsser als k-~k'-~(i -4-" k') ~, auf einem Kreis mit dem Radius 
g t  1 1 

~- nicht gr~3sser als k'- 'k-~(i q- k) ~. Darau~ folgt ganz ~hnlich wie oben 

fiir das Verfahren dig Genauigkeitsgrcnze: 

1 1 

1.5k-lk'=~(I + k')~K, K2 12u[e.+" 
--41~1' I g l  =-"r 

Aot~ mathematie, a. 1~. I m p r i m ~  le 12 aoftt  1891. 31 
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oder auch 

{3. Eunge. 

1 1 

K '2 [ 2,~ I~n+4 
1 ,5k ' - l k -E(  I Jr k)~-/C. 41,~1, g~ 2 -"("+1). 

K 1~ 
Hierbei ist lul resp. I.I vorausgesetzt. Wird  l ul nicht grSsser 

als der vierte Theil von K resp. K'  angenommen, so ist die Genauigkeits- 
grenze 

1 1 1 1 

k-~k ' ~(i + k') ~- 2 -("+1,("+2)-1 resp. k ' - I k -~ ( I  + k)E2 -("+1)("+')-1. 

Sei z. B. 
1 

f JCi - -  ~')(~ - -  k'~') 
, k = sin 75 ~ 

zu berechnen,  so findet man 

n log sin ~ log cos ~-~ ~ ~'~ 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

0,0000000 

9 ,9500183  

9 ,7795127  

9 ,5227724  

9 ,2338962  

8 ,9359809  

9 ,9104299  

9 ,9762467  

9 ,9939681 

9 ,9984860  

90 ~ 

63 ~ 2' 8 ;2"  

37 ~ o' 17,8"  

I9 ~ 27' 58 ,55"  

9 ~ 51' 59 ,76 ' '  

75 ~ 

59 ~ 25 ' 1 1 , 6 "  

35 ~ 32' 50 ,4"  

18 ~ 46' 39 ,55"  

9 ~ 31' 37 ,96 ' '  

4 ~ 46' 52,9 '' 

Nun berechnet  man den Ausdruck der oben abgeleiteten Formel  

32768sin~5 5376sinqh j r  i68 sin~3 I sin~2 
2835 cos ~', 2835 cos ~'s 2 8 3 5  cos  T5 2 8 3 5  c o s  T~ 

in welcher man die Logar i thmen der Coefficienten aus einer ein ffir alle 

Mal berechneten Tabelle entnehmen kann. Der Ausdruck ist ein Ni~- 

herungswerth fQr den vierten Theil des Integrales. Er  ergiebt sich gleich 
o ,692o154  mit  der Genauigkeitsgrenze 1 , 2 . 1 o  -6 . Hierzu kann ein 
Fehler kommen durch den Gebrauch siebenstelliger Logarithmen. Wir  
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ksnnen annehmen, dass sich log sin ~ und log cos r bis auf eine Einheit 
der siebenten Stelle genau ergeben. Die Logarithmen der Producte yon 

s in~ in den betreffenden Coefficienten, werden alsdann bis auf 2,5 Ein- 
cos rr 

heiten der 7 re" Stelle sicher sein, die zugehSrigen Zahlen also etwa auf 
5. I o -7 ihres Betrages. Das macht in dem gegebenen Falle hSchstens 
etwa 8 Einheiten der 7 ten Stelle aus. Der gefundene Ni~herungswerth 
muss also weniger als 2. I o -6 von dem wahren Werth abweichen. In 
der That ist er bis auf etwa 4 Einheiten der 7 t~ Stelle richtig. 

Es muss zugegeben werden, dass die Berechnung der Perioden 
schneller mit Hilfe der Thetafunctionen ausgefiihrt werden kann, indem 
man die Theilung einer Periode durch 4 benutzt, besonders dann, wenn 
beide Perioden doch berechnet werden miissen. 

Wenn abet nur eine Periode zu berechnen ist, oder wenn nur ein 
Werth des Integrals fiir besondere Grenzen gefunden werden soU, oder 
endlich wenn die Perioden bereits bekannt sind, so mag das auseinander. 
gesetzte Verfahren wohl am sehnellsten zum Ziele fiahren. Fi~r die Aus. 
ffihrung mit Logarithmen seien hier noch far die F~lle n---- i ,  2 , 3 , 4  
die Logarithmen der Multiplicatoren auf sieben &ellen angegeben. 

,, c0 
. | , , . , ,  

! 

I 0,4259687 

2 0,7550275 

3 1,o628969 

4 1',3656267 

q 
I 

9,5228787 

9,9488475 

0,2779062 

0,5857756 

q 

8,3467875 

8,7727562 

9 , Io i815o  

6,547447 ~ 

6,9734157 

c, 

4, 1409068 

I 

2 

3 

4 

0,7269987 

1,357o874 

1,9659869 

2,5697467 

9,5228787 

0,2498775 

0,8799662 

1,4888656 

8,3467875 

9,0737862 

9,703875 ~ 

6,547447 ~ 

7,2744457 4,1409068 

Bei den Logarithmen, welche die Charakteristik 4, 6, 7, 8, 9 haben, ist 
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- - I o  zu erganzen. Dicse Wcrthe wcrden fiir die meisten practischen 
Zwecke ausrcichen. 

Um aber auch den Gcbrauch grOssercr Werthc yon n zu ermsglichen, 
sollen die Coefl~cicntcn fi'lr ein beliebigcs n angegcbcn werden. Die Ent- 
wickelung der Functionen ~(x) ist cnthalten in der yon EULEa gegebenen 
Entwickelung yon 

( I  - t -  G Z ) ( I  "J 1 - • ' Z ) . .  �9 ( I  - [ -  tg'*g). 

Bezeichnet man dieses Product mit P,,(a, z), so hat man in Folge der 
Dcfinition die bciden Gleichungen: 

folglich 

(' + ~)  ~ ' . 0 ,  ~) - P.+, O,  ~), 

(, + ~"+'~)P.+, ~ ) :  v .+ ,O,  4, 

(, + a~)P.(a,  ~z) = (, + ."+'z)P.(a,  ~). 

Bedcutet f .(a) den Cocfficicntcn yon z ~ in der Entwickelung yon P. (a ,  z) 
nach Potenzen yon z, so folgt aus der Vergleichung dcr Coefl]cienten yon 
~~ (~ = ~, ~ , . . . ,  ,) 

f~(a) "~ + fo-,O)a ~  f~O) + f.-~(~)a"+' 

oder 
fo(a)O ~  ~)= fo_,(,,)(,,.+,--,~~ 

n(n+l)  

Da f o (a )=  I und [ . ( a ) = a  " , so folgt: 

~ n + l  _ _  a a  a n + l  _ _  a a ~ n + l  _ _  a a - 1  

fo(a) --  ~ - - y  fo-,O) -- ~ o _ ,  - ~ - , _ i  ~- , (~)  . . . .  

6bn+l __ t%a ( l n + l  __ ~a--I ~n4-1 __ (1 (I n -- I ('b n - I  ~ I O. a - a + l  ~ I a(a4-1) 
~ - - - - - -  a 2 

a a -  I G, a - 1  - -  I ~ -  I a -  I a, ~ -  I a a -  I 

oder auch 

O, a + l  -- I a a + l  - -  I O, a + 2 ~  I 

f~(a) ~.,1 ~o+~f~+,(a) = ~.~-_:~;~,~--~;+~fo+~(~)  . . . .  

~ a + l  _ _  I ( ~ a + 2  1 

( g n + l _ _ a a + l  O . + l ~ a + ' ~  

a, n ~ I ))(n+l) a . ~ i  (./)~--1 __ I ~ a + l  __ I a(a4-1) 

a n + l - - ( ~  n ~ -  I ( / I  I a n - a - - I  
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Ffir die Functioncn ~(x) wurden nun oben die folgenden Ausdrtlcke ge- 
flmden. Im ersten Fall, wo in dcr Entwicklung der Function f(u) alle 
Potenzcn vcrtrcten warcn, ergab sich 

I - -  2 I - -  2 z I - -  2 n 

im zweiten Falle, wo f(u) nur ungerade Potenzen enthielt 

- -  2 s X ~ 2 5 �9 - -  2 ~ n + l  

r  ~ i _ _ 2 ,  i _ _  2 ' ' ' "  i _ _  2 g a  

endlich im 
vorkamen: 

dritten Falle, wo in der Entwickelung nur gerade Potenzen 

I - -  2 2 I ~ 2  4 " ' "  I - -  2 ~ a  

Alle drei Functionen lassen sich durch Pn(a, z) ausdrficken. 
Es ist im crsten Falle: 

im zweiten Falle: 

im dritten Falle: 

r  = x €  - ~ - ' )  
F . ( 2 , - -  ~) 

r  = x" P . (4 ,  - ~*- ' )  
P . ( 4 , -  x) 

~(X) = X" P . ( 4 , - -  4z- ' )  
P . ( 4 , -  I) 

Darnach ist im ersten Falle: 
( n - - a ) ( n - - a + l )  

- -  + a  

2 2 
C , , _ ~  = ( - -  I ) ~ - ~ ( i  _ 2 - ' ) ( L  - 2 - ' ) . . .  ( I  - -  2 - ~ ) ( I  - -  2 - ' ) ( i  - -  2 - ~ ) . . .  (~ - -  2 - ~ + ~ ) '  

im zweiten Fallc: 
(n--aXn--a + l)  

4 ~ �9 2'~ 

C'~_~ = ( - -  I)~-a (i _ _  4 - ' ) ( t  - -  4 - ~ )  . - .  ( I  - -  4 - ~ ) (  ~ - -  4 - ~ X  ~ - -  4 - ~ )  . . .  ( '  - -  4 . " * ~ )  ' 

im dritten Falle: 
(n--a)(n--a + I) +a 

4 
C ~ _ ~  = ( - -  i ) " - ~ ( ~  _ 4 - ' ) ( ,  - 4 - ' ) . . .  (~  - 4 - ~ ) ( ~  - -  4 - 1 ) ( ,  - -  4 - ' / . . .  (, - -  4 - ~ + ~ ) "  



246  C. Runge. 

Jedes Mal haben G._. und C~ dcnselben Nenncr  und k6nnen sich nu r  

durch  das Vorzcichen und die Potcnz yon 2 rcsp. 4 im Zahler  unter- 

scheiden. 

Zur  Berechnung der Zahlcn 

I I 

(I - -  2-')(I - -  2 -2)...(! - -  2 -~)  resp. (' - -  4- ' ) ( '  --  4-~)...( ' - -  4 -") 

welche in den Ausdr( icken ffir die Grt~ssen C vorkommen,  kann  man  fiir 

gr~ssere Werthc  yon a die yon EuLEI~ gegebene En twicke lung  benutzen:  

3k~+k 

1 I  ( t  - -  a')  = X ( - -  l ) ' a  : 
k =  1,2, ..., ~ k=--Qo.. .+ ~ 

Es ist: 

(I - - a ) ( I  - -  a ~ ) . . . ( a - -  a a) (I - - ( ~ ) ( I  - -  c~2)... 

( ,  - -  ~ + , ) ( ,  - -  ~ + ~ ) . . .  

3k2+k 

Der Zahler kann auch in eine bequem zu berechnende Reihe entwickel t  

werden mi t  Hilfe der  ebenfalls von EuLsn gegebenen Formel  

~(n+l )  

(~ + x z ) ( i  + x ' z ) . . .  in inf. = ( ~ - - x ) ( t - - z ' ) . . - ( ~ - - ~ ' ) z  ~. 

Setzt man  z a ~ -----~ , x = a, so ergiebt sich der  Zahler des oblgen Aus- 
druckes gleich 

~ a + l  
, + 

a2a+3 a3a+6 
+ (, - -  ,~)(,  - - a , ' ) "  ( I  ~ . ) ( ,  - -  a ' ) ( ,  - -  ~') 

I 
Fiir  a = -  ist 

4 
3k~4-k 

E ( ~  l ) ' a  '2 : I - -  Cl - -  a 2 -4- a ~ "4- a7 - -  a l~ - -  a 

bis a u f  einen Fehler  yon weniger  als Io  -~.  

Es ergiebt  sieh- 
31.~t+k 

~ ( - - 1 ) ~ a  ~ = o , 6 8 8 5 3 7 5 3 7 1 2 o  3. 

15 



l~Iber elne numerische Berechnung der Argumente gew|sser Functlonen. 

Nun berechne man direct 

247 

I I I I I I 

I ~ ( ~  ) I - - ( ~ I  ~ r  2 ~ i - - a i - - a ~ i  - - a  s" 

For a -~  4 werden die vier Glieder 

a a + l  
I - - - I -  

I ~  

a2a+a ~3a+6 

( I  - -  a X I  - -  a 2) ( I  - -  a X I  - -  a ' ) ( I  - -  a ' )  

den gesuehten Werth jenes Zahlers schon bis auf 15 Stellen genau an- 
geben. Fiir grSssere Werthe yon a werden noeh weniger Glieder gent~gen. 

I den folgenden Ausdruck, Man erh~lt so fiir (i - -  a)(I - -  a')...(I -- a ~) 

welcher far a :> 4 den Werth auf I3 Decimalen angiebt 

1,4 523536424496 - -  1,89Io8547 I94. Io -~ 
4a--4 

.Oi 4,9247o2.Io-r 3,o53.Io -11 

N A C H S C H R I F T .  

Wie Herr PHRAGMI~N mir mittheilt ist die oben vorgeschlagene Mo- 
dification des Vcrfahrens y o n  ARCHIMEDES, was die Berechnung yon zc 
betrifft, bereits bekannt und in dem Lehrbueh yon SAmEY: Probl~mes 
d'Arithm~tique (Paris I859), auscinandergesetzt worden. Es ist mir nicht 
msglich gewesen, dieses Buch einzusehn und ich habe nicht verfolgen 
kSnnen, wer der Urheber des Verfahrens ist, und wie welt es ausser zur 
Berechnung yon ,-r noch angewendet worden. 

C.R.  


