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OBER DIE GEOMETRISCHE BEDEUTUNG 

DER FLACHENTHEORETISCHEN FUNDANIENTALGLEICHUNGEN 

u  

J. KNOBLAUCH 
i n  B E R L I I ~ .  

x. Die drei Gleichungen, welche zwischen den sechs Fundamental- 
grSssen erster und zweiter Ordnung einer Fl'hche stattfinden, haben fol- 
gende Form: 

(I) 

LN- -  M ~ ! I ~ I 3G 
EO--F'= F - 5 ;  - + o .  

/~L OM 
Ov + M J1 + NJ~ - (~u + LJ'I + MJ.'~) --- o ,  

~u + LJ'I' + MJ'~'-- ~M + MJ; + NJ~ = o .  

Hierin bedeuten J 1 , . . . ,  J;' die sechs, aus den Grsssen E ,  F ,  G und 
ihren partiellen Ableitungen gebildeten CHRmTOFFEL' schen Verbindungen 
[CHRISTOFFEL, Journ. f. Math. 7 ~ (I869); vgl. Einleitung in die allgemeine 
Theorie der krummen Fl(ichen (Leipzig I888), w 28, 65]. Man deutet die 
Formel (i) gewShnlich als den Satz vonder UnVeri~nderlichkeit des Kri~m- 
mungsmasses bei allen Biegungen einer Fl'~che. Allein durch diesen Satz wird 
der Inhalt der GAuss'schen Relation nur unvollstandig wiedergegeben; denn 
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(4) 
mithin folgt: 
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er besagt blos, dass das Kriammungsmass K sich durch die Fundamen- 
talgr0ssen erster Ordnung darstellen lasst, die Form der Abh~ngigkeit 
aber, d. h. der Ausdruck der Function auf der rechten Seite yon (I), 
bleibt unbert~eksichtigt. Auch die Mehrzahl der mehr oder weniger ele- 
ganten Ausdri~cke, welehe seit GAuss liar die Grosse K gegeben wurden, 
hilft diesem Mangel nicht ab. Denn sie sind meist algebraisehe Iden- 
tit~ten, w'~hrend die dureh die Gleichung (i) dargestellte Beziehung zwi- 
sehen einer simultanen algebraisehen Invariante zweier Differentialformen 
und der GAuss'schen Invariante einer yon ihnen ihren Grund in den 
Bedingungen der Stetigkeit und Differentiirbarkeit hat, welchen die Car- 
tesischen Coordinaten der Flache unterworfen sind. 

Von dem erwahnten Einwurf frei ist der Ausdruek des Kriammungs- 
masses, welchen O. BONSET schon vor 1/~ngerer Zeit angegeben hat 
[ Journa l  de l 'Eco le  Po ly t eehn ique ,  Cah. 32 (I848), p. 54], welcher 
jedoch, vielleicht wegen der zu seiner Ableitung benutzten Methode, we- 
nig bekannt geworden zu sein scheint. Es sei g~ die geodatische Krilm- 
mung einer, auf der Flttehe gezogenen Curve der Schaar ~(u, v) = const., 
ferner g# die durch das Bogenelement der Linie 15(u, v) = const, dividirte 
Ver~nderung, welche g~o beim Fortsehreiten li~ngs dieses Bogenelementes 
erfahrt. Denkt man sich auf der F/ache irgend zwei orthogonale Curven- 
schaaren angenommen und wi~hlt diese zu Coordinatenlinien, so geht 
(far F = o) die Gleichung (1) tiber in 

(3)  / ~  = I ~ I I 

2 ~u G -J- av G 

Nun ist far F-----o ferner: 

i OG I OE 

"q~' 2G~/EVu ' g'J 2E~/G ~v 

(5) 

I @.qu I ~ l 

und durch Vergleichung mit (3): 

( 6 )  K = + a , ,  - -  a ,  - -  
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Dies ist der yon BONNET herr~hrende Wert, welcher in mannigfacher Weise 
modificirt werden k0nnte. 

2. Ebenso wie die Gleichung (i), m~'~ssen auch die Formeln (e) 
Rel~tionen zwischen geometrisehen Grsssen liefern, welche far jede Flache 
Giltigkeit huben. Zur Deutung jener Gleichungen hat BouR, welcher be- 
kanntlich in seiner Abhandlung aber die Abw, ickelung der Flachen einen 
ausgedehnten Gebrauch yon ihnen maeht, einen Weg angegeben [Jour- 
nal  de l 'Eco le  Po ly teehn ique ,  Cab. 39 (i862)]. Alleln ~bgesehen 
davon, dass die Verfolgung desselben nut ffir d~s speeielle, yon Boul~ 
benutzte System orthogonal-geod~tischer Coordinaten verh~ltnismassig 
einfuche l~esultute ergibt, so warde sie auch die Hinzuziehung yon Grss- 
sen n0tig machen, welche bei sonstigen flachentheoretischen Untersuchun- 
gen yon geringem Nutzen sind. Eine derartige Einfahrung wird ver- 
mieden, wenn man gleichzeitig mit der gegebenen Flache auch ihre Krfim- 
mungsmittelpunktsflache betraehtet. Mit den vier H~uptkrfimmungsradien 
der Evolute (und den beiden Hauptkr~mmungshalbmessern der Urfl~che) 
steht jede andere geometrische Grosse, welehe wie jene yon den Differen- 
tialcoefficienten bis zur 3. Ordnung abh~ngt, notwendig in Beziehung. 
Es ist bei dem engen Zusammenhange, welcher zwischen Krammungs- 
mittelpunktsfl~che und Krfimmungslinien stuttfindet, zweckm~ssig, die 
Krammungen oder einfacher die geod~tischen Kr~mmungen der letzteren 
in Rechnung zu ziehen. Die Fund~mentalgleiehungen (2) geben dann, wit 
leicht zu sehen, zwei Relationen zwischen diesen und den vorher genann- 
ten Grossen. 

Bezeichnet man namlich die, durch E G  ~ F 2 divldirten linken Sei- 
ten der Formeln (2) mit a und /~, ferner mit a' und /~' die Ausdracke, 
welche in analoger Weise unter Zugrundelegung eines zweiten Systems 
yon Coordinaten p, q gebildet sind, so bestehen die Beziehungen: 

~ r ~_~pTi _ ~  ~l ~0~ 

[WEINGARTEN, Fes t sch r i f t  der  Techn i schen  I-Iochschule zu Berl in,  
I884]. Sie lassen erkennen, inwiefern die Gleichungen a ' =  o, = o 
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fiir das Verschwinden von a und fl notwendig und hinreichend sind, 
und dass es mithin geniigt, die Bedeutung der in Rede stehendcn For- 
meln ftlr ein irgendwic specialisirtes Coordinatcnsystcm anzugeben. 

Nimmt man nun p und q als die Parameter dcr Krtimmungslinien 
an, so wird 

(7) 

(s) 

.F~--- O~ .M'~ O~ 

I j~ _~ I ~E ,, I 8G 
2G ~q ' J'l ~ 2E ~p ~ 

I 8 E  I 8G 
J'l 2ESq' J :  -~- 2G e_p ' 

und die Fundamentalgleichungen lassen sich bei Einft~hrung der Haupt- 
krammungsradien 

E G 
(9) Pl = L '  tO2 =~r '  

in die Form setzen: 

(io) 
[Gp~a'~ i p, 81ogE  ~o, 

= o ,  
�9 8q 3q 

Aus den Ausdrt'lcken der Cartcsischen Coordinaten 

x~=x  + p~X, yx-~-y + p~Y, z~=z + p~Z 

ffir die, zu p~ gehSrigc Schale der Evolute crgoben sich ferner mit Be- 
riicksichtigung yon (7, 9) folgende Werte der FundamentalgrSssen I. und 
2. Ordnung: 

0 ' )  E~ = (~p'~' 
\Cv! ' 

p, a p '  2]/" 1 ~ O ~  

Summe und Produkt der Hauptkr~mmungen der Evolute werden hieraus 
in bekannter Weise gebildet; die gesultate sind: 
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(~3) i I  1 ~ ~ p,~ k ~q ] J ~ i ~ log G 

( I 4 )  K 1 ---~ 
[ ~ log G 

Hierin, sowie in (l o) konnen die Ableitungen ~ log E und ~ log G ~ --Vp~ durch die 

geodatisehen Krcunmungen g~ und g2 der Krtimmungseurven q ~ eonst., 
p = const, vermSge der Gleichungen 

I OlogE I @logG 

ersetzt werden. Eliminirt man diese Ableitungen, sowie re, und ~p' aus 

03,  I4,  I5) und der ersten Gleichung (to), fi'~gt dann der entstehenden 
Relation diejenige hinzu, welche in gleieher Weise bei Bevorzugung der 
zweiten Schale der Evolute sich ergeben wtirde, so erhMt man: 

[H1 (Pl--P:) + p:~,] P:~: + K1 6ol--p:):(~ + dg~) = o, 
O6) / [It, (p ,--p,)  + p~g,]p,g, + K, (p, --p2)~(i + p ~ )  ~---- O. 

Dies sind die gesuchten Gleichungen, welche far 

I 

pk 
(~ffil,2) 

die Form annehmen: 

('7) { ,% [,-,g:- tfl ( q -  r~)] + K, ( r , -  r:)~(~ + 9~)--o, 

r~gl [ r @  - -  H2 (r,  - -  r,)] + K :  (r I - -  r:):(rl + g•) ~ -  o .  

3- Die Einffihrung der HauptkrQmmungshalbmesser der Evolute 
bewirkt, dass jede Fli~chenklasse, welche durch eine invariante partielle 
Differentialgleiehung dritter Ordnung definirt wird, dutch eine geometri- 
sche Relation gekennzelchnet werden kann. So ist yon HALrHE~ [Bul le-  
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t in  de la  Soei6t6 m a t h 6 m a t i q u e  de F r a n c e ,  4 (,876)] fiir die 
WEISGARTEN'schen Flaehen die Gleichung 

(,8) K ~ K 2 ( I P - -  4 K ) 2 - -  K '  = o 

gegeben worden. Im Allgemeinen ist es zur Vermeidung umstandlicher 
Eliminationen vorteilhaft, anstatt der Grsssen H~, H~ oder wenigstens 
gleichzeitig mit ihnen auch g~ und g~ zu verwerten. Denn die stets auf- 
tretenden Ableitungen yon p, und P2 oder r, und r 2 kommen in jenen 
quadratisch vor, wlthrend sie, durch g , ,  g2, K, ,  K~ ausgedriickt, aus (to, 
'5,  I4) und der entsprechenden Gleichung far  K~ als ganzc resp. ge 
brochene lineare Functionen erscheinen. Die Werte sind: 

( '9)  

.4 I Or, _ _  I ,  .q~ 

4~o_p r , - -  r, ~q '  

i I Or~ 
# 02, - if', - -  r , )a~,  

, Or, = (r, - -  r 2 ) g , ,  

~/0 0~/ == r , -  r, K," 

Sic konnen z. B. dazu verwandt werden, cine charakteristische Eigenschaft 
der geradlinigen Flachen zu finden. Man definirt diese Flachen zweck- 
massig durch die Bedingung, dass die einc Schaar ihrcr Asymptotcncurven 
geodtttisch ist. Bezeichnet nun 

P d u  + @lv --- o 

die Differentialgleichung dieser Schaar, so driickt sich die gestellte Be- 
dingung durch die Gleichung aus: 

a G P - -  F Q  ~ F P  - -  EQ 

Die krummlinigen Coordinaten seien die Parameter der Kri~mmungs- 
curven, so kann gesetzt werden 

wenn yon den beiden Hauptkrtimmungen r, > o, demnach r~ < o an- 
genommen wird. Die obige Bedingung wird alsdann 

~ l  / - -  1 
~o)  ~p ~, - ,', ~ __ , . ,  __ ,., 



Geometrische Bedeutung dot flt~cheutheoretischen Fundamentalgleichungen. 

und transformirt sieh vermSge (I5, I9) in 

255 

(2,) 92~/~L-~--]- 3(r,--r~)2]-t-g,~/--%LK, - ks ( r , - -  = o .  

Die beiden Vorzeichen yon r  r~ - entsprechen den beiden Schaaren der 

Asymptotencurven. 
/ Handelt es sich zweitens um die Bestimmung der GAuss'schen In- 
variante der Differentialform > 

B ---~ L d u  ~ Jr- 2 M d u d v  + N d v  ~, 

so setze man fiir die Parameter der Kriimmungslinien 

entnehme aus (9) die Werte 

L ---- Er~, N----- G G 

und benutze die Fundamentalgleichungen (3), (xo), die letzteren in der 
Form 

ar~ ~E a,q ~G a_~ _~ r , - -  r~ r , - - r ,  
2E aq -- o, ap "l 2G- ap = o. 

Dann liefert die Durchfilhrung der Rechnung 

I (22) gb = ~(r, + r~) 

I 
~'29~ \ K 2 + ( r , -  ~)~) + + (r~- ~)~/ 

Fi~r die Annahme Kb ~ O ergibt sich eine Klasse yon Flachen, deren 
Asymptotencurven durch Quadraturen bestimmbar sind. 

4. Die Einfahrung geometrischer Gr0ssen, wie sle im Vorhergehen- 
den f~r die dritte Ordnung angedeutet worden ist, erweist sich als be- 
sonders ntltzlich, wenn es sich um die Angabe eines analytischen Kenn- 
zeichens fi~r eine Fl~tchenklasse handelt, welche durch eine vorgeschriebene 
Eigenschaft definirt wird. Denn sobald es gellngt, diese Eigenschaft in 
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eine metrisehe Relation umzusetzen, so ist damit der Weg zur Auffindung 
der gesuchten partiellen Differentialgleichung vorgezeichnet. In der oben 
erwahnten Abhandlung hat BONNI~T die, aus 

E 
~' log 

IV ~___ o ,  ~p~q o 

leicht abzuleitende metrische Eigenschaft der Flr~chen mit isometrischen 
Krt~mmungscurven aufgestellt, deren partielle Differentialgleichung neuer- 
dings auf einem ganz anderen Wege durch WEISC, AI~TE~ bestimmt women 
ist (a. o. a. O.). Far  diese, wit ftir andere interessante Fl~chenklassen, 
welche yon partiellen 1)ifferentialgleichungen vierter Ordnung abhangen, 
reicht die Benutzung der auf die Krammungslinien bezogenen Grossen.q~ 
aus. Es werde gesetzt: 

I O.q~ I Qq, 

Dann erhalt man z. B. ffir die, der vorigen verwandte Klasse yon Flaehen, 
deren Krt~mmungslinien auf der GAuss'sehen Kugel ein isometrisches 
System entspricht [W~ISGARTEN, Monatsb .  d. Berl .  Akad.  ~886], aus 

die Gleichung 

~ log {~ 

Op ~q 

(24) " , - - " ,  - -  + , . - , : / ,  = o .  

Es sei die entsprechende Relation noeh ffir die Flachen mit einer 
Schaar ebener Krftmmungscurven zu bestimmen. Bezeichnet ~ den ~Vinkel 
zwischen der Flachen-Normale und der Haup.tnormale der Krammungs- 
linie q ~ const., so muss nach einem bekannten Satze 

~, = f ( q )  oder vf-~' = o  ~p 
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sein, wenn die Schaar q-----eonst, eben sein soll. Ferner hat man 

tg ~a r, ' 

und kann daher fc~r die betraehtete FiAchenkla, sse allgemein setzen: 

'Pt 
O .  @ 

Diese Gleichung verwandelt sich mit Hilfe yon (I9, 23) in die gesuehte: 

(25) 

Berlin, September I889. 

Aeta mathematiea. 1~, Impr im6 le  g aoixt 15"91. ~ 


