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(JBER BIB 

ALLGEMEINE FORM DER EINDEUTIGEN INTEGRALE 

DER LINEAREN HOMOGENEN D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G E N  

1VIIT DOPPELTPERIODISCHEN COEFFICIENTEN 

u  

E. A. STENBERG 
ia  H E L S I N G F O R S .  

Von den zahlreichen Untersuchungen t~ber lineare homogcne Diffe- 
rentialgleichungen mit doppeltperiodischen Coefficienten, welche seit HER- 
MITE'S bert~hmter Behandlung der L~m6'schen Gleichung ~ und zwar durch 
sic angeregt, ausgeffihrt worden, nimmt neben den wichtigen Si~tzen der 
Herren PICARD, MITTAG-LEFFLEI~ und HALPHF,~ fiber das Verhalten der 
eindeutigen Integrale bei Veri~nderung des Arguments um eine Periode 2 
die Untersuchung des Herrn FLOQUET fiber die analytische Form jener 
Integrale 3 dutch ihre allgemeine Giltigkeit eine besonders hervorragende 
Stellung in der Theorie der betrefl'enden Differentialgleichungen ein. 
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HALPHEN, Mdmoire sur la rdduction des dquations diffdrentielles lindaires aux formes 
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Von den erwi~hnten Satzen ausgehend finder der letztgenannte Ge- 
lehrte dass die cindeutigen Integrale in Gruppen eingetheilt werden konnen 
von der Art  dass, wcnn y~, y ~ , . . . , y , ~  eine solche Gruppe bilden, so hat 
y, die Form 

a .  + (b,0u + b,.u') + (e,oU ' + c .u' ,c  + c,~u '~) + . . .  

+ (h,ou'-'  + . . .  + 1~,,,__,~r 

we die Coefficienten a ,  b ,  c , . . . ,  h doppeltperiodische Functionen zweiter 
Gattung mit denselben Multiplicatoren und 

u - -  = - u' = 2o,,,,' {6'(~)  ' 

sind. D~ diese analytische Form der Integrale eine auffallend grosse 
MeRge vcrschicdener doppeltpcriodischcr Functionen enthMt - -  ihrc An- 

zahl ist z. t3. in der obigen Gruppe m(m + I)(n~ + 2) __ habe ich versucht 
i . 2 . 3  

Relationen zwisehen ihren Coefficienten aufzufinden um somit eine Form 
aufzustellen, die in dieser Hinsicht einfacher w','~re. In Betreff des Rc- 
sultats ineiner Untersuchung, die hier in den acht ersten Paragraphen 
folgt, verweise ich auf w 9, we ich eine Form angegeben habe, welche 
sich dadurch yon der Floquet'schen unterscheidet, dass die Anzahl der 
doppeltperiodischen Funetionen derjenigen der Integrale selbst gleichkommt. 
In meiner Form treten aber ausser den doppeltperiodischen noch andere, 
yon mir durch A~,~ bezeichnete, Functionen auf, welche die Stelle dcr 
Potenzen yon u und u' sowie ihrer Produkte einnehmen. Diese Func- 
tionen lassen sich doch, wie aus w IO ersichtlich, eindeutig bestimmen, 
sobald die in w 9, Morn. 3, aufgestellten r e (m- -  i) Constanten bekannt sind. 

I. Wenn eine homogene lineare Differentialgleichung mit doppelt- 
periodischen Coefficienten n linear unabhangige, eindeutige Integrale hat, 
kann man, wie bekannt, immer ein System yon n linear unabhi~ngigen 
eindeutigen Integralen f i ,  f2, " - ' ,  fn finden, welches sich so in Gruppen 
eintheilen li~sst, class wenn f~(x), f~.+l(x),..., fa+~,(x) die zu ciner Gruppe 
gehSrenden Integrale sind, so erleiden sie bei Vermehrung des Arguments 
um eine beliebige Periode 2~ folgende Veranderungen 
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+ -- -  

f~+:(x + 25) = cL,+~(x) + l~[f~(x), fa+,(x) , . . . ,  fa+~_](x)], (~=,,, ..... .) 

wo c eine yon x unabh~ngige GrSsse und l: eine lineare algebraische 
Function der eingeklammerten Grsssen ist. Ausserdem lt~sst sich eine 
homogene lineare Differentialgleichung (#-a t- x) t~ Ordnung mit doppelt- 
periodischen Coefficienten aufstellen, zu der die erwi~hnte Gruppe ein 
Fundamentalsystem yon Integralen bildet. Hierdurch wird die Frage t~ber 
die allgemeine Form der eindeutigen Integrale einer homogenen linearen 
Differentialgieichung mit doppeltperiodischen Coefficienten auf die ent- 
sprechende einfachere Untersuchung der Integrale einer solchen Differen- 
tialgleichung zuri;lckgefi;thrt, deren s'~mmtliche Integrale eindeutig sind und 
zur selben Gruppe gehsren. Eine Differentialgleichung dieser letzteren 
Ar~ werde ich kurzweg 

bezeiehnen, wobei j die Ordnungszahl bedeutet. 

2. Es sei ne inc  gewisse positive ganze Zahl. Von jeder Differen- 
tialgleichung ~-1--= o setze ich nun folgende Eigenschaft voraus, welche 
bekanntlich jeder Differenti~dgleichung ~ ~ o zukommt, n~unlieh dass sic 
tin Fundamentalsystem yon Integralcn yon der Form 

(,,~= ~, 8, . . . ,  n - - l )  

hat, wo ~(x) eine doppeltperiodische Function zweiter Gattun.g, ~p.,.(x), 
~z,,(x), . . . ,  ~,,;(x) solche Functionen erster Ga.ttung und A.,~ ganze al- 

t G gebraische Functionen (# ~ IJ) ten Grades von x und ~ (x~x0)  sind, wobei 

x 0 eine beliebig gewahlte constante Grosse bedeutet, Welche keinen Ein- 
fluss auf die Function ~(x) hat, dagegen aber gew0hnlich als Unendlich- 
keitsstelle der Functionen ~,~(x) auftritt. Ausserdem nehme ich yon den 
Functionen A~,~, welche ich unter Benutzung der kiirzeren Bezeichnung 

t 
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als Functionen zweier unabhi~ngigen Variabelen x und r betrachte, an, 
erstens dass sie kein yon den Veri~nderlichen unabhangiges Glied ent- 
halten und zweitens dass es msglich ist gewisse Constanten 

~,.,~ und bz .... 

au~ustellen, welehe die Bedingungen 

( r = l , ~ , . . . , ~ - - v )  

~z ~,,~,-- a~,~,~A~,,~,+~ + %,~,:A~,,~,+: + + at,,~ ~ v_lAmt~t_l d r- amv, t,_~, 

fiir jeden Werth der Verrmderlichen genagen. 
Auch diese Eigenschaft kommt jeder Gleichung ~ = o zu. 
Auf diesen Voraussetzungen fussend werde ich im Folgenden be- 

weisen dass ~tuch jede Diffcrentialgleichung n t~ Ordnung ~ ,  = o und 
somit t'~berhaupt jede Gleichung der bctreffcnden Art ~j = o die ge- 
nannten Eigenschaften besitzt. 

3. Durch eine Substitution y ~ y ~ f u d x  kann die Gleichung ~3,= o 

immer in eine Differentialgleichung n - - I  ter Ordnung, die auch yon der 

mit  $ j  = o bezeichneten A r t  ist, ~ibergefahrt werden, weil es immer eine 
doppeltperiodische Function zweiter Gattung y~ giebt, welche ~,  = o 
integrirt. Die so erhaltcnc Differentialgleichung, die ich ~(" �9 ~ - n - - 1  ~ 0 be- 
zeichnen werde, hat der Annahme nach ein Fundamentalsystem yon Inte- 
gralen u x , u 2 , . . . , u . _ ~  yon der Form 

u, = ~") (x ) ,  

_dl(~) . ( ~ )  a )  X - ,  = + + . . .  + + )], 

(1 t = 2, 3, . . . ,  n - - l )  

wo aber nicht nur r y,,,,k 2, . . . ,  r,,,;,-,(x) sondern auch F~ 
doppeltperiodische Functionen erster Gattung sind. 

Die hier vorkommenden Functionen 

IG v = ~ , p  ~-~ ~ k v = l , 2 , . . . , ~ - - l ]  
~=0 ,o=0 
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wo C~'~)~o,o o ist, haben laut der Voraussetzung die Eigenschaft 

0__//(1) ]~ .(1) l/(1) _[_ ..(1) 

v=#--v--I 
~___ i/(1) ~ 1,(I) A(1) I;(I) 
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Um nun die Integration der Functionen ul ,  u 2 , . . . ,  un_~ zu bewerkstelli- 
gen, fiihre ich start der doppeltpcriodischcn Functionen ,,(~)'x ~ , , ~  ), ~'~(x),. . . ,  
~)_~,~_~(x) andere elliptische Ftlnetionen ein, die ich 4)(~,�89 @~1�89 
r nennen werde. Vor dem ist es abet nsthig folgende Vorbe- 
merkungen zu machen. 

Jede elliptische Function 4~(x) kann als Summe zweier solchen Func- 
tionen G(x) und H(x) betrachtet werden, yon denen die erstere die Eigen- 
schaft hat, dass ihr Integral eine eindeutige Function ist, und die letztere 
nur Unendlichkeitsstellen erster Ordnung hat. Diese Functionen bestimme 
ich so, dass wenn 

v e~o~ ~ (~_ $~) + ze~(~- $o) + r ,~ , ... 

ist, so wird 

~(~) ~" e '~ (x - ~) 

sein. 

WO 

Hierdurch ergiebt sich 

f G(x)dx = C.x + K . r  + F(x), 

g = - - Z v p  

und F(x) eine elliptische Function ist. 
In anMoger Weise werde ich die neuen Functlonen 4)(~)y(x)als Sum- 

men ,con je zwei Functionen 

u n d  i 

schreiben kSnnen. 
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Unter Zugrundelegung dieser beidcn Gleichungen stelle ich zur Be- 
stimmung der einzufrahrenden elliptischen Functionen r die Recur- 
sionsformel 

":'=Y--1 

T=l 
[ : '  + ~"' ,  -,,,(,~-- ~o)]Fl:,'-(*) [,t) T) Y --T It) g~ - - .  , 

t t  = 2, 3 . . . . ,  n - - l ' ~  
v=2, 3,. . . .~ / 

auf. 
sich durch die Gleichung 

0~,:,;(~) = r  

Durch Einfiahrung dieser Functionen wird nun  

u, = Z A ( "  ~,'~ (m) + _~7 A(') Z ,:':1, ~,: ,cx~, P=I. ,'./~ V V~2 --/t' v T=l 

wo ich der Kiarze wegen 

.~(I) ~ I 

geschrieben habe. 

4. Durch theilweise Integration erhalte ich 

(1) f A'~) G(~),(x)da~ --=-- ,4(" rOc" m + K(~',)~r -t- F(~,,(x)] 

- -  ~,z + _~ , , , . ,  e ~ - ~ , , -  E A , , , ~ s  
" z = v + l  

und da 

Die hier vorkommende noch unbestimmte Function w(l) ~,.,1 (x) ergibt 

(/t=l,2,...,n--l) 

(p.= 1, '2, ..., n--l) 

f p=,a--u+l ( q ' : ~  + K~','~r ,== e v,,,~o,,_,~. 

, ~  a=#--v p=/,--v-~.+l.  
a.= -- +IR__ I K!I),"(P") ,hJ'_L Z ( ~ - - I  ~(l)r 

~ 2  ~=I p=l 

/t=#--v p~/*--w--Jt., 
~l')v = Z ~ /6~1) C(#") e + I  A'(I) e(P,') ~,t, ~ 

A.. \ ~" ;~'P a ~'>,,~'~-,,p+a]T �9 xP, 
a=l p=o 

X p 
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ergibt sich 

(1) (]) ~--- - I -  (U 
]I,V _ _  ----l~)l*~ lt) P\~t ' l  

z'=p. 

--,. dx ~, A (~)r<" (=~ 

und 

),=,t--u+l P= + ] I  ' I 
~ ( t )  ~ (?(1) ~(#,~) ,vP r 

p = u--v--~, + 1 
S it((1 ) ,.(tq ~) ,~P 

p=o 

/ ~=g--1 v =1~--1 f v=l*--I 
E A('> G~'> (x )dz  = ~2 "~'( ' )  {') '> n.('> t~;~,.~ + .4 , , ,~ , , . (x ) ]  + dx Z _ > ,  

v=p, ~'=,J=~ 1 
dx ~2 A m ~{~) " 

~7,- ,~ ,~ ~ ,~,~,~r 

Zufolge dieser Gleichung erh'alt man bei der Integration der Func- 
tionen % ,  % , . . . ,  u,,_~ das Resultat 

(y.=] ~ 2)..., n--lz 

WO 

(](D ~ 70) I2J(1 )I~ ~/ , ,  , - -  "-It- , = / & ,  ,~.r 

zu setzen ist. 
Die in dieser Formel noch zu in~egrirenden Funetionen ~R~:~,~ und 

__~,,__,,,(x) werden, wie sich aus den unmittelbar bevorstehenden Un- 
tersuchungen ergeben wird, dureh die Anforderung, dass die lntegrale 
der Functionen %, % , . . . ,  u,,_~ eindeutig sein mfissen, identisch ver- 
sehwinden. 

5. Dieser Anforderung kann nur dadurch Geni~ge geleistet werden 
dass die Function _~,~A<')t~!~(x) in der Umgebung jeder dem Werthe x 0 
incongruenten Stelle den Character einer ganzen Function hat. 

Es sei 
' # 

AcSa mathematica. 15. Imprim6 le 4 aoO.t 1891, ~4 
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so muss also die Gleichung 

a ( ; )  A(1) ,,(P) A(t) a r A (1) -[- n (p) ~--- O 

erftillt werden, wenn for z ein beliebiger dem Werthe ~o congruenter 
Werth substituirt wird. Hier,qus ergiebt sich aber dass diese Gleichung 
in Beziehung auf ~, und x eine Identiti~t sein muss, denn eine ganze al- 

gebraische Function yon x und ~(x ~ z0) kann nicht ohne identisch zu 

verschwinden ft'lr si~mmtliche Werthe des Argumentes x, welche einem 
gewissen Werthe congruent sind, Null werden. ~ 

Jede solche Function 

~.=0 p = 0  

geht n~.mlieh durch did Substitution z = $ 4- 2vto 4- 2v'to' in eine ganze algebraische 
p'  

Function yon 2,~ iiber~ deren Coefficienten ganze algebrai.~che Functionen yon to 4 - - t o '  
/,I 

yP 

und ~ 4"--~" sin& Von diesen hat speziell der Coefficient der h0chsten Potenz yon 2v 

das Aussehen 

"~-'fl~. ;. + - 7 ; '  t o +  to ' l  = to + - t o "  f l , , ,~ ~ - '~ 

~ = 0  1J 

Wenn nun die urspr/inglichc Function for jcden Worth ,~: ~ $ 4" 2vto 4" 2u'to'~ wo 
v und v' beliebige ganzzahlige Werthe haben, Null wird, mtissen siimmtliche Coefflcicnten 

- _ lJ  
dcr letzteren Function t't~r jeden rationalen Werth der Gr6ssc verschwinden. Hieraus 

tblgt.~ da der Bruch 
p 

7] ~ i  I 

P to 2 to y 
to "4- --m' to' A- ~ to 

t 

ist und also ftir verschiedene Werthe der Grssse - verschledene Werthe annimmt~ dass 
Y 

in der ursprtioglichen Function siimmtliche Glieder yon der Dimension m fehlen~ und so 
crgiebt sich schliesslieh dass diese Function identisch Null int. 
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Waren nun die Functionen A m A(,~)~ ~o) s~mmtlich yon ver- 
schiedener 0rdnung m~sste jeder Coefficient _~o) Null sein und somit jede 
Funct ion H;~,',~(z) identisch verschwinden.  Sind aber nicht axle a<~) ~*I*, v V O I l  

verschiedener 0rdnung und giebt es unter den Coeffieienten -~p) solehe, f-g],., 

die nieht Null sind, so kann man wie aus dcr folgenden Auseinander- 
setzung hervorgeht immer die Summe ~A("  H~" __~,.~__#,~(x) gleich einer andcren 

setzen, in der die elliptischen Funct ionen ~%.,(x) dieselbe Form wie 
t~." ( x ) h a b e n  mfissen, die ganzen algebraischen Functionen von ~b und x / / ~ v \  . 

~#,~ aber sgmmtlich yon verschiedener Ordnung sind, was das identische 
Verschwinden der Functionen ~,.~(x) und somit auch der be~reffenden 
Summe zur Folge hat. 

-(e) diejenige unter den nicht verschwindenden Grssscn Ich nennc ~,~,,, 
a(,~ welche den kleinsten zweiten Zeiger hat und nehme an dass es r + i / G v ~  

Functionen Ac},)~ a(,) ac ,  , . . z ,~+~, . . . ,  ..~,k+,. yon derselben Ordnung m~ gicbt. 
Nun bilde ich die elliptischen Functionen 

(p) 
, , , , + ~  = H~3+,d~ ) ..,~, 

u.p.~ k 

und erhalte, da 
v=~k (p) 

A(1) a ~ , k + r  A ( D  

die Gleichung 

V=l~ v = k - - 1  v=g, 

A (1>H (1)(m'~ = ~_, A (I) 1[ (1)(~'~ 3 r- ~_, A ~  (I)(~) 
v = l  - - I G v - - ' % v \ ' - ]  ~ = 1  - - # , v - - # ~ u \ - - /  v = k + 1 - - - ~ v ' ' # ~ v k - - } "  

Durch Einf~hrung dieser Functionen habe ich also einen Ausdruck ge- 
funden, welcher start r +  i nur r Functionen ~(') yon der Ordnung mk ~* J-/xj V 

enthMt. 

6. Damit fu,& eindeutig sei ist cs nunmehr n0thig und hin- 

reichend dass in der far die Umgebung dcr Unendlichkeitsstclle x 0 + 2~ 
gcltenden Reihenentwicklung der Function ~ R  (~) - - - - - # j  V 

M~_~. (x - -  Xo - -  2~) - (~-"  + . . .  + 3 / , .  ( ,  - -  Xo - -  2~)  -~ + Mo + . . .  

der Coefficient M1/Null  ist welche Per~ode 2~ auch sein mag. 
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Der Kt',rze wegen sehreibe ieh 

v = g , .  l ), = , , t  - -  ] 

Y. "~(" Z r 
~=1 a= ,  

p=l* -.~--I 

a, . (~)= ~: r , , ,Y ,  p=O 

u=/*--).--p 

r).,p = Z ~,~1),.(,,,~) ~ v l t ,  vu), ,  p 
y = l  

P + ' K (') Z;I : #,~r A p+l / 

sowie die ftir die Umgebung der Stclle a: o geltende Reihenentwiekelung 
der 2 ~ Potenz der Function r unter der Form 

r=) , - -1  

r = ~o h,,.~. ( , ~ -  ,o) --(~-" + a ( ,  - *o), 

wo G ( z - - x o )  nut positive Potenzcn des Argumentes cnthMt, und der 
erste Coefficient l%0 den Werth ( - - I )  ~ hat. In der Umgebung der Stelle 
.% + 2~ bestehen alsdann die Entwickclungen 

r = Y_.(* - *o - ~ ) - ~  Z .  I ~ l / - z  
7"=[ Z=7 

7,~.,~_:. ( - -  :~)~ 1. + G( . - -Xo- -  2~), 

v,.(~)--= ~ (* - -  * o -  =~)~ ~ i~l e _  ~: r,,,,. (*o + 
k = 0  o = k  

und somit wird 23/1 ", cine ganze algebraische Function von x 0 + 2~ und 2r 2. 
Anstatt dicse Functionen vollstrmdig aufzustellcn suche ich nut die Glieder 
derselben auf, welehe in Beziehung auf diese Gr0ssen yon der hoehstcn 
Dimension sin& Das Proclukt r enthMt nur ein solches Glicd, 
n~mlich das, welches den Werthen r = I , Z == I , k = o und y = / l - - , t - -  I 
entspricht, folglich ist die Smmne der betreffendcn Glieder der Function 
M~ gleich 

), =,,t--1 

- -  ~ ~.n .... ,,-,(-- 2,~)"-'(*o + 2~? -~-'. ~,=1 

Die obige Bedingung (lass M 1 ft'w jede Pcriode 2c6 gleich Null scin muss 
kann nur in der Art erftillt werden, dass M, idcl~isch vcrschwindet (s. 
w 5). Es ist also 

~J.,,tt--~--,  = O (~=1 , '2 , . . . , ~ - -1 )  
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d. h. in der Function ~:R (~) fehlen die Glieder der hOchsten Dimension 
g~nzlich. Hieraus folgt aber dass jeder Coefficient dieser Function 

ist. 

/~=1,2, ..., ~--1 
~'~,p = 0 I,p,=O,l,...,/~--~.--l] 

7. Es ist also nun 

f uzdx = ~..B (" ~ "4(1):V(1) (:B, 

und somit erhalten wir ein Fundamentalsystem von Integralen der Glei- 
chung ~ .  ~ o, welche die Form 

Yl = ~9 ( X ) ,  

y~ ~---9~(x)[Ami Jr- .A/~,:9~:~,~(x ) -{--.. .-[- 2J,~,,~_~9~m:~_t (x) -}-9~,~(x)] 
(t~=2, 3, . . . ,n)  

haben, wo 9~(x) eine doppeltperiodische Function zwelter Gattung, 9~:(x),  
~ . . . ~  '~ X 9%:(x) ~,,,,( ) solche erster Gattung und die Coefficienten A~,~ ganze 

algebraische Functionen ( # ~ ) t o o  Grades yon x und :-' (x - -  xo) sind, 

wenn wir 
v =#--1 

"x~I~ ~ 1 Z ]~(l) 
v=$ 

A/~v  : . i  (1) /~ - l , v -1  y (v= 9, 3, ...,pt-1) 

F(" 
pt--l,'~--I k ] (~,=2, 3, ...,p.) 

schrelben. 
Vergleicht man die Ausdrticke _~,A (~)~ , _:,B (~)~ und R~)~, findet man dass 

t~,t, ~ ( ] ( t ) /10)  _ _  /?(D 

3B(~) 
r*,~, ~ K ! I ) / f ( i )  

wenn ~ und ~b als yon einander unabhAngig betrachtet werden; hieraus 
folgt, da ~.~,(l) o ist, 

~ .  H(1) %-" ,~t)  A (D  

v=p. v=:~ 
k '~-~ 7:~(1) = ~ ~"(l) A(1) 
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Die Functionen A,.~ haben also wie die Funetionen __..d (~), die Eigenschaft 

oA..~ 
~z - -  a":'lA:~'"+l + a.,.,~A~,~+~ + . . .  + ai,,~,~_,._IA.,._l + a.,.,:<_., 

O-Att,~ - - =  b,,,.,,A.,.+, + b.,.,.A.,.+~ + . . .  + b.,~,~_~_~A.,._~ + b.,.,._~, 

v=l ,2~  . . . , , a - - l )  

und zwar ist hier 

= b~__l,  v _ l ,  r "  ( ' /=  ~, 3 . . . . .  r 1"~ o(D 5i t  '~ z (I)  

8. Wie aus der Differentialgleichung ~3,,----o eine andere u~(~) 
abgeleitet wurde, kann man yon der Gleichung ~3, ~--o ausgehend ein 
System yon Differentialgleichungen von der mit ~3~ ~--o bezeichneten Art  

.... m("> ,n("> %<," - ' )  = o ~3 n ~ O~ 3X.,n__l ~ O~ ~ n - - 2  ~ O~ . �9 , 

aufstellen, worin ~3~)x ~--o durch die Substitution yon ~(x- ')(m)fydx,  start 

der abhltngig Veranderlichen y aus der Gleichung ,l~(~-~) v,._it+a = o abgeleitet 
worden ist, wenn ~:(it-1)(x) ein doppeltperiodisches Integral  letzterer Glei- 
chung darstellt. 

Aus der vorhergehenden Untersuchung folgt dass jede Gleichung 
~( i t )  . - a - ~  o ein Fundamentalsystem yon der im w 2 angegebenen Form 

y ,  = ~ ( ~ ) ( x ) ,  

ff/~ ~ lwt~CD(~F/I(~)\~:)L-~,..,t - [ -  A ( D  . .0-)  . . . ~ ( i t )  -(it) . ~o/~,~-(z) + + ..... + 
(#=  2~ 3, ..., n--it) 

besitzt, und zwar ist hier ~t(~)(x) eine doppeltperiodische Function erster 
Gattung. Mit Hilfe der in den Gleichungen 

z=1~--v z=/t--v L(it) ~4(I)  

r = l  ~ --IL' u v = l  

vorkommenden Grsssen a <it) und b (it) baue ich nun wie in w 3 die ellip- [t.~ '.'j 7" --/t~ Y. 7" 

tischen Functionen (>') ~,,,~(x) mittels der Recursionsformel 

7"= Y--1 
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auf,  indem ich 

und  

schreibe. 

und  

s o m e  

Wei l  

und 

r  = r  

@.,v(m) = G (a ) '  " B ~ (:r~ 

f _ , ~  /07 ') d + o.) = v~' ~ ( , )  a ~ ) ~ ( x ) &  co ,  z + ..... . 

Es ergiebt  sieh sodann aus den Formeln  des w 7 

~ 9 0 " - - 1 ) ( ~ , ~  = ~ ) ' ) l , u _ _ l ( X )  

---- a (x) - -  ~(~) b~, ~,~ ~,o,) ~ K!v) 

At,, v = A(a) a(,-1) .~JLI~__~V__~. ~ ~ l , ~ _ v +  1 �9 

,,, . .  ._~,, (~) = r  

a l 8 0  

= - -  ' " " - -  " J ~ - - ~ , l }  l k l ~ i  * = 2 , 1  

= = g ,_~ , , (~ )  2~1 ' ' "  

271 

erhMt man einerseits 

( D  - -  0 ( t )  - -  - -  t ,  O0 
a v T l , v , 1  - -  v - t - 2 , v , 1 -  �9 �9 �9 - -  t x n - ~ . , v , l  

und  andererseits 

(l~= 1, 2, . . . , n - - - l )  

b { i O  _ L ( t )  _ _ L o . )  
~ + 1 , v , 1 -  ~ % + o 2 , v , 1 -  � 9  - -  U n - ) , , ~ * , l  

~ ' ~ ( ~ )  = F~'~(~) . . . . .  ~ , ~ ( ~ )  

f a r  2 =  o ,  i ,  , n - - J , , w o b e i  man  unter  a (n) x0) t~,v ,~ ~ 1)l~,v,r l l t l d  ~  / " �9 . .  r ~ , . ( x )  die 

Grossen % , v , ~ ,  b . , . , ~  u n d  ~ ,v (z )  zu verstehen hat. Wir kSnnen also 

schreiben 
a(;~) r  7,0,) L 0 , )  

t*,v, 1 ~ ~'y, l l  v l % v , 1  = ~ v ~ l )  

9/a) (xx 

Ich setze nun  voraus dass wenn der  Zeiger p kle iner  als die ganze 
Zahl  r ist, so finden die Gleiehungen 

a ( a )  ~ ~ ( a )  ]a(a) = bOO 

/ ~ , p + l ( X )  = " ( D  ~ . 1  (x)  
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statt.  Da  der letzten Gle ichung auch die Form 

0.) ]~-,(z) F<~,.(~) = (~)  = = ~,~,~,~(,)  
" -  p + l , p  " * " 

gegeben werden kann, und 

7= ~"--I 

r  ~<',(x).~12,.(x ) E r,,o, 0, = - -  - -  ~ o ) ] F J , , _ ~ ( ~ ) ,  . ~=, ~__~,~,,._~ + b,<,~,,._:~a(.r, o) 

so ergiebt  diese Vorausse tzung 

= ~ , + , , , ( ~ ) =  = 

und also auch 

~.~> ~> +,o,) K o >  t , 'o , )  - -  = K o )  

0.) g , , ( x )  = o.> _. F : + , , , ( , )  = . . .  = F , : , , , , ( ~ ) .  

Hieraus erhiilt man aber 

00,) Ca) 0,) r ] ,0,)  _ _  ],ca) LO,) 

9.{~) .,.0.) ( .,,'~ ~+Lr+, (X  ) = . . (Z)  f ~ , ,  = 

d. h. es bestehen die obigen drei Gleiehungen auch wenn p = r ist und 
somit im Allgemeinen. 

9. Zusammengefasst ergeben die bisher geflmdenen Resultate den Satz: 

Die zu derselben Gruppe geh6"renden eindeuligen Elemente eines Funda- 
menlalsystems yon Inte, qralen einer linearen lwmoge~wn Differential qleichunq 
mit doppeltperiodischen Coefficienlen haben die Form 

v~ = ~(x)[A.~,, + & , r ~ ( ~ . )  + r : , (* ) ] ,  

y, = f :(x)[A,, ,  + A , , , g , ( x )  + A,,=F~(x ) + F, (x)] ,  

v ,  - -  ~ ( ~ ) [ a , , ,  + & , , r  + A , , , F ~ ( x )  + A , , , , F , ( ~ )  + . . .  

�9 . .  + * . . . . .  ,~.-~-,( .)  + Fo(~) ] ,  
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WO 

I) ~(X) eine doppeltperiodische Function zweiter Gattun.g bedeutet, 
2) ~ (x),  ~3 ( x ) , . . . ,  ~,, ( x ) doppeltperiodische Functionen erster Gattung 

sind, und 

3) die Gr6ssen A~,v ganze algebraische Functionen yon x und a_' (x__xo)  a 

yon hSchstens (/~ ~ v)t~ Grade darstellen, wobei die Constante x o 
beliebig gew~ihlt werden kann, und haben diese tZunctionr die 

Eigenschafl, dass we~m d ( x -  Xo) als eine yon x unabhdngige 
~y 

Verdinderliche tb betrachtet wird, so giebt es m(m ~ i) Constanten 

al , l  ~ al,2 ~ � 9  ~ al,m--2 ) t~l,m--1) 

am--l~l  

b~,~ , b~. 1 , . . . ,  b~,,,_~ , b~,,,_~, 

b2,1  ' b 2 , 2 '  " "'" ' b~ .. . .  o., 

�9 , , , , . o . 

bm- l~ l~  

welche die m ( m -  i) Gleichungen des Systems 

~x A~,~ -~- av,1AI~,~+I -~- a~,:Az,~+2 + . . .  -]" av ,~_v_lA~,~_ 1 + a~,~_v, 

-~OA~,~ = b.,,l A1,.,~+l + b~,2A~,~+~ + . . .  + b.,,~ . . . .  1At~,~_ 1 + b~,l~_~, 

(~='~,~ ..... m ~ 

aberfahren. ~= ~'~ ..... ~-~/ ldentitdten 

Io. Die in dieser Gruppe auftretenden r e ( m - - I ) F u n c t i o n  Az~ 
2 

werden durch die (w 9, 3) genannten r e ( m - - I )  constanten Grossen ein- 
deutig bcstimmt. 

Zu diesem Zwecke bezeichne ich mit s,,v,, die Summe si~mmtlicher 
Glieder der Function A/~,, , welche in Beziehung auf x und tb yon p~.r 
Dimension sind, und mit vz,~.~.~(~) die Summe der entsprechender Glieder der 
Function ao.) Es wird also 

.A~,v ~ 81~,~,,i ~ s1~,v,~ --[- . . .  --[-- 8~,,~,p._~,~ 

./I(~) eC;O e(i() _cO.) ,~ ~,v, 1 + + + = ~,u,v, 2 . . . .  # , v ,p . - - v "  

Acta mathema(/c~. 1~, Imprim~ le 21 aofi~ 1891. 35 
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Durch Einf~hrung dieser Bezeichnung erhMt der 
Ausdruck ~,~,)~ das Aussehen 

P=t t-~ ,9(1) 
B m  ___ ( C  m m ! E 

p=l P + t  

l = g - - v  p=#--v--~ ,+l  ,l). 4,p 

~ 1  p = l  

in w 4 definirte 

und somit wird unter Benutzung der in w 6 aufgestellten Coefficienten T~p 

k=lt--1 k=7~--I ), = ,t--1 p=F.--). p=:t--k R(1) E 
K o) ,tA ~-" 2,'"-<.~- r~,e-~ Z " " '  X (cr + " ' ~ '  ~ e + ~  ,.~ ~=, 

k=l k= l  

Da aber nach demselben w 6 diese Coefficienten Null sind verschwindet 
auf der rechten Seite die letztere Summe, und man erhMt unter Beachtung 
der Formeln der w167 7 und 8 

p=p.--2 k=tt--p--1 

p = l  D -1~ I k = l  "" 

, ~ denn aus A .... = A~,~)~.,~_~ folgt ,% ..... ==-o, ~ . . . .  ~.,o. 

Aus der letzten Gleichung und der Formel A:,,: 

sich nun 
A(:  1) ergiebt 

p=lt--v--1 k=li--v-- p 

Z Z 
und es ist also 

si,,~,, ---~ a ~ , , , _ , ~ - - b , , ~ _ - ( X - - Z o )  , 
' a 

k=t~--v--P+I~-~ I l 

k = l  tO 
~ b , , ~ ( x - -  z 0 sf,,~+~,~_~ 

k= lt--v--p+ l 
I 

= Z ; 8~+',v,1S'~,v+ ~,, -1" 
k = l  

(p= ~2, ~ . . . , I t -  ~,) 

O) 

I I .  Als BeDpiel wahle ich die Differenti'dgleichung dritter Ordnung 

d"!! d:t [b "4- 6ja'(x)]y -= o .  a~' [3a + g d ( x ) ] ~ - -  
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Sie geh0rt zu der Classe yon Gleiehungen, welche keine scheinbar 
singuli~ren Stellen besitzen, uncl deren allgemeines Integral eindeutig ist 
und nur eine Unendtichkeitsstelle x---- 2~ von hOchstens z w e i t e r  Ordnung 
im Periodenparallelogramme haben kann. Diese Classe enth~lt nur vier 
Gleichungen dritter Ordnung, den vier Gruppen yon Wurzeln der deter- 
minirenden Gleichung ~ 2 , 2 , 3 ; ~ 2 , I , 4 ; - - 2 , o , 5  u n d - - 2 , - - i , 6  
entsprechend, und unter ihnen ist die obenstehende die der ersten dieser 
Wurzelgruppen entspreehende. 

Diese Gleichung hat das doppeltperiodische Integral 

. / d ( x O  a'(x2)\  

Y =  a(z,)a(%)a'(~) 

wo x I und x 2 durch die Gleichungen 

bestimmt werden. Sehreiben wir 

= , = 

wird $ eine Wurzel der Gleichung 

~3 _ _  2a$~ + (a~ _ _  6ab~)$  + b4 _ _  2b~(a ~ - -  g~a - -  2g~) = o ,  

WO 

a ~ -  g~ - -  3 a~. 

Da es sich bier nur um die analytische Form der zur selben Gruppe 
gehorenden Integrale handelt, werde ich keine anderen FMle untersuchen 
als die, in welchen s~mmtliche Integrale eine einzige Gruppe bilden. 
Damit dieses stattfindet ist es nsthig und geni~gend dass die letztere 
Gleichung nur eine Wurzel hat, d. h. dass die Constanten a und b den 
Bedingungen 

I 8 a b  2 + a ~ - ~  o ,  
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geniigen. Die beiden F~lle: b ~ o und b ~= o ksnnen gleichzeitig be- 
handelt werden. 

Das einzige doppeltperiodische Integral y~ hat die oben angegebene 
Form, wo x~ und x= dureh die Gleiehungen 

J; ( ( ) = 

~ ' (~,)  + ~ ' ( ~ )  = 

eindeutig bestimmt sind. Seine Multiplicatoren sind dritte Wurzeln der 
Einheit, es bestehen also die l 'elationen 

z, + x~ = ~ (~o, + ~',o'), ~(.~) + ~{.~) = ~ (~'~ + r 

wo ~ und ~' gewisse ganze Zahlen sind. 
Die Gleiehung 

I- + 
3L2a+ ~o(x,) - -  ~.>(z~)\a(z~) 

~'(~) ~'(~ _ ~,) 

welehe dutch die Substitution y ~ y ~ f z d x  erhalten wird, hat das doppelt- 
periodische Integral 

g~ 

und geht durch die Substitution 

z = z I f u d ~  
, j  

in 

dz  3 ~ + 3 0(%) 2 a(z + z, + %) "}- o(z - -  z~) + a(z - -  u = o 
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t~ber. Diese Gleichung hat das Integral 

I 2 a  4 

In der allgemeinen Form des Fundamentalsystems von Integralen 
der Gleichung (I) 

yl = ~ ( x ) ,  

treten also folgende Functionen auf, wenn wir der Einfachheit wegen die 
beliebige Grssse x 0 gleich --(x~ Jr-x2) feststellen, 

? (  x )  = "(~ - -  ~')'~(~ - -  ~ )  e ~-~') + ~ j  ,~(~,),~(~,),~'(~) 

r = 4aa@ + z, + z , ) -  a + So(x:) a(z -- z,) a + ~(Xx) a'(Za(x ---- z,)z*) 

A2,1 ~ ~- 3a "~ d(z + ~, + z,) 

I 2 C d@ -4- z~ -I- z,) 

a t 

+ ) 
a(x, + 2z,)' 

I 
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diese 
In dem speziellen 
Functionen, well 

E. A. Steuberg. 

Falle, dass b ~ - o  und also auch a = o ist, gehen 
x, = -  x~ wird, in folgende cinfachere fiber: 

r  = ~ ( x ) - - ~ ,  

~,(~) = ~(~), 

A:,~ : a~ + 2 - ( ; ~ ,  

I 2 
A3,1 : ~A~,I, 

* A  . 


