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SUR DES I~OUATIONS D I F F I ~ R E N T I E L L E S  LINI~AIRES 

TRANSFORMABLES EN ELLES-Mt~MES PAR ON CHANGEMENT 

DE FONCTION ET DE V A R I A B L E  

P A R  

P. A P P E L L  
P A R I S .  

I. Les fonctions p6riodiques d'une variable z sent des fonctlons qui 
ne changent pas quand on y remplace z par zff-,v, to 6tant une certaine 
constante. On peut, plus g6n6ralement, imaginer des fonetions de z qui 
ne changent pas de valeur quand on fait sur z une op6ration ddtermin6e 
V(z), de telle fa?on que l'on air 

I1 peut st faire qu'une fonetion f ( z )  n e  change pas quand on fair sueces- 
sivement sur z plusieurs op6r'ttions d6termindes F(z),  ~ ( z ) , . . .  l'on aura 
alors 

f [ ~ ( z ) ]  = f(z), f[~D(z)] ~--- f (z) ,  . . . .  

Telle~ sent les fonetions doublement pdriodiques pour lesquelles FIz)=z+~<j ;  
r =--z + to', la fonction modulaire de M. HE~IMITE et, plus g5nd- 
ralement, les fonctions fuchsiennes et kleindennes de M. POL,,-CAI~ pour 

lesquelles r  r  . . .  sont certaines fonctions de la forme az + b 
cz + d . . . .  ' 

Nous avons donn6 des exemples de fonctions f ( z )  vdrifiant une rela- 
tion de la forme 

f[fD(z)] -- f ( z )  
~et l  ~n~tthcmatica. 18. l m p r i t 6  le 2$ septembre 1891. 36 



282 P. AppelL 

dans deux Notes pr6:entdes h l 'Acaddmie des sciences de Paris dans les 
s6ances des 2[ avril et ~9 mai 1879: darts deux de ces exemples V(z) 
est une fonction alg6brique de z, V ( z ) =  z ~ ou z : ' ~  ~; dans un amre 

V(z) est un~ fonction Wanscendante sin~z. M. RAUSENBERGER a publi6 

une suit(; de Mdmoirc~ int6ressams sur les fonctions f(z) vdrifiant une 
on plusienrs rel'~tions de la forme ei-dessus, en suppo.~ant que les opdra- 
fions d6sign('es pnr 9 ( z ) ,  r  soient alqdbriques: il a consid6r6 des 
fonctions plus g6n6rales f(z) v6rifiant des relations de la forme 

f iv (z ) ]  ~--- ~(,[f(z)], 

c.(z) (.t r ddsignant (h,s fonctions algdbriques (]onndes.' A un autre 
point de rue, (los 6quntions fonctionncllcs dc formes analogues dent  les 
principales sent 

f[,~-(:')] = d,(z)f(z),  f [9 (z ) ]  = f(z) -4- r  

~:(z) r,t r  dSsigrmnt des fonction.4 donnd(~s algdbriques ou transcendantes, 
ont did 6tudides par A~:t,, ~ par M. SOm',Or:DF.::, :~ M. KOI~KIN~, 4 M. FA~K.~S ~ 
et enfin par M. KOF~NIGS c' k qui l'on dolt d'importants thdorSmes sur 
l't!xistence et l'expvession gdnd~'ale des solutions holomorphes de eertaines 
dqufltions fonetionnelles. 

Dans une Note Sin" des dqualions diffdrentielles lindaires dent les inld- 
,qrales vdrifient des ,'elations de la for~ne F[f ( ; r ) ]  = c t,(x)l, '(x) prdsentde k 

Voyez RAVSE.X'~En('En: Throric tier allgen~einrn Periodieitiit, ( M a t h e m a t i s e h e  
Annalen~ Tome ISz annde I88I) :  Zm" Throric dcr I')mctio~en wi t  mehreren nieht ver- 

tausehbare~ l'eriode~: (Deux articles. Ibid., annde t882); [%erperiodisehe I,~tnctionen 
zweiler Galtu~9, (Ibid., annde I882); Lehrbueh der Theorie der periodisehen Funktionen 

einer 15~riable~ mig ei~,er endliehen An:~ahl we.~entlicher I:i.~c6ntiuuitiitspunkle. (Lpz. 1884.) 
'~ O e u v r e s  compl~tes~ publides par 3I. M. SYLOW et Lm, Tome II,  p. 36 . 

{fber ~t~endtieh "ciele Algorithmel~ ::ur Au/lii.~ung der Gleichungen, (Mathema- 
t i s ehe  Annalen~ Tome 2); ~'%er ilerirte I.)mclioneu, (Ibid., Tome 3). 

4 Sur u~ 2)robh!mc d'interpolation, ( B u l l e t i n  des s c i e n c e s  m a t h d m a t i q u e s ,  

x882). 
s J o u r n a l  de m'~ thdmat iques  de M. llI~S,~L, mars I884 . 
r ~eeherebes sur les subslif~ttio~s ~miformes., ( B u l l e t i n  des s c i ences  mathd- 

m a t iques ,  I883); l?,eeherd~e.~ sin" los i~te:graIe.~ de eerlaines dquation.r fonetionnelles, (An- 
ha les  de l'Eer Normale~ annde 1884, suppldment); A'ourelIes recherches sur les 

dquatious fonctiom~elles, [Ibid., novembrc I885). : 
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l 'Aead6mie des sciences dans la sdanee du 7 novembre I88I ,  j 'ai con- 
sid6r5 des 5quations diff6rentielles lindaires et homogSnes de~finissant y 
en fonetion de x et poss~dant la propri6t6 suiwmte. I1 existe deux 
fonetions 9' et r telles qu'en faisant le ehangement de fonetion et de 
variable 

= y = 

on ramSne l '6quation b. la forlne primitive off x serait remplaed par  t et 
y par z. En d'autres termes, il existe un ehangement de fonetion et de 
variable qui transforme l '6quation en elle-m~me; si eette hypothSse est 
rdalisSe, l 'dquation admet au moins une int6grale y ~=/ : (x )  verifiant une 
relation de la forme 

oi~ A dSsigne une eonstante. 
On reconnalt dans ce th6ordule une analogie lointaine avec les 

'th6or~mes que M. PmA~m a donn6s sur les 6quations diff6rentiellcs li- 
n6aires b~ coefficients doublement  pSriodiques. ( C o m p t e s  r e n d u s ,  188o, 
premier semestre; J o u r n a l  de Cre l l e ,  t. 9o.) 

Dans le eas oll l '5quation diff6rentielle est du second ordre, les deux 
fonctions f, et r existent toujours comlne Font lnont% KUMMEa dans son 
m6moire sur la s~rie F(a,[~, y, x), et  M. BlllOSCnI dans difl'6rents m5moires 
dont le point de d@art  se trouve %sum6 dans les C o m p t e s  r e n d u s ,  
t. 93, p. 94I.  Je me propose, dans le p%sent travail, d'~itudier et d'in- 
tdgrer une elasse 6tendue de ces ~quations, en m'appuyant  sur les %- 
sultats obtenus par M, KOENIGS. 

2. , Rappelons d'abord quelques uns de ces rdsultats, afin de i)ouvoir 
caract6riser les 6quations dont nous allons nous occuper. 

La suite des quantit6s %,  % , . . . ,  % est dite converger rd.quli~reme~zt 
vers une limite x, lorsque, g tout nombre positif e aussi petit que l'on 
veut, il est possible dc faire correspondre un cnticr N~ assez grand pour 
que, 8ous la settle condition p > 2V~, on nit 

] % - - X  1 < ~.~ 

1 La notation [u[ signifie module de u. 
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Soit une fonction g(z) uniforme dana l'int~rieur d'une r~gion R du 
plan ct jouissant de la propri~t(i que, si z cat int(~rieur 'X cettc %gion, 
il en est de mdme du point z~ :-= ~'(z); si nous posons g6n6ralcment 
z ~  f(z,), lea points de la suite 

s ~ 2 '  1 ~ Z ~  ~ . . . , 21 ,  

sont tous ~ l'intSrieur de la %gion /~. Lorsque cette suite converge 
rgguli~rcment vers une limite x qui n'est pas pour t-(z) un point singulier 
essentiel, on salt quc .r~ est un z~ro de la fonction 

qui doit vdrificr l'indgali% 
< i .  

Cette valeur de c'(.r) sent constamment d6sign6e par a e t  suppos6e diff6- 
rente de z6ro. Ildciproquement, si x ddsigne un z6ro de la fonction 
z - - f ( z )  tel que f'(:c) < r, lc point :ces t  le centre d'un cercle C~ 

'" ' i  f ( z ) - : ~  l m t e r e u r  duquel: 1 ~ c - / ~  , v,.~j est holomorphe, e~ le module de 
Z - - - X  

rcste eonstammcnt inf6rieur g un nombre fixe moindre que I, 3 ~ ) les 
points ;,~, z . , , . . . ,  4 convergent uniform&nent vers le point x (voyez 
KoEsms, A n n a l e s  de l ' E c o l e  n o r m a l e ,  5884, suppldment, page 6). 
Toutea ces co~ditions 6tant remplica, noua supposons que les coefficients 
de l'6quatiml ,liffdrentielle sont holomorphes ou m&omorphes au point limite 
as, hypoth&e qui 6carte les dquationa dont les coefficients sont des fonc- 
tions doublcmel,t pdriodiques, ou des fonctiona fuehsiennes. Nous montrons 
que toutes cos (;quationa sont intdgrables r l 'aide de la fonction B(z)  
introduite par M. KoI.:Xms, et mdme qu'elles peuvcnt, par une substitu- 
tion que nous indiquons, dtre ramendcs h avoir leurs coefficients constants. 

3. Pour obtenir une premiere expression des coefficients de nos 
6quations, nous aurons ~ nous appuycr sur les consid6rations suivantes. 

Soit d, iz ) une fonction de z holomorphe dans le eerele 6', et telle 
que le module de d,(.~:) est moindre (tue l'unit6. Alors, en d6signant 
par k une constante positive comprise entre l'unit6 et le module de r  
on pourra, K cause de la continuit6 de d,(z), assigner un hombre positif 
o tel que, sous la condition 



on ait 
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Ir 

Soit, d'autre part, ~(z)  une fonction holomorphe duns l e  cercle C~. Lu 
s6rie 

(,) 

est convergente pour toutes Its valeurs de z prises duns le cercle C~ et 
d6finit, par suite, une fonction de z dans cc cercle. En effet, z 6~ant un 
point du cercle C~, on peut trouver un nombrc ~ assez grand pour quc, 
sous la seule condition n >  ~, on air 

< ? ,  <k.  

Partageons la sdrie (i) cn deux parties la premi6re contenant les ~ pre- 
miers termes, la seconde les autres 

"~I(Z) = n=OZ r162149 o r -~- n~=v=, r 1 6 2  r 

La seconde p~rtie eontient en facteur r162 ~,(z.~_~) et peut s'6crire 

p~oo 

s6rie 6videmment conve,yente, car le module de a)(z,+r ) restant inf6ricur g 
une limite fixe L puisque ~(z) est holomorphe, et los modules des  fac- 
teurs 

r r  r 

6rant tous inf6rieurs ou 6gaux au nombre k moindre que l'unit6, le mo- 
dule du terme gdndral sera moindre que 

Lk p 

terme g6n@al d'une progression g6om6trique d6croissante. 
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La fonction /4~(z) existe done dans tout  le cercle C~: elle vdrific la 

relation suiwLnte qui %sultc imm6diatemcnt  de la forint du ddveloppement 

( 2 )  
[ �9 

La sdrie des ddrivdes des termes de /"~(z) est aussi uniform6ment con- 

vergente dans tout le cercle C., eomme on le verra en faisant un raisonne- 

meut  analogue k celui que thit 5[. Kov..xms pour des sdries du m d m e  

genre. On en conclut que la fonction 1,'~(:) est holomo~7)he dans le cerele 

C,. Ce fait se trouvera du reste vdrifi6 a po~'teriori dans tous les cas 
que nous traiterons. 

Co,npldtons ees eonsiddrations en cherchant routes les fonetions holo- 

morphes ou mdromorphes v6rifiant la relation (2). 
Soit F(z) une autre fonction holomorphe ou m6romorphe dans le 

eerele C~ v6rifiant la m~me relation que l"~(z) 

, _ 

La diff6renee F ( z ) -  1,'~(z) vdrifiera la relation 

I 

M. l(oExmS a montr6 ~ qu'il  existe uric seule fonction holomorldJe G(z) 
vdrifiant l 'dquation 

(,(~) 

et qu'il  n'existe aucune fonelion m6romorphe dans le cercle (,', vdrifiant 

eette 6quation. Cette tbnetion G(z) 6tant formde, on aura 

S<'[r -- F,{r ~ F(~) - -  F,(:) 

ce qui montre que la fonction 

F(~) - -  r,(~) 
r 

~ ,Annales  de l'Eeole normale, 1884, suppldment p. 25 et 26. 
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est une solution m6romorphe de l'6quation fonctionnelle 
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- - ' z ( z )  

dont M. Ko~NIGS a, donn6 toutes les solutions m6rom0rphes et holo- 
morphes dans le eerele C~. D'apr6s l'analyse de M. KOENIGS (loe. eit. 
page I6), cette 6quation n'admet de solution holomorphe ou m6romorphe 
dans le domaine du point x que si l'on a 

r = [ V ( ~ ) ] " ,  

n ddsignant un entier positif ou n6gatif. Si l'on suppose eette condition 
remplie, la seule solution holomorphe ou m6romorphe de l'6quation 
fonetionnelle est 

~[B(z)]-", 

a 6rant une eonstante et B(z) une fonetion holomorphe dont M. KoExms 
a donn6 l'expression et qui vdrifie la relation 

B[f(~)] = ~ ' ( ~ ) B ( z ) .  

On a done alors, pour expression g6n~rale de F(z) 
F(z )  = Fa(z) -I- aG(z) [B(z ) ] - " .  

Cette foneiion //(z) est ddfinie par M. KOENIGS comme la limite vers 
laquelle tend le p rodu i t  

qgp+ i 

quand p augmente ind6finiment, gp(z) d~slgnant l'op6ration g(z) r@6t6e 
p lois. La ddriv6e B'(z) est la limite du produit eonvergent 

B ' ( ~ )  = H r  - -  , 

a 

i = o  

S'il n'existe pas d'entier n v6rifiant la relation 

r  = [~ '(~)]" ,  

l'6quation 
_ _  I ~, z[~,(~)] ~(~)_(~) 
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n'admet aucune solution holomorphe ou mdromorphe au point x. Dans 
ce cas, il n'existe p'~s de fonction holomorphe ou m6romorphe Y ( z ) a u t r e  
que /~',(z) v(irifiant la relation 

I 

_ r  

lO~quations d~e s e c o n d  ordre. 

4. Arrivons maintenant k l 'objet principal de ce travail et prcnons 
d'abord unc 5qnation lindaire et homog6ne du second ordre que l'on peut 
toujours supposer priv6e du second terme: 

c/,u 
,z~' ~r ----- o. 

KUMMEI~ 1 e+,, M. BrtIOSCtlI " ont montr5 qn'en rempla(}ant z par c(z) et 

u par uv'z'(z), l '5quation reprend la m(hne forme pourvu que 9.(z)v6rifie 
la condition 

i 2f'f'" -- 3f '''~ 
( 3 )  = + 4< 

oh ~' e"  f ' "  dfisignent les d6riv~es successives de r Lorsque f(z) 
est donn6e, la ddtermination d'une solution V(z) de cette 6quation (3) est 
impossible dans llt plupart des cas. Nous supposerons 9.(z)donn6 ct nous 
chercherons k former une fonction f(z) v~rifiant la relation (3). 

Supposons que l'on se donne une fonction c(z) remt) l i ssant  toutes 
les conditions indique~es dang le num6ro 2. Noug savons qu'au point 
limite x on a [c/(x) i < i, et nous supposons, comme plus haut que ~'(x) 
est diff6rent de zdro. Da.ns un certain cercle C. de centre x et de rayon 
suffisamment petit, ,~'(z) restera diff6rent de z6ro et la fonction 

, 

N(Z) ~--- 4~" V'~ \ ~ ]  

' J o u r n a l  de C r e l l e ,  t. 15. 

' Un r6sum6 tri}s-succinct des import.antes recherches de M. BmOSCHI se trouve dang 

les 0 o m p t e s  rendus~  t. 93~ P- 94 I. 
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sera holomorphe dans C~. En 6cartant le cas oh cette fonction serait 
identiquement nulle, on peut  appliquer l 'analyse du n ~  en prcnant  
pour ~b(z) la fonction [~'(z)] ~. D'apr6s ce que nous avons vu, la s6rie 

~ Q O  

fl(~) = .~0 [~'(')r ~'(~")]'~(~") 

est convergente et d6finit une fonction holomorphe au point x v6rifiant 

l '6quation (3). 
Si l 'on prend pour 1~ fonction f ( z )  cette ddtermination particuli6re 

f~(z), r6quat ion diff6rentielle 

d 2 ~  
u t . ~ )  = o 

dz ~ O k ]  

aura son int6grale g6n4rale holomorphe a u  point x: soient Fl(Z ) et F~(z) 
deux solutions holomorphes lin6airement ind6pendantes: les fonctions 

I I 

<r F1[r (z)], <r F, [r (~)] 

seront aussi des solutions holomorphes et l 'on aura 

~ / ~  F~[r = ~1~(~)  + ~IF,(~), 

I 

al ,  bl ,  a~, b 2 ddsignant des constantes. Si l 'on fait 

on pourra d6terminer les constantes 21 et 2~ de telle fagon que 

F[r  = A~'(~), (4) ~,(~) 

A dSsignant une constante. I1 exlstera d~ une int~grale t7@) et, en 
gSn6ral, deux int~grales telles que F (z ) ,  holomorphes au point x et v& 
rifiant cette relation. Quelle sera l 'expression analytique d'une de ces 

Acta mathemat~r 1~. Imprina~ lo fi$ septembre 1891, 37 
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intdgrales? L,~ fonction B(z) de M. KoE:,-ms (log. cir. page 
l '6quation 

I ~ [ ~ ( z ) ]  = V ' ( : r ) B ( z )  = , , B ( z )  

I 6) vd r i f i e  

sa d6riv6e B'(z) v6rifie done l 'dquation 

~ - ' ( ~ ) B ' [ ~ - ( ~ ) ]  = ~ - ' ( . , ) /~ ' (~ . )  = , . B ' ( ~ )  

en posant 

d'ofl 

~-'(~) = . ;  

Comme z- - .~ :  est un z6ro simple de B(z) ,  B'(x) est diff6rent de z6ro et 
~/B'(....) est une fonction holomorphe au point ~. Le produit  

F(z) %/U'(z ) 

sera done holon)orplie an point x et v6rifiera la relation 

F[F(z)] ~/ll'l~(z)j ---.-- A ~ T, F(z )  ~/l~'(z). 

Ce produit  est. donc nScessairement de ]a forme 

off n e,~t, un cnfier positif ou nul, C unc constantc arbitraire. Quant k 

la, constante .4, elle est 
1 

L'on a donc enfin, en laissant de c5t6 le facteur constant C, 

d'oh 

L'6quation diff6rentielle 

F ( z ) ~ / j ~ ' ( , )  = [B(~ ) ]"  

F(z) -[n<~)?,. 
#B'~z) 

d?H, 

dz" i i \  / 
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admettra donc une et, en g6n6ral, dcux int4grales de cette forme oh il 
nc reste plus qu'k ddtcrmincr l 'cntier positif ou nul n. Pour cela ex- 
primons que la fonction 

1 

u = [ B ( z ) ] " [ B ' ( z ) ]  -~  

vfrifie l '6quatlon: nous aurons aprgs rdduction ct en d6signant les ddriv6cs 
de B par B',  B", 

B '~ 3 B"~ I B'" 
f~(z) = n(n - -  I) -~r + 4 B', 2 B' 

Cette relation dolt fitrc identique en z: or, pour z = x, tous les termes 
B'2 

sont finis sauf ~-r qui devient infini du second ordre. II faut donc que 

cc terme disparaisse, c'est ~ dire que n a i t  uric des deux valeurs o ou I. 
L'6quation diff6renticlle 

d 'a : tb  

az' uf,(z) = o 

aura donc les deux int6grales 

i B(z) 
~ ~ 

Elle peut dtre regard6e comme int6gr6e dans le domaine du point x. 
Remarque. Comme le hombre cntier ddsign6 ci-dessus par n cs~ 6gal 

k I ou g o, la fonction f~(z) v6rifie l 'identit6 

3 B'''~ IB'" 

Proposons nous de d&nontrer directement cette identit6 sans nous 
i ~p �9 servir de l'6quation d fierentlelle. Posons 

3 B  ''2 IB'" 
H~(Z) 4B"  :B '  

et calculons la valeur 1-[(za) que prend cctte fonction quand on y remplace 
z par ~(z). D6signons pour abr6ger par B'~, B'I', Bi" los valeurs B(z,) ,  
B ' ( z , ) ,  B"(z~). Comme on a 

t 

B' = f--Bi 
Cb 
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d'apr& la propri6t6 fondamentale de la fonction B(z) 

Bt~(z)] = aB(z), 

on aura en d6rivant les deux membres  par rapport  k z 

B" ~" , B'/ - - = - ~ +  ~ ~(  
B' 

r  + - .r 

Bt*! Bpt 
Portant  ces valeurs de ~ -  et ~ dans l'expression de I I ( z ) ,  on trouve 

r6ductions 
B;"] 3 r _ _  I I ( z )  = ,-"~[ -3v;'~ ~ ~." + _ _ " '  x ~o"" 

�9 L4B'd 2 ~ 4 9 "  2 

apr6s 

Comme nous avons pos6 plus haut  

3 r  
--~ 4(f" 

Oil  8 . u r ~  

En vertu 

II(z) 
[r - H ( z , )  + ~ (z ) .  

de cette identitG il est ais6 de former la somme de la sdrie 

l l ~ a o  

fl(z) ,= [V'(z)~;(z,) "." ' ~_ 

qui ddfinit fl(z). L'identit6 ei dessus donne on ehangeant z en z, et par 

suite z 1 ----if(z) en z,,+l 

~ ( z , ) -  n(~,,) 
Ir H(z,+,). 

D'apr& eela lc terme g6n6rale v,, de la s&ie fl(z) peut s'6crire 

,,,, = [ r  r , ) ] '1I  (~,) - -  [ r  ~'(~,,)]:II(~,+,) 

expression de la forme 
1) n ~ W n ~ Wn+ 1 



Sur des dquafions diffdrentielles lindaires transi'ormables en elles-mSmes. 

en faisant 
w. = [ , ~ ' ( z ) ~ % ) . .  ~'(~,,-~)]'II(~,,) 

La somme S,, des n premiers termes sera donc 

S~ = v0 + v, + . . .  + v .  = w 0 ~ w . + ~ .  

Comme w.+~ tend vers z6ro pour n infini, la somme 
la limite Wo; on a donc 

f,(~) = w0 = I I (~ )  3~"' ,B"' --  4B"  ~ 2  B --'v- " 

C'est bien l'identit6 que nous voulions v6rifier. 
On pourrait encore 

que l'6quation 

donne 

d 'oh 
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5', tend vers la 

un peu simplifier cette analyse en remarquant  

B'(~) 
r = ~ v ( ~ '  

B'(~.) 
V ( z , )  = a B'(~,+I~ ' 

r162 r = ~,+, ~'(~) B'(z.+,) 

(2) 

Si au contraire 

5- Nous avons vu dans le paragraphe 3 que si r  n'est pas de 
la forme 

r  = [~'(x)]", (n entier) 

il n'existe pas de fonction holomorphe ou m6romorphe autre que F~(z) 
v6rifiant l '6quation 

I 
FIe  (~)] - r  ~(~). 

r  = [~'(x)]" 

le fonction m6romorphe  la plus g6n6rale v6rifiant la relation considdr6e 
est F~(z) -4- aG(z)[B(z)]-", G(z) 6tant une fonction holomorphe telle que 

r  G(z) GE~(~)] - r  
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e t a  d6signant une constante. 
faire ~ l '6quation diff6rentielle 
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Or, dans l 'application quc nous venons de 

Tz '  - -  u f l ( z )  = ~  

nous avons form6 unc fonction f~(z) holomorphc au point x v6rifiant la 
relation 

-- ' f , ( z ) - - ~ ( z )  f,[f~(z)] , , (~)  

de la forme (2) ci-dessus oh 

4,(~) = [ ~ ' ( ~ ) ] ' .  

La condition 
r  = [r  

est donc v6rifi6e pour n = z; la fonction G(z) cst [B'(z)] ~, ct la fonction 
la plus g6n@ale mdromorphc au point x vdrifiant la relation 

I 
f [~(z) ]  = - ~ , f ( z ) - - ~ ( z ) ,  

est 
l B'(z )3  ~ 

f(~) = f'(~) + ~ L ~ J  

L'6quation du second ordrc la plus g6n6r'de remplissant lcs conditions 
que nous imposons '~ nos 6quations est done 

d~u 
~tz' ur ( z )  = o,  

f(z) ayant  la forint que nous venons de trouver. Nous allons int6grer 
cette 6quation. La fonction /~(z) admettant  lc point limite z ~ x pour 
z6ro simple, la fonetion f(z) admettra ce point pour pSlc double ct, dans 

'~ L'int6- lc voisinagc de z = x, la partic principalc de f(z) sera ( z - - x ) "  

gralc g6ndrale de l '6quation lin6aire cst donc rdgulibre au point x, suivant 
les expressions usitdcs dans la th6oric des dquations lin6aires. L'6quation 
fondamentale d6terminantc est 
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supposons ses racines distinctes ct supposons que leur diffdrence n'est pas 
un nombre enticr. Si l 'une de ces racines cst r ,  l 'autre sera I -  r et, 
dans le domuine du point x,  l ' int4grale gSnerale de t'~quation sera de 
la forme 

Sg(Z) = ~I(Z - -  x) r~I(Z)  + ~ (  2! - -  x) l - -rg2(Z)  , 

g~(z) et g2(z) ~tant deux fonctions holomorphes dans le domaine du point 
x et ne s 'annulant pas en ce point. (Voyez les recherches de M. FUCHS 
ou le M~moire de M. TANNERY, A n n a l e s  de l ' E c o l e  n o r m a l e ,  I875 , 
p. I65.) L'~quation diffSrentielle ne changeant pas quand on remplace 
z par ~(z) et u par u ~ / ~ ,  admettra aussi dans le domaine du point x 
l ' int6grale g6n6rale 

u - _ ~ _  u[ ,~ (z ) ]  = ~, [r ~Y~'[r + ~ [~(~) - ~]'-%[r 
~/,~'(,) 4~'(~) @'(,) 

que l'on peut ~crire 

avec 
,L(~-- x)~e,(~) + ,~(~ - -  ~)'-'G~(~) 

F,(~) = (~- -  ~)%(~), 

v~rifient les deux (~quations 

F~(~) = (~- -  ~)'-%(~) 

-- [~(~) -  [~(~)]  e ~ ( z )  = G,(z) L ~ - - ~ ] ' g '  l f(~)--~l'-'g~[f(~)] 
~/~i~ ' L z - -  ,~ l 

ces nouvelle~ fonctions G 1 et G 2 ~tant, ainsi que les premi&res g~ et g2, 
holomorphes au point x et diff~rentes de z~ro en ce point. Les deux 
formes u et U de l'intSgrale gSn~rale devant ~tre identique~, on a 

C~,(z) = k,g,(z), G~(z) = 1,':.Mz), 

k~ et k s d~signant des constantes. On a donc 

[~(z) - -  x ] % E ~ ( z ) ]  = k, q~(-: )  [~ - -  ~ ] "g , ( z ) ,  

[~(~) - -  ~ ] ' - % [ ~ ( ~ ) ]  ----- k~ /7 (~ [~  - -  ~ ] ' -%(~ ) -  

On en conclut que les" deux int5graIes particuli~res 
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Comme la fonction B(z) de M. Kon~ms admet le z@o simple z--=-x et 
v4rifie la relation 

B[ix(z)] = ~'(x)B(z) 

d'oh 

le rapport  

_ ~'(X)B,(z), B'[~(~)]  r 

[B(z)] r 

~/B'(z) 

est, dans le voisinage du point  x, 6gal ,k ( z -  x)" multipli6 par une fonc- 
tion holomorphe et v6rifie la relation 

[B[~(z)]] ~ ,,-~- [B(z)]" 
2 J �9 a V~(z) 

~/B'[~(z)] ~/ B'( z ) 

off on a pose ~ : ' ( x ) =  a. La fonetion 

[B(~)]' 

est done holomorphe au point x et v(!rifie la relation 

1 
- - - r  

~,[~(~)] = k,a ~ r 

elle est, d'aprSs le th~or6me de M. I(OESmS dSjk eit~, de la forme [B(z)]", 
n d6signant un entier positif ou nul. Mais comme eette fonetion (P~(z) 
ne s 'annule pas au point x et que B(z) admet le zdro simple z : x, il 
faut  prendre ~ ~ o. On trouve ainsi, pour l ' int6grale Fa(z)l'expression 

= [ B ( ~ ) ] r .  
F, (z )  CB'(~) ' 

on trouve de m~me pour la seconde int6grale partieuli6re 

~ , ( z )  = [B(~)]'-~ 
CB'(zi 

L'6quation diff6rentielle est done int6gr6e. 
En substi tuant ces fonctions F a e t  F~ dans l '~quation diff4rentielle, 
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on montrer~ que l'6quation est v6rifi6e par l'une et l'autre quelque soit 
r ,  c'est d dire m~me en laissant de c6td les suppositions faites sur  r ,  

l'aide de l'identit6 
f , ( z )  __ 3 B"' IB'" 

4 B'~ 2B' 

6tablie dans le num6ro pr6e6dent. 
I I . , 

Lorsque r ~ ,  a ~ - - j ,  ces deux mtegrales sont identiques. On 

en obtlendra alors une nouvelle par la m6thode connue qui consiste 
I 
- :  remplacer l 'une des int6grales par la diff6rence des deux divis6e par r - -  2 

[B (z)] r -  [B(z)] 1-~ 

I I 
puis ~ faire tendre r vers -'2 On trouve ainsi, pour a - - ~ -  ~, les deux 

solutions 

B' ( z ) '  V B ( z )  

qu'il est ais6 de v6rifier d'apr6s l'identit6 ci.dessus. 
Remarque. Le r6sultat g6n6ral que nous venons de trouver sur l'ex- 

pression des int6grales de l'dquation 

dz2 - -  u f ( z )  = o 

peut s'dnoncer ainsi. En faisant le ehangement de fonetion et de variable 

- " e' B ( z )  
u ~/B'(z) ' = 

on transformera l'6quation en une au t re  dont l'int6grale g6n6rale sera 

el err -4- c~e (l-r)t 

et qui, par suite, aura la forme 616mentaire: 

d ~ v  

d U  

k coefficients constants. 
,tcttt mathematiea. 15. Impr im$ le 29 septembrr 1891. 38 
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6. Dans ce qui pr6c4de, nous avons suppos6 que la fonction 

~ ( z )  ~--- 39~ 2 ( r  I (._~I ~" 

n'est pas identiquement nulle; pour qu'elle le soit, il faut et il, suffit que 
~(z) soit le quotient de deux fonctions lin6aires en z 

az+b 

a, b, c,  d constants. 
tion du second degr6 

On salt et il est facile de v6rifier que, si l'6qua- 

z - -  ~ ( z )  - -  o 

a ses deux racines x et x' distinctes, la relation entre z et z~ peut s'6crire 

Z 1 -- '--gg ~ I ~  z - x  

Z t - -  ~ Z - -  26 

K d6signant une constante. La d6rivde 9~'(x) est 6gale k K; il faut  done 
supposer I KI < I. Alors, il est 6vident que le point x est un point 
l imite pour la substitution 

z l  = ~ ( z ) ;  

le deuxi~me point x' serait limite pour la substitution inverse. D'apr~s 
M. Ko~NIGS, ~ la fonction B(z) est dans le cas actuel 

B ( ~ )  = _ , 

g 

et l '6quation ci-dessus entre z et z 1 exprime la propri6t6 

B[~(z)] = V(x)B(z)  

puisque 
V(x)  = K. 

Dans ce cas particulicr la fonction appel6e prdc6demment fl(z) 

1 Anna le s  de l ' E e o l e  normale~ I884, suppl6ment page 24 . 
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est identiquement nulle, et la fonction f ( z )  devient 

= + 

L'6quation diff6rcntiellc 

dz u f ( z )  = 0 

299 

devicnt 
d~'e' [ I I ] ~ 
dz-- Y - -  ~ - - U -~- O~ Z gr Z r 

d i e  admct les deux int6gralcs 

B r ( z )  B l - r ( z )  

oh r ct I - - r  sont les racines suppos6cs distinctes de l '6quation r ( r - -  I )  = a. 
Cos dcux int6grales sont, cn n6gligeant dcs facteurs constants 

(~ - ~)~ (, - -  ~)~-~ 
u~ --  (, __ ,)~_~, u~ --  (, __ , )_ .  , 

I ~ r ce qui est bien connu, a S i r  = ~ ,  on aura les deux mtegrales 

u 1 = ~/(z - -  z ) ( z -  z ' ) ,  u 2 = u 1 log ~ --__~z 
Z _ _  r "  

Ce sent lb~ des v6rifications 616mentaires de la m6thode g6n6rale. 
Si les points limites x et x' 6talent des points singuliers essentiels 

de la fonction f ( z ) ,  les considdrations prdc6dentes ne s'appliqueraient 
plus. On obtiendrait alors une fonction f ( z )  vdrifiant la relation 

oh 

I 

f[~(z)]  - -  , ~ ( z ) f ( z )  

a z +  b 
= 

c z +  d '  

en prenant une fonction th6tafuchslenne de M. POINCARI~. On serait 

1 Voir une Note de M. BES~E~ J o u r n a l  de L i e u v i l l e ,  I ~re s6rie~ t. 9~ P. 336. 
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ainsi conduit k des questions se rat tachant  k un ordre d'id6es cnti6re- 

ment  diff6rcnt dc cclui que nous avons adoptd dans cc m6moirc. 

Si los dcux racincs x ct x' de l '6quation z = f~(z) 

a z + b  

c z + d  

sont 6gales, x ' - - - x ,  la substitution z~ = y(z)  peut s'6crire, comme il est 
conn l l  

I I 
~ + O .  

Dans ce cas x cst encore un point limitc, mais notre m6thode ne s'applique 

plus car f ' ( x ) - ~  x et nous supposons < , .  

N6ammoins l '6quation 

d'u  ( I I ) ' u 
~ 0  dz*  ot z - -  x z ~ x'  

dont nous venons de trouvcr l ' int6gralc conduit  comme eas liinitc k l'in- 

t6gration dc l '6quation 
d~u k~ 

- -  - -  O ,  
dz" (z - -  ,~) " 

k p 
- =  ( z  - - z ' )  ~ ' r == x - - z ' ;  

I1 suffit de poser 

quand x' tend vers x, l '6quation 

r(r-- 
devicnt 

~~ "IT ct 1 mt%,rale 

devicnt 

p ~ k  

P 

25 - -  ~ '  r X - ~  X ' - ~  x - x '  

P 
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Ce cas a 6t6 trait6 par SrlTZ~R, Vorlesungen iiber lineare Differentialglei- 
chungen, p. 98. 

Ccs derniSres 6quations rentrent  6galement dans le type d'6quations 
diff6rentielles lin6aires binbmes que nous avons 6tudi6 dans lcs A n n a l e s  
de l ' E c o l e  n o r m a l e  (janvier I883). 

7. Si nous revenons un instant au cas g6n6ral, nous pouvons faire 
cette remarque que l '6quation diff6rentielle 

d2~/, , a /  % 

= o dz ~ 

conserve la m6me forme non seulement pour la substitution 

= t = 

mais encore pour une infinit6 de substitutions du m6me genre. 
En effet le coefficient f(z) s'exprime comme nous l 'avons vu en 

fonction rationnelle de la fonction B(z) et de ses d6riv6es, l l  restera 
done le mdme si l 'on alt6re la fonction ~ ( z ) d e  tells mani~re que la 
fonction B(z) ne soit pus alt6r6e. Or cela est possible d'une infinit6 de 
mani6res, comme l'a montr6 M. KOE~IGS duns ses Nouvelles recherches sur 
les dquations fonctionnelles, ( A n n a l e s  de l ' E c o l e  n o r m a l e ,  novembre 
1885). M. KOENIGS a d6montr6 que l '6quation 

B ( z )  = 

duns l aque l l e  k est une constante et ]k I <  I d6finit Z comme une fonc- 
tion de z holomorphe duns le domaine de point x et se r6duisant ~ x 
pour  z ~ x. Soit Z =  r  k) cette fonction; elle admet le point x 
comme point l imits et sa d6riv6e 4)'(x, k) au point x a pour vuleur k. 
On en conclut que routes les fonctions r  o~ Ikl < I donnent  nais- 
sance ~ la m6me fonction B(z)  et que ce sont les seules fonctions jouis- 
sant de cette propri6t6. La fonction r a) n'est autre chose que g(z). 

En r6sum6, l '6quation diff6rentielle 

d2q~ 

dz'~ 
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est transformable en ellc-m6me par toutes les substitutions 

1 

= k) ]  t = k) ,  

oh k est une constante de module plus petit que l'unit6. Ces substitu- 
tions forment, d'apr6s los d6nominations de M. S. Lira, un groupe continu 
de transformations. 

C'est lk qu'on peut trouver la raison de ce fait que l'6quation est 
rdductible k une autre k coefficients constants; car si l'on pose 

1 

Z = log B(z), u = LB--~_I U 

on obtient une 6quation entre U ct Z qui nc change pas quand, sans 
changer de fonetion, on remplace Z par Z "4- log k. Los coefficients de 
cette 6quation devront done admettre la p@iode log k ct, comme k est 
arbitrairc, ces coefficients seront des constantcs. 

J~qua t ions  d u  t r o i s t ~ m e  o r d r e .  

8. Nous allons montrer rapidemcnt que la m~me m6thode avec les 
m~mcs consdqucnces s'applique aux 6quations du troisi6me ordre dont les 
coefficients sont m6romorphes au point limitc x. 

Soit 
dht du 
dz' 4 ~z f ( z )  - -  4ug(z)  = 0 

une 6quation de troisi6mc ordre que l'on pout totijours supposcr priv6e 
de second terme par un changement de fonction. Faisons lc changement 
de fonction 

u = v (z) 

et de variable 
dt 

nous aurons en ddsignant par u ,  u', u", u'" les d6riv6es de u par rapport 
" v'" les ddriv6es de v par rapport k t, les formules z et par v , v ' , v ,  
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u' ----- v~' + v'2~', 

u" ---- v2" + v'O,~" + 2~'~') + v" ,~ '~, 

~,,,, = va,,, + v,(a{,, + 3a'r + 3a"~') + 3v'>,(ar + a,~,) + v,, ,~ ,~. 

Supposons que l 'on puisse ddterminer 2 et 9~ de fagon que l '6quation 

diff6rentielle reprenne la m6me form% avec cette seule diff6rence que u 

sera remplac6 par v et z par  t. Le coefficient de v" devant 6tre nul  

o n  a L l r a  
i 

29~" + J.'9~' ---- o,  ). - -  ~'(~) 

en particularisant la constante d'intdgration, ce qui ne particularise pas 

la ddtermination des fonctions 2 et ~,  car deux d6terminations de 2 qui ne 

diff6rent que par un facteur constant doivent ~tre regarddes comme iden- 

tiques. On devra avoir ensuite, en 6crivant que le coefficient de v' est 

- -  4 f ( t )  on - -  4f [F(z) ]  et c d u i  de v, - -  4g(t)  ou - -  4g[v(z)] :  

- -  4 f [ ~ ( z ) ]  = 

- -  4 g [ r  = 

--4,tr + 2r + 32'r + 3,t"9' 

- - 4 2 g ( a ) -  4a'f(z) + 2"' 
2~ '  s 

ou en remplagant 2 par sa valeur ~, et r6duisant 

I 29'9," ~ 39~ ''~ 
(a) f [~(z) ]  ---- -~-~f(z) + 4~'" ' 

(b) 
'~ , (,__~,,, 

g[~(z)] =~g(z)-- f ( z ) - - 4 , - - - - , k ,  I . 

Pour  que la transformation soit possible, il faut  et il suffit qu'il  existe 

une fonction ~(z) autre que z v6rifiant ces deux  conditions. 
La premi&re relation ( a ) 6 t a n t  identique g celle que nous avons ren- 

contr6e dans l '6tude de l '6quation du second ordre, la fonction f (z )  la 

plus g6n6rale v6rifiant cette relat ion sera, comme nous avons vu 

rB'(~)l' 
f (z )  = f , (z)  + r ' 
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fl(z) &ant une fonction holomorphe dont nous avons donn6 deux ex- 
pressions. 

La fonction f(z) 6tant ainsi d6termin6e, il reste k d6terminer la fonc- 
tion g(z) par la condition (b) dans le second membre de laquelle figure 
la fonetion f(z) qui n'est pas holomorphe an point a: mais admet ce 
point pour p61e de second degr& 

Rappelons nous que la fonetion B(z) admet le point x pour zSro 
simple et v6rifie la relation 

B[~(z)] = ~'(x)B(z)  = aB(z) 

en faisant ~'(x)~---a. 
Multiplions le premier membre de la relation (b) par B2[~,(z)] et le 

second membre par la fonction identique a=B:(z), nous aurons 

g[~(z)]B~[V(z)] ----- ~g(z)B~(z) ~,, f(z)B2( z ) - ~ _ _  B~(z) , 

ou ell posant 
F(~) = V ( ~ ) B ' ( ~ ) ,  

~_'~'A ~_' ('_~'"~(~), Z(Z) = ,, f(z)B~(z) + 4~,, ~ ' /  

(d) 
a 2 

F [ ~ ( z ) ]  = ~ F ( ~ )  - -  z ( ~ )  

oh la fonction Z(Z) est holomorphe au point x, car le prodult f(z)B~(z) 
l'est. Cette dernidre 6quation (d) rentre dans le type d'6quations fonc- 
tionnelles traitdes au paragraphe (3) 

06 

' F ( ~ )  - -  ~( . . )  
r[~(~)] - r  

r ~,, ~(~)--  z(~). 

On obtient une solution particuli&re de cettc 6quation k l'aide de la s&ie 

"=~ . X "  ~ " + ' Z ( 2 ~ _ - )  �9 F l ( z )  = aTo~ ;r(z,,) = B'~(z) 7_., B,~(Z.+l), 
n ~ O  n ~ O  
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s~rie convergente car, la quantit6 r  6t~nt 6gale h a ou k g'(x), le 
module de ~b(x) est molndre que l'unit~. Comme 

r = ~'(~) 

la fonction holomorphe ou mSromorphe la plus g6n6rate v6rifiant l'dqua- 
tion fonctionnelle est 

~G(z) F(.) = ~,(z) + .  B(~) 

fl ddsignant une eonstante arbitraire et G ( z ) u n e  fonetion holomorphe au 
point x v6rifiant la relation 

~ [ ~ ( . ) ]  - r  
r 

l -~ ' (z ) -1%- , ,  , 
e[~(~)] = L ~ J  " : : '  

Cette fonction est actuellement [B'(z)] ~ et l'on a 

P ( . ) - -  FI ( . )  + / ~  

en 6crivant B ,  B ' , . . .  au lieu de B(z) ,  B ' (z) ,  . . . .  Comme on a pos6 

F(.) =q(~)B 2, 

on a enfin, pour l'expression de g(z):  

El(z ) _/B'\ 3 9 ( . ) -  B. +/J[~)  

que nous rapprocherons de celle de f(z) 

f(~) = ~(~)  + ~ . 

[(z) admet le point x eomme p61e du second ordre et g(z )admet  ee 
point eomme p61e du troisi6me ordre; les parties prineipales de f(z) et 
g(z) dans le voisinage de z = x sont respeetivement 

Acta mathematica. 15. I 'nprilllld le 3 octobre 1891. 39 



306 P. Appell. 

9. En adoptant ees d6terminations de f (z )  et g(z) ,  intdgron.~ 
maintenant l '6quation que nous avons 6erite 

d'u du 
dz" 4 -d-#z f ( z ) -  4ug(z) = o 

dans le domaine C'. du point z. L'intdgrale gdndrale sera rdguli&re dans 
le domaine du point z: elle sera composde lin&airement avec les trois 
intdgrales particuli6res 

,,,(z) = (~.-- zy 'h, (z) ,  u,(z) = ( z - -  x ) % ( z ) ,  

hi ,  h~, h 3 d6signant trois fonetions de z holomorphes au point x et rl, 
r~, ~'3 les racines de l '6quation fondamentale d6terminante 

r(, , ' --  I)(,, '-- 2 ) -  4 a t - -  4/9 = o 

supposdes distinetes et telles qu'aueune des diffd, rences r~ ~ ~'~, ~'2 ~ r3, 
r 3 ~ rl ne soit un nombre entier. On salt en outre d'apr6s M. Fucus 
que, dans cette hypoth6se, les fonctions holomorphes ]l~(z), h.~(z), h.j(z) 
ne s 'annulent pas au point x. ~ L'dquation diffdrentielle reprenant la 
mgme forme quand on fait 

__ V 
u V(~)' t =  ~(z), 

la nouvelle 6quation entre v e t  t admet les trois int6grales 

r~ (t--,,)"%(O, 

d'ofl l 'on ddduit pour l 'dquation u les trois intdgrales 

[r - -  ~ ] . , h , [ ~ ( ~ ) ]  [ F ( ~ ) - - . ~ ] " - % [ r  [r - -  . . ] .a~.[~. (~)]  
r  ' ~ ' ( . )  ' ~ ' (z )  

Comme ~ ( z ) ~ x  admet le zdro simple z----z, les quantit6s [ ~ ( z ) - - x ]  ~' sont 
de la forme 

(z__ 
L i - - u  

1 Voir par exemple TAN~EItY, A n n a l e s  de l ' E c o l e  n o r m a l %  I875 ~ p. 155. 
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oh le second facteur est holomorphe au point x; les trois nouvellcs in- 
tSgrales ci-dessus sont done  de la forme 

( z - -  ~ ) ~ , H ~ ( z ) ,  (~ - -  ~ ) ~ H ~ ( z )  , (~, - -  x )~H~(~) ,  

H~(z), H:(z),  H~(z) 6tant de fonetions de z holomorphes et non nulles 
au point x. Comme les premieres intSgrales u~(z), u~(z), %(z) sont de 
cette m~me forme, e]le sont identiques aux nouvelles s des facteurs con- 
stants pros, et l 'on a 

c'est ~ dire 
~'(~) = k~(z - -  x)~ ,h, (~)  

de mdrne 

~ l [ e ( ~ ) ]  = k1~ ' (~ )~1 (~ )  

kl, k2, k~ 6rant des constantes. La fonction ~(z)  admet  ]e z6ro simple 
z = x et v6rifie l '6quation 

d'oh 

la fonction 

BE•(z)] = aB(z), a : ~'(x) 

~b B'[~ (~)1 -- /(-  )B(~); 

[B(z)]'~ 

est done holomorphe et diffdrente de z~ro au point x, et v6rifie la relation 

D'apr~s M. Ko~ms, les seules solutions holomorphes ou m6romorphes 
de cette 6quation sont de la forme 

~B"(z) 

oh n est un en t i e r  positif, 'n6gatif, ou nul. La fonction ~P(z) 6tant ho- 
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lomorphe au point x et ne pouvant pas s 'annuler au point x, eet entier 

n est nul,  rP(z) est une constante, et ]qs  "' est 6gal k l 'unit6. On aura  

donc, en n6gligeant un facteur constant 

[B(~)] ~,. 
B'(,) ' 

on trouvera de lndme 

[B(~)> a~(z) [n(~)]', 
% @ ) - -  B' (z )  ' -= B'(~) 

L'6quation diff6rentielle peut donc dtre considdr6e comme int6gr6e dans 

le domaine du point .v. 
La notion de continuit6 permettra  d'affirmer quc cos trois fonctions 

sont encore des int6grales l indairement inddpendantcs, quand les racines 

q ,  q , r a  rcstant distinctes, certaines des diff6rences 

deviennent des hombres entiers. 

On passe du cas g6ndral o11 les trois racines sont distinctes, au cas 
off deux ou trois deviennent dgalcs p,tr un procdd6 bien connu que nous 

avons employ6 pour l '6quation du second ordre ct sur lequel il est inutile 

d'insister. 

io.  La forme que nous venons de t rouver  pour l ' int6grale g6ndrale 

de l '6quation 
d 5~ du 
dz ~ 4 -~z f ( z ) -  4rig(z) = o 

montre q u e s i  l'on fait le ehangement  de fonction et de variable 

v B ( z )  
u = B ' ( z )  ' = e ' ,  

l ' intdgrale g6n6rale de l '6quation en v est 

, ,,t Ca e C'~e~,' + C,e-  + ' r3, 

et par suite eette 6quation en v prend la forme 616ment, aire 

d~v dv 
dt~ 4 a ~  - -  4fly = o, 



Sur  des dquations diffdreniielles ]indaires transformables en elles-mOmes. 3 0 9  

?~ coefficients constants. I1 serait ais6 de v6rifier toutes ces cons6quences 
en supposant 

c z + d  

comme nous l'avons fait au n ~ 6 pour l'dquation du second ordre. L'une 
des 6quations dent nos formules donnent l'intdgrale dans cette hypo- 
th6se est l'6quation 

d ' U  f l [  I I ] 8  u 
da a Z ~ ~ Z - -  ~' 0 

' n " d6jk int6grge par HALPHEN (MeI ol re  Couronn6,  Savan t s  E t r a n g e r s ,  

t. 27, p. I43). 

I I. Si l'on exprime que les int6grales que nous venons de trouver 
vdrifient l'6quation diff6rentielle 

d~u d,#,f, 
dz--~--4 ~zf(Z) - -  4ug(z) = o, 

on obtiendra les expressions des fonctions f(z) et g(z) k l'aide de la fonc. 
tion B(z) et de ses d6rivdes. La fonction f(z) a d6jk 6t6 exprim6e 
ant6rieurement; on a 

oh 
3(B ' IB'" 

Quant ~ g(z), on peut 6galement Fexprimer direetement ~-l'aide de la 
fonction ]7 en faisant la somme de la S6rie qui donne yl(z) par une 
m6thode analogue ~ celle que nous avons suivie pour la s@ie f~(z), ou 
mieux comme il suit. Lea fonctions f et g sent assujetties ~ v&ifier les 
deux relations 

I 2 ~ ' ~ ' "  ~ 3~v"' 
fE#(z)] = ~ f ( z )  -I- 4e" ' 

= + t g /  " 
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Introduisons l ' invariant de MM. LAGUERRE et Bnmscm 

g(z)--~f ' (z);  

nous avons en diffdrentiant la premi&rc relation 

i , 2~" (2r  3~"~ '. 
/ f'[~.,(~)] r 

Formant  la difference 

on trouve 

' f ' [ , f ( z ) ]  

g[7(z)]--~-f'[r = ~7, z ) - - ; . f ( z  ; 

les autres tcrmes disparaissent, commc on lc v~rifiera sails peine en efl'ec- 

tuant les differentiations. 

La diffgrence 
I 

g(z) - -?  f'(z) 

est donc une solution de l '6quation fonctionnelle 

admet tant  le point limite 

point comme pble d 'ordre 2. 

remplissant ces conditions est 

y d~signant unc constante. 

On a donc 

' z (~)  z [ ~ ( ~ ) ]  = ,-~ 

x comme p61e d'ordre 3, car f(z) admet ce 
D'apr~s M .  KOEmGS la seule fonction 

/ B ' \  3 
r t ,~)  , 

g(z) = f'(z) q- [ -~ 

d'oh, d'apr&s l'expression de f(z) 

~d r(~),  
R'B" (P,')" 

g(z) = f;(z) + ~ - ~ - +  fl 
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avec 

fl----r--~; 
sous cette derni~re forme la patt ie  principale de g(z) dans le voisinage 
du pble x est 

eomme il dolt arriver. 
En partant  de ces deux 

I 

expressions de f et 9 jointes k eelles de 
fl(z), on pourra aisdment v6rifier que les trois int6grales trouv6es satisfont 

r6quat ion diff6rentielle. 
Les coefficients de l '6quation f(z) et g(z) 6tant des fonctions ration- 

nelles de B(z) et de ses d6riv6es, l '6quation ne change pas non seule- 
ment quand on fair 

V 
u = ~:-(~-3' t = ~ ( z )  

mais quand on fait la substitution plus g6n6rale 

u = r k------)' t ---- $ ( z ,  k), 

comme nous l 'avons vu pour les 6quations du second ordre. 

~quations d'ordre q~eleonque, 

1 2. Soit une 6quation d'ordre ~ que nous 6crivons eomme HALPH~, 
avec les coefficients du bin6me 

dqu q (q -  I dq-2'N, q (q -  l ) (q-  (Z) dz_~T_3 + 
dzq q I _ 2  ) dz--z T~--~ -]- 1 . 2 .  3 

d ~  
. . .  + q P ~ _ , ( ~ ) ~  + P~(~)~ = o 

en admettant qu'on alt fait disparaltre le second terme par un change- 
ment de fonction. 

Supposons que cette 6quation reprenne la mdme forme quand on 
fair 

u-----v~(z), t ---- 9~(z ) 
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c'est ~ dire devienne 
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dt qdqv _j[_ ~(qi~2-- i)~:}2 (/) dt_~_.3[ ~(~--i.2. 3IXq --  2).p3 (t) dq--3Vd_~_~_3 .3t - 

+ dv 
"'" -Xi + p (t)v = o .  

Un calcul facile montre que pour faire disparaltre le second terme darts 
l '6quation en v, il faut prendre 

1--q 

Une fois ),(z) d6termin6, on aura par les formules g6n6rales donn6es par 
HALPHE~ darts son M6moire couronn6 les expressions des fonctions P~(t), 
Pa( t ) ,  . . . ,  Pq(t) c'est g dire de P~[9~(z)],P3[f(z)], . . . ,  Pq[9~(z)] en 
fonetion lindaire de P~(z), P a ( z ) , . . . ,  Pq(z), les coefficients de ees ex- 
pressions contenant les d6rivdes de g(z). A l'aide de ces relations et en 
s 'appuyant sur l 'analyse d u n  ~ 3, on pourra de proche en proche former 
les expressions les plus g6n6rales des fonctions P=(z), Pa(z) , . . . ,  Pq(z) 
sous la condition que ces fonctions soient m@omorphes au point limite x. 
La premi6re fonction P2(z) ne diff6rera que par un facteur constant de 
la fonction appelde f(z) dans l 'dtude des dquations du second et du 
troisi6me ordre. 

13. Mais il est plus simple d'avoir recours ~L la th6orie des invariants. 
Prenons d'abord l ' invariant V.~ d'HALvHEY ( M d m o i r e  c o u r o n n d ,  Sa- 
v a n t s  6 t r a l )ge r s ,  t. 28, n ~ i, p. I24 et suiv.) qui est actuellement 

puisque P~ est nul. Si l'on forme ce mdme invariant sur l'~quation 
transform~e on aura, en l 'appelant v 3 

La relation 

donne done 

-=  J ' ; ( t ) - -  = 

I 

I 
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La fonction V..~(z) 6tant m6romorphe au point ~, on aura n6eessairement 

d'aprSs les thSorSmes de M. KoENIGS 

3vB'(z)-] 3 

~3 6tant une constante arbitraire. Tous les autres invari 'mts rationnels 

et entiers par rapport aux coefficients et k leurs ddriv6es s 'exprimeront 
B '  

de m4me par des puissances de ~- 6gales a leur poids. Pa r  exemple,  Fin- 

variant qu'Har~PUEN appelle A et qui forme le num6rateur  de l ' invariant 

absolu h 
2 ) 7(q + 5) V.]~ 3(q + i) ,, A = 27V.~t  2 -1- V~V~ 

4 " 

&ant de poids 8, on aura 

I A ( Z ) ,  A = 

fl d&ignant une eonstante. R&olvant  l 'expression de A par rapport  

P 2  o12 aurp~ 

27p.  ~ A (q + ~)F (V~'~' ~'~'1 
= vx 4 LT\v  ] - o  a l  

d'ou, en remplaeant  A et V 3 par leurs expressions 

27P~ = r )7 4 L B' '  2-B~- ' 

i" &ant une eonstante. On a ainsi l 'expression g6nfrale du second coeffi- 
cient P.~ et on peut vdrifier, comme nous l'avons dit, que ee coeffMent 

ne diffbre que par un facteur constant de la fonetion f ( z )  tronv6e plus 

haut  
(B') ~+  3 I3"' i B"' 

4v" 

It e~t inutile de r6p6ter encore une lois Ies raisonnements fairs clans les 

cas partieuliers q = ~ , q  = 3 pour trouver l a  forme de l 'int6grale g6n6- 

rale. Nous nous bornerons ~, montrer  que l '6quation diff'~rentielle peut 
~tre ramende b, avoir des coefficients constants. Pour  eela, nous allons 

A c t a m a t h e m a t i e a .  15. Imprimd le 5 octobre 1891. dO 
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ddmontrer  quc la f o rms  cano~ique  donnde p'~r HALenEN (loc. cit. p. I2S) 

est g coef f ic ients  constants .  En effet cette forme canonique ~tant 

dq v 

dtq "~ 

q(7 - -  1)h dq--~v q(q - -  x)(q --  2) I {dh  ) dq-av 

q(q - -  I ) ( q  - -  2)(q- 3)& dq-4v + 
. 2 . 3 �9 4 dlq-4 

- -  + . . .  + s~v  = o ,  

le coefficient h a pour expression 

h - -  I A  
9 v :  

et, en vertu des valeurs ei-dessus do A et Ira, il est constant et ~gal k 

~--- En g~n6ral l ' invari 'mt absolu s,,, a pour expression 9 as" 

I 
8m - -  4., tm 

".u 

3 

oh t,, est un invariant  fonction enti&'e des coefficients de l '~quation pro- 

p o s &  et de leur~ d(iriv&s. Comme le poids de ect invariant t,, est 4m 

o n  a 

off 3 est une constante. L'on en eonclut que s m a la valeur  constante 

3 
8 m " ~ - ~ .  

Le th6or~me est done d6montr& 
La transformation propre g ramener  l 'dquation primitive k cette 

forme canoniqne oh los coefficients sont constants est, d'apr~s HaLP~EN 

' B'(~) 
_ - - -  , t =   ,log , 

q--1 

v - - - - u t ~  ~ e  , v = u  )7 ' 

oh nous nSgligeons un facteur constant dang l'expression de v. 
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Comme nous l 'avons indiqu6 en d6tail pour le cas du second ordre, 
il existe encore ici une infinit6 de substitutions contenant un param6tre 
et transformant l '6quation en elle-m~me. 

Remarque. Lorsqu'on prend le 'cas particulier oh 

az -l- b 
if(z) = c z +  d 

les 6quations que l 'on obticnt sont celles qui ont 6t6 intdgrdes par HAL- 

VH~ ( C o m p t e s  r e n d u s ,  t. 92, p. 779). 

F_~quations n o n  l i n d a i r e s .  

14. On peut 6tendre une partie des rdsultats pr6c6dents b~ des 5qua- 
tions non lindaires; par exemple aux 6quations consid6r6es par ABEL, ~ 
par M. 1~. LIOUVILLE, 2 par M. EL~mT, 3 par M. I~IVEttEAU, 4 et par nous- 
mdme. ~ 

Ainsi, les 6quations homog6nes mais non lin6aires par rapport  ~ la 

fonction inconnue u et ~ ses d6rivdcs du d ~  ~Iz ' ~/P-' "" " '  conservent la mdme 

forme quand on fait le changement de fonction ct de variable 

u = v~(z), t = ~(z). 

I1 pourra arriver qu 'un choix convenable des fonctions 2(z) et ~(z) les 
transforme cn elles-m~mes. Si la fonction ~ ( z ) r c m p l i t  les conditions 
suppos6es par M. KO]~NIGS et si les coefficients de l '6quations sont holo- 
morphes ou m@omorphcs au point limite x, la consid@ation des in- 
variants permettra d'dtendre ~ ces dquations uric notable partie des r6- 
sultats prSc~dents. C'est ce que l:on verifiera en suivant une mSthode 
analogue ~ ce]le du w I3. 

10euvres~ t. 2: p. I o et 26. 
C o m p t e s  r endus :  I886 et I887. 
Ibid. I89O, premier semestre. 

4 Sur los invariants de certaines classes dYquations diffdrcntielles homog~nes Tar 

rapport ~ la fonctio'n inconnue et d ses ddrivdes, ThOse prdsentde ~ la Facultd des sciences 

de Paris: I890. Gauthier-Villars. 
5 J o u r n a l  de m a t h d m a t i q u e s  de M. JORDAN, 4 i~me sdrie~ t. 5: I880. 


