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ZUR THt~0RIE DER LINEAREN DIFFERENZENGLEICHUNGEN 

ERSTER 0RDNDNG 

VON 

HJ. MELLIN 
ia HELSINGFORS. 

hn 82. Bande des Cre l l e ' schen  J o u r n a l s  hat Herr t)~v~ be- 
wiesen, da.ss die Function 1 ( ) ,  welche durch die Bedingungen 

[ ' @  + I ) =  Z]- ' (Z) ,  lim l ' (z  + ~,) 
,~:v ~z I . y -  I 

vollstsndig bcstimmt ist, auf die Form 

derart gebracht werden kann, dass /~(z) eine dutch die Bedingungen 

['(z + ~ ) =  z t ' ( z ) -  e -~ lira P(~ + '~)= o 
, ~ _ .  , / [ y -  , 

vollst~ndig bestimmtc und in dcr Form einer Partialbruchrcihe darstelI- 
~ bare }unctlon bezeichnet, w~hrend Q(z) eine durch die Bcdingungen 

9.(2 + ~) = z p ( z )  + e -I, lira Q(z + ~) 
v=,.o Yz l 1 t - -  I 

- -  I 

vollstgndig bestimmte und in eine bestrmdig convergirendc Potenzreihc 
entwickelbare Function bedeutet. 

zlota mathema~iea. 15. Imprim6 le 5 octobre 1891, 
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In einer Abhandlung Zar  Theorie der Gammafunctiou, Bd. 8 dieses 
Journals S. 3 7 ~ 8 o ,  habe ich den obigen Satz in folgender Weise verall- 
gemeinert. Setzt man 

F ( z )  = a ~ v ( ~  - . , ) . . .  r ( .  - -  ~,,,) 

V(z  - -  z;) I ' (z  ~ z ' , ) '  

(z - -  z , ) . . .  (z - -  z~)  
r ( z )  ~--- a ~ z ;  ) ~ : ~ Z z ~ '  

t �9 �9 �9 ~ ]  - -  * �9 z = ~ t +  + ~ , , - - z ,  . ~ z . , ,  

wo z~, . . .  , z , , ,  z~', . . . ,  .,,~' beliebige von z unabhgngige. Gr0ssen bezeiehnen, 
so hat man den nachstehenden Satz, wo s(z) eine gewisse rationale Func- 
tion mit demselben Nenner wie r(z)  und einem Zahler, dessen Gradzahl 
nicht gr~Ssscr als m - - I  ist, bez~ichnet: 

Die obige Function F(z), welche durch die Bedingungen 

lim 1,'(z + ,.,) ~ I 
. . . .  a-'~(~-" I ~ _ , )  ...... ,~ 

vollstandig bestimmt ist, kamb wenigstens in allen Fidlen, wo lim ir(z)[ > 
~ a Q  

ist, auf die Form 
1,'(z) = P(z) + (J(z) 

derart gebracht werden, dass P(z)  eine dureh die Bedingungen 

lim /'(~ + u) -~ o 

vollst~ndig bestimmte trod in der Form eincr Summe von Partialbruch- 
reihen darstcllbare Function bezeiehnet, w~hrend Q(z) eine durch die Bc- 
dingungen 

vollstgndig bestimmte uncl in eine bestrmdig eonvergirende Potenzreihe 
entwiekelbare Function bedeutet. 

Dieser 8atz ergab sieh in ungezwungener Weise, indem ieh mir die 
Aufgabe ste]lte, die Function 1;'(z) dcm 3hTwac;-L~vvLm~'schen Satze ge- 
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mh.~S durch Partialbrfiche und eine besti~ndig convergirende Potenzreihe 
darzustellen. Die Function /)(z) kann aueh auf die Form 

P(z) = r(z)r(z + )} :._r(z + ~) 

gebracht werden; ein speeieller Fall dieser Reihe ist offenbar die zu 
F(z) gehsrige Reihe 

Dot obige Satz ist eigentlieh nur ein specieller Fall eines noeh all- 
gemeineren, in w 9 der genannten Abhandhmg bewiesenen Satzes, der s ich 
auf ein System ~ yon Funetionalgleichungen der Form 

f(z + ,) --  r ( z ) f ( z ) -  s(z), l i r a - -  f(z + v) ~ C 

bezieht, wo C eine Constante und s(z) eine beliebige rationale Function 
der Fo rm-  

(~ - ~ ) . . .  (~ - z'~) 

bezeichnet. Nach dem fraglichen Satze giebt es immer eine Function 
f(z), welche dem obigen Gleichungssysteme gentigt; und es ist stets mSg- 
lich, die Constanten Pl ,  " - ' ,  Pm, ~ derart zu,daestimmen, dass 

f(z) = plP~(z) + . . .  + p.~Pm(z) + qQ(z) 

wird, wo P ~ ( z ) , . . . ,  P,,(z) von einander linear unabMngige Reihen der 
Form P(z) bezeichnen. I)ieser Ausdruck f(z), welcher bei passender Be- 
stimiaung yon P l , " . ,  P,,, q in jede beliebige der drei Functionen F(z), 
P(z ) ,  Q(z) tibergeht, ist gewissermassen auch als eine VerMlgemeinerung 
der Gammafimction zu betrachten. 

Se]tdem die Gammafunction yon EuL~n in die Analysis eingefiihrt 
wurde, hat sie auf Grund ihrer Anwendungen einen wichtigen Platz in 
dec Theorie der bestimmten Integrale eingenommen. Es lasst sich nun 
auch eine tiber:/us grosse Menge von bestimmten Tntegralen auf die obigen, 
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mit l '(z) sehv naho w~rwand~en Transcendenten zurf, 'kffdn'en. Die~e ln- 
tegrale kOnnen im Allgemeinen in der Ge.~talt 

f y.v ~- ~ d.r 

gesehrieben werden, wa .y eine Fm~etion bezeiehnet, die einer linearen 
Differenti'd~leiclmn,* der Form 

d" ?I {/*~--1 !1 
- -  ,~.,, , + . . .  + (a,, + ~ , , ~ ) v  = o 

genOgt. In dieser Form ist aueh die l)eka.nnte l)ifferentialgleichung der 
C~ ~Ausssehen hypergeometrischen Reihe enflmlten. Es zeigt sieh somit, 
dass die Gammafunetion aueh fi'lr die Theorie der soeben angeffthrten 
allgemeineren Differentialgleichung von der.~elben Wichtigkeit  ist, wie far  
die Theorie der genannten Reihe. Die l l ichtigkeit  dieser Bemerkung, 
welehe meines Wissens nieht frfdler gemacht ,worden, ist in meiner Arbeit  
Uber eiuen Zusamm, e~J~a~g zwischen 9cwissen li~waro~ Differe~tial- mzd Dififle. 

re~zen.qleicl~u~ye~ ~ hinreichend begri~ndet worden und soll in der vor- 
liegenden Arbeit welter entwiekelt  werden. 

Bei den Anwendungen der oben beqmmhenen Functionen in der 
Theorie der bestimmten [ntegrale ist ~'s wm Wichti~keit, solehe charak- 
teristische Eigensehaften derselben zu kennen, d.'la.~ sic ohne Sdmqerigkeit  
'inch an den zu bestimmenden Integralen erkmmt werden konnen. Gegon 
die Amvendbarkeit  der Bedingung 

lira l(z + ,~'/ = Const. 

kann mm aher da~.~elbe angefcd~rt werden, w,',.~ Scm.'EFl~e~: in ,~einer Arbeit  
Z~,r Theorie der I,',~mrti,),~en I ' ( z ) ,  l ' ( e ) ,  (,)(z)-' hindehtlM~ (h~," I:l,~ding,mg 

lira f(z + u) _ Con.~t. 

bemerkt  hat, da,~.~ sic n'~hnlich den Mangel hat, aus der Form (hq, zu be- 
,qtimmenden Inlegrah~ in m,qnchen Fiillml nicht ohne Weitere.~ (q'~ichllMl 
zu sein. I)er Zweck dee vorliegenden Xbhandlung ist, wenn gleieh viel 

Bd. 9. dieses Journals. 8. I37--166. Man siehe insbesondere w 3. 
" Crelles Journal.  Bd. 97. 8. 23o--e,I1. 
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allgemeiner, dem der SCHE~FF~R'schen analog, namlich zu zeigen, dass die 
in Frage stehende Bedingung durch andere ersetzt werden kann, welche 
den Vorzug besitzen, dass sie an den Integralen direct erkannt werden 
ksnnen. 

Specielle F~lle der in der vorliegenden Arbeit enthaltenen Satze sind 
die nachstehenden, welche im wesentlichen mit den von SCl~EEFFEI~ a. a. O. 
bewiesenen ~bereinstimmen: 

Die FunO/ion F(z) ist, ubgesehen yon einem constanten Factor, die 
einzige monogene Function yon z = ~ +  iC, welche die folgenden Eigen- 
schaften besitzt: 

I. F(z) befriedigt die FunctionaIgleichung F(z + ~)= zF(z). 
II. F(z) verh~lt sieh im Innern der durch die Bedingung r o de- 

finirten HMfte der z-Ebene aberall regular. 
III. Wird die Veranderliche z, unter a eine positive Zahl verstanden, 

auf den zur imagin~ren Axe parallelen Streifen (a < ~<  a + I) beschrankt, 
so kann der absolute Betrag yon F(z) nicht ftber eine gewisse endliche 
Grenze wachsen. 

Aus diesem Satze ergiebt sich leicht der folgende, wo 

= + 

= i s t :  

Es giebt nur eine einzige monogene Function F(z),  welche an einer 
gegebenen, dem Bereiche (o < a < ~'< a + I) angehsrigen Stelle einen vor- 
geschriebenen Werth annimmt und die nachstehenden Eigenschaften besitzt: 

I. F(z) befriedigt die Functionalgleichung F(z + I)= zE(z) + c, 
wo c eine gegebene Constante bezeichnet. 

II. F(z) verhMt sich im Innern der durch die Bedingung ~ ' > o  
definirten Halfte der z-Ebene regular. 

]II. Wird die Veranderliche z, unter a eine positive Zahl verstanden, 
auf den Parallelstreifen (a < ~ '< a ~- I) beschrankt, so kann F(z) dem 
absoluten Betrage nach nicht aber eine gewisse endliche Grenze wachsen. 

Bei passender Bestimmung der Constanten p und q kann F(z) auf 
die Form pP(z)+ qQ(z) gebrucht werden. 

Aeta mathematica. 15. Impr im6 Ie 27 octobre 1891. 4]. 
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I. 

D a s  Verha l t en  eittes Producte .e  a u s  mehre~'en Fu~ ,c t ionen  der  _Form 

f ( z -  a), f ( a - - z )  ~end das  Y e r h a l t e n  e ines  O u o t i e n t e n  z w e i e r  so lcher  

P r o d u c t e  bei besehrdn / z t er  Y e r d n d e r l i e h k e i t  des ree l len  u n d  ~l,nbe- 

se] t r~nk ter  Verdnde~ ' l ivhke i t  des i n t a g i n d r e , t  The i l e s  yon  z. 

i. Ffir die nachfolgenden Untersuchungen ist es yon Wichtigkeit 
zu ermitteln, wiG sich eine Function der Form 

F ( z  - -  a , )  . . . F ( =  - -  ~ , , )  F ( ~ ,  - -  ~ )  . . . r ( , ,  - -  z )  

verh~lt, wenn der reclle Thcil der Veranderlichen z == ~'-{-i~" auf ein 
belicbiges, aber endliches Intervall (~ < ~'<j~) beschrankt wird, wahrend 
~' dora a bsoluten Betrage nach ohnc EndG wi~chst. Das Goblet der Ver- 
ii.nderlichen z wird alsdann durch einen zur imaginiiren Axe parallelen 
St reifen yon der Breite / ~ -  a geomctrisch dargestellt. 

Das Verhalten der Function in einem solchen Psrallelstreifen kann 
folgenderwelse charakterisirt werden. Ist m + # > n -~ ~, so wird ] F ( z )  

mit wachsendem [z[ unendlich klein, wie gross auch die positive 9anze Zahl 

k sein mag. Ist m + # < n + ~ ,  so wird F_(z) we k die oboeBedeutung zk ' 

hat, unendlich gross. Ist endlich m -{-/~ ~ n + v, so kann die nicht nega- 
~ ' ( z )  

rive ganze Zahl k immer so an qenommen werdei~, dass --z~- mit waehsendem 

t z[ unendlieh klein wird. 

Dem Beweise dieses Satzes scMcken wir den folgenden tIfilfsatz ~ 
voraus: 

Ist die Reihe 

31)=, + + + . . . ,  

wenn x die Bedingung I x [ ~  R erfallt, unbedingt convergent, und zwar 

1 Cfr .  WEIERSTRASS. Abhaudlungen aus der Functionenlehre. S. 2 1 2  U. f. 
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ffir alle Werthe y, welcim einem gewissen Bereieh angehSren; ist rlber- 
dies der absolute Betrag yon r far die besprochenen Werthe von x und 
y nicht grSsser als eine angebbare endliche Grosse G, so ist es, wenn 
a eine beliebig gegebene reelle Constante und z = ~" + i~" eine die Be- 
dingung a ~  {" befriedigende Veranderliche bezeichnet, stets mOglieh, eine 
positive ganze Zahl m so anzunehmen, dass das unendliehe Product 

far die oben erwghnten Werthe yon y und z convergirt, seinem absoluten 
Betrage nach nicht grSsser als eine gewisse angebbare Zahl werden kann 
und mit waehsendem ]~"l sich der Grenze Eins nghert. 

Der Beweis ist sehr einfach. Man braucht nur die ganzc Zahl m 
I 

so zu wahlen, dass a q - m ~  i > ~  ist. Dann ist offenbar 

tz + u l > =  + m > = + m - - ,  

ffir a < ~', u = m,  m + i , . . . ,  und nach einem bekannten Satze aus der 

Lehre von den Potenzreihen 

a ,)~G, (it=2,a, ...) 

far alle Werthe yon y ,  welche dem oben genannten Gebiet dieser Ver- 

i~nderlichen angeh6ren. Hieraus folgt fi~r a < ~', ~ > m: 

( ) (+o-')" a + m - - I ,  a 
~G + = ~ + - ~ u  + ~ u  . . .  

< I - I - ( a _ + ~ - - I ) '  
= a - 4 - ;  

G 
a -t- r a - -  I 

I 

G (a + m) ~ G 
a o c m _ _ i  < I "~ (aOcu)~ 

I 
a -l- m 

Der absolute Betrag unseres Productes ist mithin i'fir die oben be- 
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sprochenen Werthe yon y und z kleincr als die constante, dutch das con- 
vergirende Product 

(i + ~ u  

dargestellte Zahl. Man finder nun auch ohne Sehwierigkeit, dass lira P(y,  ~) 
far r = • exv, a < ~" gleich Eins ist. 

Wir beweisen nun zun~ehst den oben fiber F(z)  ausgesprochenen 
Satz fiir einige specielle Functionen der Form F(z),  woraus sodann die 
Allgemeingfiltigkeit des Satzes leicht gefolgert werden kann. Man darf 
offenbar unbeschadet der Kllgemeinheit voraussetzen, dass die Breite des 
im Satze erwithnten Parallelstreifens gleich Eins ist. 

2. Aus dem bekannten Ausdrucke der Gammafunction: 

i + -  

r(z) =-' - - 
Z i +  

p = l  15 

ergiebt sich, wenn z = ~'n t- ir gesetzt wird: 

(1) I r(~) I= = r(c + ~c) r(r ~c) = 
r'( r 

- [  ( <, ).] 
l ]  ,+  r;-~ 
v = O  

Wird nun die Veranderliche z auf einen beliebigen zur imaginaren Axe 
parallelen Streifen (a < ~ ' <  a-t-  ~) beschr•nkt, so zeigt die Gleichung (~), 
dass /'(z) sich der Grenze Null nahert, wenn C dem absoluten Betrage 
nach ohne Ende w~chst. Offenbar gilt dies ebenfalls von z~I'(z), wie 
gross auch die positive ganze Zahl k sein mag. 

3- Es soil nun bewiesen werden, dass der Quotient 

F ( z  - -  a )  

F(z - -  b) 

in jedem zur imagin~ren Axe parallelen Streifen ( a < ~ ' < a - a  t- I) die 
Eigenschaft hat, mit z ~-b multiplicirt, sich der Grenze Eins zu nlthern, 
wenn z dem absoluten Betrage nach ohne Ende wltchst. 
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Far  diesen Nachweis ist die Gleichung 

325 

( 2 )  

b 

z b - a  _ Z + V I "-t- 
a z +  v/ 

I 
~=o ~ - ~ p  

von Wichtigkeit. Sie ergiebt sich durch Multiplication 
chungen 

b | b 

- - - - ~ + ~  I + 3  ' 
F(z  b) a 

I - -  I 

aus den Glei- 

oo I | / I \ b - ~  

i + - - T - =  zb-~  i + - - - ~  , 

.=1 i+~ (, +~) 

yon deren Richtigkeit man sich leicht i~berzeugen kann. 
Ist nun /~ eine positive Constante, welche die Bedingungen 

I'l R <  a ' R <  x 

erfiillt, so ist der absolute Betrag des Ausdruckes 

I - -  bz x)b_ a 
i _ ~ ( I  + 

fQr Ix I <  R kleiner als eine angebbare endliehe GrSsse, und ausserdem 
gilt alsdann eine Reihenentwickelung der Form 

I u bx  x )b_  a 
I - - ~ ( I  ~ -  = I -~- 99]X ] 1 I- ~93X 3 ~ -  �9 . . ,  

wo die F von x unabh'Angige Werthe haben. Nimmt man nun die po- 

sitive ganze Zahl  m so gross an, dass a + m I ~ - ~ ,  so ist das Product 

| b 

I + . ~ - : , , .  = I +  ~ . . .  , 
I v=m 

y=m Z + V  
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ffir ~ ' > a ,  :tuf Grund des in w I. bewiesenen Hidfsat.zes, dem absoluten 
Betrage nach kk:inec als einc gewisse endliche Grosse uad ni~hert sieh 
mit wachsendem l zl der Grenze Eins. Aus der Gleiehung 

1'(~ - -  ~) __ 
I ' ( z  - -  b) 

m - I  b ~ b 

,,~ _~ z + v z + v 
- -- t +  - - t + ~ - ~ : ~ /  

(~ z + '~1 " (t 
I I 

folgt daher, dass ihre linke Suite auf die Form 

I'(~ - -  ~ )  _ _  z~_ , ,  7 ( 3 )  - b) 

gebracht werden kann, wo ~ eine Grssse bezeichnet, welche sich der 
Grenze Eins nrdlert, wenn die Ver';mderliche z dem absoluten Betrage 
nach ohne Ende w~chst, w~hrend ihr reeller Theil der Bedingung ~'> a 
unterworfen ist. Dies gilt nat~'~rlich um so mehr, wenn ~" auf das Inter- 
vall (a < ~ '< ~ + I) beschrankt wird. 

4- Um das Verhalten des Quotienten 

r (b  - -  z) 

im Bereiehe (q-~< ~'_5_ ~ + l) zu ermittelu, ist es hinreichcnd zu ent- 

seheiden, wic sich der Quotient l ' ( z )  l ' ( - z )  daselbst verhidt; denn es ist 

(4) 
I ' ( z  - -  a )  I ' ( z  - -  a )  1 " ( - -  z)  F ( z )  

P ( b  - -  ~) - =  I ~ )  " I ' ( - -  ~ + b) " r ( - -  ~) ' 

und n a c h w  3. wissen wir schon, wie sich die zwei ersten Factoren der 
rechten Seite in einem beliebigen zur imagin'~ren Axe parallelen Streifen 
verhalten. Da I ' ( i .  ~" - - ~ )  und I ' ( - - i ~ ' -  ~) conjugirte Gr6ssen sind, so 
ist der absolute Betrag yon 

(5) F(-- z) F(-- ~--.ir 
/'(iC + ~) r( i ." ' - -r  
l '(i~' - ~) " I ' ( - -  i r  ~) 
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gleich dem absoluten Betrage yon 

327 

F(/c' + c) 
F ( i c '  - r  

Sehliesslich hat m a n  also, nut  diesen letzten Quotienten zu betrachten. 
! 

Sehreibt man qn der Gleichung (2) w 3. start z ,  a ,  b beziiglieh 
i C , -  C, C, so folgt 

(6) i'(,~c - c) 

"-~ c - r 

Nimmt man nun R kleiner als Eins und m so gross an, dass die Be- 
dingung 

/CJ<R< 

erfOllt ist, wenn C auf das Interval l  a ~ C ~  ~ + I besetfrankt wird, so 
ist der absolute Betrag yon 

r 

__ _ I - [ - iC ,  [_ U 
I + - -  

i C ' + u  

fCtr ~ ~ m ,  m + ~ , . . .  und fi~r alle reellen Werthe von C kleiner als 
eine angel)bare GrSsse, u n d e s  gilt  ft'lr denselben Ausdruek aueh eine 
Reihenentwickelung der Form 

+ (iT u 1 6 2  + (iC'+ ,)' + . . . .  

Wendet man jetzt den in w I. bewiesenen Hi~lfsatz an, so folgt aus den 

Gleiohungen (5) and (5), da ( iC)"~= z - ~ \ ~ /  ist, dass der Quotient 

F(z) auf  die Form 
_r(-. 0 

P(z) _ z ~  
(7) r ( -  
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gebracht werden kann, wo ~r eine Grosse bezeichnet, deren absoluter Betrag 
sich der Grenze Eins n~hert, wenn der imaginhre Theil yon z'-dem ab- 
soluten Betrage nach ohne Ende w~chst, wi~hrend der reelle Theil die 
Bedingung a < ~ '< a -b i erft'dlt. 

Versteht man unter ~ fortwi~hrend eine Grssse, deren absoluter Be- 
trag sich einer endlichen, von Null verschiedenen Grenze nahert, wenn 
~/$~+ r  I zl gemass der Bedingung ~ < ~ '< ~-f- I ohne Ende waehst, 
so ergiebt sich aus den Gleichungen (3), (4) und (7): 

und hieraus 

F(b -- z) 

r ( b  - -  ~) = zo+~_~:~" 
r ( ~  - -  4)  

5. Mit Hi~lfe der in den vorigen Paragraphen bewiesenen 
chungen konnen wir nunmehr das Verhalten der Function 

= F(~  - -  b , ) . . ,  r ( z  - -  b,)  F ( ~ ,  - -  z ) . . .  1 " ( ~  - -  ~) 

Glei- 

in einem beliebigen zur imaginaren Axe purallelen Streifen charakterisiren. 
Aus Gleichung (3) folgt 

r'(~--a) -- 1'(~) r ( z - ~ ) _ _  ~-~162 
r ( z )  

/ l ' ~ - - z )  

In diesen Gleichungen, sowie auch in den folgenden, sind stets unter F 
Grsssen verstanden, deren absolute Betrage sich endlichen yon Null ver- 
schiedenen Grenzen ni~hern, wenn die auf einen beliebigen zur imagin~Lren 
Axe parallelen Streifen besehrankte Veri~nderliche z ihrem absoluten Be- 
trage nach ohne Ende w'~chst. Mit Benutzung der obigen Gleichungen 
kann F(z )  zuni~chst auf die folgende Form gebracht werden 

wo zur Abkarzung 

x ~--- b 1 -~- . . .  -1- b,, ~ a 1 ~ . . .  - -  a, , ,  -t'- r "4- . . .  -1- a ~ , - -  f l l  - - ' ' "  - -  fl~ 
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gesetzt worden ist. Benutzt man die in w 4. bewiesene Gleichung 
F ( - -  z) = z-~*I'(z)9,, so folgt: 

r ( ~ - -  a , ) . . ,  r ( ~  - , , , , ) r ( ~ ,  - -  ~) .  . . r ( ~  - -  ~) z , _ ~ ( , _ , ) : F = _ , + , ~ _ , ( z )  9 ~. 
(8) e ( z  - b , )  . . . F ( z  - -  b , )  I ' ( f l ,  - -  z)  . . . r ( f l .  - -  z)  = 

Dieser Gleichung entnehmen wir unmittelbar den folgenden Satz: 

Bewegt sich die Veranderliche z in einem belieboen zur imaginaren Axe  

parallelen Streifen von endlicher Breite derart, class ihr absoluter Betrag 

ohne Ende w@hst, so nCihert sich z~F(z), falls m + l.~ > n + v ist, der 

Grenze Null, und zwar wie gross auch die positive ganze Zahl k angenom. 

men werden mag. Ist m + # ~ n + v, so kann die nicht negative ganze 

Zahl k so angenommen werden, dass z-~F(z) sich auch der Grenze Null 

nCihert. Ist aber m + lu < n + v, so wird z-*F(z)  unendlich gross, wie 

gross auch k angenommen werden mag. 

Die nachstehenden Gleichungen (9), 00) ,  ( " ) ,  (,2) sind bemerkens- 
werthe specielle Falle yon (8). 

(9) r ( z  - -  b , ) . . ,  r ( ~  - -  b,) e ( p ,  - -  ~ ) . . .  r ( ~  - -  z) 

z - -  b~ + . . .  + b ~ - -  a ,  - - . . .  ~ a , ,  + a~ + . . .  + a ~ - - t ~  - - . . .  - - f i t , .  

0 o )  r ( ~ -  ~ , ) . . .  r ( ~ - , = )  z , r = _ , ( z )  
r O  - -  b,)  . . . 1"0 - -  b,)  = 9~ ' 

x = b 1 + . . .  + b , , - - a  1 - - . . . - - a , , , .  

( , , )  

(,2) 

trischen Factoren der linken Seite mit Hi~lfe der Formel sin rrz = - -  

Aata mathemat/ea. 1~. Imprim6 le 30 ootobro 1891o 

F(z - -  b,) . .  F(z - -  b.) - -  z~ ~'  

x = b~ + . . .  + b . - - a ~  - - . . . - - a ~ .  

r o  - ~,,,) : . .  r(= - ,,,,) 
r(= - ~, ) . : . ~ zz- ~ "i~ ~(  z ~ o, ) . . . s;~ ~ (  ~ - -  ~, ~) = ~ - ~  ~ ~ r = - ~ - ~  ( z ) ~ , 

x = b~ + . . .  + b = ~ a ~  - - . . . - - a = .  

Die letzte Oleiehung ergiebt sieh leieht, indem man die trigonome. 

42 
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dureh die Gammafunction ausdr~'tekt und sodann die allgemeine Gleiehung 
(8) in Anwendung bringt. 

6. Besehrl~nkt man die Veranderliehe z auf  einen beliebigen zur 
imagin~ren Axe parallelen Streifen, so verhMt sich der im vorigen Para- 
graphen betrachtete Ausdruck F ( z ) ,  abgesehen yon einer Potenz yon z, 
far  ohne Ende wachsende Werthe yon z wie eine ganzzahlige Potenz yon 
F(z). Es ist daher yon Wichtigkeit,  genauer, als dies in w 2 geschah, 
zu bestimmen, in welcher Weise F(z) sich der Grenze Null  nahert, wenn 
z, in einem solchen Streifen bleibend, sich v o n d e r  reellen Axe entfernt. 
D~ F ( ~ ' +  i~') und F ( ~ ' - - i ~ )  eonjugirte Grsssen sind, so ist es ftli. uu- 
seren Zweek hinreichend, F(z) fftr wachsende positive Werthe yon ~' zu 
untersuchen. 

_ 7r ist In Folge der Gleichung F(z)F(t  - -  z) s in= 

Daraus ergiebt sieh, w e n n  man die Gleiehungen F(z) ----- z ~-~ F(I  ~ z) ~, 

und sin ~rz - -  2i berficksiehtigt: 

1 zrzi r 
F ( z )  = z: e 2,a 

wo ~ die fr~her festgesetzte Bedeutung hat. Die unter dem Wurzel- 
zeichen stehende Grssse ni~hert sich ft'lr wachsende positive Werthe  yon ~" 
der Grenze ~ 2zri. Man kann somit einfach 

1 ~xi 
( x 3 )  F ( z )  = z ~ e '  ~r~ 

setzen, wo ~ ft'~r wachsende positive Werthe von C sieh einer endlichen 
yon Nul l  verschiedenen Grenze n~hert, wenn ~'zwischen endlichen Grenzen 
bleibt. Well  11 '(~ '~ i~')[ = [['(~'q- iC)l ist, so haben wit  den folgenden 
Satz bewiesen: 

Bewegt sich die Verdnderliche z in einem beliebigen zur imagindren Axe 
parallelen Streifen derart, dass ihr absoluler Betrag ohne Ende wdchst, So 
gilt, unabhdnqi9 ~on dem Zeichen yon ~', die 6'leiehung 
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~_ Ir ~- e-~- I r q), 04) 
wo r eine positive VerCinderliche bezeichnet, die sich einer endlichen yon Null 
verschiedenen Grenze ndihert. 

Mit Ht~lfe yon (I4) ksnnen d ie  Gleichungen (8), (9), (IO), (~2) des 
vorigen Paragraphen in anderer Weise geschrieben werden. Nehmen wit  
beispielsweise nur  die Gleichungen (~o) und (r2) in Betracht, so ergiebt 
sich der folgende Satz: 

Bewegt sich d i e  Verclnderliche z in einem beliebigen ~ r  imagingreu Axe  
parallelen Streifen derart~ dass ihr absoluter Betrag ohne Ende wdchst, so 

gelten, unabhdngo w n  dem Zeichen yon C, die Gteichungen 

I F(z ~ a I) . .  F(~--  a,,) L , ~, r ..... , . ,  
F ( z - -  b,) ; : -f~ ~_ ~ = I z "~ l e (p , 

66) tr(z-"')" 
F(z -- b,) .... F(z -- bn) sm 

(x ~-- b I 7 t- . . .  -1- b , - - a  I - - . . . - - a m )  

wo die r die oben angegebene Bedeuiung haben. 

II. 
~ u n c t i o n e n ~  w e l c h e  l i n e a r e  homof f ene  D i f f e r e n z e n g l e i c h u n g e n  

e r s ~ r  O r d n u n g  b e f r i e d i g e n .  

7. Da es bei der Anwendung der Gammafunctionen in der Theorie 
der bestimmten Integrale yon Wichtigkeit  ist, solche charakteristische Eigen- 
schaften der Functionen zu besitzen, dass sie ohne Schwierigkeit auch an 

1 Cf. PIrICrn~RLE. Sulle funz~ione ipergeometriehegeneralizzate. Rendiconti  della 
R. _,kcead. dei Lintel .  Vol. 4, S. 798--799. 
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den zu bestimmenden Integralen erkannt werden ksnnen, so stellen wir 
uns die Aufgabe, einen allgemeinen Ausdruck zu ermitteln, durch welchen 
s~mmtliche Functionen, welche die im Nachstehenden unter I, ]I und III 
erwahnten Eigenschaften besitzen, dargestellt werden k(~nnen. Diese Eigen- 
schaften kommen namlich mehreren der im vorigen Abschnitte betrachteten 
Functionen zu und k0nnen sehr leicht auch an den entsprechenden Inte- 
gralen erkannt werden. 

Es  ski also F(z) eine analytisehe Function, welche die folgenden 
Eigenschaften besitzt: 

I. F(z) befriedigt die Differenzengleichung 

wo r(z) eine gegebene rationale Function bedeutet. 
IL In der Ebene der Ver~nderlichen z ~ ~'+ ir giebt es einen zur 

imagin~ren Axe parallelen Streifen (a < ~ '< a + I), wo F(z)sieh fiberall 
regular verhMt; dabei wird in Bezug auf die Lage des Streifens voraus- 
gesetzt, dass die Zahl a i m  algebraischen Sinne grSsser ist als die reellen 
Theile der Unendlichkeitsstellen yon r(z). 

IlL In dem unter II erwahnten Bereiche kann ~'(z), mit einer pas- 
senden Potenz yon z multiplicirt, dem absoluten Betrage nach nicht fiber 
eine gewisse endliche Grenze wachsen , wenn far den Fall, dass die Stelle 
z ~ o dem fraglichen Bereiche angehsrt, eine beliebig kleine Umgebung 
derselben aus dem genannten Bereiche ausgeschlossen wird. 

Verhalt sich eine der Gleichung F(z + i ) =  r(z)F(z) genfigende 
Function in einem beliebigen zur imagini~ren Axe parallelen Streifen 
(a<r  + I) reguli~r, so verhMt sie sich in derselben Weise in dem 
Streifen (a + I < ~'< a + 2), wenn jener keine Unendlichkeitsstelle yon 

F(z) ist, auch r(z) enthMt. Ebenso verhalt sie sich, well F(z--I)--~.r(z_ i) 

in dem Streifen ( a -  I < ~ '< a) regular, wenn in diesem sich keine Null- 
stelle yon r(z) findet. Auf Grund dieser evidenten Si~tze ksnnen offenbar 
die oben unter I[ und III erwahnten Bedingungen durch die folgenden 
ersetzt werden" 

II'. F(z) verhMt sich - -  unter fl die im algebraisehen Sinne grssste 
Zahl verstanden, welche unter den reellen Theilen der Nullstellen von 
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r(z) zu finden ist - -  im Innern der dureh die Bedingung ~ '~ f l  deft- 
nirten HMfte der z-Ebene fiberall regulitr. 

III'. Wird die reelle Zahl a ira algebraischen Sinne grSsser als fl, 
sonst aber beliebig angenommen, und die Ver/~nderliche z auf den Parallel- 
streifen (a < ~ '< a + I) beschri~nkt, so kann F(z), mit einer passenden 
Potenz yon z multiplicirt, dem absoluten Betrage nach nicht fiber eine 
gewisse endliche Grenze wachsen. 

Handelt es sich um die Aufgube, diejenigen Functionen f(z) zu be- 
stimmen, welche die obigen Eigenschaften mit dem Unterschiede besitzen, 
dass die Hglfte der z-Ebene, wo sic sich regular verhalten - -  anstatt der 
unendlich grossen positiven ~ die unendlich grossen negativen Zahlen 
enthalten soll, so kann diese Aufgabe, indem man F(z) = f ( - -  z) setzt, auf 
die vorige zurt~ckgeffihrt werden. 

Bezeichnen Zl, . . .  , z~ die :Null- und z ~ , . . . ,  z', die Unendlichkeits- 
stellen von r(z), so kann r(z) auf die Form 

(I7) r(z) = a-(z --  z,)..., (z --  z~), 
(~ - -  z , ) . . .  ( ,  - -  z . )  

gebracht werden. 
und setzen 

Den absoluten Betrag von a bezeichnen wir mit p 

a ~ -  p e  ~ .  

Die reelle Zahl 6 wird weiterhin stets durch die Bedingung 

in eindeutiger Weise definirt. 
Zur Abkfirzung setzen wir ferner 

F(z -- zl) �9 �9 �9 r(z --  ~)  

In Folge dieser Definition besitzt die Function F(z), welche im weiteren 
Verlaufe unserer Untersuchungen oft benutzt werden soll, die Eigenschaf~ 

F(z + I) =- a-lr(z)F(z). 

Es ist offenbar a~F(z) eine specielle Function, welche die Bedingungen 
I, und II. erffillt. Aus Gleichung (xS) ergiebt sich leicht, dass a'F(z) 
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auch die Eigenschaft III. wenigstens in allen den FMlen bcsitzt, wom > n  
und a gleich einer rcellcll positivcn Zahl ist. Dutch dic nachfolgendcn 
Schlussfolgerungen gelangt man aber zu einer analytischen Darstellung 
si~mmtlicher Functionen, welche die genannten dcei Eigenschaften ~berhaupt 
besitzen konnen. 

Setzt man, untcr F(z) cine eben solche Function verstehend: 

(,9) r 

so ist r + ~ ) =  r Wegen II. kann die Function ~b(z) an kciner 
endlichen Stelle des Bereichs (a _< ~ <  a + I) und somit, well sie die Pc- 
riode I besitzt, auch an keiner endlichen Stelle der z-Ebene unendlich 
gross werden. Gelingt es nun diese ganze und periodische Function zu 
bestimmen, so ergiebt sich F(z) aus der Gleichung (I9). 

Wird die positive ganze Zahl ), hinrcichend gross angcnommen, so 
kann nachgewiesen werden, dass die der Gleichung q"(z + x ) =  (--x)~q"(z) 
geni~gende Function 

r 
(20) q"(z) ---~ sin ~r(s --  c~).., sin ~r(z --  c~)' 

und somit auch ~b(z), durch trigonometrische Functionen ausgedriickt 
werden kann. Offenbar kann qC(z) im Endlichen nur for solche Werthe, 
die sich von den Constanten c ~ , . . . ,  cx um ganze Zahlen unterscheiden, 
einen unendlich grossen Werth annehmen. Damit ~'(z) keine Unend- 
liehkeitsstelle hoherer als der ersten Ordnung besitze, wollen wir der 
Einfachheit halber festsetzen, dass die Differenz irgend zweier der Con- 
stanten c l , . . .  , c). keine ganze Zahl sein soll; im librigen sind c l , . . . ,  c~ 
belicbig anzunehmende Grossen. Ihre Anzahl soll zunachst nur der Be- 

dingung 22 + n > m  + 2 i~ I unterworfen sein. Ist diese Bedingung er- 

fiillt, so hat die Function (V(z) mit F(z) die Eigenschaft gemein, dass sie, 
wenigstens nach Multiplication mit einer passcnden Potenz yon z, fiir 
a <  ~ '< a + I , C = +__ cxv gleich Null wird. Dies ergiebt sich, indcm 
man bemerkt, dass der Nenner yon 

q " ( z )  ~ F ( z )  sin 7r(z - -  c , ) . . ,  s in ~(z - -  c~)' 
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auf Grund der obigen Definition yon F(z), die Form der in Gleichung 
(~ 6) des vorigen Abschnittes vorkommenden Function hat. Mit Benutzung 
jener Gleichung erh~lt man ~ 

= + . . .  + - -  z ,  - -  . . . - -  z , ) ,  

woraus die Richtigkeit unserer Behauptung sofort erhellt, weil der Ex- 
ponent yon e niemals positiv werden kann. Da ~t'(z + i) = ( - -  I)ar 
ist, so ergiebt sich leicht, dass z-~:q~'(z), bei passender Bestimmung von k, 
nicht nur fi~r a < ~'< a + I, sondern auch far  ein unbeschr~inkt ver- 
anderliehes r sich in gleichm~ssiger Weise der Grenze Null nrLhert, wenn 
I CI ohne Ende wachst. Dies wollen wit folgendermassen ausdrticken: 

lim z-k qJ'( z ) .= o, ~ ~ << r < + cxz. 
~'=+~ 

Bildet man nun schliesslich ft~r den Fall, dass 2 grade ist, den 
Ausdruck 

D(z) = / F ( z ) -  [A, c o t g r r ( z - - c , ) +  . . .  q- Aa cotgrr(z--ca)] ,  

far  den Fall aber, dass 2 ungrade ist, den Ausdruck 

A~ 

so kann gezeigt werden, dass die Constanten A I , . . . ,  A~ immer und nur 
in einer Weise derart bestimmt werden ksnnen, dass die Differenz D(z) 
(resp. Dx(z)) sich auf eine Constante reducirt. Da die Differenz D ( z )  
(resp. Dx(z)) bei unbestimmten Werthen von A t , . . . ,  Aa tiberhaupt nut 
ft~r solche Werthe yon z, die sich yon cl, . . . ,  c~ um ganze Zahlen unter- 
scheiden, unendlich werden kann, und weil sie fiberdies die Eigenschaft 
D(z + i ) =  D(z) (resp. Dl(z + i ) =  ~ D~(z)) besitzt, so folgt zun'~chst, 
dass sie sich auf eine ganze Function reducirt, wenn A ~ , . . . ,  A~ so be- 
stimmt werden, dass D(~) (resp. D~(z)) sich in der Umgebung jeder der 

I In diesem Absohnitte bezeichnet ~ stets elne positive Vor~tnder!iche yon der in 

w 6. angegebenen besehaffenheit. 
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Stellen c~ , . . . ,  c~ regular verhfi.lt. Eine solche Bestimmung ist stets und 
nur in einer Weise mSglich. Denn in der Umgebung yon z = c~ hat  
man beispielsweise 

D(z)+ A~ eotg~r(z--  c,) --  ~ ' ( z ) - - [ A ,  co tg : r ( z - -  c~)-~-...-4- A, cotg~r(z--c,)] 

c 
- -  + ~ (z - -  c~), 
Z -- r 

- -  A~ c o t g  r:(z - -  c , )  - -  .4, + % , ( z - -  c , ) ,  
~,(z - -  c,) 

wo ~ und ~1 nach positiven ganzzahligen Potenzen yon. z - - c ~  fort- 
schreitende Reihen bezeichnen, wahrend C eine gewisse Constante bedeutet. 
Setzt man nun A, = ~rC, so verhalt  sieh D(z) in der Umgebung  yon 
z = c~ regular. Wir  konnen somit annehmen, dass A ~ , . . . ,  A~. solche 
Werthe haben, dass D(z) (resp. D~(z)) eine ganze Function ist. 

Aus den Gleichungen 

! 
l im z-k~'(z) ----- o, lim sinz o, l im cotgz --  ~" i, 

- -  c~ < r + ~ ,  

folgt ferner, dass D(z) (resp. D~(z)) bei passender Bcst immung von k 
ebenfalls die Eigensehaft 

(22) lim z-kD(z) ~ o, - - ~ < r  + 0o, 

haben muss. Daraus ergiebt sich mit  Htilfe der Gleichung D(z + i) ----- D(z): 

(23) lim z-*D(z) = o, 
~=•  

Aus (22) und (23) folgt schliesslich, dass z-kD(z)(resp, z-~Dl(z))sich der 
Grenze Nul l  nahert, wenn z in beliebiger Weise sich der Stelle z ~ cx9 
nahert. Daher ist z ---- 0o keine wesentliche singulare Stelle ftlr die ganze 
Function D(z) (resp. D,(z)), welche somit rational sein muss. Wenn 
aber eine rationale Function die Eigenschaft D ( z - 4 - I )  = D(z) (resp. 
Dl(z-4-I) = - - D , ( z ) )  besitzt, so muss sie sich auf  eine Constante re- 
duciren. Insbesondere muss offenbar Dl(z ) ~ o sein. 
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Da ~'(z) durch Gleichung (2 I) definirt ist, so erhalten wir ffir unsere 
Function F(z), je nachdem 2 grade oder ungrade angenommen wird, die 
fotgenden Ausdrficke: 

(24) F(z)  = a 'F(z)  sin ~r(z - -  Cl) . . . 

. . .  sin rr(z - -  c~)[A0 + A, cotg ~(z - -  c~) + . . .  + A~ cotg ~(z - -  c,)], 
(it=2k) 

a, A~ ] ,  
(25) "b-'(z)=@F(z)sinrc(z--cl)'"sinrc(z--c~)[sinzc-~-c,)+"'+ sinrr(z-cDJ 

O.=2k+l) 

wo statt D A 0 gesehrieben worden ist. 
nur der Bedingung 
selben keine ganze 
schrt~nkung 

Die Grsssen c~, . . . ,  c~ haben wir 
unterworfen, dass die Differenz irgend zweier der- 

Zahl sein soll. Ihre Anzahl 2 kann unter der Be- 

beliebig angenommen werden. 
Unter den in den obigen Formen darstellbaren Functionen ist jede 

Function, welche die Eigenschaften I., II., III. fiberhaupt besitzen kann, 
zu suchen. Es ist nun zuni~chst sofor~ ersichtlich, dass die beiden Aus- 
dri~cke (24) und (25) nicht nu t  die unter I. sondern auch die unter ]I. 
genannte Eigenschaft besitzen, wenn die unter II. erw'ahnte Zahl a grSsser 
ist als der reelle Theil einer jeden der Constanten z~, . . . ,z~.  Wir gehen 
jetzt dazu fiber, unter den obigen Functionen diejenigen zu ermitteln, 
welche auch die unter III. erwahnte Eigenschaft besitzen. 

8. Erster Fall: m < n .  Da t~ I , i nFo lgede r imvor lgenPa rag raphen  

gegebenen Definition der Zahl 6, hschstens gleich Eins ist, so ist die Be- 

2~ + n ~ m  + 2  I~ erfi~llt, wenn ~ = I  angenommen wird. Aus 
m ~ 

dingung 
I 

(25) ergiebt sich 

F ( ~ )  = . 4 1 a ' F ( z  ) = "~la'r(~ ~ , , .  I ' (~- -~; )  
Aeta mathematfea.  15. Impr im~ le 2 novembre 1891o 4 3  
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Wendet man die Gleichung (I5) des vorigen Abschnittes an, so folgt 

(z --- ~; + . . .  + < -  ~, - - . . . - - ~ . ) .  

Durchll~uft r alle reellen Werthe, so kann n -  2 m ~r I r I -- 0C, wegen der 

Voraussetzung n > m, beliebig grosse positive Werthe erhalten. Der ab- 
solute Betrag yon F(z)z  -k kann daher, wie gross aueh k sein mag, in 
jedem zur imaginaren Axe parallelen Streifen fiber jede endliche Grenze 
wachsen. Also haben wir den Satz: 

Ist die Gradzahl des Zdhlers yon r(z) kleiner als die des Nenners, so 
giebt es, yon Null abgesehen, iiberhaupt keine analytische Function, welche, 
ausser den Eigenschaflen I., II., noch die Eigenschafl III. besasse. 

9. Zweiter Fall: m = n. Auch in diesem Falle kann offenbar ~ ---- i 
gesetzt werden. Aus (25) ergiebt sich 

r(~ - -  z , ) . . .  F(z - -  z~) 
F(z) ---- AlaZ-f~--~,)_ F(z--z~) 

Wendet man die Gleichung (I5) an, so folgt 

(:6) IF(~)I--- #e-~ ~, (~= ~; + ... + ~:,--~,--...--~.). 

Ist a eine reelle negative oder eine eomplexe Gr0sse, und somit 0 yon 
Null verschieden, so kann der absolute Betrag yon F(z)z  -~, wie gross 
auch "k sei, in einem beliebigen zur imagin~ren Axe parallelen Streifen 
fiber jede endliehe Grenze wachsen. Ist dagegen a reel und positiv, d. h. 
0 --~ o, so nahert sieh F(z)z  -k in jedem solchen Streifen der Grenze Null, 
wenn k grSsser als der reelle Theil yon x angenommen wird. Also haben 
wir den Satz: 

Ist die Gradzahl des Zdhlers yon r(z) gleich der des Nenners und a 
eine negative oder complexe GrSsse, so giebt es, yon Null abgesehen, aber- 
hau_pt keine analytische ~'unction, welche, ausser den Eigenschaften I., II., 
noch die Eigenschatt III. besF~sse. Ist da#egen a eine reelle und positive Zahl, 
so ist 
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F ( z )  - -  a" - . , ) . .  r ( .  - 
- . i )  r ( ,  - z ; . ) '  

abgesehen von einem constanten Factor, die einzige .Function, welche alle drei 
Eigenschaften wirk!ich besitzt. 

Unter Voraussetzung eines positiven a ergiebt sich aus (26)der  Satz: 

In jedem zur imagin(iren Axe parallelen Streiferb (a < ~ < a -t- I), fiir 
den ~ grO'sser als die reellen Theile yon z ~ , . . . ,  z,, ist, kann der absolute 
Betrag yon F(z) ,  wenn der reelle Theil yon z ~ o ist, nicht iiber eine ge- 
wisse endliche Grenze wachsen. ][st dagegen der genannte Theil gr6sser als 
Null~ so wird F(z )  in jedem zur imagin(iren Axe parallelen Streifen mit 
wachsendem ] z I unendlich gross. 

i o. Drifter Fall: m > n. Bei dieser Gelegenheit soll dieser Fall 
nicht in seiner grOssten Allgemeinheit erSrtert werden. Wir wollen nam- 
lich voraussetzen, dass die in r(z)  vorkommende Grssse a reel und positiv 
sei. Diese Beschrankung kann dadurch motivirt werden, dass die Re- 
sultate unserer Untersuchungen, wenn a reel und positiv angenommen 
wird~ in sehr einfacher Weise in einem Satze zusammengefasst werden 
kSnnen. Ausserdem zeigt es sich bei den Anwendungen unserer Func- 
tionen (IV. Abschnitt), dass es in den meisten und wichtigsten Fallen 
sogar hinreichend ist, sich auf solche Functionen, ffir die a ~ - i  ist, zu 
beschrt~nken. 

Ferner soil die in w 7 unter III. (resp. III'.) erwahnte Bedingung die 
folgende beschrankende Modification erfahren: 

IIP. Die betreffende Function F(z)  soll in keinem Parallelstreifen 
( a <  ~ <  a + I), welche die unter II. angegebene Lage hat, ihrem abso- 
luten Betrage nach fiber eine endliche, yon der Lage des Streifens im 
Allgemeinen abhangende, Grenze waehsen konnen. 

Diese Bedingung Wird in ~hnlicher Weise motivirt, wie die Voraus- 
setzung, dass a positiv sein soll. 

Im Nachstehenden kommt der folgende Hfilfsatz zur Anwendung: 
Wenn die beiden Grenzwerthe 

lira [A 0 + A~ cotgTr(~ ~ c~) + . . .  + A~ c o t g r r ( z -  c~)] 
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und 
lim [A 0 + A l c o t g T r ( z -  c ~ ) + . . .  + A~ cotgr:(z--c~.)] ~,=_| 

gleich Null  sind, so ist bei passender Bestimmung yon B , , . . . ,  B~_,: 

(27) A o + A ~ c o t g ~ r ( z - - c , )  + . . .  + A ~ c o t g r c ( z ~ c ~ )  

i F B B~_1 ] 
--  sin r, (z - -  c~) L ~z-- lsinlrT*" c a ) + ' ' "  + s i n / r ( z  ~ c x _ l ) J "  

Mit Benutzung der Gleichungen 

lim cotgr:(z - -  c) ---- - -  i, lim cotg rc(z ~ c) ---- i 

ergiebt sich namlich 

lira [A o + A 1 eotg r(z M cl) + . . .  + A~. cotg r(z ~ c~)] 
~'=~ 

----- A o - i A  1 -  . . . - iA~ = o ,  

lira [A 0 + A~ cotg~r(z - -  cx) + . . .  + Ax eotg~r(z ~ c~)] 

---- A o + i A  I + . . . + iA~, ----- o ,  
und hieraus: 

Ao 

Setzt man diese 

----o, A~- - - - -~A 1 ~ A  2 ~ . . . - A ~ . _ l .  

Werthe in die linke Seite yon (27) ein, so nimmt sie, 
nach einer einfachen Rechnung, die Form der rechten Seite an. 

Jede Function / ' (z) ,  welehe die in Rede stehenden Eigensehaffen 
besitzt, kann sowohl in der Form (-o4) als in der Form (25) dargestellt 
werden, je nachdem die ganze Zahl ),, welche nu t  der Bedingung 2), + n > m 
zu gen~gen braucht, grade oder ungrade angenolnmen wird. Die einfachste 
Form erh~!t aber F ( z ) ,  w e n n  ), d ie  k le ins te  g a n z e  Z a h l  bezeichnet ,  f ~ r  welche  

2~ + n n ich t  k l e i ne r  ist  als  m :  

(2s) + n > m > + n .  

Es erhalt  dann ), einen eindeutig bestimmten Werth;  und zwar aus der 
Gleichung 2 ) , +  n-----m, wenn m - - n  grade ist, aus der Gleichung 
2 2 + n - - - - - m  + i dagegen, wenn m - - n  ungrade ist. Weiterhin soll 2 
stets durch (28) definirt sein. 

Ist nun die dureh (28) definirte Zahl )̀  grade, so ergeben sich sammt- 
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liche Functionen, welche, ausser den in w 7- unter I. und II., noch die 
im Vorhergehenden unter IIIa. angegebene Eigenschaft besitzen, aus der 
Gleichung 

(29) F(z) = a~F(z) sin re(z--  c~) . . .  

. . .  sin ~-(z -- c,.)[A o + A, cotg =(z -- q) +... -J- A~ cotg ~-(z -- c~)]. 

Is~ dagegen J ungrade, so ergeben sic sich aus der Gleichung 

(30) 

(it = ~k) 

Ax _F(z)=a'F(z)sinzc(z--c~)...sinzc(z~cz)~..4, . + . . . +  sin=-~---c0]' kSm,-rtz - c,) 
(Z=~k+O 

In den nachfolgenden Gleichungen haben wir zur Abkrlrzung 

= z 
gesetzt. 

A. Ist 2 ~ 2k + r, so ergiebt sich aus (3o) mit Benutzung von (,6) 

,+w,-,)--,,, :,ltz][A~ sin=(z_c, ) +...+ Az sin=(z__e,.)l$, (3,) IF(.)I = are ~ 7 ~ sin,-r(z--c,,) sln,~(z - -  c,) 

wo ~ die in w 6. angegebene Bedeutung hat. Wegen (28) ist n + 2(2-- , ) - - m  
negativ. Es ist somit lira F(z)= o, wenn der reelle Theil yon z auf 

ein beliebiges endliches Intervall beschr~nkt wird. Ist also die durch (28) 
definirte Zahl 2 ungrade, so besitzt jede in der Form 

- F A Az l 
F(z) = a'F(z)sinT~(Z--c,)...sinTt(Z--C~)[sin-~'-_..c;)"4-... + sin =(z -- c,.)J 

darstellbare Function, und keine andere, die drei Eigenschaften I., II., III". 
B. Ist 2 ~ 2k, so ergiebt sich aus (29) mit Benutzung yon (16): 

n + 2~.--m 

I F ( , ) I - - , %  IZll~o + A, eotgzr(z--c~) + ...[@. 
Da n + 2 J l -  m keinenfalls negativ sein kann, und der reelle Theil des 
Exponenten yon z (im Ausdrucke Z) far  hinreichend grosse Werthe yon 
(" positiv ausf~llt, so ist es, wenn F(z)  die Eigenschafe IIP. besitzen soil, 
jedenfalls nothwendig, dass die beiden Grenzwerthe 

l im [A 0 + A, cotg 7r(z-- c,) or-...] 
~=+~ 
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gleich bTull sind. Auf  
F(z) dann die Form 

Hi .  b le l l in .  

Grund des oben bewiesenen Htilfsatzes erhMt 

F(z)  = a'V(z) sin rr(z - -  c ,) :  .. 

. . .  sin z(z - -  c~_a)[si n ,~(z -- c,) + " + sin r(z r 

Hieraus folgt mit  Benutzung yon (I6):  

"+:<a-:>-" ~1 = I ] sin 7r(z- c~_1) B sin lr(z- cz_l) 
(33) ]F(z)]=a=e ~ IZ[ B, sin.r(z_c 0 + . . . - { -  z - ~ ~ ~ .  

Well  n -]- 2(~ - -  2) ~ m < - -  2 ist, so ist lira F(z) = o, wenn der reelle 
~ '=+~  

Theil yon z auf  ein beliebigcs endliches Intervall  beschri~nkt wird. Ist 
also die durch (28) definirte Zahl ), grade, so besitzt jede in der Form 
(32) darstellbare Function, und keine andere, alle drei Eigenschaften I., 
II., IIP. 

Die unter A und B erhaltenen Resultatc k6nnen folgendermassen zu- 
sammengefasst werden: 

Bezeichnet p die grSsste in 2 enthaltene ungrade Zahl, so besitzt jede 
in der Form 

A, Ap ] 
F(z) = a'F(z) sin ~(z - -  c,) ... sin ~r(z - -  c~) sin r,(z - -  c,) + " "  -]- sin r,(z - -  %) 

darstellbare Function, und keine andere, die drei Eigenschaften I., II., IIP. 
Die Zahl p kann offenbar auch dadurch charakterisirt  werden, dsss 

sie die kleinste ungrade Zahl ist, for  welche 2(p + x) + n nicht kleiner 
,. r(z) 

ist als m, d. h. die kleinste ungrade Zahl, fur welehe n m z 2 ( ~  endlich 

ist. Bringt  man m - - n  auf die Form 

m -  n = 4q  + r ,  
(q=0,1,~,...,| 
r~ 1,2,3,4 ) 

so ist immer p = 2q + I. 
Die Resultate unserer obigen Untersuchungen kt~nnen nun folgender- 

massen zusammengefasst werden: 
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37,s sei a eine positive Zahl und die Gradzahl des Zdhlers der ratio- 
nalen Function 

r ( z )  (~  - ~ ) ' "  (~ - -  ~') 

grasser als die des Nenners (m > n), sowie p die kleinste ungrade Zahl, far 

welche lim ~ endlich ist. Ferner seien c , , . . . ,  c v beliebige Constanten, 

welche ]edoch die Bedingung erfallen, dass die Differenz irgend zweier der- 
selben keine ganze Zahl ist. Dann hat jede in der Form 

(34) F ( z ) =  a'~(z)sinTr(z--cl). . .sinTr(z--%)[sin A~ A~ ] ,  ~(z-c,) -t-. . .+ si, l ~(~-cp)_l 

WO 

F(z) = P(z - -  gl) o . . ZY(~ ~) 
/~(z --  z',)... P(z --  z'~) 

ist, darstellbare .Function yon z----~ + ir die folgenden Eigenschaflen: 
I. F(  z) befriedigt die .Differenzengleichung 

+ ,) = 

II. F(z)  verhalt sich ~ unter fi die in algebraischem Sinne .qr6sste 
unter den reellen Theilen yon z l , . . . ,  z,. zu findende Zahl verstanden 
im Innern der dutch die Bedingung g ~ f l  definirten Halfte der z-Ebene 
aberall regulCir. 

III. Wird die reelle Zahl a im algebraischen Sinne gr6sser als fl, 
sonst aber beliebig angenommen, und die Verdnderliche z auf den Parallel- 
streifen (a < g <  a -Jr- I) beschrdnkt, so kann F(z)  dem absoluten Betrage 
nach nicht iiber eine gewisse endliche Grenze wachsen. 

Umgekehrt ldsst sich auch ]ede monogene Function, yon der man nur 
weiss, dass sie alle diese Eigenschaften besitzt, bei passender Bestimmung 
yon A t ,  . . . ,  A v auf die Form (34) bringen. 

~ .  Aus den Gleichungen (3 x) und (33) des vorhergehenden Para- 
graph ergiebt sich ein Satz, der f~tr die sp~teren Anwendungen unserer 
Functionen yon grosser Wichtigkeit  ist. 

Der absolute Betrag der soeben betrachteten Function F(z) lass t  sich 
stets auf eine der beiden Formen (3~) oder (33)br ingen .  Beide Aus- 
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driicke enthalten einen Factor der Form e " , wo die positive ganze 
Zahl k wegen (28) jedenfalls nicht kleiner als Eins sein kann. (Das Pro- 
duct der iabrigen Factoren nahert sich, wenigstens nach Multiplication mit 
einer passenden Potenz yon z = ~ '+  iC, der Grenze Null, wenn IC] ohne 
Ende wachst, wahrend ~" auf ein beliebiges endliches Intervall beschrankt 
wird.) Ist also x eine beliebige Grssse, deren reeller Theil positivist,  

7t', ~ t  7l" 
und setzt man x = e  ~ + ~ r  < 2 '  so ist 

ix_z] e ~ l : ' l = e  ~+'" k21"l 

wegen der Ungleichung ~' - -  k ~ < o eine Veranderliche, welche mit wach- 
2 

sendem I CI sich der Grenze Null nahert, wenn $ und ~'auf ein beliebiges, 
aber endliches Interwall beschrltnkt werden. Offenbar hat auch das Pro- 
duct dieser Verltnderlichen mit einer beliebigen Potenz yon z die genannte 
Eigenschaft. Hieraus ergiebt sieh nun Folgendes: 

Beschrankt man die Veranderliche z-----g.q-ir auf einen beliebigen zur 
imaginaren Axe parallelen Streifen und die Verdnderliche x auf ein end- 
liches Gebiet, dessen sdmmtliche Punkte ~ die an tier Grenze mit ein- 
begriffen - -  positive Abscissen besitzen, so nahert sich die Gro'sse 

z x- IZ(z), 

wo F(z)  den Ausdruck (34) u n d p  eine beliebig gewahlte positive Zahl be- 
zeichnet, mit wachsendem I ~ [ gleichmassig der Grenze Null. .Es hat somit 
das Integral 

c + i ~  

(35) ~(x) = f x-ZF(z)dz, 

erstreckt ldngs einer zur imagindren Axe ~oarallelen Geraden ~ =  c, nicht 
nur einen bestimmten Sinn, wenn die betreffende Gerade durch keine Un- 
endlichkeitssteUe yon F(z)  geM, sondern es ist F(x) auch eine analytische 
Function yon x. 

Es wird im letzten Absehnitte bewiesen, dass ~(x) einer linearen 
Differentialgleichung Geniage leistet, wenn c im algebraischen Sinne grssser 
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ist als die reellen Theile von z ~ , . . . ,  z.,; sowie aueh, dass g(x)x  ~-1 ftir 
ein beliebiges z sich der Grenze Null nahert, falls der reelle Theil yon 
x ohne Ende wgchst. Es hat somit auch das Integral 

oo 

0 

einen bestimmten Sinn, wenn der reelle Theil von z hinreiehend gross 
angenommen wird. Dies Integral kann, was sehr interessant ist, auf die 
Form F( z) gebracht werden. 

I2. Unter c 1 , . . . ,  cp sind in diesem Paragraphen fortwghrend Grsssen 
verstanden, welche die Bedingung erfiillen, dass die Differenz irgend zweier 
derselben keine ganze Zahl ist. 

Sind Fl(z) ,  . . . ,  Fp(z) p Functionen der Form (34), etwa: 

Fl(Z) -~- azr(a) sin7~(Z--Cl)'" SlnTt(Z--C")[sin e,) Aft... _{_ sin~(z--Cp)]' 

V A?) A?' -1 G(z)  = a'F(z) sin z(z--c , ) . . ,  sin z(z--C')lsinu(z--c,)L + "'" + sin r.2T--- c~)J' 

so kann, wenn die Deterrninante 

, A l l )  ~ , .  A ( p  I )  

�9 �9 , ~ ~ , �9 ~ �9 ~ . 

. 4 ? ) . . .  ) 

yon Null versehieden ist, zwisehen denselben offenbar keine homogene li- 
neare Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen. 

Ist F(z) eine beliebige Function der Form (34), und A yon Null 
verschieden, so ist unmittelbar ersichtlich, dass die Constanten C1,. . .  , Cp 
iminer so bestimmt werden kSnnen, dass 

F( , )  = + . . .  + c , & ( , )  
wird. 

.A~a m a t ] w m ~ .  1 5 .  I m p r i m ~  l e  3 n o v e m b r e  1 8 9 1 .  44 
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Nehmen wit  e ~ , . . . ,  cp yon den Nullstellen der Function F(z)  ver- 
schieOen an, so erhalten A~, . . . .  Ap, wenn F ( c , ) ,  . . . ,  F(c~)als  gegebene 
Grssscn betrachtet werden, aus den Gleichungen 

F(cp) ~ a ~. F(cp) sin ,~(cp - -  c~) . . ,  sin 7:,(cp - -  c~,_~)Ap 

eindeutig bestimmtc cndlichc Werthe. Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Eine Function, welche die Bedingungen des in w I o entwickelten Satzes 
erfi~llt, ist vollstdndig bestimmt, wenn die UZerthe, die sie an p verschiedenen 
Stellen der angegebenen Art  annimmt~ bekannt sind. 

Bcsonders bemerkenswerth sind diejenigen Functioncn F(z),  far  welche 
p ~ I ist; was offenbar dann, und nu t  dann, dcr Fall  ist, wenn m ~ n  
gleich irgend einer der Zahlen I ,  2 ,  3 , 4  ist. In allen diesen Fc~llen ist 
F(z) ~ CalF(z), also F(z)  vollstCindig bestimmt, wenn ein specieller Werth 
der Function bekannt ist. 

1 3. Der Vollstandigkeit  halber woden wir jetzt zwei allgemeine 
Ausdrticke bilden, durch welche sammtliche, der vorher betrachteten 
Differenzengleichung F(z + i ) =  r(z)I, '(z) gent~gende Functionen ausge- 
drtickt werden ksnnen, fi~r die es i~berhaupt einen zur imagini~ren Axe 
parallelen Streifen ( a ~ ' ~ a  + I) giebt, wo sic sich regular verhalten 
und, nach Multiplication mit einer passenden Potcnz yon z, dem abso- 
luten Betrage nach nicht i~ber eine gewisse endliche Grenze wachsen 
ksnnen. Die Hcrlei tung derselben braucht  bier nu t  kurz angedeutct 
werden, well die dabei in Frage kommenden Schltisse mit den in w 7 
benutzten vollstgndig t~bereinstiminen. 

Es sei /:'(z) eine ebensolche Function. Sctzt man 

a-,1,'(z) 
r = r ( z  - - ~ , ) . . .  r ( z  - -  ~,, ,)r(~ + ~', - ~ ) . . .  r ( ,  + ~;, - ~)' 

so ist r + ~ ) =  ( ~  I)"r Somit ist r  well sic sich im Bcreiche 
(a ~ ~ ' ~  a ~ i) regular verhMt, eine ganze Function. Setzt man ferner 

r ~--- sin 7r(z - -  c , ) . . ,  sin r.(z - -  ~) '  
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w o c , , . . . ,  ca Constanten bezeichnen, so kann diese Function, welche die 
Eigenschaft F(z + ~) ----- ( - -  ~)"+~'(z) besitzt, (lurch trigonometrische Func- 
tionen ausgedrt~ckt werden. Damit sic keine mehrfache Unendlichkei~s- 
stelle besitze, wollen wir der Einfachheit halber voraussetzen, dass unter 
den Grsssen c~, . . . ,  c~ keine zwei sich finden, deren Differenz gleich einer 
ganzen Zahl oder :Null w~re. Ihre Anzahl ~ braucht zun~chst nur der 
Bcdingung 2 ) . > m  A-n unterworfen werden. Betrachtet man nun far  
den Fall, dass n A-a grade ist, den Ausdruck 

G(z) --  g ( z ) -  [A~ cotga-(z--  c,) + . . .  q- Aa co tga ' ( z - -  ca)], 

far  den Fall aber, dass n-{-A ungrade ist, den Ausdruck 

A, Aa 1 
~ , ( ~ )  = , t ; (~) - -  ~ . = ( ~ _ ~ )  4 - . , .  + ~ ( ~ - ~ , , i  ' 

so zeigt sich in 'ahnlicher Weise wie in w 7, dass G und G~ bei passender 
Bestimmung yon A : , . . . ,  Aa sich auf constante Grsssen reduciren; ins- 
besondere muss G, = o sein. 

Fiir die Function F(z) erhalten wir also, je nachdem n q-,~ grade 
oder ungrade angenommcn wird, die folgenden Ausdriicke: 

F(z )  = a~F (z) ~i..___= - -  ~ ( ~  - -  ~  " "----~i" "(~ - -  ~') [A0 + A~ cotg ~(z - -  c,) + . . .  
sm ~r(z ~ z~) . .  sin ~(z - -  z~) 

�9 . .  + Aa cotg~r(z-- ca)], (,+a=2k~ 

F(z)  = a*F(z)~in=(~--~3""sin'~(~--~a)/ '- A, ma ] + . . .  + 
sin ~(z - -  ca)J' 

(a+a=2k+l) 

wo F(z) dutch Gleichung (34) erklart wird und A o = G is& 
Die obigen Ausdracke werden am einfachsten, wenn 2 die kleinste 

ganze Zahl bezeichnet, deren doppelter Werth nicht kleiner ist als m-t-n.  
Bei dieser Gelegenheit wollen wit nicht die Bedingungen ermitteln, 

welche erfi~llt sein mi~ssen, damit die obigen Ausdrt~cke die verlangten 
Eigenschaften wirklich besitzen m0gen. Offenbar besitzen sie jedenfalls 
die Eigenschaft F(z + ~)-----r(z)F(z). 
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Ist insbesondere m----n,  so kann man ~-= m annehmen, und es er- 
halt  dann F ( z )  die Form: 

sin rr(z ~ c,) . . ,  sin 1 r ( z -  c,,,) [A ~ ..]_ A1 cotg ~r(z - -  c~) -b �9 
(36) F(z)  = a*~(z )  sin u(z -- z:) _s-~(z  -- z~,) "" 

. . .  q- A,, cotg ,'r(z - -  %)]. 

14. Unter den in der Form (36) darstellbaren Functionen milssen 
einige hervorgehoben werden, da sie ffir die Theorie gewisser bestimmten 
Integrale "gon Wichtigkeit  sind. Nehmen wir an, es seien die reellen 
Theile der Nullstellen des Z~hlers yon r (z )  siimmtlich kleiner als eine 
gewisse reelle Zahl a, die entsprechenden Grsssen im Nenner aber grSsser 
als ~, so is~ leicht zu sehen, dass jede Function der Form 

( 3 7 )  = " r A  s-~nT~--z;) -~n-U-~-- z-~,,) L''0 q- A~ co tg r r ( z - -  c~) q - . . .  

�9 .. d- A,~ cotg 7r(z - -  c,,)], 

wenn z auf den Parallelstreifen ( ~ <  ~ '<  a - [ - i )  besehr'~nkt wird, sich 
regular verh~lt und, nach Multiplication mit z -~, dem absoluten Betrage 
nach nieht ohne Ende wachsen kann. Verlangt man aber, es soll F ( z )  
die letzte Eigenschaft besitzen, auch ohne dass man sie mit ether Potenz 
yon z multiplicirt,  so muss der letzte Factor yon F(z)  for 4 ' - - - - •  c~ 

"gleich Null sein. - -  Wegen unserer Voraussetzung tiber die Null- und 
Unendlichkeitsstellen yon r (z)  ist n'~mlich der reelle Theil yon z positiv, 
und somit (w 9) l im F ( z ) =  o o . - - -  Aus 

lira [A 0 n u A, eotg ~(z ~ c~) n u . . .  -b A~ cotg rr(z ~ %)] == o 

folgt aber A o = o, A, ,  ~ ~ A~ ~ A~ - - . . . ~  A,,,_~. Setzt man diese 
Werthe in (37) ein, so bekommt man einen Ausdruck der Form: 

s~--~ z--(z L- z~)-.. : s~--~ 7r--(z-- z~-~ sin ~r(z - -  c,) "~- "'" nt- sin n(z - -  c~_~)J" 

Es ergiebt sieh leicht, dass jede Function dieser Form, die oben verlangten 
Eigenschaften besitzt, wenn die bezfiglich de~ Grossen z~, ..., z~, z~,..., z~ 
gemachte Voraussetzung erfiillt ist. Damit ist nun folgender Satz bewiesen: 
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In der rationalen Function 
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r ( z )  = (" - -  ~ ' ) " "  (~ - ~ )  (~ - z ; ) . . .  ( .  - . ' ,)  

seien die reellen Theile yon z ~ , . . . ,  z~ kleiner als a, und die reellen Theile 

' . gr6"sser als a. Ferner seien c ~ , . . .  yon z~ , . . ,  z: , c .... ~ beliebige Con- 

stanten, welche doch die Bedingung erfi~llen, dass die Differenz irgend zweier 

derselben keine ganze Zahl ist. Dann hat jede in der Form 

, ~ ,  , s in rr(z-- c~ ) . . .  s in  rr(~ - -  cm-t)  A , , _ I  -] 

, ~ ( . -  ~,) + " "  + sin ~ (~-~ . ,_~)J '  

WO 

= 
r ( z  - -  z , )  . . . r ( ~  - -  z . )  

r ( ~  - -  z ; )  . . . r ( z  - -  z~,) 

ist, darsteUbare Function yon z = ~ + iC die folgenden Eiq. enschaflen: 

I. F (  z) befriedigt die Differenzengleichung 

II. 
regulgr. 

III. 

F(z + i) = 

F(  z) verh~'lt sich an ]eder Stelle des ParaUelstreifens (a<C<a-}-I) 

Wird die Ver(inderliehe z auf  den genannten Parallelstreifen be- 

schrCinkt, so kann der absolute Betrag yon F(z )  nicht iiber eine gewisse end- 

liche Grenze wachsen. 

Umgekehrt ldsst sich auch ]ede monogene Function, yon der man nur 

weiss, dass sie alle diese Eigenschaften besitzt, bei passender Bestimmung yon 

A 1 , �9 . . ,  Am_l auf die Form (38) bringen. 

Eine Function, welche die obigen Eigenschaften besitzt, ist offenbar 
vollst~ndig bestimmt, wenn die Werthe, die sie an m -  I verschiedenen 
Stellen des Bereichs (a ~ ~'< a-{- I) annimmt, bekannt sin& 
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III. 

F,unctionen, welche l ineare n icht  homogene Differel~zengleichungen 

e r s t e r  Ordnung  bejeriedigen. 

Jede lineare Differenzengleichung erster Ordnung kann auf die 15. 
F o r m  

r , ( , ) F ( ,  + , )  = r o ( ~ ' ) F ( * )  - -  So(~) 

gebraeht werden. Setzt man 

r ( z )  = ro(z) 
r,(~) ' 

so erhglt sie die Gestalt 

s ( z )  - So(~) 
r ,(z) '  

(39) F(~ + ~)= r (~)F(4--  s(~,) 

In der vorliegenden Arbeit bezeichnen r0(z),  r l ( z ) ,  s0(z ) stets ganze ra- 
tionale Functionen, und somit r(z) und s(z) rationale Functionen mit 
demselben Nenner. Dieselben wollen wir jetzt gewissen Beschrankungen 
unterwerfen, die theils durch die Ergebnisse des vorhergehenden, theils 
erst durch die des letzten Abschnittes gerechtfertigt werden kOnnen. 
Erstens nehmen wir an, dass die Gradzahl des Zahlers yon r ( z ) n i c h t  
kleiner als die des Nenners sei. Zweitens soil, wenn r(z) auf die Form 

gebracht wird, die Grssse a eine reelle positive Zahl sein. 
soll s(z) die Bedingung 

s(z) 
lim ~-~)= o 
z = a v  

Schliesslich 

erfi~llen; die Gradzahl des Zahlers yon s(z) soll m. a. W., unter m die 
des Z~hlers von r(z) verstanden, hochstens gleich , ~ - - I  sein. 

Die im Vorhergehenden behandelte Gleiehung F(z + ~)-----r(z)F(z) 
kann gewissermassen als ein specieller Fall yon (39) aufgefasst werden. 
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Es fragt sich nun, ob es auch Functionen existiren, welche die Gleichung 
(39) befriedigen und im iibrigen sich in ahnlicher Weise verhalten, wie 
die der Gleichung F(z + , ) =  r (z )F(z )  genagenden und im vorigen Ab- 
schnitte in der Form 

Ap 
(40) a~F(z)sin~r(z--c,). . .sin~:(z--c~)[siux( 4'- c , ) + " "  + sinz(z--cpi] 

dargestellten Functlonen. In den folgenden Paragraphen wird diese Frage 
far die wichtigsten FMle ( l i m r ( z ) ~  ~) erledigt. Es sei F(z) eine ana- 
lytisehe Function mit den nachstehenden Eigenschaften: 

I. F(z) befriedigt die Differenzengleichung 

(4I) F(z + ,) = r ( z )F( z )  - -  s(z), 

wo r(z) und s(z) gegebene rationale Func~ionen der oben angegebenen 
Beschaffenheit bezeichnen. 

II. In der Umgebung jeder endlichen Stelle, deren reeller Theil im 
algebraisehen Sinne grSsser ist als die reellen Theile yon z~, . . . ,  zm, ver- 
halt sich F(z) regular. 

III. Wird die reelle Zahl a algebraisch grSsser als die reellen Theile 
von z~, . . ' . ,  z,,~, sonst abet beliebig angenommen, und die Ver~nderliche 
z ~ ~'+ i~' uuf den Parallelstreifen (a ~ ~'< a + i) beschrhnkt, so kann 
der ~tbsolute Betr,g yon /~(z) nicht abet eine gewisse endliche Grenze 
wachsen; wobei zu bemerken ist, dass in den Fallen, wo m ~--n ist, nur 
gefordert wird, dass F(z), wenigstcns nach Multiplication mit einer pas- 
scnden Potenz yon z, die angef~hrte Eigenschuft besitzen soll. 

Die Aufg~be, alle analytisehen Functionen mit diesen Eigenschaften 
zu bcstimmen, vereinJ!acht sich sehr wegen des folgenden Sa&zes: 

Kennt 9nan eine Funclio~ 8(z), welche die obigen Eigenschaflen besitzt, 
so kam~ jecle andere Function F(z) mit denselben Eigenschaflen auf die 
Form f(z) + 8(z), wo [(z) den Ausdruck (4o) bezeichnet, gebracht werden. 

Dies ergiebt sich unmittelbar, wenn man den in w IO (resp. w 9) 
bewiesenen Satz auf die Differenz F ( z ) ~  8(z) anwendet. 

Is t  m ~ n~ so ist stets p ~ ! zu set, zen. F ( z )  hat dieselbe Bedeutung wie im 

vorigeu Abschnitte. 
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Betrachtet man nun die Reihe 

(4:) S(z) = r(z)r(z + x  i . - - r ( z  + ~)' 
~ 0  

so erhellt  aus ihrer einfachen Form, dass sie in allen F'~llen, wo sie con- 
vergirt, der Differenzengleichung (4I) Gentige leistet. Auf  Grund des 
obigen Satzes ist es daher yon Wichtigkeit  zu wissen, unter welchen Be- 
dingungen sie convergirt, und ob sie dann auch die Eigenschaften II. und 
III. besitze. 

I6. Setzt man 
OlZm - n  

r = r ( . ) '  

so ist r  eine Grssse, die sich der Grenze Eins nahert,  wenn Jz] ohne 
Ende w~tchst. Durch eine einfache Rechnung folgt far  hinreichend grosse 
Werthe yon I z[" 

X X 1 r = I - - - + p + ~  . . . ,  

wo die x von z unabh~tngige Werthe haben; insbesondere hat x den Worth 

t I 
x = z, + . . .  + z . - - z , - - . . . - - & .  

Setzt man 
/ 

so kann •'(z) fiir hinreichend grosse Werthe  yon Iz] in eine Reihe der Form 

a a a s  

q"(z) = ~ + 7  + 7  + " " '  

wo die a yon z unabh~ngig sind, entwickelt  werden. Die Function r ( z )  
kann nun folgenderweise geschrieben werden: 

r (z)  = r - -  " 

Schreibt man in dieser Gleichung start z nach einander z ,  z -{-  i , . . .  

z - { - v -  x, so ergiebt sich, indem man die so erhaltenen Resultate durch, 
Multiplication mit einander vereinigt, 
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(43) 
I ~f(Z)r ~t- I). ~/P(Z ~I- V-- I) ( Z ) x 

r ( z ) r ( ~ +  I) .  r ( z + ~ - - I ) ~  a'[z(z+x)-- iz+~'--I)] ~-~ ~ " 

Setzt man ferner, unter m - -  k (k ---- i ,  2, . . . ,  m) die Gradzahl des Z~hlers 
yon' s(z) verstehend, 

s(z + ~) r + ~) 
(44) r (z + u ) -  (z + ~)~ ' 

so ist r eine Grssse, die sich einer endlichen yon Null verschiedenen 
Grenze nhhert, wenn z dem absoluten Betrage nach ohne Ende wachst. 
Zur Abktirzung setzen wir schliesslich 

(45) O~(z) = $(z  + u)~P'(z).. .  F(z + u i). (~o,~,~ ...... , 

Auf Grund des in w I bewiesenen Holfsatzes und wegen der Definition 
yon ~(z) hat 4)~(z) die folgende Eigensehaft. Wird die Veranderliche 
z-----~'-+-iC, unter a eine beliebige reelle Zahl verstanden, auf  die durch 
die Bedingung ~ '>  a definirten HMfte der z-Ebene beschrankt, so kann 
eine positive ganze Zahl # stets so gross angenommen werden, dass der 
absolute Betrag yon (P~(z-}-#) far  u = o ,  1 , 2 , . . . , o o  weder unbe- 
schrankt wachsen noch abnehmen kann. Es giebt m. a. W. zwei yon 
Null verschiedene Grsssen A und B (A < B), welche die Bedingung 

A < i @ ( z  + # ) l <  B 

far  v = o ,  x , 2 ,  . . . ,  eo erfQllen, falls z auf das Gebiet r  a besehrankt 
und /~ hinreichend gross angenommen wird. 

Mit Halle der Gleichungen (43), (44) und (45) kann nun die im 
vorigen Paragraphen aufgestellte Reihe S(z) auf die folgende Form ge- 
braeht werden: 

(46) S ( z )  = (Z jr y)k ~ g~,[Z(Z .,[_ i ) . . . ( Z  ..~ l~__ l}]ra__n. 

Aus der einfaehen Form (42) der Reihe 8(z) ergiebt sleh, wenn p eine 
beliebige positive ganze Zahl bezeiehnet: 

s(z)  s ( z +  ~) s(z + / ~ - -  ~) 8(z + I~) 
(47) 8 ( z )  ----- r(z--] + r (z )r (z  + ~) + " ' +  r(z)...r(z +/~--  ~) + r(z) . . .r(z +[~ - -  ~)" 

Acta mathematica. 15. Impr im6 le 4 novembre 1891. 4~ 
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Auf Grund der obigen Entwickelungen ergiebt sich nun FoIgendes: 
Erstens:  Ist l i m r ( z ) >  I, d. h. entweder m > n oder m = n und 

gleichzeitig a > I, so ist S@) in der Umgebung jeder endlichen, yon den 
Wurzeln der Gleichungen r(z + v) = o, v = o, i ,  2 , . . . ,  co, verschiedenen 
Stelle unbedingt und gleichm~ssig convergent. N~hert sieh z, unter a 
eine beliebig gegebene reelle Zahl verstanden, in der dureh die Bedingung 
~ '> a definirten H~lfte der z-Ebene der Stelle co, so nahert sigh 8(z) 
gleichzeitig der Grenze Null. 

Ist beispielsweise m = n und a > I, welche Annahme den far unsere 
Behauptungen unganstigsten Fall bildet, so kann vorausgesetzt werden, es 
sei # so gross angenommen, dass $~(z + ~t) far ~ >  a endlich bleibt, wie 
gross auch v werden mag. Es sei gleichzeitig # so gross, class a + /~ ,  
und somit auch tier reelle Theil yon z +/L, gr5sser als Eins ist. Alsdann 
hat man 

log I z + ~ + ~  < - - l o g  I - - z + z + ~  < - - l o g  I - - ~ +  i 

und daher 

= l o g ( v +  I), 

z + l ~ + ~  / ----- 

3" �9 O" Auf Grund dieser Unglelchun~ ergiebt sich aus (46), wenn darin statt z 
z + # gesehrieben wird: 

P ~ O  V = O  

Da die Ietzte Reihe fiir das ganze Gebiet ~ '> a unbedingt und gleich- 
massig convergirt und sich der Grenze Null nahert, wenn I zl gemass der 
Bedingung ~ ' > a  ohne Ende wachst, so geht a u s  (47)die Richtigkeit 
unserer Behauptungcn unmittelbar hervor. 

Ist also l i m r ( z ) >  i, so stellt die lZeihe S(z) immer eine Function 
z ~ o  

dar, welche die im vorigen Paragraphen unter I., II. und III. erwahnten 
Eigenschaften besitzt. 
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Zweitens: Ist m ~ n und a ~ i, also l i m r ( z ) ~  i, so divergirt die 
z ~ o  

l~eihe S(z), well ihr allgemeines Glied eine mit der Ordnungszahl un- 
beschr~nkt wachsende Grssse ist. ~ 

Drittens: Ist l imr(z)--~ I, also m ~  n und a ~  i, so h~ngt die 

Convergenz der Reihe S(z) yon den Zahlen z und k in folgender Weise 
ab. Ist z > - - - k  ~ I, so ist S(z) in der Umgebung jeder endlichen 
von den Wurzeln der Gleichungen r ( z - ~ )  = o ,  ~ o ,  i ,  2 , . . . , c ~ ,  
verschiedenen Stelle unbedingt und gleichmi~ssig convergent, und wird, 
wenigstens nach Multiplication m i t  z- ' ,  unendlich klein, wenn die Ver- 
i~nderliche z ~ r  i~", unter a eine beliebige reelle Zahl verstanden, in 
der dutch die Bedingung ~ a definirten HMfte der z-Ebene sich der 
Stelle cx~ n~hert. Dies erhellt leicht aus 

oo 

z'_~0 ~(~) S ( z ) =  _ (~+~) ,§  

Ist abet z ~ k - t - I ,  so ist S(z) stets eine divergirende Reihe. Dies 
ergielJt sich auf Grund eines bekannten Satzes, ~ weil der Quotient des 

-{- I t~" Gliedes der Reihe durch das ~to far hinreichend grosse Werthe 
von ~ in eine Reihe der Form 

l~ I~ ~ 

entwickelt werden kann. 
Ist also lira r ( z ) =  ~, so wird durch die Reihe S(z) eine Function 

mit den Eigenschaften I., II., III. (w I5) nur in dem Falle dargestellt, 
dass x > - -  k -t- I ist. 

Es ist in vielen Fallen vortheilhaft, den Zahler yon s(z) als eine 
ganze rationale Function ( m -  I) ten Grades mit unbestimmten Coefficienten 
betraehten zu kSnnen. Soll S(z) im Falle l i m r ( z ) - ~  i, auch wenn 

die genannten Coefficienten als unbestimmte GrSssen betrachtet werden, 
die Eigenschaften I,, II. und III. besitzen, so ist es offenbar nothwendig, 
und zugleich auch hinreichend, dass der reelle Theil yon x > o ist. 

10ffenbar ist dies auch der Fall, wenn m ~ n  ist, also jedenfalls weuu ]ira r (z)  ~ i. 
$ ~ o o  

C. f. WEmRST~ASS. Functionenlehre. S. 2 2 0 ,  
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Es darf hier nicht unerwi~hnt bleiben, dass es, bei den Anwendungen 
unserer S~itze in der Theoric der bestimmten Integrale, im Allgemeinen 
nicht nothwendig ist, die Gradzahl des Zahlers yon s (z) grSsser als m -  : 
vorauszusetzen, wenn gleichzeitig l i m r ( z ) ~  i ist. Alsdann besitzt die 

Reihe S(z) die oft erwahnten Eigenschaften, wenn zugleich der reellc 
Theil yon z > - - I  ist. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich der folgende Satz: 

Bezeichnen r(z) und s(z) rationale Functionen der in w 15 angegebenen 
JBeschaffenheit, und wird der Zdhler von s(z) als eine unbestimmte ganze 
Function beziehungsweise ( m -  I) TM oder (m ~ :)t~, Grades betrachtet, je  
nachdem l im r(z) gr6sser als oder gleich FAns ist, so ist die Reihe 

~o s(, + ~) S(z) ~--- = r(z)r(a + i)_--r(z -k ~) 

im ersten Falle stets~ im zweiten Falle abet nur dann convergent, wenn der 
reelle Theil yon x > ~ I ist. lm  Falle der Couvergenz stellt sie immer eine 
Function dar, welche alle drei in w 1 5 unter I., II. und III. erwcihnten ~Eigen- 
schaflen besitzt. 

Aus dem in w 15 enthaltenen Satze ergiebt sich der Folgende: 

Weiss man yon einer irgend wie definirten monogenen Function F(z )  
dass sie die fraglichen Eigenschaften besitzt, so kann sie auf  die Form 

A 1 Ap 
(48) F(  z) --- a'F ( z) sin ~r(z--cl) ... sin ~r(z--c~)[sin z ( z_  c, ) + . . . +  sinu(z--c,i] 

s(z + ~) 
"{- r(z)r(z -b7)-:. :-r(z T ~) 

Y=0 

gebracht werden, wenn die f~r die Convergenz yon 8(z) erforderliehen Be- 
dingungen erfiillt sind. 

Dieser Ausdruck enthMt p ~- m, eventuel p -{- m -  I, unbestimmte 
Constanten. 
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I7. Im Zusammenhange mit der Reihe S(z) wollen wir jetzt auch 
die folgende betrachten: 

s~(~)  = s ( ~ -  ~) + s ( ~ -  ~ ) r ( ~ -  ~) + s ( z -  3 ) r ( z -  ~ ) r ( z -  ~) + . . . ,  

welche im Falle der Convergenz offenbar die Differenzengleiehung 

s , (~  + ~) = r ( z ) s , ( ~ )  + s ( z )  

befriedigt und nur an den Stellen 

g r r z---- z~ + x, z~ + ~., z~ + 3,  . . . ,  (~=~.~ ...... ) 

unendlich werden kann. 
Ist lim r(z) nicht gleich Eins, so convergirt offenbar stets eine yon 

Z ~ O O  

den beiden Reihen 8(z) und 8,(z), aber nicht beide gleichzeitig. 
Ist dagegen lira r(z)---- i, so convergiren oder divergiren sie beide 

gleichzeitig. 
Um dies zu finden sehreibe man in Gleichung (43), w o m  =~ n und 

a---- I zu setzen ist, statt z z ~  v. Dann bekommt man die Gleichung 

(49) 
~ / x I 

r ( z - -  ~ ) . . .  r ( z - -  ~) = ~ ~ ( ~ -  0 . . .  ~ ( ~ -  ~) 

Setzt man 
stehend: 

s (z  - -  u - -  i )  = ~(~ - u) 

so ist lira ~(z) endlich und yon Null verschieden. 
z ~ a o  

yon 81(z ) kann nun auf die Form 

s (z  - -  ~ - -  ~)r(~ - -  i ) . . .  r(~ - -  ~) = - -  

ferner, unter m -  k die Gradzahl des Zi~hlers yon s(z) ver- 

Das (u + l) t' Glied 

gebracht werden, wo zur Abklirzung 

gesetzt worden ist. Auf Grund des. in w I bewiesenen Hiilfsatzes und 
wegen der Definition von ~(z) hat ~v(z) die folgende Eigenschaft. Wird 
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die Ver~nderliehe z ~ ~ - i ~ ' ,  unter a eine beliebige reelle Zahl ver- 
standen, auf die durch die Bedinguug ~ a definirten HMfte der z-Ebene 
beschri~nkt, so kann eine positive gauze Zahl # stets so gross angenommen 
werden, dass der absolute Betrag yon r #) f(ir ~ ~-- o ,  I ,  2 , . . . ,  o,v 
weder unbeschr~ukt wachsen noch abnehmen kann. Beachtet man ausser- 
dem, dass S~(z) und S I (Z~Z)  beide gleichzeitig entweder convergiren 
oder divergiren, so geht die l~ichtigkeit unserer Behauptung leicht hervor. 

Es sei l i m r ( z ) - ~  i und der Zi~hler von s(z) eine unbestimmte 

gauze Function ( m ~  2) u" Grades. Setzt man f(z) -~ S(z) -~ S~(z) so ist 
f ( z - t - I ) = r ( z ) f ( z ) .  Um den in w ~4 bewiesencn Satz anwenden zu 
kSnnen, setzen wir ferner voraus, dass dic rcellcn Theile yon z ~ , . . . ,  z,, 
si~mmtlich kleiner als a, die reellen Theile von z '~ , . . . ,  z" aber s'~mmt- 
lich grssser als a sind, wobei r162 eine gewisse reelle Zahl bedeutet. Alsdann 
ist der reelle Theil von x > o, und somit S(z) und Sl(z) beide conver- 
gent. Ferner verhi~lt sich die Summe f(z) offenbar in dem Parallelstreifen 
(:c < ~'< a-{- i) fiberall regul~r, und ihr absoluter Betrag kann daselbst 
auch nicht iiber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Wegen des in w 14 
bewiesenen Satzes kann also f(z) auf die Form (38) gebracht werden. 

x8. Im Vorhergehenden ist es unentschieden geblieben, ob es, wenn 
lim r ( z ) <  x odor wenn lira r(z) = ~ und zugleich der reelle Theil yon 

x ~ -  I ist, iiberhaupt Functionen giebt, welche die in w 15 unter I., 
II., III. erwahnten Eigenschaften besitzen. Bei dieser Gelegenheit sei be- 
zt~glich des Falles lira r(z) < i nur bemerkt, dass die Untersuchuug des- 

selben mit Halle der vorher betrachteten Reihe Sl(z ) bewerkstelligt 
werden kann. Von welt grSsserem Interesse ist der Fall, wo lira r(z)-~-I 

g = a o  

und zugleieh der reelle Theil yon x < o ist. In diesem Falle giebt es m 
von einander linear unabh'~ngige, der Differenzengleichung 

e(z  -~- I ) =  r ( z ) F ( z ) - - s ( z )  

geni~gende Partialbruchreihen, mit deren Hiilfe man stets eine homogene 
lineare Function bilden kanu, welche die fragliche Gleichung befriedigt, 
auch wenn der Zahler yon s(z) als eine beliebig gegebene Function 
( m - - 2 )  ~" Grades betrachtet wird. Der Fall l i m r ( z ) > i  braucht zu- 

Z 
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n~chst nicht yon dem soeben erwi~hnten getrennt werden. Es wlrd daher 
vorausgesetzt, es sei l im r ( z )  entweder > i oder ---- I, im letzten Falle 

z ~ e o  

abet zugleich x < o. 
Es erweist sich als nothwendig die Ordnungszahlen der yon einander 

verschiedenen Nullstellen yon r (z )  zu beachten. Zu dem Ende setzen wir 

. ._. (Z  - -  Z m )  (~ - ~ , ) . , . . .  ( ~ -  ~,),~ 

C - -  -,) . .  (z - -  ~,1) ----- a (z - -  ~,) ' , . . .  (~ - -  flo)'~ 

wo a ,  , . . .  , % , / 9 , ,  . . . ,  fl~ lauter yon einander verschiedene Grossen be- 
zeichnen. Von nun an werden auch die folgenden Bezeichnungen fest- 
gesetzt (beziehungsweise beibehalten): 

r ( ~  - ~ , )  . . r ( z  - ~ , . )  _ m * , ( ~  - ( ~ , )  . . . r . , : ( ~  - -  ~ , )  F(z) = F ( ~ :  r(z--z~)  - -  v , , (z - - f l , ) . . . I " , , , (z - - ,8~)  ' 

ro(z ) a ( z - - z , ) . . . ( z - - z m )  = a ( z - - a , ) : " . . . ( z - - % ) ~ ' p ,  

r , ( z )=  ( z - - z ; ) . . . ( z - - z ; ) ~ .  ( z - - f l , ) " . . . ( z - - , 8 ~ , ) %  

r(z)  r0(~) s(z) s 0 ( ~ )  R ( z ) =  ' 
- -  r,(~)' --- r,(~)' r ~ '  

= z ;  + . . .  + z :  - -  z, - - . . . - -  z~ = ~,fl, + . . .  + ~f lo-- /~,a ,  - - . . . - - / ~ : ~ .  

Der Einfachheit halber wollen wit voraussetzen, dass unter  den Grsssen 
a ,  , . . . ,  % , / ~  , �9 . . , / ~  keine zwei sich finden, deren Differenz gleich einer 
ganzen Zahl ist. Was weiterhin unter dieser Voraussetzung nachgewiesen 
wird, das gilt mit  unwesentlichen Modificationen auch ftir den Fall, wo 
zwei oder mehrere der genannten Grsssen sich um ganze Zahlen yon 
einander unterscheiden. 

Es sei a irgend eine von den Nullstellen yon r ( z ) u n d  ff die zu- 
gehorige Ordnungszahl. Versucht man die Differenzengleichung 

F ( ~  + , )  = r ( z ) F ( ~ ) - -  s(z)  
oder 

ro(z lF(z  ) - -  r , ( z )F(z  + ,) = s0(z ) , 

wo s0(z ) zuni~chst nur  irgend eine gauze, rationale oder transcendent e, 
Function bezeichnen mag, durch eine Partialbruchreihe der Form 

s ( z ;  ~ )  = - ~  - -  _ ~ u  ~)~ + . . .  +~  . + ~ +  g'(z , 
Z 

v = 0  
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wo die g~(z) ganze rationale Funetionen bedeuten, zu befriedigen, so 
finddt man, ~ dass dies immer und nur  dann msglieh ist, wenn die Con- 
stanten A mittelst  der Gleiehungen 

(50 )  

A(~' = R (a - -  v) A(~ ~-'), ]L 

A (") = R ' ( ~ -  ~) A(,-,, + R ( ~ - - ' " ~ - "  /~) .Zl~-- 1 ~--I --,u 

Ai') = g * - ' ( , ~  - -  ~)A(i , - ,  + 
2 - - 1  

R('-2)(a - -  v) A(~-o 
i t , _  2 ~,_:, + . . .  + R(a--~)Ai'-" 

(v=l,~,3, ..., ~) 

bestimmt werden. Die obigen Gleichungen drt~cken in der That  die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafter aus, dass eine jede der un- 
endlich vielen rationalen Functionen 

A(~) 

A(v_1) 
- -  r ~ ( z )  (~ _-~ u ~)~ 

~i~' )) 
+ . . . +  ~_~+~ l-g~(z 

Ai~-" + .q,_~(z)), I - . . .+~_~+~ (v=l,2, ..., ~) 

welche als Glieder des Ausdruckes r0(z)g(z  ) - -  r~(z)g(z + i) anzusehen 
sind, eine ganze Function sein soil, und dies ist wiederum, wegen un- 
serer Voraussetzung tiber die Null- und Unendlichkeitsstellen yon r(z) ,  
dann und nur  dann der Fall ,  wenn eine jede der Functionen 

A(v) A~V) ) ( A ( v - 1 )  A~V-l) ) 
R(z ~'" -- 

(v=1,2,..., ~) 

beztiglich nach positiven ganzen potenzen yon z - - a +  ~, v -~ I ,  2 , . . . ,  co, 
entwickelt werden kann. Entwickel t  man nun diesen Ausdruck nach 
ganzen Potenzen yon z -  a + ~ und setzt die Coefficienten der negativen 
Potenzen gleich Null,  so bekommf man in der That  die Gleichungen (50). 

VermSge der Gleichungen (5 o) bestimmen sich A ( ~ ) , . . . ,  A~ ~) (v = I ,  

. .  A~ ~ denen 2,  . ,  cx~) als homogene lineare Functionen yon A ~ ) , . . . ,  
man aber beliebige Werthe ertheilen kann. Dem MITTAG-L~.rFL~R'sehen 

t C. f. Zur Theorie der Oammafunelion. Bd. 8 dieaes Journals S. 4 8. 
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Satze gemass k~nnen nachher die g~(z) immer so angenommen werden, 
dass S(z;a) eine gleichmassig eonvergirende Reihe wird. 

Die in den Gliedern yon S(z;a) vorkommenden ganzen Functionen 
g,(z) k0nnen alle identisch gleich Null gesetzt werden, falls die so ent- 
stehende Reihe gleichmassig convergirt. Dies ist stets der Fall, wenn 
lira r ( z ) >  i i s t ,  was in meiner Arbeit Zur Theorie der Gammafunction 
z=oo 

nachgewiesen ist. Der Beweis soll jetzt so geftihrt werden, dass die Con- 
vergenz der Reihe 

- "  A--. . .  + 
V~O 

auch in dem Falle ersiehtlich wird, wo l i m r ( z ) =  i und gleiehzeitig 

der reelle Theil yon z < o ist. Es soll weiterhin unter 8(z;a) immer 
eine Reihe der Form (51) verstanden werden, deren Constanten A die Be- 
dingungen (5 o) erfiillen. 

Wird R(z) in der bekannten Form einer Summe von Part ialbrachen 
und einer ganzen Function dargestellt, so muss die ganze Function, wcil 
lim r ( z ) >  i ist, sich auf eine Constante reduciren. Werden sodann dutch 
Z=Ct~ 

Differentiation ~hnliche Ausdr/~cke far  die Ableitungen yon R ( z ) e n t -  
wickelt, so leuchtet unmittelbar ein, dass die entsprechenden ganzen Func- 
tionen identisch gleich Null sind, sowie auch, dass die Ungleiehungen 

d C " '"  ]R("-"(a v) J < l ' ~ - - ~ t '  [ R ' ( a - - v ) l  < l a _ v l ,  , , - -  ( ~ , 2  ..... ~, 

bei passender Bestimmung yon C stattfinden. Aus den Gleichungen (5o) 
folgt nun 

IA';)I = l t t ( ~  - -  ~ ) .4 ' ; - ' )  I 

1"" 01.4',:-"[ ' '~'- '1 < I ~ - - , ' ?  + IR(,x - -  v).A~_-;)J 

c]a';-"l 

Aeta mathematiea, lg .  I m p r i m 6  le 24 octobre  1891. 46 
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Es ist also 

Hi. biellin. 

( , / 1 -  I )O'  t ,, 
I-a',:'l + . . ' +  [ 4 " 1  < I R ( " - - " ) l  + Ia--;[,/tlA"-"I-,, + . . .  + I .a~'-"I)  �9 

Hieraus erhellt  nun schon, dass S(z;a),  wenn l i m r ( z ) >  i ist, uribedingt 

und gleichml~ssig convergirt. Ist aber lira r ( z ) =  r, so schreiben wir die 

obige Ungleichung in folgender Gestalt 

A(~'J +.. '+ 14"'i < Ia(~'--")[( ' ~ (~'-'~':lr(~'--~)l) A;-"I ' - ~  Io-,,l" (I + . . .+  I.at-"l). 
Daraus ergiebt sieh 

i i~l l  

I.as 1 + . . .+  14~'1 < (la',,~ + . . .+  1A;~ a(,,--,~)l(, + 
( f f-  ,)Olr(a-,~){ 

Benutzt man die in w I7 enthaltene Gleichung (49), wo start z a zu 
schreiben ist, so folgt 

I.a';'l + . .  + I.a;"l < K l(~--%-~-" �9 I \~ , - -  , '/ I '  

wenn K eine Zahl bezeichnet, welche die Bedingung 

(la'~ I + """ + I A;~ I I  I ~'(~--'~)1( ' ~ - o  + (ff--')olrfa-'~)II~=~i]' ) < K 

ftir v ------ I , 2 ,  . . . ,  c~ erffillt. Es ist somit, wenigstens filr hinreichend 
grosse Werthe yon v: 

(z--a+v)~ + " ' + z - - a + v  z - -a+~ 

Ist ~lso d e r  reelle Theil yon x < o, so ist 8(z;a)  auch im Falle 
l l r a r ( z ) = i  in der N~he jeder yon z----- a ,  a - -  I , a - -  2 , . . .  ver- 

schiedenen Stelle unbedingt  und gleichmassig convergent. Es soll bei 
dieser Gelegenheit nicht naher er0rtert werden, ob es auch immer eine 
ffir die Convergenz yon 8(z;a)  nothwendige Bedingung sei, dass der reelle 
Theil von z < o ist. Dass dies aber jedenfalls zur Convergenz sdmmtlicher 
zur Stelle z ~ a gehsriger Reihen 8(z; a) nothwendig ist, geht indessen 
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: M(2~ 2/(~ ~ o leicht hervor. durch die Annahme A~ ~ I ,  , . . . ,  
Durch diese Annahme entsteht ni~mlich eine divergirende Reihe, wenn 
der reelle Theil yon z > o ist. Im Nachstehenden sei also dieser Theil 
< o, wenn l i m r ( z ) =  i ist. 

Z ~ o o  

Es soll jetzt die durch die Gleichung 

So(Z;a) = r o ( Z ) g ( z ; a ) - - r , ( z ) S ( z  + I ;a)  

definirte ganze Function 

( A(0) 
s0(z;~) = r0(z ( ~ _  ~)~ - -  + �9 �9 �9 + ~ _ - 2 - ~ , ,  

betrachtet werden. In Fo lge  der Gleichungen (50) ist jedes Glied der 
rechten Seite eine ganze rationale Function, deren Gradzahl offenbar 
hschstens gleich m ~  i sein kann, wenn m wie fri~her die Gradzahl yon 
r0(z ) bezeichnet. Da die Reihe 8(z; a) gleichmassig convergirt, so ist dies 
auch mit der Reihe s0(z; ~) der Fall, und sie l~sst sich somit nach Po- 
tenzen yon z entwickeln. Dadurch bekommt man aber eine ganze ratio- 
nale Function yon hsehstens ( m -  x) t~" Grade. 

Ist also l imr (z )  entweder > i oder : I und im letzten Falle der 

reelle Theil von x < o, so befriedigt die Reihe 8(z; a), deren Constanten A 

durch die Gleichungen (50) bestimmt sind, eine Gleichung 

+ 

wo der Zahler yon s(z) eine ganze rationale Function yon h6chstens ( m - - i )  re" 

Grade ist. Zu diesem Satze gehOrt der folgende Zusatz: Ist  lira r ( z ) =  i, 
z ~ a o  

so ist die Gradzahl des Zcihlers yon s(z) niemals grSsser als m ~ 2. 

r ( ? ) ( ~  - -  ~) r l  '~) (~  - -  ~) 
Ist niimlich limr(z)-----~=~ I, so ist lm - - I =  lS  Oer 

Coefficient von z a-1 im (v "4-I) re" Gliede der Reihe s0(z;a ) wird duher 
gleich A(~)__ ~2~-~), w'~hrend er im ersten Gliede den Werth A~ ~ hat. 
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Ordnet man also die ganze Reihe nach Potenzen yon z, so erhMt der 
Coefficient yon z "'-~ den Werth 

Ai ~ + ( A i , - -  ~ + ( a i " - -  Ai') + . . . .  o. 

19. Nach dem Vorhergehenden geh6ren offenbar zu jeder /l-fachen 
Nullstelle z - ~  ~ der rationalen Function r (z)  # von einander linear un- 
abhnngige Part ialbr~chreihen S(z;a),  welche die Gleichung (52) befriedigen 
und dutch welche jede andere zu derselben Stelle gehsrige Reihe als 
homogene lineare Function ausgedrackt werden kann. Setzt man nach 
einander a -~ a 1 , . . . ,  ap, so bekommt man p Gruppen yon Reihen. Nimmt 
man aus jeder solchen Gruppe (u) # linear unabhiingige Reihen heraus, 
so bekommt man im Ganzen I~1 + P2 + " "  +/~p = m linear unabhangige 
Part ialbruchreihen,  welche im Folgenden mit  S l ( z ) , . . . ,  S,,(z) bezeichnet 
werden sollen. Setzt man, unter (~, . . . ,  Cm constante Grsssen verstehend: 

S(z)  = qS~(z)  + C'~S~(z) + . . .  + C,,,S~(z), 

so ist offenbar r l (z)S(z  + 1 ) =  r o ( z ) S ( z ) ~ s o ( z  ), wo s0(z ) eine ganze 
rationale Function yon hSchstens ( m ~  I) t~ oder (m ~ 2) t~ Grade be- 
zeichnet, je nachdem l i m r ( z ) >  i oder = i ist. Es muss abet bewiesen 

werden, dass die Constanten C immer derart bestimmt werden k0nnen, 
dass s0(z ) gleich jeder beliebigen ganzen Function wird, deren Gradzahl 
im ersten Falle gleich oder kleiner als m ~ i und im zweiten Falle gleich 
oder kleiner als m ~  2 angenommen werden kann. Zu dem Ende be- 
merken wir zunachst, dass die Reihen S~(z), . . . ,  Sin(z) in beiden Fallen 
offenbar alle drei in w 15 unter I., II., III. erwahnten Eigenschaften be- 
sitzen; zugleich ist uuch unmit te lbar  ersichtlieh, dass lira S (z + v) = o ist. 

Z ~ o  

Es sei 
+ = . . . . .  

die zur Reihe S~(z) geh0rige Differenzengleichung und A die Determi- 
nante der ganzen Functionen s ~ ( z ) , . . . , s , , ( z ) ,  h n  Falle l i m r ( z ) =  x 

g = a o  

ist offenbar & ~ o. 
Ist abet lira r (z)  > i, so kann A niemals gleich Null sein, wenn die 

Z ~ o O  

S,(z) yon einander linear unabhdnyig s~nd. Denn ware A = o, so best~nde 
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eine Identitit C~s~Iz ) Jr- . . .  + C~sm(z)  = o,  wo die C nicht alle gleich 
Null wr~ren. Dann warde aber S(z-1- i ) =  r (z )S(z )  sein, und somit 

S (z + ~) 
S(z) = r(z)r(z q- 1) . . . r (z  -b ~-- i~)' 

wie gross auch ~ sein mag. Da der Nenner der rechten Seite wegen der 
Voraussetzung lira r (z)  > i mit wachsendem ~ ohne Ende wachst, wahrend 

g ~ e ~  

der Z'ihler sich gleichzeitig der Null nahert, so mt~sstc S(z)identisch 
gleich Null sein, und somit auch eine lineare Gleichung zwischen den 
Reihen S~(z) bestehen, was wider unsere Voraussetzung ist. Es muss also 
in dem fraglichea Falle wirklich A yon Nu l l  verschieden scin. Ist aber 
A yon Null verschieden, so ksnnen die Constanten C immer und nur 
in einer Weise so bestimmt werden, dass Cls,(z ) -4- . . . -k  Cms , , ( z ) -~  s0(z ) 
wird, wenn s0(z ) eine beliebig gegebenc ganze Function yon h0chstens 
( m -  I) re" Grade bezeichnct. 

Nunmehr sei lim r(z)----- i und somit A -----o. Alsdann k0nnen die 

e so bestimmt werden, dass C~sl(z ) - I - . . .~  6~s~(z)identisch verschwindet, 
ohne dass alle C gleich Null sin& Dcr Ausdruck S(z) besitzt aber dann 
alle drei in w 7 unter I., II., III. erwihnten Eigenschaften und muss daher 
nach w 9 auf die Form 

(5b  O r ( z )  = C, Sl(z) + . . .  + C,,So,(z) 

gebracht werden ksnnen. Die Constante C kann nicht gleich Null sein, 
well die S~(z)n~ch unserer Voraussetzung linear unabhangig sin& (Ein 
ganz specieller Fall dieser Gleichung ist die bekannte Partialbruchent- 
wickelung des EuLen'schen Integrals erster Gattung.) Da die in Gleichung 
(53) vorkommenden Constanten Ci nicht alle gleich Null sind, so sei C~ 
yon Null verschieden. Bezeichnct nun A'  die Determinante der ganzen 
Functionen s ~ ( z ) , . . . ,  s,,_~(z), so kann A'  nicht gleich Null sein. Denn 
w~re A ' ~  o, so bestinde eine Identitat C~s~(z)-1-...-[-C:~_~s,~_~(z)=o, 
wo die C' nicht alle gleich Null waren. Dann h~itte man nach w 9 

(54) C T ( z )  = C ;8 , ( z ) - -1 -  . . .  --}- C~,_,S.,_,(z), 

u n d e s  konnte C' nicht gleich Null sein, well die S~(z)linear unabh~ngig 
sind. Aus (53) und (54) wllrde nun zwischen 8 , (z) ,  . . . ,  Sa(z) eine ho- 
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mogene lineare Gleichung folgen, wo wenigstens der Coefficient yon gin(z) 
einen yon Null verschiedenen Werth besassc. Es Russ also wirklich ~ '  
yon Null verschieden sein. Ist aber dies der Fall, so ksnnen die C immer 
und nut  in einer Weise so bestimmt werden, dass 

c , s , ( z )  + . . .  + 

wird, wenn s0(z ) eine beliebig gegebene ganze Function yon h0ehstens 
( m -  :)ten Grade bezeichnet. 

Auf Grund des oben Dargelegten kann nun der am Ende des vorigen 
Paragraphen bewiesene Satz durch den folgenden erganzt werden: 

Ist l imr(z)  entweder > i oder = I und im letzten Falle der reelle 
Z ~ c ~  

Theil yon x < o, bezeichnet ferner so(z ) eine 9anze rationale Function, deren 

Coefficienten als unbestimmte GrG"ssen betrachtet werden und deren Gradzahl 

im ersten Falle gleich m -  I, im zweiten aber gleich m -  :. angenommen 

wird, so wird die Gleichung 

r ,(z)S(z -]- I ) =  r o ( z ) S ( z ) - - s o ( z  ) 

bei passender Bestimmung yon C~, . . . ,  C~ yon dem Ausdrucke 

S(z)----C,S~(~) + C,S,(z) + . . .  + C~S~(z), 

wo 8 ~ ( z ) , . . . ,  8,~(z) die oben angegebene Bedeutunq haben, befriedigt. Der 

Fall lira r(z) ---- i ist dadurch bemerkenswerth, dass s0(z ) bei passender Be- 
Z ~ tJO 

stimmung yon C~ , . . . , C,~ identisch verschwinden kann, was dageqen im FaUe 

l i e  r ( z ) >  i niemals mO'glich ist. In  jenem Falle besteht daher stets, in 
JC ~ v o  

diesem aber niemals eine homogcne lineare Gleichung zwischen dem Ausdrucke 

F(z)  und den m Reihen Sl(z) ,  . . .  , S~(z). 

20. Die in die~m Abschnitte erhaltenen Resultate wollen wir jetzt 
zusammenfassen. Dabei wird der Zahler s0(z ) yon s(z) als eine beliebige 
(unbestimmte) ganze Function yon h0chstens (m-- I) 'en oder ( m -  2) ten Grade 
l~etrachtet, je nachdem lim r(z) entweder > i oder i i s t .  Im fibrigen 

werden selbstverstandlich in Bezug auf r(z) und s(z) die fr•heren Vor- 
aussetzungen (w I5) festgehalten. Wenn im Folgenden yon Partialbruch- 
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reihen die Rede ist, so kommt noch die Voraussetzung hinzu, dass unter 
den Null- und Unendlichkeitsstellen von r(z)  keine zwei sich finden, deren 
Differenz gleich einer ganzen Zahl ist. Es ist indessen nicht schwer zu 
findcn (w I8), dass die folgenden Resultate im wesentliehen noch bestehen 
bleiben, wenn diese Voraussetzung nicht gemacht wird. Die im Folgenden 
angewandten Bezeichnungen sind fftiher erklart; insbesondere hat die Zahl 
p die in w io festgesetzte Bedeutung. Es sind zwei Hauptfalle zu be- 
achten: je nachdem l imr (z )  > i oder = i ist. 

I. Ist lim r ( z ) >  i, so  sind die beiden Ausdrlicke 

�9 A, Ap 
.[/'( Z ) --~ aZF ( z ) s i n  7r(z - -  c~) . . . s m  ~r(z - -  cp)[s in  ~r(z , c,) .-~ . . . -{- Sin ~(z--cp5] 

~0 s(z + ~) 

- -~ -a*F(z )  s i n , - r ( Z - - C l ) . ,  sin 7r(z-- c )F A. -t- + A, ] 
�9 v ks in~(z-  c,) "'" sin ~(z-- e~}j 

+ c,S,(~) + c,s ,(~) + . . .  + c~s~(~) 

stets convergent und besitzen die in w I5 unter I., II., III. erwahnten 
Eigenschaften; umgekehrt lasst sich auch jede Function mit den fraglichen 
Eigenschaften in diesen beiden Formen darstellen. (Ist m = n, so ist 
p = I zu setzen.) 

II~. Ist lim r(z) I und hat gleichzeitig d e r  reelle Theil yon z 

einen zwischen o und - - I  liegenden Werth, so gilt yon den beiden Aus- 
drticken 

~'~ ~(~ + ~) = CF(~) + c~S~(~) + C~S,(~) + . . .  CF(z) + 
v=O 

. . .  + c~s~(~) 

alles, was unter I. bezt~glich F ( z )  gesagt worden ist. 
II 2. Ist l imr(z)- -~ I und der reelle Theil yon z ~ o ,  so gilt von 

dem Ausdrueke 
s (z + v) 

CF(z) -]- r(z)r(z ~- ])-: . :r(z + ~) 

alles, was unter I. bezliglich F ( z )  gesagt worden ist. 
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II~. Ist lira r ( z )= :  i und der reelle Theil yon x~< ~ I, so gilt yon 
Z ~ a o  

dem Ausdrucke 

CF( ) + + + . .  + C,oSo( ) 

alles, was unter I. bez(iglieh F(z)  gesagt worclen ist. 
Die Anzahl der unbestimmten Constanten, welche in dem unter II~ 

(und II~) auftretenden Ausdrueke vorkommee, ist nur dem Schei~e n~ch 
gleich m + I, in der That aber gleich m. Dies ergiebt sich daraus, dass 
die m + I Functionen F(z) ,  8~(z), . . . ,  8~(z) nicht yon einander linear 
unabhangig sind. 

I V .  

~?be~" die B e z i e h u n g  zwisc Iwn  den Gamma)Cunctionen u n d  den 
Yntegralen de~" D t f f  erentialgleichunff  

, ~ d y  . . ~ e l , , ~ t  
(ao - -  boZ)y + (a, - -  o , x ) x ~  + . . .  + ( a ~ - - ~ , , x ) x  d f i  = o. 

2I. [n einer fr(iheren Arbeit 1 habe ich den innigen Zusammenbang 
dargestellt, welche zwischen den Gammafuncdonen und den Integralen der 
obigen Differentialgleichung stattfindetl Ein ganz specieller Fall dieser 
Differentialgleichung ist die der hypergeometrischen Reihe. In der grund- 
legenden GA•ss'schen Abhandlung fiber die genannte Reihe uird die Func- 
tion II(z)-~ F(z + i) aufgestellt und ihre wichtigsten Eigenschaften er- 
mittelt. Der Werth der Reihe F(a ,  f l ,  "f, x) ftir x ~ i wird sodann mit 
Leiehtigkeit auf diese Function zurfickgefi~hrt. In ganz i~hnlicher Weise 
kann nun die H-Function auch in der Theorie der obigen allgemeineren 
Differentiatgleichung benutzt werden. Die Anwendbarkeit der Function 
ill dieser Hinsicht soll jedoch nieht in der vorliegenden Arbeit verfolgt 
werden. Anstatt dessen wollen wir vervollsthndigen, was in einer frl~- 
heren Arbeit 1 fiber den Zusammenhang zwischen der Gammafunction und 

t (Tber einen Zusammenhang xwisehen gewissen tinearen Differential- und Differenxen- 
g~ichungen. Bd. 9 dieses Journals. 
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der obigen Differentialgleichung dargestellt worden ist. Dieser Zusammen- 
hang kann folgenderweise angegeben werden. Bezeichnet y eine in passender 
Weise gew'~hlte Lssung unserer Differentialgleichung, und wird das Integral 

f y:~"-~ dr, 

zwischen zwei singularen Stellen der Differentialgleichung genommen, so 
kann dieses Integral, wenn es i~berhaupt einen bestimmten Sinn hat, durch 
die Gammafunction ausgedrtickt werden. Ist insbesondere b,~ = o (und a m 
reel), in welchem ~'alle nut  zwei singuldire Stellen x ~= o und x ~- r sich 

finden, so hat das Integral 

yX ~-1 d~ 

t) 

bei passender Wahl yon y stets einen bestimmten Sinn, wenn zugleich der 
reelle Theil yon z hinreichend gross ist, und kann dutch die Gammafunction 
in folgender Weise ausged~ckt werden 

=- a 'F(z) sin ~r(z 

y x  z-1 dX 
0 

- -  c , ) . . ,  s in  # ( z  - -  c')[-s-i" ~ - - L  
C 1 ) 

A p  - 1  + 
�9 �9 �9 -i- s in  ~r(. - -  c~ i ] '  

wo F(z) und p ihre fri~her festgesetzten Bedeutungen haben. Dies ist a. a. O. 
nicht bewiesen. Es giebt im Allgemeinen p yon einander linear unab- 
hangige Integrale y, filr welche eine solche Gleichung besteht, und ftir 
welche somit lira x~y ~ o ist, wie gross auch k sein mag. 

Da die Differentialgleichung der Exponentialfunction e -~ ein specielIer 
und zugleich der iiberhaupt einfachste Fall unserer Differentialgleichung ist, 
so behaupten wit also mit andern Worten, dass die im Frage stehenden 
bestimmten Integrale dutch das einfaehste unter ihnen 

oo 

0 

ausgedrQckt werden ksnnen. 
In diesem Paragraphen sollen zun~chst einige Formeln entwickelt und 

Bezeichnungen festgesetzt werden. 
~cSa mathemat~oa. 10. Imprim6 le ~1 novembre 1891. 4~ 
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Im Folgenden wird stets vorausgesetzt, dass am einen yon Null ver- 
schiedenen Worth hat. Dagegen kann b. auch gleich Null  sein. Unter 
b~ soll weiterhin die erste yon den Grsssen b,~, b.~_l, �9 . . ,  b0 verstanden 
werden, welche von Null  verschieden ist. Ist n ~ m, so hat unsere Diffe- 

a,n 
rentialgleichung drei singul~re Stellen: x = o ,  x ~ b-~ ~ a und x ~ c~. 

Ist n < m, so hat sie deren nur  zwei: x = o und x ~ oo. 
Weil a.~ yon Null  verschieden ist, so besitzen die Integrale unserer 

Differentialgleichung bekanntlich die Eigenschaft, nach Multiplication mit  
einer passenden Potenz yon x, in der Umgebung yon x ~ o endlich zu 
bleiben, und ksnnen in dieser Umgebung durch eine Summe yon Reihen 
der Form 

QO 

( s s )  vp = x'v_X0[c':) + ~:)logx + . . .  + o:_,,(log~)~-']~ v 

dargestellt werden, wo p eine Wurzel der zum singul~ren Punkte  x = o 
geh6rigen Fundamentalgleichung der Differentialgleichung bedeutet. Ist 

n = m, so ist der Convergenzradius R der Rcihen yp gleieh ~ .  Ist 

n < m, so ist R = c~, d. h. die Ye sind bestandig convergirende .Reihen. 
Durch die Substitution x ~ t -~ geht die Differentialgleichung 

(56) (a o - -  box)y .+- (a, - -  b ~ x ) x ~  .+ . . .  .+ ( a , , -  b,,,x)x ''-d~ydx,,, ---- o 

in eine Differentialgleiehung derselben Form fiber: 

(57) (~0 - Bot)y + ( ~  - B~t ) t~  + . . .  + ( a , , , -  B , . t ) t , , ~  ----- o. 

Die Constanten A und B lassen sich mit  Hfilfe der folgenden in Bezug 

auf p identischen Gleichungen berechnen: 

(58) r o ( - - p )  = a o + a,p + a ~ p ( p - -  I) + . . . +  a , ~ p ( p ~  x ) . . . ( p ~ m  + i) 

= B o - -  e~p + B~p(p + i) + . . .  + ( - -  ~)'~B,~p(p + ~) . . .  

�9 . . ( p  -[- m - -  I ) ,  

(59)  r~(--p--  ~)=b0 +b~p+br ~)+...+b~p(p-- ~).. .(p--m+ x) 
---- A o - -  A~p + A2p (p - -  x) + . . . +  ( ~  I )" A,,,p (p + i ) . . .  

�9 . . 0 ,  + m - -  x). 
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Es sind somit bm und Am beide gleichzeitig Null oder yon Null ver- 
schieden. Ist also b~ yon Null verschieden, so sind x = o und x = oo 
singulAre Stellen derselben Beschaffenheit. Die Integrale der Differential- 
gleichung (56) lassen sich dann in der Umgebung der Stelle x = oo 
durch eine Summe yon Reihen der folgenden Form ausdrt~cken 

I / I "  k - - l - I / I  \ v  
y,,,----(~)Ps [~")+ ~ ' ) l og~  + ... + C,~_,tlogTr ) Jr;)' 

v=O 

wo p eine Wurzel der zum singularen Punkte x = oo gehSrigen Funda- 
mentalgleichung bedeutet. Diese Reihen convergiren, wenn Ixl > R ist. 
Es ist offenbar r 0 ( - - p ) =  o die zum singul~ren Punkte x-----o uind 
r l(  p - - i ) =  o die zum Punkte x = oo gehSrige Fundamentalgleichung. 

Ist aber bm und somit auch Am = o, so ist die Beschaffenheit der 
Stelle x = oo eine ganz andere als vorher, in w 24 soll sie in einer 
gewissen Beziehung charakterisirt werden. Dabei wird die Gammafunction 
eine eigenthamliche Anwendung finden. 

Durch die Substitution x----at werden die Constanten a der Diffe- 
rentialgleichung (56) nieht verl~ndert; die b gehen abet in boa, bla,...,b,,~ 

a m  aber. Deshalb ksnnen wir weiterhin voraussetzen, dass ~ - =  ( - -  I)m-~a 

ist, wo a eine reelle positive Zahl bedeutet. Ferner nehmen wir an, dass 
die bestimmten Integrale, yon denen die Rede sein wird, l~ngs einer die 
Grenzen verbindenden Geraden erstreckt sind. Bei den ferneren Integra- 
tionen ist demnach x eine reelle VerAnderliche. 

Stellt man die durch partielle Integration erhaltene Gleiehung 

x 

f x'+"v"'dx = ~'*~v ( ~ - ' -  (z + v)~'+"-'v ("-~, 
o 

+ (~ + ~ - -  ,)(~ + ~)x'+"-~v ("-~, + + (--  ,)"-'(~ + :)(~ + 3)...(~ + ,~),'+'v 

mit der Gleichung 

+ (-- ~)"(~ + ~)(~ + ~)...(~ + v)f~'vd~ 
o 

x x 

0 o 
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zusammen, so ergiebt sich 

x 

(60) ,:,(~) f v ~  = ~o(~) f v~'- 'd~- ~-'~o(~, ~), 
0 0 

wo to(z) ,  rx(z),  So(Z , x) die folgenden Ausdracke bezeichnen 

(6,)  ro(~) = ao - - . ~  + a,~(~ + ,) + . . .  

. . .  + ( - -  , ) ' a . z (z  + , ) . . .  (z + m - -  ,), 

(62) r ,(z)  = b o - - b , ( z  + I) + b,(z + I)(z + 2) + . . .  

. . .  + ( - -  I).b.(~ + ,)(~ + 2 ) . . .  (~ + ~), 

(63) s0(z, x)----- 90 + f'x z + ' "  + r  z ' - l .  

Die Grsssen 9~ sind in Bezug auf y ,  y ' , . . . ,  yr lineare Fune- 
tionen, deren Coefi]cienten abet ganze rationale Funetionen yon x sind. 
Insbesondere hat 9~._1 die Form 

(64) 99._1---- ( - -  i ) ' ( a .  - -  b.x)xy. 

Unter den Gr0ssen 9 % , . . . ,  9n,-1 ist 9o die einzige, welehe die ( m ~  I) *~ 
Ableitung yon y enthMt, und zwar ist der Coefficient yon y( ' - l )g le ieh 

(6s) - -  ~ - ( . . - -  b.~). 

Es ist, wie sehon gesagt wurde, 

ro ( - -  z) = a . + a,z + a , z ( z - -  I) + . . .  + a . , z ( z - -  , ) .  . . ( z - -  m + i ) = o  

die zum singul~ren Punkte x ~ o und, wenn n = m ist, 

r ~ ( z - - i )  = b0--blz  + b,z(~ + ,) + . . . +  ( - -  , )%z(z  + , ) . . . ( ~ +  n - - , )  = o 

die zum singularen Punkte x ~ oo gehSrige Fundamentalgleichung. Setzt 
m a n  

ro(z) = ( - -  ~)'~,(z  - -  ~1)(~-- z , ) . . .  (~ - -  , .) ,  

r~(z) = ( - -  ~)"b. (~-- ~;)(~-- ~;)... ( ~ -  z'.), 

so sind die Wurze ln  der erst genannten Fundamenta lg le ichung: - -z l ,  
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? ! 
- -  z ~ , . . . ,  ~ zm, und die der letzteren z~ + I ,  z,-4- ~ , . . . ,  z, + i .  Auch 
weiterhin sollen die folgenden Bezeichnungen beibehalten werden: 

r ( z )  r0(z) ( z  - -  z , ) ( z  - -  z , ) . . .  ( z  - -  z ~ )  
= r - ~  = a ~ _ ~ ; ) ( z "  , ; ) . . .  (~ - -  ~) ' 

t t x = z~ + . . .  + z ,  ~ z~ ~ . . .  ~ z m  = - -  

Ist n = m ,  so ist offenbar 

b._~ am_~ { . . ~ n ( . * - - I )  n ( n +  l )  

bn am 2 2 

(66) p ( p  - -  (p - -  + 2)(p + + i )  = o 

die zum singularen Punkte  x = a gehsrige Fundamentalgleichung. 
Aus der allgemeinen Form (55) der Integrale unserer Differential- 

gleiehung in der Umgebung der Stelle x = o geht hervor, dass der reelle 
Theil yon z = r  iC im Allgemeinen grOsser als die entsprechenden 
Theile von z l , . . . ,  Zm vorausgesetzt werden muss, wenn die in Gleichung 
(6o) vorkommenden Integrale einen best immten Sinn haben sollen. Es 
soll weiterhin mit  ~ die im algebraischen Sinne grOsste Unter den reellen 
Theilen von Zl, . . . ,  zm und mit  ~' die kleinste unter  den reellen Theilen 
yon z ; , . . . ,  z" zu findende Zahl bezeichnet werden. 

Es giebt ftberhaupt nur zwei FMle, wo der in Gleichung (6o) vor- 
kommende Ausdruck x"-ls0(z, x) in Bezug auf die Gr~sse z rational 
werden kann. Entweder  muss x = I gesetzt werden, oder es muss x 
einen solehen Werthe  erhalten, dass s0(z , x) identisch versehwindet. 

22. In diesem Paragraphen "setzen wir voraus, es sei n = m. Die 
zum singularen Punkte  x = a der Differentialgleichung (56)gehor ige  
Fundamentalgleichung (66) hat  die Wurzeln o ,  i ,  2,  . . . ,  m - -  2 ,  - -  x - -  i. 
Das zur Wurzel p = - - x - -  I geh5rige Integral,  welches mit  ~ bezeichnet 
werden soll, ist nun besonders bemerkenswerth. Soll das Integral  

(67) f ( z )  = f 
0 

wo ~'> ~ ist, einen bestimmten Sinn haben, so ist es offenbar nothwendlg 
und zugleich much hinreichend, class tier reelle Theil yon x < o ist. 
Uberdies wollen wir aber in diesem Paragraphen noch voraussetzen, dass 
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z -  I yon den abrigen Wurzeln der Gleichung (55) verschieden ist, 
d. h. dass z gleich keiner der Zahlen - - I , - - 2 , . . . , ~ m  T I i s t .  Dann ist 

= _ _  _ _  

wo ~ eine nach positiven ganzzahllgen Potenzen yon a - - x  fortschreitende 
l~eihe bezeichnet, deren constantes Glied von Null verschieden ist. 

Aus Gleichung (6o), wo y----7/ zu setzen ist, geht hervor, dass 
lira s0(z , x) endlich sein muss. Es soll bewiesen werden, dass diese Grenze 

X ~ I  

identisch gleich Null ist. Zu dem Ende beaehte man, was schon im 
vorigen Paragraphen hervorgehoben wurde, dass ~o , . . . ,  ~ - 1  in Bezug auf 
7/, 7/, . . . ,  ~(~-~) als homogene lineare Functionen betrachtet werden ksnnen, 
deren Coefficienten ganze rationale Functionen yon x sind, sowie auch, 
dass die ( m - - I )  tr Ableitung ~('~-~) nur in ~% enthalten wird. Well 
ferner ~(~)--~ (a ~ x ) - ~ - ~ - l ~ ( a -  x) gesetzt werden kann, wo ~ eine ge- 
wOhnliehe Potenzreihe bezeichnet, so kann s0(z , x) auf die folgende Form 
gebracht werden 

(68) s 0 ( z ,  x)  - -  (a - -  + r + . . .  + 

wo ~ 0 , " ' ,  ~ - 1  nach positiven ganzzahligen Potenzen yon a - - x  ent- 
wickelbare Functionen bezeichnen. ]st nun der reelle Theil yon x < -  m, 
so geht die l~ichtigkeit unserer Behauptung aus (68) unmittelbar hervor. 
1st der reelle Theit yon z-------m, so werden ~7, :7 ' , . - - ,  ~(~-:), nicht 
abet ~2 (a-~), gleich Null ft~r x = a. Dasselbe ist daher auch mit den 
Functionen ~1, . . . ,  ~m-1 der Fall, da sie nut  7], . . . ,  7] (m-2), nicht aber 
~('~-1) enthalten. Es muss indessen auch F0 ft~r x----a verschwinden, 
was sich daraus ergiebt, dass 7/(m-~) mit dem Coefficienten (65) multipli- 
cirt ist, und dieser Coefficient ist Null ffir x ~ a, wahrend 7/m-l) nicht 
unendlich ist. Aus Gleichung (63) geht nun die Richtigkeit unserer Be- 
hauptung auch in dem fraglichen Falle hervor. 

Nunmehr sei z eine Grssse, deren reeller Theil einen zwischen o und 
m liegenden Werth hat, und es sei der imaginare Theil yon x jedes. 

real yon Null verschieden, wenn der reelle Theil gleich irgend einer der 
Zahlen - - I , - - 2 , . . .  , - - m - ] -  I i s t .  N~hert sich nun x der Stelle a, 
so nahert sich so(z , x) wegen (6o) gleichzeitig einer bestimmten endliehen 
Grenze, wahrend jedoch (a ~ x) -~-~ ohne Ende wachst. Es muss somit 



Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen erster Ordnung. 375 

der  in (68) Vorkommende Klammerausdruck ftlr x ~ a gleich Null sein. 
Weil dies fiir unbestimmte Werthe yon z stattfindet, so massen ~ 0 , ' " ,  
$~-1 den gemeinschaftlichen Factor a -  x enthalten, und es kann dem- 
nach so(z , x) auf die folgende Form gebracht werden 

(69) s0(z , x) = ( a - - x ) - ' - ~ + ~ ( ~  o -[- r n u . . .  n u ~'_~za-x), 

wo die ~' nach positiven ganzzahligen Potenzen von a - - x  entwickelbare 
Functionen bczcichnen. Ist nun der reelle Theil von x < -  m-1- i, so 
ist offenbar so(z, a) identisch gleich Null. Hat der reclle Theil yon z den 
Werth - - m ~  i, so ist der absolute Betrag des Ausdruckes ( a - - x )  -~- ' ' -~  
zwar gleich Eins, der Ausdruck selbst aber nahert sich, weil der imagi- 
hare Theil yon x nicht gleich Null ist, keiner bestimmten Grenze, wenn 
x sich der Stelle a hi, herr. Es muss also wiederum der in (59) vor- 
kommende Klammerausdruck far x ~ a und far unbestimmte Werthe 
yon z gleich Null sein, etc. Durch wiederholte Anwendung dieser Schluss- 
folgerungen ergiebt sich offenbar, das so(z, a) in allen den FMlen identisch 
verschwindet, wo der reelle Theil yon z < o ist, wahrend x selbst einen 
yon den ganzen Zahlen - -  I , - -  : , . . . , - - m  + I verschiedenen Werth ha t .  

Ist x gleich irgend einer der genannten Zahlen, so ist p - ~ - - x - - i  
eine zweifache Wurzel der Gleichung (65), und dann hat es keinen Sinn, 
yon einem einzigen zu dieser Wurzel geht~rigen Integrale zu sprechen. 
Bei dieser Gelegenheit wollen wir diesen Fall keiner n~heren Ersrterung 
unterziehen. 

Es sei also fortw~ihrend der reelle Theil yon z < o und x selbst 
von den ganzen Zahlen ~ i , - - 2 , . . . , - - m - ] -  r verschieden. D i e  
durch (57) definirte Function f ( z )  hat alsdann far ~'> ~ einen bestimmten 
Sinn, u n d e s  ist 

f (z  + I) = r ( z ) f ( z ) .  

Da die Veranderliche x reel ist, so kann der absolute Betrag yon f ( z ) ,  
wofern die Veranderliche z ~ ~'n u i~' auf einen, der Bedingung a > 
genfigenden, zur imaginaren Axe parallelen Streifen (a < ~ '< a-4- I ) b e -  
schrankt wird, nicht aber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Weil 
f ( z )  nach einem bekannten Satze aus der Theorie der bestimmten Inte- 
grale in dem genannten Gebiete zugleich eine monogene Function von 
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ist, So kann sie auf Grund des in w 9 bewiesenen Satzes auf die folgende 
Form gebracht werden: 

" C a l F ( z ) .  (70) = 

0 

Durch diese Gleichung wird eine grosse Menge bestimmter Integrale 
auf die Gammafunction zurt/ckgeftihrt. Ein ganz specieller Fall der- 
selben ist die bekannte Gleichung 

1 

f ( t  - -  = 
o P(" + a) 

Ist a yon Eins verschieden, so kann f(z) folgenderweise als Summe 
zweier Integrale dargestellt werden 

a 1 a 

0 0 1 

Setzt man in Gleichung (6o) y = 7  und x----- I, so ergiebt sich, dass 
P(z) die Differenzengleichung r , ( z )P(z  T I)-----ro(z)P(z)--so(z)befriedigt, 
wo so(z ) =s0(z , 1) wegen (63) eine ganze rationale Function yon hSchstens 
( m - - I )  ~n Grade bezeichnet. Hieraus folgt, dass Q(z)---f(z)--P(z) der 
Gleichung rl(z)Q(z-I- I )=  ro(z)Q(z ) -+-s0(z ) gent~gen muss. Das Inte- 
gral Q(z) hat aber ftir jeden Werth von z einen bestimmten endlichen 
Werth und kann daher nach einem bekannten Satze in eine bestandig 

convergirende Potenzreihe entwickelt werden. Der obigen Darstellung yon 
f(z) als Summe zweier Integrale entspricht die MITTAQ-L~FFLER'sche 
Darstellung derselben Function als Summe einer Partialbruchentwickelung 
und einer besti~ndig convergirenden Potenzreihe. 

2 3. In diesem und im folgenden Paragraphen nehmen wir an, dass 
n < mis t .  Unsere Differentialgleichung (5 6) hat dann nur zwei s|ngulare 
Stellen x = o und x-----cxv, yon denen die letztere als eine wesentlich 
singulare zu betrachten ist, weil die Integrale der Differentialgleichung 
die Eigenschaft nicht mehr besitzen, nach Multiplication mit einer pas- 
senden Potenz yon x in der Umgebung dieser Stelle endlich zu bleiben. 
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Es kann demnach in Frage gestellt werden, ob es ~berhaupt ein Integral 
y gebe, i'iir welches das Integral 

o o  

f yx* - 1 dx 
0 

einen bestimmten Sinn hat. Die Existenz solcher Integrale lasst sich in- 
dessen leicht naehweisen, wenn wir einen yon Herrn PINCH~RL~ in seiner 
interessanten Arbeit Suite funzioni iloergeometriche generalizzate i bewiesenen 
Satz zum Ausgangspunkte wahlen und den demselben zu Grunde liegenden 
Gedankengang verfolgen. 

Mit Benutzung unserer im Vorhergehenden festgesetzten Bezeichnungen 
kann der in Frage stehende Satz folgenderweise ausgesprochen werden: 

Setzt man 
(1)( z )  = a" I ' ( z  - -  z , ) .  . . I ' ( z  - -  zm) 

ist ferner n < m und a eine beliebige reelle Zahl, welche grSsser ist als die 
reellen Theile yon z ~ , . . . ,  z~, so hat das Integral 

f 
wenn der reelle Theil yon x positiv ist und wenn der Integrationsweg aus 
der zur imagin~iren Axe parallelen Geraden ~ - a  besteht, stets einen be: 
stimmten endlichen~ von a unabhdng(qen Werth, und es ist zugleich ~ ( x ) 
ein Integral der Differentialgleichung (55). 

Dieser Satz gilt abet auch fiir den Fall, wo r  gleich dem in w Io 
charakterisirten allgemeineren Ausdruck (54): 

Ap 

A, •(z-- cpi] (72) ~(z)=aZF(z)s inrc(z- -c l )" ' s inr ' (z - -cp)[s inTr-~---c l )  + " ' +  sin 

gesetzt wird, was jetzt naehgewiesen werden soll. Der Beweis stimmt, 
abgesehen yon einigen unwesentlichen Modificationen, mit dem des Herrn 
PI~CHEnL~ vollstandig tiberein. 

Rendieonti della R. Aecad. dei Lincei. Vol. 4. S. 694 u. ft. 
Acta mathematlc~. 15. Imprimd le 2~; novembre 1891. 48 
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Nach einem in w I I bewiesenen Satze hat das Integral (7I), wo 
r nunmehr de n  Ausdruck (72) bezeichnet, stets einen bestimmten 
Sinn, wenn a > ~, d. h. grSsser als die reellen Theile yon z x , . . . , z ~ ,  
und der reelle Theil yon x > o ist. Es soll zunaehst bewiesen werden, dass 
der Werth des Integrals yon a unabhangig ist. 

Zu dem Ende denke man sieh in der durch die Bedingung ~'> 
definirten HMfte der z-Ebene ein Reehteck mit den Ecken a-- ion,  a-t-ion, 
fl q- io~, f l -  i~o. Wird das Integral 

langs der Begrenzung dieses Rechteckes erstreckt, so ist der Werth des- 
selben nach einem bekannten Satze gleich Null. Somit ist 

aq-i(o flh-im 

f + f 
a--~m ah-iw 

ff--iw a--fa~ 

+ f x-~4~(z)dz .q- f = o. 
# + ~,o # - - i . ,  

Auf Grund des in w I I bewiesenen Satzes wissen wir aber, dass der Aus- 
druck z~x-~)(z) ,  wie gross auch k sein mag, mit wachsendem ICI sich 
gleichmassig der Grenze Null hi, bert, wenn der reelle Theil yon z-~ (-t- iC 
auf ein endliches Intervall, und die Veranderliche x auf ein Gebiet, dessen 
s'~mmtliche Punkte positive Abscissen haben, beschrankt wird. Lasst man 
also to ohne Ende wachsen, so ni~hern sich das zweite und vierte in der 
obigen Gleichung vorkommende Integral der Grenze Null. Ftir eo = cxv 
geht diese Gleichung somit in die folgende iaber 

a-l-i| BTi |  

f f x-~q~(z)dz. 
a--i,,o f l - - i~  

Jetzt gehen wir zum Beweise des zweiten Theiles des fragllchen 
Satzes fiber. Auf Grund der letzten Gleichung ist offenbar 

(73) 
aq-i~ a§162 

a--ir a--iao 
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Hieraus folgt 
a+t~o a+iao 

~'(~) = -  f ~-,.+',r = -  f ~-,,+',o(~ + I)@ .-]- i)d2 r, 
a--toa a - - l ~  

a + ioo 

a-- ioo 

a+iao 

Es ist also allgemein 
a+ir 

(74) (--  I)~"~,'~'(~) -- f ~-~(~)~(,  + ,) . . .  (, + ~ - -  ~)a~ 
a - - i , ~  

und 

(7s) ( - - I )~+ ' r  = f ~-"e(~ + ~)(~+ ~)(~+ ~) . . . (~+~)a~ .  

Setzt man 

�9 ~(~) = b o - -  b~(~ + ~) + b~(~ + ,)(~ + ~) + . . .  

. . .  + (--  ~)%(~ + ,)(~ + ~)...(~ + ~) 

so kann die Gleichung r l ( Z ) r  2 I- I) = r0(z)( / i (z  ) nach Multiplication mit 
x -~, in folgender Weise geschrieben werden: 

b0x-~r + i ) -  b1~-~r + ,)(~ + i) + . . .  

. . .  + ( - -  ~)~x-~r + i ) . . .  (~ + ~ - -  ~). 

Integrirt man nun die beiden Seiten dieser Gleichung zwischen den Grenzen 
a ~ ioo und a + ico, so ergiebt sich mit Benutzung yon (74) und (75) 

bo~r + b ~ ' ( ~ )  + . . .  + b~162 

Es ist also if(x) ein Integral der Differentialgleichung (55). 
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24. Es ist nun sehr leieht zu zeigen, dass das.Integral ~(x), far 
unbestimmte Wertlae der Constanten A~, . . . ,  Ap, mit der Exponential- 
function e -z die Eigenschaft gemein hat, dass x~(z ) ,  wie gross auch k 
sein mag, far positive ohne Ende wachsende Werthe des reellen Theils 
yon x sich der Grenze Null nahert. Damit ist zugleich bewiesen, dass 
das Integral 

0 

fiat ~'> ~ stets einen bestimmten Sinn hat. Aus der Gleiehung (73)folgt 
in der That 

a + i ~  

= f + k)e  
a.--ioo 

oder 
a ..I- i ,~ 

_ .o~i2n  

woraus sich die Richtigkeit unserer Behauptung sehr leicht ergiebt. 
Es bleibt noch iabrig, zu beweisen, dass das Integral ~c(x) nicht 

identisch verschwinden kann, was nicht unmittelbar einleuchtend ist. 
Nach dem in w I i bewiesenen Satze hat das Integral V(x) immer einen 
bestimmten Sinn, wenn der Integrationsweg durch keine Unendlichkeits- 
stelle yon ~P(z) hindurchgeht. Da die Unendlichkeitsstellen dieser Func- 
tion in eine gewisse Anzahl aritmetischer Reihen zerfallen, so kann often- 
bar die Zahl a so angenommen werden, dass a--) . ,  far jeden ganzzahligen 
Werth von ~, yon den reellen Theilen der genannten Stellenwerschieden 
ist. Das Integral 

a - - ) . + i ~  

a - -2 - - i~o  

hat dann ffir jeden ganzzahligen Werth yon 2 einen bestimmten Sinn. 
Dureh Vermittetung tines Reehteekes und mit Benutzung der im vorigen 
Paragraphen angewandten Betraehtungen findet man, dass das Integral 
r gleich ist diem Integrale r vermehrt um die mit 27:/ multipli- 
eirte Summe der Residuen der zwisehen den Parallelen ~'-= ~ ~ 2 und 
~ '~  a liegemen Unendliehkeitsstellen yon x-~eI)(z). Es sei p gleich einer 
der Zahlen ~ z ~ , ~ z ~ , . . . , ~ z a .  Dann hat man 
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( z+p+v (z+p+v)' ) 
x -~ ---- x p~ I l ogx  -[- (logx) ~ + . . .  , 

I 1 . 2  

(/~) O(g) 
~-' + . . . +  + ~(z + p + ~,), (76) r  - ( ~  + : + ,~),~ ~ + ? + 

wo !~ eine gew0hnliche Potenzreihe bezeichnet. Das Residuum der Stelle 
z = p ~ ist somit 

I V  0 - - C  1 log x + + ( - -  I)/~-lC# 1 
(log x~ ~-1 

. . . .  I .  ~-_: : ( - S - - -  I ) /  " 

Es ist also 
(log ~ ~-1 

p 'u 1.2...(11-- I)[  

wo die Summation sich auf solche Werthe p ,  v bezieht, far  welche 
~ f l - - ~  gleieh einer zwischen den Paral lelen ~ =  a - - ~  und r  a 
liegende Unendlichkeitsstelle yon ~O(z) ist. Ftir wachsende Werthe yon 

ni~hert sich offenbar 
a+ i~o 

r = I x - ,  x )  ~) ( z ) d z  

r(z ~ ) r ( z - -  2) . . .  r ( ~ - -  ~)' 
a--ioo 

d a n  < m i s t ,  der Grenze Null.  Es ist also 

oo 
C1 ~ I O ~ X . A i _  , _ ~ _ ( _ _ I ) / L - , ( ~ ( ~ )  ( ] ~  i f -1  -] u 

~,~-, , ~ ( y z _ ; ) J  ~ -  p v=0 

Dann ist die Riehtigkeit  unserer Behauptung bewiesen, denn C(0 ~, C~), . . . ,  
C(~) k0nnen nieht alle gleieh Nul l  sein. Wi t  haben aber zugleich die /L--1 

Function 9~(x) in eine best~ndig eonvergirende Reihe der bekannten Form 
(55) entwickelt. Die Constanten C werden aus der Gleiehung (76) er- 
halten. 

Aus (74) geht hervor, dass aueh alle Ableitungen yon ~ ( x ) s i e h  der 
Grenze Null  n~hern, wenn der reelle Theil yon x dureh positive Werthe 
ohne Ende wAehst. Setzt man also in (6o) y ~ ~(x)  und x ~ oo, so 
ergiebt sieh mit  Benutzung der Bezeiehnung 

o0 

(7 8) .F(z) = f ~(x)~'-'d~ 
Q 
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+ F(z)= r~(z) 

Weil x bei der Integration als eine reelle Ver~inderliche betrachtet wird, 
so findet man, dass das Integral (78) nicht nur die in w IO unter I. und 
II. sondern auch die unter III. erwi~hnte Eigenschaft besitzt. Bei passen- 
der Bestimmung yon A ~ , . . . ,  Ap lasst sich somit F(z) auf die folgende 
Form bringen 

(79) f ~(x)x~--~dY 
0 

c,.r z)[sin ~( ~-- A, dp 
7 

= a ' r ( z ) s in  =(z - -  c , ) . . ,  sin ~r(z - -  %) + . . .  + s;n='z--  c , ' / " . ,  ,_~ 

Es bleibt noch fibrig, den folgenden Satz zu beweisen" 

Es giebt p rend nicht mehr als p yon einander linear unabh(~ngige Inte. 
grale y~, y:,  . . . ,  yp der .Differentialgleichung (5@ welche die Eigenschafl 
lira x*~(x) = o besitzen, wie gross auch k sein mag. 

x = + o a  

Der erste Theil ist auf Grund des soeben bewiesenen Satzes un- 
mittelbar einleuchtend. Es sei, um den zweiten Theil zu beweisen, y ein 
Integral, welches die genannte Eigenschaft ebenfalls besitzt. Von Y l , " ' ,  
yp nehmen wir zugleich an, dass sie solche Integrale sind, die sich auf 
die Form (71) bringen lassen. Es ergiebt sich nun zuni~chst, dass die 
Ableitungen yon y ebenfalls die Eigenschaft besitzen, dass sie nach Multi- 
plication mit einer beliebigen Potenz yon x sieh dcr Grenze Null n~hern, 
wenn der reelle Theil yon x durch positive Werthe ohne Ende wachst. 
Bezeichnet n'~mlich M(~, r) die obere Grenze yon y in dem Falle, dass x 
eine um den Punkt x ~ $ mit dem Radius r gezeichnete Kreislinie durch- 
lauft, so ist bekanntlich 

< - r )  ~lrl~ 

Lasst man nun r Constant bleiben und den reellen Theil von $ durch 
positive Werthe ohne Ende wachsen, so nahert sich M, mit einer be- 
liebigen Potenz yon $ multiplicirt, offenbar der Grenze Null. Dies ist 
somit auch mit den Ableitungen yon y der Fall. 
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Aus der Gleiehung (63) ergiebt sieh nun, weil F 0 , ' " ,  f~-~ homo- 
gene lineare Functionen yon y ,  y' ,  . . . ,  yC~-~) sind, dass lira x~-~So(Z, x) 

fiir alle Werthe von z gleich Null ist. A us (6o) folgt somit 

0 0 

Besehrankt man die Veri~nderliche z auf einen beliebigen, der Bedingung 
a > ~ genfigenden, zur imaginhren Axe parallelen Streifen (~ < ~'<< a -t- I), 
so kann der absolute Betrag dieses Integrals, weil x reel und positivist, 
nicht fiber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Auf Grund des in w to 
bewiesenen Satzes muss sich also das Integral auf die folgende Form 
bringen tassen 

wo r den Ausdruek (72) bezeiehnet. 
Integrale 

f y. ~"-' dx , 
0 

Dies ist auch mit jedem der 

(h=l~2, . . . ,p) 

der Fall. Dureh p yon einander linear unabhl~ngige Funetionen mit den 
in w io unter I., II., III. erwi~hnten Eigenschaften kann aber, auf Grund 
den w i2, jede andere Function mit denselben Eigenschaften als homogene 
lineare Function ausgedriickt werden. Bei passender Bestimmung der 
Constanten B1, . . .  , B~ ist demnach 

(80) fyx~-ldx-~-fyxZ-idx + fy,~'-'d~ = B, f y ~ - ' d ~ + . . .  + B, fy,,~'-'dx 
0 0 1 0 0 

= B i f Y l  x z - l d x  -Jl - ~  "-1- B p f Y p  l~z - ld~  "JI- B l f Y l  x z - l d x  "JI-.oo 
0 0 ,1 

... + B, fy ,~-ldx.  
1 

Aus der allgemeinen Form (77) der Integrale der Differentialgleiehung 
(56) in der Umgebung der Stelle x ~ o ergiebt sich ftir jedes der 



384 Hi. Mdlin. 

zwischen den Grenzen o und i genommenen Integrale ein Ausdruck der 
~OFITI 

| O~ + + (z + p + ~)~; 
= = . + p +------- . . . .  (X =0,1, ..., p) 

Die zw~chen den Grenzen I uncl cxv genommenen Integrale sind offenbar 
ganze Functionen, Aus Gleichung (80) folgt also, dass der Ausdruck 
P ( z ) - - B 1 P ~ ( z ) - - . . . - - B p P , ( z  ) auch eine ganze Function sein muss, 
was offenbar nur dadureh msglich ist, dass dieser Ausdruek identisch 
verschwindet. ~Nun sieht man aber unmittelbar ein, dass die Partialbruch- 
reihen P ,  P:', . . . ,  P, dann und nut  dann yon einander linear unabhangig 
sind, wenn die Integrale ~j,  Y l , " ' ,  Yp yon einander linear unabhangig 
sind. Auf Grund der Gleiehung P ~ B 1 P  ~ ~ . . . ~  B p P ~  = o ist also 
y = cly 1 + . . .  + c~y,. Hiermit ist aber der obige Satz bewiesen. 

Helsingfors, April 189o. 


