
UBER B IEGUNGSINVARIAI~TE N. 

EINE ANWENDUNG DER LIE'SCHEN GRUPPENTHEORIE 

voN 

KAS [MIR ZORAWSKI 
aus W A t t  S C t I A U .  

Biegungsinvar~anten werden wir solche Functionen des Ot'tes in elner 
Fli~che nennen, welche bei jeder Biegung der Flii, che in jedem Orte ihren 
urspri~nglichen Zahlenwert behalten. 1 Dtts GACSS'isehe Kriimmungsmas,% 
die BELTRAMI'schen Parameter und MINDING'S geodatische Krt]mmung z. B. 
sind Biegungsinvari:mten. Sie sin(] yon den genannten Mathematikern 
sehon llingst aufgestellt worden, hn Jahre x884 skizzierte Herr LIE eine 
Methode zur Bereehnung aller mSglichen Biegungsinvarianten. ~ In der 
vorliegenden Arbeit teile ich (la,,jenige mit, was mir auf diesem Wege in 
Bezug auf die Theorie der ])leeungsmvarmnten zu erreiehen gelungen ist. 

Es war cben H(,'rr LIE selbst, weleher reich dieses Problem zu be- 
handeln veranlasste. Er richtete meine Aufmerksamkeit hauptsschlich 
darauf, dass es wichtig wart, die Anzahl der Biegungsinvarianten ver- 
sehiedener Ordnungen zu kennen. 3 Demgem'~ss bildet die Abz:,'dllung der 

t Diesc Benennung ist yon Herrn WEINGARTEN eingefiihrt worden ( J o u r n a l  f. r. 

u. ang. Math.~ Bd. 94, S. I82). Herr  WEI~'GARTEN nennt abet Biegungsinvarianten nur 
diejenlgen Functionen~ we]ehe wir spSter (N ~ I3) a]s Gaussische Biegungsinvarianten be- 

zeichnen. Es scheint niimlich zwcckmlissig~ ftir alle Differentialinva,'ianten eincr unend- 

lichen Gruppe~ die wit im Folgenden (N ~ 4) definieren wcrdcn~ den gemeinsamcn Namen 

))Biegungsinvarianten)) einzufiihren. 

M a t h e m .  Annal.~ Bd. 24~ S. 574--575. 
a E~ handelt sich natiirlich um die Anzahl der unabhfinyiyen Biegungsinvarianten~ 

wobei zu hemerken ist~ dass je N Biegungslnvariantcn~ etwa ],~ I~, . . . ,  I.v, dana und nut 

dann yon einander unabhiingig sind~ wenn keine Identiti~.a von der Form F ( [ ~ ,  [.2 . . . .  , [ A ) =  o 

besteht. 
Act~ matJ~matica. 15. Impr im6  le 10 dOcembre 1891. 1 
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Biegungsinvarianten den Hauptinhalt meiner Arbeit. Doch besch~ftige 
ich reich in den zwei letzten Paragraphen aueh mit der Berechnung der 
Biegungsinvarianten durch Integration yon gewissen vollst~ndigen Syste- 
men. Ich darf bier bemerken, dass Herr LIE, als ieh reich mit diesem 
Probleme zu besch',fftigen anfing, mir die Resultate einer nicht gedruckten 
Arbeit yon seinem Sch~ler Herrn HARTMANN mitteilte, in der nach der 
LIr~'schen Methode die bekannten Biegungsinvarianten aufgestellt werden. 
Diese Rechnungen findet man bei mir im w VI; es schien mir aber be- 
quemer, dieselben etw,~s ~nders durchzuff~hren, als es Herr HARTMAX~ 
gethan. 

Auf die geometrische Bedcutung der Biegungsinvarianten gehe ich 
nicht Gin. 

Den Herren LIE und ENGEL erlaube ieh mir hiermit ft'~r Ihre wohl- 
wollende Untersti;~tzung meinen besten Dank auszusprechen. 

L E i n i g e  Hi$,l fsMttze.  

Es scheint mir zweekmiissig und sogar nStig zu sein, den naehste- 
henden Untersuchungen einige Halfssatze vorauszuschieken, um sparer die 
Discussion meines Problems nieht unterbreehen zu mi'Lssen. 

J. Zuerst fi'lhre ich ein Theorem an, auf welehem die ganze Theorie 
der Differentialinvarianten der unendlichen continuierliehen Gruppen basiert. 

Theorem I. Bezeichnet 

n ~IA 

t.. :T 

die aIlgemeinste infinitesimale Transformation einer unendlichen continuier- 

lichen Transformationsgruppe in den Veranderlichen x~ , ,,r~ , ..., x,  ; z~ , z 2 , ..., 

z,,, und betrachtet man die z~ als beliebi 9 wdhlbare _Functionen der x~, so 

werden aueh die Differentialquotienten der z., nach den x~ transformiert. 
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.Bezeiehnet man im Allgemeinen: 

~'+~+'"+~" F(z, . z, . ~,,) 
~, ~, . . " "  _~ /~'~,~ ..... 

Oxl Ox2 �9 �9 �9 ~xn 

und berechnet die Incremente aller genannten Differentialquotienten yon der 

ersten his etwa zur N re" Ordnung, so bildet: 

~m....,, ~ ZZ,Z~...Z) ~f 
X(") f  = X f  + Z ~  (z z ,  

~ZlZ,aia 2. . .a .  

(fll + fl,z-t-... + fin) ~ (  al + a~ +. , .  + an) 

wo die letzte Summe alle Glieder enthalt, ~elehe allen Differentialquotienten 

der z~ nach der x~ yon der ersten bis zuf  N re" Ordnung entsprechen, die 

allgemeinste infinitesimale Transformation einer unendliehen eontinuierlichen 

Transformationsgruppe, welche man N t" erweiterte Gruppe za nennen p/legt. ~ 

Dieses Theorem benutzte Herr LIE in seiner Theorie der Differential- 
invarianten, 2 ohne es ausdri~eklieh zu formulieren ur~d zu beweisen. Herr  
LIE teilte mir mit, dass er dieses Theorem bewiesen und den Beweis in 
nachster Zeit verOffentlichen werde. Demnach glaube ieh, dieses Theorem 
benutzen zu di~rfen. 

2. Jetzt  werden wir ein Theorem aus der Theorie der Transforma- 
tionsgruppen beweisen, welches trotz seiner speziellen Voraussetzungen uns 
im Folgenden gute Dienste leisten wird. Dieses Theorem lautet folgender- 
massen: 

Theorem II. Besitzt die allgemeinste infinitesimale Transformation einer 

unendlichen continuierlichen Transformationsgruppe in den Verdinderlichen 

xl , . . . , x ,  ; yl , . . . , y,~ die Form: 

$+r 

( , )  Z f  = ~ , ~ ( x l ,  . . . ,  x . ) z , f ,  

: Dieser Satz is~ analog dem entspreehenden Satze aus der Theorie der endliehen 
eontinuierliehen Transformationsgruppen. Siehe: SOPHUS LIE~ Theorie der Trans format ions -  

gruTpen.  Erster Absehnitt. Unter Mitwirkung yon Dr. F. ENGEL bearbeitet. Leipzig~ 
Teubner. 1888. S. 547, Theorem 94 .~Die  Formulierang des Theorems I ist eine etwas 
abweiehende yon der des Theorems 94. 

SOPHUS Lm~ Mathem.  Ann., Bd. 24: Uber Di f ferent ia l invar ianten .  S. 564 ft. 
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WO 
t~ 
--,,. )~f Z~.f = \~_ ~ .,,.," . ( x , , . . . ,  .~,, v.~, 
I 

( k= l ,2 . . . . ~p )  

z , f -= 
1 

( /=p+l. . . .p+r) 

4T gegebene Ausdr~Tcl,e sind und die ~ ganz willkiirliche t unctwnen ihrer Argu- 
mente bezeich~eu, so bilden die iJ~finitesimalen Transformalio~wn: 

Z ~ , f  , Z,,+.,f, . . . ,  Z , , , f  

eir~e hochstens r-qliedrige e~ulliche continuierliche Gruppe. 

Je zwei  unabhrmgige  inf initesimale Transformationen der Schar (I) ,  
e twa 

l+ r  j0+r 

z / ' =  Z , ~ z , f  u,,(1 z ' t ' = ' Z ,  ; ; , z , , f  
I 1 

sol len dutch  die Operation (ZZ') eine inf inites imale  Transformation der- 
selben Schar ergcben. ~ N u n  haben wi t :  

p~-r 1, 4-"r 

i[~., z , ( , ~  ) - ~ '  z r ~ , c z  ~ ,  '.l ,,.-,.~,,)] zkf  + ~:,~o,,~.j~. 1 1 

Wei l  aber Z~.f far k = i ,  2 , . . . ,  p nur die Veranderl iche x~ und far 

k - - p  -t- i , . . . ,  p -t- r nur die Veranderl iche y~ enthalt,  so folgt:  

p p 

( z z , )  =:_- z < z ~  l [ , " ; . z , ( ; ) ,  , - -  ..5'.z,.(,.~)]z~t+ ,5..5'.(z,z~,) I 

1~+ r P p + r  p + r  

+ Z l Z . ~ '  [ , , ; Z ~ ' ( C  ) . , . Z , . ( ; ) ] Z , f  + Z '  E l  , , , , . ( Z , Z , . ) .  
1~+1 1 p+l p+l  

Da nun  dicser Ausdruck  e inem Ausdruckc  von dcr Form: 

P p4r 

g"f  - z.~" ~""( x , , ) z # ' +  E,~"' ..~ . x  1 , , . . .  .. . . .  ., @~, , y.,,)Z~f 
p +  1 

identisch gle ich scin soll, so mi]ssen die Glicder, welchc Zkf und die 

SoPuus LIE~ (J'ber" D i f f e r e n l i a l i n v a r i a ~ d e n ,  S. 553 und Christiania Viden- 
skabsselskabs Forhandlinger I883, Uber une~liehe eonlinuierliehe Grulopen , S. 4. 
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Glieder, welche Z~f enthalten, in beiden Ausdrtacken identisch gleich sein. 
Das ist dann und nut  dann der Fall, wenn 

p 

( Z k Z k , )  = ~ . , s ( . O k k . s ( X l  , . o o , X n ) & f ~  
1 

aVq.-~, 

( ZzZ,,) = Z~ffM,~(xa , . . . , 'x,,,) Z d .  
p + l  

( k , k '= l ,2~ . . . , p )  

(l,l '=p-}-l~ . . . , p+r)  

Ferner hi~ngen die Z~ nur yon den Verii,nderlichen y, ab; es mi~ssen also 
die Functionen ~u', constante Werte haben, welche wit wie gew0hnl ich  
mit cu.~ bezeichnen. 

Folglich �9 
p + r  

( z , z , , )  = X ~ c , , ~ & f ,  
p + l  

und damit ist unser Satz bewiesen. 

3. In diesen einleitenden Bemerkungen" sollen noch zwei einfache 
Satze Platz finden, welche wit dazu benutzen, um die Unabhgngigkeit 
yon gewissen linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen I t~ 
Ordnung mit einer abhlt, ngigen Variablen nachzuweisen. 

Satz I: Sind die q Gleichungen: 

x , . f  = ~> , ~ , ( x ~ ,  . .  . ,  x . )  a f  = o 
a ~ x i  

yon einander unabhdngig, so sind die q Gleichungen.. 

(1"= 17 ~, ,. ,q) 

cn 

z , f  = X ~ f  + ~ , ,  ~ , ( x l  , . . . ,  x,, ; z, , . . . ,  z,,) af~ = az:~ O~ 

wo die ~1, willkiirlich wahlbare Functionen ihrer Argumente bezeichnen, eben- 

falls yon einander unabhdngo.  

Nach Voraussetzung kann n'amlich der Identit~t: 

, ~ ' ~ I ( X l  , " �9 " , X n )  X I F ' ~ -  * �9 �9 "Ji- Z q ( X l  , ~ " �9 , X , , ) . ~ ' ~ q f  - - -  0 

nur dutch die Werte: 

Z1 --~Z2 . . . . .  Zq ~ - 0  
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Genl]ge geleistet werden. Besteht andererseits die Identitiit: 

2 ~ ( x ~ , . . . ,  x .  ; z ~ ,  . . . ,  z , . ) Z ~ f  + . . .  + ~ q ( x , , . . . ,  x , ;  Z m , . . . ,  z m ) Z q f = -  o ,  

so muss auch diejenige bestehen, welche wit  aus dieser durch die An- 
nahme: 

~f _ ~f _ ~f 
- -  - -  O 

~Z t ~Zi ~z  m 

erhalten. Es muss also die Identitiit: 

2 ~ ( z ,  , . . . , x .  ; z~ , . . . , z m ) X , f  -4- . . .  -4- ~ ( x ,  , . . . , z, ,  ; z ,  , . . . , z , , ) X ~ f  -= o 

gelten, welche augenscheinlich nur durch die Werte:  

z = 2  = = 2  = o  1 2 " " ~ q 

befriedigt sein kann; damit  ist der Satz bewiesen. 

Satz II: S i n d  d ie  q G l e i c h u n g e n :  

it 

x , f  ~ ,  $,,(x,  , . , x .)  ~r . . - - -  ~ O ( k = l , 9 , . . . , q )  
' ~ l  

1 

y o n  e i n a n d e r  u n a b h d n g i g ,  so s i n d  d i e  q + p G l e i c h u n g e n :  

tit  

Zx-f--= Xkf-]- , . " ' " ' ' '  az,< o ,  ( i = 1 , 2  . . . . .  .t) 

111 

~" . . .  x ,  ; z ,  . .  z . , )  ~ f  z , f =  "~-" ~,~(~,, , , .  , = 

w o  d ie  ~,~, u n d  ~ ~" w i l l k ~ r l i c h  w d M b a r e  F u n c t i o n e n  i h r e r  A r g u m e n t e  beze ich-  

h e n ,  d a n n  u n d  n u r  d a n n  v o n  e i n a n d e r  u n a b h d n g i g ,  w e n n  d ie  p G l e i c h u n g e n :  

Z , f  = o (,=q+~ ..... ~+~) 
y o n  e i n a n d e ~  u n a b h d n g i g  s i n &  

Setzen wir namlieh in der Identitt~t: 

Z , ( X , ,  . . . .  x , , ;  z ~ ,  . . . ,  z , . ) Z , f  4 - . . .  + Z q ( X l ,  ` ~  , ~ n  ; Z , ,  " "  " ,  zm) Z, l f  --~--.'" 
�9 . .  + z ~ + o ( x , , . . . , x . ;  z , ,  . . . ,  z ) z ~ + o f =  o 

~ f  _ ~ f  _ ~ f  
- -  . o ,  - - 0 ~  

~Z l OZ l OZm 
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so erhalten wit die Identitat: 

. . . . . .  , x . . .  x ,  ; z~ . .  z , , )X~ f  = o,  Z , ( x , ,  , x . ; z ~ ,  , z , . ) X , f + . .  + Z , , ( t ,  , , .  , 

welche nach Voraussetzung nur durch die Werte: 

befriedigt werden kann. Es ergiebt sich also die Identit'~t: 

X q + l  ( X l  ' ' '  " ,  X n  "~ Z 1 ,  " " " , Zm)  Z ~ + , f  + . . . + X~+~ ( z ,  , . . . , x .  ; z ,  , . . . , z . )  Z ~ + / =  o ,  

welche augenscheinlich nur dann (lurch keine anderen Werte als die" 

Z q + l  ~ Z q + 2  ~ " " " = Z q + P  = O 

befriedigt wird, wenn die Gleichungen: 

Z , f  = o ('=~+~ ..... q+~) 

yon einander unabh'angig sind. Damit ist tier Satz bewiesen. 

w II. U n e n d l i e h e  G r u p p e  d e s  P r o b l e m s .  E r w e i t e r t e  G r u p p e n .  

Jetzt werden wit nach Herrn LIE'S Vorgang 
tisch formuli.eren. 

1 unser Problem analy- 

4. Es seien: 

(~) p = p ( ~ ,  v), q - -  q ( x ,  y), ," = , ' (x ,  v), 

wo x ,  y willkiirliche Parameter bezeichnen, die Gleichungen einer Flache 
in Cartesischen Coordinaten p ,  q, r. 

Das Quadrat des Linienelementes auf der Flache (i), hi, milch: 

d s  ~ = @ 2  + dq~  + d ?  

kann man nach GAvss 2 in der Form: 

(2) d s ~ =  E d x  ~ + 2~) lxdy  + G @  ~ 

SoPr~VS Lm. ~)ber Differenlialinvarianten, S. 574. 
GAvss. Disquisitiones generales circa superlq~es eurvas. 
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schreiben, wo: 

Kasimir Zorawski. 

\ a , /  \aa./ -3r- \a,e/ ' 
I" a t) ap aq aq ar Or 

- -  a,~ a.,i + a.. . . . .  a,~ + ~ '  

\a?~/ \a!// 

Ftihren wir in (2) neue Veranderliche: 

(a) x' = x ( x ,  v), v' = v) 

ein, wo X ,  Y ganz willktirliche Funetionen yon x ,  y bezeiehnen. 
Linienelement erhiflt dann die neue Form: 

D a s  

ds ~ -= E 'dx  '~" + 2F'dx '@'  + g ' @  '=, 

wo E', F ,  G' gewisse Functionen, welche man leicht berechnen kann, etwa: 

(~) E' = R(x , Y, E ,  F ,  G), 1;' = S ( ,  , V, E ,  F ,  C~), 

G' = 5r@ , y , E ,  F ,  G) 

der Verttnderlichen x ,  y ,  E ,  F ,  G sind. Es ist leieht nachzuweisen, dass 
die Schar der Transformationen (a) und (fl) der Veranderliehen ~,71, E, F, G 
eine unendliehe Gruppe bilde.t. 

Transformiert man ngmlich vermSge einer wiilkilrlichen, abet be- 
stimmten Transformation unserer Sehar die Variablen x ,  y ,  E ,  F ,  G in 
x~, y~, E , ,  F~, G~, so bekommt man aus dem Linienelemente (2) das 
Linienelement:  

ds" E,d:c~ -[- ._~lr162 21- ,-.1~1!1;. 

1 Nimmt man ferner anst~ltt der Ver~inderlichen x~, y~, E , , / ~ ,  G~ neue 
x ~ , y ~ , E ~ , 1 7 ,  G,, welehe wieder mit den eben genannten dureh eine 
willkiirliehe, aber bestimmte Transformation unserer Seh'ar verknt'lpft sind, 
so erhglt man die Form:  

ds ~ E=dx~ q- 2F.,.dx.ody., q- _,..@:.. 

Es ist nun unmittelbar klar, dass man, um yon der Form (2) zu dieser 
dritten Form des Linienelementes zu gelangen, d. h. um yon den Ver- 
gnderlichen x ,  y ,  E ,  F ,  G unmittelbar zu den x~, y~, E,~, F~, G~ ober- 
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zugehen, notwendig eine Transformation unserer Schar benutzen muss. 
Je zwei aufeinander folgende Transformationen unserer Sehar sind also 
immer einer gewissen einzigen Transformation dieser Schar aequivalent, 
d. h. unsere Schar bildet eine unendliche Gruppe. Bei dieser Gruppe 
bleibt das Linienelement invariant, es m~ssen also ihre Differentialin- 
varianten Biegungsinvarianten sein. Wir werden mit infinitesimalen Trans- 
formationen operieren. 

Setzen wit also voraus, dass die Veranderliche x , y  ganz willkOrliche 
Incremente: 

erhalten, dass also $, ~ ganz willkt~rliche Functionen yon x, y bezeichnen. 
Formuliert man analytiseh die Bedingung, dass das Linienelement bei un- 
serer Gruppe unverandert bleibt, so erhMt man: 

3Edx 2 + 2#Fdxdy + #Gdy 2 + 2{(Edx + Fdy)($,odx -[- So,ely) 

+ (Fdx -{- Gdy)(~,odx n t- r/o,dy)}3t ---. o, 

wo wir for die partiellen Differentialquotienten die im Theorem I eim 
gefohrte Bezeichnung benutzen. Weil aber dx., dy hier vollkommen will- 
ktirlich sind, so ergeben sich folgende Incremente ffir E ,  F ,  G: 

~E = - -  2 (E~,o + F~,o)~ , 

(4) 3F------  (F$,o + E~o, + C~, o 4- F~o,)3t , 

Die allgemelnste infinitesimale Transformation unserer Gruppe lautet also: 

~f ----- ~ "4- ~q~- a(E$,o q- Ig~],o) ~-E-- (F},o -k Er q- GT],o + F~]o,)~-f 

~f 
- -  2(F$0  , + e~o, )~-  ~ " 

Die .Berechnun# der Biegungsinvarianten kommt somit zuriick auf die Be- 
rechnung der Differentialinvarianten dieser unendlichen Gruppe. 

Um diese vorzunehmen, wollen wir unsere Gruppe erweitern: 
�9 mathamati, va. 16. Imp rim~ le 22 d0cembre 1891. 
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I) in bezug auf die Differentialquotienten von E ,  F ,  G naeh x ,  y; 
5) in bezug auf die Differentialquotienten yon willkt~rlich wahlbaren 

Functionen ~l(x, y), F~(x, y),  . . . ,  Fro(x, y), welche augenscheinlich bei 
allen Transtbrmationen der Gruppe ihren Zahlenwert nicht ver~ndern, 

und endlich 
3) in bezug auf die Differentialquotienten von y nach x ,y als Func- 

tion yon x betrachtet. Um diese Erweiterungen durchzufilhren, wollen 
wit im Folgenden einige Htllfsformeln entwickeln. 

5. Setzen wir voraus, dass der Zuwachs einer gewissen Function 
r  y) bekannt ist, und versuchen wir die Zuwachse aller ihrer Diffe. 
rentialquotienten nach x und y zu berechnen! Wohl zu bemerken ist, 
dass wir ffir die partiellen Differentialquotienten stets die im Theorem I 
eingeftlhrte Bezeichnung benutzen werden, also im Falle der Functionen 
von zwei Veranderlichen die Bezeichnung: 

ax" ay* 

Far jede Function r  y) haben wir nun: 

(a)  dr - -  r - -  r  = o.  

Ber!acksichtigt man alsdann, dass: 

adr ----- dar = ,odx + \,~f/o, "_1 

und variiert (a) unter der Voraussetzung, dass x ,  y die Incremente (3) 
annehmen, so erhMt man: 

[ / ,~9\ . / a r  . q t~),o,~ + t~)o ayj,~t- ,~,/',o,~.~- ,~,/'o,r r + ~o,r 

--r + , ~ o , @ ) - -  o.  

Weil aber diese Gleichung bei allen Werten von dx, @ bestehen soil, so 
ergiebt sich: 

o,,/,o, t,ar _ 
(b)  '~r ('~r - -  9 ,~  - -  9 ~  = = 9,o~o,  - -  9 , , ,~o , .  ---- \~t/o, 
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Setzt man in der ersten dieser Formeln qg~0 anstatt ~3, so gelangt man 
zur Formel: 

+ + 

und in analoger Weise ergiebt sieh: 

~ t  = g ,o-- 3(~b*or + r  3(0,0*,0 + r162 + r 

Man sieht leieht, dass man a!lgemein erhMt: 

wo i~ die gewohnliche Bezeichnung der Binomialcoefficienten ist. Die 
letzte Formel soll dutch vollsti~ndige Induction verificiert werden. Setzt 
man n~mlieh in (c) #~o start r  so ergiebt sieh vermSge der ersten 
Formel (b): 

~t \#t ] ~+1. o o 
i 

Dureh einf~ehe 0perationcn mit Benutzung der Formel i, -a t- i~,1 = (i -t- z), 
erhMt man sehliesslieh: 

~-I-1 

e ~- ,+,,0-- X,,(i~ + i)~(0,_~+,,0,~0 + 0,_~+,,,~.~ 

woraus die Riehtigkeit der Formel (c) folgt. 
Wenn wir die Formel (c) mit der ersten Formel (b) vergleichen, so 

sehen wir, dass die zweiten Indices in beiden Formeln dieselben sind; der 

erste Index bei ~- ist in (e) um i -  z grSsser als in (b), und unter der 

Summe sind in (e) bei ~b die ersten Indices um i ~ / z  und bei $ und y] 
um p ~ I grSsser als in (b). Demnaeh erhalten wir in analoger Weise 
aus der zweiten Formel (b) die Formel: 
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Setzt man in (d) r an Stelle yon ~h, so ergiebt sich: 

0r k 

- ~ k ~ ( r 1 6 2  + r St \ ~t/o, 
wo nach (c): 

(er __ er ' * 

also ist die allgemeinste Formel: 

(e) '~r / ' ~  - -  ' ' 

wo die Striche an den Summenzeichen bedeuten, dass die Indices p und 
nicht gleichzeitig beide gleich Null sein darfen. 

6. Setzen wir jetzt: 

(0 

wo p~o, pO~, a~o, ao~ gewisse Functionen der Veranderlichen x,  y bezeiehnen, 
so haben wir: 

i 

iO "-" �9 10 Ol 

und ferner: 

oder: 

�9 . 10 Ol ~ 

0 

i + l  k 

t k + l  

(p,_._. ,  ~ + d:.,,_.+ , ~..). 
0 1 

Wenn wit jetzt annehmen, dass alle Coeffieienten i, und kq, far  welehe 
p yon o ,  I , . . . , i  und q yon o ,  I , . . . , k  verschieden, Null sind, so 
konnen wir schreiben: 
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~+1 k + l  

W o h l  z u  b e a c h t e n  i s t  hierbei ,  dass i v u n d  kq f ~ r  i = k = .~ = q = o 

gleich ~ sind. 

7- Versuchen wit nunmehr aus den bekannten Incrementen (3)yon 
x , y  die Incremente der Differentialquotienten y nach z zu bestimmen! 
Wit  ksnnen hier die Formel (c) benutzen; well (y als Function yon x 
betrachtet) y ,  $@,  y ) ,  ~(or , y) Functionen einer einzigen Veranderlichen 
x sind, so werden in der Formel (c), r = -y  gesetzt, alle partiellen Diffe- 
rentialquotienten nach y verschwinden und alle partiellcn Differential- 
quotienten nach x sich in totale nach x verwandeln. 

Demnach, haben wit: 

Z 

3t ds  dx ~ " 
1 

Die Berechnung dieser Incremente kommt also zurt~ck auf die Berechnung 
der totalen Differentialquoticnten einer Function ~'(x, y) nach x, wo y 
eine gewisse Function yon x ist. Wir haben unmittelbar: 

(i) 

d~ 
~ = ~'~o + Y'~'o~, 

-hu Y"r "4- "~o -4- :Y r -bY  ~o,, 

-ff~ -=- Y'"r -4- 3Y r -4- 3YY "02 + r "4- 3Y'r "4- 3Y"r + Y ~o3, 

Obwohl die Aufgabe, eine allgemeine Formel abzuleiten, gelSst ist, a ist 
diese Formel doch so compliciert, dass andere Formeln, welche wir aus 
dieser ableiten kSnnten, flir eine weitere Betrachtung ungeeignet w~ren. 

F. Br~sp.~: ~Tber die Entwickelung der h6heren Differentiale zusammvngesetat~" 
und im~licieter Fun~tioncn. Diss. Jena I872. 
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For unsere Zwecke wird es genligen, die ersten Formeln der Reihe (i) 
zu kennen. Mit Hi~lfe der Formeln (i) haben wit: 

$y' , , , 
~- = ~,o + y ~o, - -  y (~,o + y $o,), 

p s  

~-? Y"~7,o + ~ o  + 2Y'~7,, + " *  = Y ~o~ - -  2y . . . . .  ~,o - -  3YY  ~ol 

' Y G ) ,  
(6) 3y'" 

' . . . . . . .  3Y rh2 -I- Y ~o3 Y rio, + 3Y ~11 + 3 Y Y  ~o2 + 7q~o + 3Y~21 + ,2 ,~ 

" '" - -  (4Y'Y'" t"~\~  ' . . . .  ~ - -  6y'~y"~o~ oY $1o Jr" 3Y ) o l ~ 3 Y  ~o  9 Y Y  $I~ 

- -  Y G ) ,  

�9 o �9 ~ , �9 �9 . . �9 �9 , �9 �9 �9 �9 �9 �9 . . . �9 �9 

~ y ( t )  

Man sieht aber leicht, dass im Allgemeinen das Increment -~- die Form: 

(7) ~Y") ' ' -" 

hat, wo die g~.~ und h~, gewisse ganze Functionen ihrer Argumente be- 
zeiehnen. 

8. Wir werden zuerst die Formel (g) auf die Functionen .E,  F ,  G 

anwenden. Aus den Formeln (4) erkennt man, was ft~r Werte die Fune- 
tionen pl0, pO~, a~0, a01 hier erhalten, und zwar bekommen wir folgende 
Incremente: 

3E~, i+1 ~+, " E " 

+ kd~._,F,_,.+,,._. + 6~E,-,.,-.+,),;G 

= | : '  

+ [~.(k + ,)~F,_~,._.+, + ~,~_,k.a,_.,,,_3v.J, 

SG~, i+1 ,+1 
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blimmt man alle Difl'erentialquotienten bis zur n TM Ordnung inclusive, so 
ergiebt sich eine erweiterte Gruppe: 

0 0 

welche wir als Gaussische nte erweiterte Gruppe bezeichnen werden. 
:Nimmt man eine Reihe von Functionen ~;, ~ , . . . ,  ~ der Ver- 

~nderlichen x ,  y, so hat man: 

a T  == O; (,-t.~ ..... ~ 

es ergeben sich also die Incremente ihrer Differentialquotienten unmittel- 
bar aus der Formel (e). Wit erhalten namlich: 

8 t k 

( ,o)  a~ ,~=  _ Z ;  Z;,i,k.(~l_,,+,,, ._,5. + ~;-,,,-~+,,~.D. <'-', '  ..... ~' at o o 

Demnach bilden wir die erweiterte Gruppe: 

~ - " - '  a_:~_r 
( " )  ~<"'f =r + ~ . ~ , Z ,  et a~:,' 

1 0 0 

welche wir Beltramische n ~' erleiterte Gruppe nennen werden. 
Die Incremente yon y' " y(") , y . . . .  , sind in der Formel (7) gegeben. 

Die infinitesimale Transformation: 

~-,a~ (~) af (,2) 91"C<'f= r ~i" ~ ay<', 

ist aueh die allgemeinste infiniteslmale Transformation elner unendlichen 
Gruppe, welche wir als Mindingsche nte erweiterte Gruppe bezeiehnen 
werden. 

Endlich die Gruppe: 

(:3) ~ t< ' f=  r + ' ~ '  at a " + %<" 
1 ' o o ~t~ : at ay (l~ ~t 

wollen wir allgemeine nte erweiterte Gruppe nennen. 
Nach dem Theorem I sind (9), ( i , ) ,  (~2), ( '3 )wirk l ich  allgemeinste 

infinitesimale Transformationen von gewissen unendlichen continuierlichen 
Gruppen. 
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w Anzah l  der Gaussischen Bie f funf fs tnvarianten.  

Die Differentialinvarianten der Gruppe (5) ergeben sich als Lssungen 
gewisser Systeme linearer homogener partieller Differentialgleichungen I t~ 
Ordnung mit einer abhi~ngigen Variablen. Diese Systeme erhMt man, 
indem man alle Coefficienten der willktirlichen Functionen: $, 7/ und 
~ , ~ . ~  in (9), ( i i ) ,  (t2), (I3) gleich Null setzt. Hierbei ist zun~chst zu 
beachten, dass: 

~f ~f 
~ O, -- ---~ O, 

~,~ ~y 

woraus folgt, dass die Differentialinvarianten unserer Gruppe explicite yon 
x ,  y unabhangig sind. Wit  brauchen nun nut noch diejenigen Glei- 
chungen zu beachten, welche wir aus den Coefficienten yon ~:~,~, 7D,~ er- 
halten, 

9. Wir beginnen mit der Gaussischen Gruppe (9). Setzt man in 
(9) die Ausdri~cke (8) ein, so ergiebt sich folgendes System yon partiellen 
Differentialgleichungen: 

(I4) 

(.) - -  . ~-I I " Of (~) ~. , r -  y.: ~, i  (~',,-, + ~,,)~'.E,-.+,"-.~E,i 
/x - - I  v - -  I 

-I- [( i "t- I)~k.F,_,<+,,._. "4- ~k._,E,_.,._.+,] af aF~t 

+ i,,(2k~_,F, .~ ~+, + k~G,_.+,,._~) ~ f l  - ' -  ~ G ~  [ - ~  O, 

• ~(.)f__ , k,(2ir~_iFi_.+~,t_. + it~E,-l,,~-,+! 
~]xv  I t k 

l a - - I  

+ F.(k + ~).F,_,,,,_.+, + i._,k.O,_.+,,,_.] ~f ~y<; 

+ ~,<(:k._, + k,) o,_,,,,_,+, , r  I_-  : . : . , ,  ..... .+, \ ~G;t} O. /,=o, 1 . . . . . .  +l_~/ 

Wir haben die unteren Grenzen der Summation nach i und k gleich 
p - - I  und ~ - - x  gesetzt, well die, zu kleineren Werten yon i u n d  k 
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gehSrigen Glieder der Summen gleich Null sind. Die Striche an den 
Summenzeichen bedeuten, dass nieht gleichzeitig i-----/t ~ ~ und k = ~ - - z  
sein soll, well die zu diesem Wertpaar i ,  k geh~rigen Glieder der Summen 
verschwinden. /~ = v ae o soll bedeuten, dass p und ~ nicht gleichzeitig 
Null sein ksnnen. 

Den Gleichungen ~(~')f= o kann man eine bequemer e Form geben. 
Vertauschen wir n'~mlieh in ~:2f gleichzeitig die Indices /~ mit ~, und i 

n n - - k  

mit k und beachten, dass die Summation ]~. ~ durch die Summation 
~--1 /x--1 

~ ~ ersetzt werden kann, so ergeben sich an Stelle der Gleichungen 
/z--I u~l 

~ ) f =  o die folgenden: 

t~ n--t I 

.r] + + = o.  

Wir haben also den Satz: 

Cz=O,l,...,n+l 1 v=O, l,..., n+l--# 
#=~4,0 

$atz III: Hat  man alle Gleichungen -~(")f ---- o aufgestellt, so kann man --l~V t 

die Gleiehungen ~ ( " ) f =  o ohne weiteres angeben. A u s  jeder  Oleichunq 
('~) . ~z - ~ o dutch $~:~f= o ergiebt sich ndmlich die entsprechende Gleichunq ~(")f 

gleichzeitige Vertauschung einerseits der Buchstaben .E und G, affdererseits 

der Indices yon E , F ,  G. 

Dieser Satz ist yon praktischer Wiehtigkeit far die Aufstelhmg ge- 
nannter Gleichungen bei gegebenen Werten yon n. 

Io. Wenn die Gleichungen (I4)(a) und (/~) aufgestellt sind, so hat 
man, um die Gleichungen ~(,+l)f__ o und ~("+l)f _/,~ . _~,, . ~ - o  zu berechnen, erstens 
zu den Ausdracken -~(")f und ~(")f gewisse Glieder hinzuzufagen und zweitens --l,tV ~ --~lz., 
eine gewisse Anzahl yon neuen Gleichungen zu bilden. Es ist ni~mlieh 
leicht nachzuweisen, dass sich f a r / ~ = o ,  I ,...,n + i ; ,~=o,  i ,  ...,n + I --/~: 
g~+~)f von ~2)f nur durch so]che additive Glieder unterscheidet, welche 
wir dadurch erhalten, dass wit in den Gliedern, die in ~ ) f  unter dem 

Aafi~ math~nat/~a. 16. Imprim6 le 28 d6cembre 1891. 3 
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S u m m e n z e i c h e n  s tehen,  k = n -}- I - -  i setzen und  nach  i yon # - -  t bis 

n -F I s u m m i e r e n . '  Das E n t s p r e c h e n d e  gi l t  f a r  ~(~;:+~)f. Was die anderen  

Gle ichungen  anbetr i f f t ,  'so k a n n  m a n  die G le i chungen  6~?,.+~)f= o ff~r 

# = o ,  I , . . . ,  n + 2 ; u = n "4- 2 ~ / ~  d a d u r c h  erhal ten ,  dass m a n  in den  

Gliedern,  welche  in ~!j;)f u n t e r  dem S u m m e n z e i c h e n  stehen, k = ~ + r ~ i  

setz~ und  nach  i yon / ~ - - t  bis n + ~ s u m m i e r t ?  Die en t sp rechenden  

Gle i chungen  ~','~+~)f= o werden  na to r l i ch  in derse lben Weise aus den 
Gle i chungen  ~(") f _~,,, = o gebi ldet .  Andererse i t s  kOnnen wir  auch  zur  Auf-  
s te l Iung  tier G le i chungen  g~7/- ' )f= o den Satz I I I  benutzen.  

W e n n  wi t  also je tz t  a n n e h m e n ,  dass ~ ) f  und  ~",~ idenfisch Nul l  

sind, soba ld  # + u = ~ + ~_ ist, so e rg ieb t  sich: 

Man bemerke~ dass erstens jedes Glied der Summe, fiir welches i oder k negativ 

ausffllt,  gleich Null ist und zweitens die untere Grenze der Summation stets klelner} als: 

die obere ist. Bezeiehnet man also mit aix. alles~ was unter dem Zeieben der Summe 

steht~ so kann man sehreiben: 

n + l  n + l - - i  n + l  

~ ;  2;i. 0;,. = ~ , ( , , , ~ _ ,  + . . .  + ,,,~ ~.~ + ~,,,,§ 
u --1 ' . - -1  

woraus folgt : 

n n - - i  - - I  ~n t 1 

[ t - - I  v - - !  v - - I  v - - ]  

~ + 1  n 4 1 - - i  n n - - i  n 4 1  

Z ;  Z ; .  ,,,. =- 5 : ,  Z , . , , ~  + ~L , i ,~_ ,_~ ,  
!~- | ~'--I /~--1 ~--1 dr--1 

was eben bewiesen werden sollte. 

In ',thnlieher Weise haben wir:  

weil abet nicht gleichzeitig i ~ / ~  ~ I und k == n "4- I ~ / ~  sein kSnnen~ so ergiebt sich: 

~-t'1 n + l - - ;  n 4 Z  

~ ;  22; ,,,~ .~ ~,,~_,.,~o_., + , . . .§  + ,:~+, .... .. + . .  + ~o+~.0 ~ ~ , a , ~ + , _ , .  

was eben zu beweisen war. 
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n + l  f . ~ ,  

-,--~'"+"~ = -  %+ f + X_,, 1(2~_, + i,,)(. +,-i).E~_,~+,,,,+~_,_,~,~,~ ~ - ,  

+ [(i  + I),($* -~- I- i),~-~,--/z+l,n+l--i--v 

�9 ~f 
2f- ~/z(~, b .Jf.. I - - , ) u _ l . E i _ l , , n + 2 _ i _ u ] O ~ , i Z l _ ,  

+ ~,.[~(~ + ~--~)~_,v,_.,,+._,_~ 

+ (~ + ~ - -  i),cl,:~,+~,,,+,_,_~] u = o ,  

"+' 1( ~f ~<"+')f = " ; '  " ~(')f-",< " + Z ,  27,._, -{-,i,~)(n -t- I--i)..G,,+,__,_./__i<+,~G,,+I_,,, 

I I .  

19 

+ [(i + ,),,@ + , - - i )~F , , ._ ,  ~,.,,+~ 

~f + i,~(,, + ~ - -  .i),~_~ a,,+~_,_,~,.:,] w,,+,_,,, 

- -  ~ O.  

( Iz=O'l'''''n+2 ) 
v=0, l,...,n t-2- ~. 

.a =';:4~0 

Wir wollen jetzg dlejenigen Gleiehungen (t S) nMmr bemmhten, 
in welchen v =  n - t - 2 - - / ,  ist. Wit konnen die Glcichungen ~::,+~_/f= o 
folgendermassen schreiben: 

p.--1 

"" F . ~f + [(i + ~) .+  + ~ - -  ,),,+~_~ . . + , , . - . 1  + i~(~ + ,  - -  i ) , , + , _ ~ E . . . J  ~,+~_, 

+ i , , [2(n + ~-- i ) , ,~_,, .F~_,.+_~ + (n + ~  - -  ,),,+:__,, G,_,,+,,,,_,_,] ~G~..+,_, I o 

(p.=0,1, ..., n+~) 
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und analog die Glcichungen ~("+') e ~  .+~_z,~ ~ o. Man sieht unmittelbar,  dass 
in den Gleiehungen r ," .~,,,,+=_~,~----o i nur  die Werte p ~ und p erhalten 
kann; bei i > # verschwinden alle Glieder unter dem Summenzeichen. 
Filhrt  man die Summation aus, s o  ergiebt sich: 

( ,6) 

#,n + 2 - - p . /  - - -  ~ 1 r  

+ 2 F  of 
OCrtqn+l_# ~ O~ 

+ ~ of 
g,n + 1--tt 

~(.+1) f 2G $f of of .+2-i~,: , . .  = ~.~_~,:~_~ + F + G 

+ 2 F _  vf = o .  
9En+l--l,,~ 

(kL~ O~ 1, ..., fl+$) 

Wohl zu beachten ist, dass far # = o und # = u + 2 die Glieder mit  
negativen Indices ausgelassen werden mi]ssen. 

Die Gleiehungen ~("+~) e ~(.+. e ~,.,.+._~. = o und = o ksnnen wir in der "~p.,n-I-'~--/L I 

F o r I n :  

- + : . ,  + r (  + 2 ==  O~ 
\~'L'/z,n + I--/~ O E # - - l , n + 2 - - / t  \ ,,L--l,)t + 2--/L -- 

0f 

angeben. Well  die Determinante E G  m F 2 von Null verschieden ist, so 
erhMt man die Gleichungen: 

(I6 ')  

~f ~f + 2 = o, 

vf 
O F  z -  1,t t+2--p O G p , a + l - - / t  

welche den Gleichungen (x6) Rquivalent sind. Schreibt man alle diese 
Gleichungen der Reihe nach auf: 
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(~ 6") 

af of 
- -  O 7 ~ O~ 

OF0,a+t aC4o,~ 4-1 

af af _ af af 
+ 2 aE0,.+l o, a/,--r'----0,.+l + 2 aG,. . . . .  o, 

at" of af o f  
a,~, ,~_~ + 2 og , .  = o, oF,;, + : oa,,~_-------; = o,  

O �9 Q g O I �9 o a �9 �9 Q �9 I O �9 

of of of af ~ +  2 - V - -  = o , ~ + 2  - - o ,  
O ,,-la O/".-1,~ a--O-71- 

of of of of = o ,  + 2 - - = o ,  

of 0f 
OEn+l,o O~ a / ~ + l , o  O, 

so sieht man, dass sic far  alle msglichen Werthe yon n von einander 
unabhangig sind. Also sind auch alle Gleichungen 06)  yon einander 
unabhangig. Dieses Resultat erlaubt uns einen Satz aufzustellen, welcher 
die Frage, ob die Gleichungen (I4) yon einander unabhangig sind oder 
nicht, zu entscheiden gestattet. Bezeichnet man namlich im Allgemelnen 
die Gleichungen, welche alle Differentialinvarianten bis zur n t~" Ordnung 
definieren, als Gleichungen der n TM erweiterten Gruppe, und wendet man 
den Satz II auf dos System (I5) an, so gewinnt man den folgenden Satz: 

S a t z  IV: Sind alle Gleichungen der nte€ erweiterten Gaussischen Gruppe 
yon emander unabhdngig, so sind ouch aUe Gleichungen der (n + I) re" er- 
weiterten Gaussischen Gruppe yon einander unablgt'ngig. 

Mit Hillfe der Gleiehungen (i6') kann man den Gleichungen (I5), 
fiir welche / ~ = o ,  i , . . . , n +  i ; v = o ,  i , . . . , n +  I~-- / t ,  eine an- 
dere Form geben. Aus den Gleichungen (16') ergiebt sich namlich: 

af i of af i of 
OE~,~+l_~ ~ 2 aF~+~,~_~ ~ OG~,~+I_~ ~ ~ 2 O~_L, ,+~_~" 

( i  ffi O, 1, . . . ,  n )  ( i ~  1, 2, . . . ,  ,-{- 1) 

Beraeksiehtigt man, dass diejenigen Differentialquotienten, fi~r welche ein 
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Index negativ ausf~llt, identisch Null  sind, so kann man die erhal tenen 
Wer te  in ~:<,~~ Es ergiebt  sich: 

n+2 

~ ( n + l ) F =  ~ ( " ) f  -I Z - ' ,~,E._ , ~2 l v '  - - ' - - '  ~ /4~ i , : f l _  i - . . .  - . , . . - -  o , [ ~ ( i -  ,),,~-, + (~ --,),<](,,  + "  - -  0 
F 

,,+l Of + ~,[(i + ~)1,(n + ,  --i),I+',_,<+,,,,+,_,_, + i+,(u + ,  - -  i).~_,E,_:,,.+.,_~_~] aF,,.+,__, 
/z--1 

_ _ !  Z , ( i  _[_ l ) i , [ 2 (n  __ i ) ,_,  F,=,, +l,,,+ l_.,_.~ "4- (n - -  i),G,_:,+..> .... i_,,] aF<,,,+,_i = o .  
2 :,--I 

Als Grenzen der  8 u n n n a t i o n  kann man hier r l b e r a l l / , ~  i und  n nehmen.  

'~/~' - - 0  nach ( t6")  In  der  That:  weil  2 (I* ~ 2),,_~ -I- (p ~ 2):< = o, aF,,+~,0 

und af a/",,+~,_~ o ,  s o  s i n d  d i e  z u  /, p i , ?/, -~- I , '/b -~- o gehOrigen 

Glieder unter  dem ersten Smmnenzeichen  identisch Nul l ;  da ferner 
a/ 

--: o, so ist das zu i = n - I -  x gehOrige Glied unter  dem zweiten 
3 l+~n + 1,o 

Summenzeichen gleich Nul l ;  endl ich verschwindet  noch das zu i = p - - 2  
gehorige Glied unter  dem dri t ten 8unnnenzeiehen,  da ( / z -  1),< = O ist. 
1)emnaeh k0nnen wir  das System (15) in der l o t t o :  

( , 7 )  

1[ < > ] ~<;:'f+ ~ ,  :, ,(,~+~-0.-,- (~-,),,.-,+-'(~-,):,o (,~+-~-0~ &1,,.+~-,-~ 

+ ( i +  ,),,~(,,, , ) (  '- ' ) l  at- = ., 1 ' i  ,,,+l,,.+l-i-~ --7,_ (fii :~+2,,,-i-, aF~,,+l_i O, 

+ [[ 0' i ] _ ,~ �9 r ~<~ ~ ,  : . ( , ~ + ~ - i ) ~  , -  i-~),,_,+ ' ( i .  o .... ,).< ( , ~ + = - 0 , .  a.,_,., ; .... ,_.. 
[L--1 

+ (~ + ' > < ( " - ,  ')"t-'"+'-'-+"+' - -= ~ " - - ~ - " , ' - " ? 1  ~' , ,+,- , , ,  - ~  
( ]L~0111 '''lll~- I ) 

Y=0,1,..., n+l--~ 
,,x =~4=0 

aF:.,,+l_,~ -1- 2 aE~_l.,,+~_.,,. ~- o, aF,,+>_, ...... -4- 2 a6',,+~_~,s~_l - -  o 

( # = 0 ,  1, ..., n+2) 

1 Diese Gleichungen sind die ctwas andcrs geschriebenen Gldehungen (I6'). 
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schreiben. Man muss hier beachten, dass alle Glieder, bei welchen ein 
Index yon E ,  F oder G negativ ausP~llt, gleich Null zu nehmen sind. 

i2. Naeh dem Satze IV kommt die Frage, ob die Gleichungen der 
erweiterton Gaussischen Gruppe yon besiimmter 0rdnung alle yon einander 
unabh~ngig sind oder nicht, auf die Untersuchung der Gleichungen zurt~ck, 
welche die Differentialinvarianten der niedrigsten 0rdnungen definieren. 
Hat man. bewiesen, dass alle Gleichungen einer bestimmten, etwa der pt~,, 
erweiterten Gruppe yon einander unabhangig sind, so gilt das auch ffir 
jede 0rdnung, welche grOsser als p ist. 

Aus den Formeln (t4), (~r und (fl) erhi~lt man fi~r n = o: 

(%) 
~ , o f = : E ~ + F  ----o, 

Fiir die Grossen Zo,, Zlo, Z~o, Zoo, welche die Identitat: 

(~o) 

befriedigen sollen, erhalten wlr drei lineare homogene Gleiehungen: 

(to) 
FZ:,0+EZ,0=o, EZ, o+V2,o+FZ, o+~2ol=O, 

Fz01+a~ol----o, 

aus welchen folgt: 

E F F 
(~o) 2,0 = - - o Z o ~ ,  Z,o =oZo,,  2o~ = - - ~ Z o , .  

Es existiert demnach eine, aber auch nut eine Identitat (fl0)' Es ergiebt 
sich also, dass die Gleichungen (%) drei unabhdngige enthalten. 
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Benutz t  m a n  ferner  die Gle ichungen  (x5), so erh~lt  man :  

~(J,)f = ~o,f+ P. ~r + (F,o + E o , ) ~  + (2F,,, + G,o)~ ~1o OE ~ ~ 

~f af 
4- E, oo-~-o + :P,o- ~v,o -- o, 

~o) ~f 9f Of %of= ~,of -I- Go,~;~o + (For -t- V,o) ~-~ -t- (:F:o -t- Eo,)-~-~ o 

vf  af + Go, ~ + 2Fo, ~Eo, = O~ 

~f ~f 

o~ 

o , . =  G,o~---~- -t- F ,o~-~ ~ -t- 3Go:~-~-o, -'!- : F o , ~ , .  

~f + Eo, ~ = o, 

~'~,f = E ~f + ~ f  2 F  Oo, = o,  ~Fol 

~(~) ~ ~f af 

af af vf ~i~)f -- :E~-E~., + F ~  + E~-~,o + 2FoG~o --~-, o, 

~f af 

, o . =  ~,o + F~ .--o, 

~f ~O ~-~,, + F-~. ,  = o. 

Grsssen so zu bes t immen,  dass die Identitl~t: 

�9 �9 Zo,~,o f + Zo~o~ f + + ,~o~.o,. z 0 ~ o : ~ +  �9 + . . .  = o  

•(I)F - -  
02 I - - - "  

Wit 'versuehen die 
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besteht. Man sieht ohne weiteres, dass Zol, " " ,  )(o, die Werte (~o) haben 
massen. Fa r  die anderen X erhalten wir folgende Gleichungen: 

(r,) 

zo, (aE,  o - -  2EFo, + FEo,) = o, 2EZl, + 2F2,1 + ~- 

E)[o~--[- Fz , , - ] -  G~, -}- F i o ~  7-~ ' - -  a [ ( F ' o - [ - E ' , ) G - - E G o , - - F F o , ] = ~  

5_ z;, [(~Fo, + a ,~  3Go,F] --= o, 2FZo~ + 2a;~o~ __ G 

2Fz,  ' + 2G~(,1 Zo, (EGo , __ 2GF, ~ Jr FG,  o) = o, G 

G~.2o.t_ E z , ,  + F i ,  _t_ F)(~ ~ 7..o, - -  ~- [(Fo, + a,o) E - -  a~ ,o  - -  F~vo] _-- o, 

2 E z ,  o "-b 2F2~ o --;(~ [(2F, o =~. E o , ) E - -  3E,  oF] "~ o. G 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich: 

(~,) 

~20 

~gll 

~11 

~20 

~02 

~ '~  {F(4GFo,  - -  3FGo~ ) - -  a ( ~ a E o ,  - -  EGo,)}, 2 G ( E G -  F') 

Zo, {E(2EGlo  __ e E ,  o ) __ F(4EF~ ~ __ 3FE,  o)}, : G ( - ~ - -  F") 

7.0, F,){ - F(EGo,  _ 2GF, ~ _]_ FG, o ) 
2G(EG - -  

- -  G ( G E ,  o - -  2 E F o ,  + F E o , ) } ,  

Zo, ~GF, o Fa,  o) 2g(EG --  F*){ E (EGol  - -  + 

+ F(GE~.-  ~EFo, + -~'Eo,)~, 

Acta matheraatica. 16. Imprlm~ le 2 JRnvier 1892. 

, Zo, (EG + F~)F,o + (EG F~)~o, 

- - ~ F ( ~ E , o  + EG, o)}, 

Z,, 2F(EGo,  GE~I ) : ( E G  ' 2GtEO - -  F') { + - -  -Jr F')_~,,  

- -  (EG --- F')G,o }. 
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Wit schliessen hieraus, dass es eine und nut eine Identit',tt (/9~) giebt 
und dass also die Gleichangen (%) 9 unabhcingige enthallen. 

Bilden wir jetzt die Gleichungen der zweiten erweiterten Gaussischen 
Gruppe nach dem Schema (i7) , so erhalten wir: 

~(o~)f----- o, ~(')~--,1o. ----- o, 

�9 af 

~(.,~ + I vf 
o~ .  2 E~0 aF~ - -  O, 

~(~)r Eo 1 of 
H l - -  ~ F l t  - -  0 

l ( I 

I ~f af  
F! ~ 0  ~-0, -+-2 ~ ' ~F~o ~F u 

~f af 

~FI~-- ~ ~ O, 

~o f 4 -  ~ Go ~ ~F, ~ - -  o ,  

~ " ) r - -  G~ ~ ~f 
t l  I OF~t - -  O, 

- ' 0 2  1 - -  - - -  O~ 

af vf vf ~E. = o,  ~F,--~ + 2 ~G,0--- o, 

af af 
aEto ----- O, ~Go~ ~ O. 

Multipliciert man die linken Seiten diescr Gleichungen mit gewissen un- 
bekannten Multiplicatoren, addiert die erhaltenen Ausdr0cke und setzt 
die Summe gleieh Null, so sieht man ohne weitercs, dass alle Multiplica- 
torch der acht letzten G!eichungen gleich Null sein mOssen, l]brigens 
zerf,"dlt die aufgestellte Identititt in die Identitat (fl~)und in die Identitat: 

I 

- -  (Eo2 - -  2 F ~  + G2o)Z,o - -  (G2o - -  2 F , ,  + Eo~)f(o , + ~ E~oZo ~ 

I I 

Sind die Gleichungen (%) nieht alle yon einander unabhi~ngig, so m0ssen 
die Wertc (30) und (3~) diese Identit'at befriedigen. Und es lasst sich in 
der That leicht verificieren, dass dies der Fall ist. Demnach enthallen 
die Gleichun.qen (%) nut  I7 unabhdngi.qe. Hatten wit also andererseits die 
Gleichungen (a2) in der Form: 

(~;) ~;~ f - -  o, . ~ . -  o .=o,, ..... ~--~. 
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genommen, so wi~re die Identitat:  

~o~o~ i + + + Xo3 ~o+ . + + Zo~o~ . o �9 " " Z 0 2 ~ 0 ~ /  �9 �9 * = :  

durch die Werte ((~o), ((~) und 

( ~ , )  Zoa = aoaXo,, ~.+o = aaoZo~, Z ,~  = a , 2 x m ,  �9 �9 �9 , Zo~ = ao3Zo, 

befriedigt worden, wobci wir die Coefficienten a und a,  wie aus dem 
Folgende'n zu sehen ist, nicht aufzustellen brauchen. 

Jetzt werden wir die Gleichungen der 3 t~ erweiterten Gaussischen 
Gruppe nach (17) aufstellen. Es ergiebt sich: 

o , . - - 2 ( E , : -  2F:, n t- Ga0 ) af 8/r ---~ O~ 

+ ( 2 ) / "  I [1(~ _ _  2 . E l ,  E 0 3  ) ~ f  

~ ( o ? f - - ( ~ 0 -  2~,1 + E , , ) a ~  ' 

~c~> f + I_ E af I of 

3 E af ~( , . , -  2~;, + G~o)a~;,--= o, 

I af  I af 

I ) af El  1 af 

~(,)f ( _ _ F l l q _ I  , ) af af n . - -  2 G=0 2 E~ aF,,  G,~ - -  o ,  OF,, 

, 3 E~= --  o, a('~) I af G2~ - -  3F~1 + 2 aF,, ~o.~ f + o - -  2 aF,, - -  

eo+ ,~ + I E~ ~ a; 
08 / ~ a F , ,  = O, 

t~o>e__ Eo~ af i af ~= - ~ + i E'0 = o, aI,;, 

•(2) I af 
~o f + ~ G~ a~',, - -  o, 

~ ( ~ ) / .  G1 ~ af i , af - -  O~ 
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~(2) f ( F  0 i ) ~f  
~ ' +  ~ - - 2  G~~ 0F~, _ _ ~  Eo ~ of 

~(~)t~A_ ( l ) Of _ _ ~ G I  ~ of ~ - -  O~ 

~(2)f_{_ (F 0 i ) Of 3o~ ~ ~ G l o  ~ = o,  ( F  1 x ) of ~'(: 'f+ - -  S o ~ o,  ~03 / 0 2 l 

Of Of of 
O~o 3 = O, 0Fso ~ O, Ob,l * 

of of 
o & +  2 - ~ -  = o, 

2 - -  - -  
of of of 

O E o , -  o ,  ~ ,  + 2 oO,--: = o ,  

of 
- -  o ,  ha,* = o ,  

of Of af 

Of 0f 
0Eso - -  O~ 0Gos - -  ~ O ~  

Multipliciert man die linken Seiten dieser Gleichungen mit gewissen un- 
bestimmten Multiplicatoren, addiert die Produkte und setzt die Summe 
gleich Null, so sieht man sogleich, dass alle Multiplicatoren der letzten 
Io Gleichungen gleich Null zu setzen sin& Und ausserdem zerfMlt die 
erhaltene Identitat in die Identitat (f12) und in die beiden folgcnden: 

--3(O.-- :FI,+Eo3)L, -- ~-(E~-- 2F2, + G3o)Zo,--(Eoa-- 2F12+G2,)Z, 2 

I I I 

I 3 ' Eo,):i ,  

( ) ( i )  
+ ~, Go,i( ,  ' + Fo ~ i~ a , o X 2 , - -  G , ff( , , + 1'1o - -  ~ E o , ;( o . -~ o ,  

3 (E12_ 2F21 + G3o)Z~ ~ -'~ (O, , - -  ~F~, + Eo3)2,o--(0~o-- ~ , ,  + E,,)L,--~ 

_ , ( ' )- 

i - 3 i Go,~,, ~ G,o~,~ ~ +(F20--~EII)J~O,--(Eo,]--3FlI +-~ftO))~,O +~ - -  

, (, ' ) -  ' )  
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Man sieht aber leicht, dass die Identitat (/92) und die beiden letzten Iden- 
titaten nur dann befriedigt sein ksnnen, wenn man alle X gleich Null 
setzt. In der That: well alle X yon den Differentialquotienten 3 tr Ord- 
nung der E ,  F ,  G unabhangig sind, so mtissen in den beiden letzten 
Identiti~ten die Coefficienten der genannten Differentialquotienten 3 ter Ord- 
hung yon selbst verschwinden. Es muss also insbesondere der Coefficient 
yon EI~ in der ersten Identiti~t versehwinden, d. h. es muss ~(01 = o  sein; 
es mt~ssen also auch alle X gleich o werden. Daraus folgt, dass die Glei- 

chungen der 3 t~ erweiterten Gaussischer~ Grupve aUe von einander unab- 

hCingig sind. 

13. Nach dem Theorem II bilden die infinitesimalen Transforma- 
tionen: 

(.) ~(")f /~;-o,I ..... ,+l \ 
~<, f ,  -~,<<. / " : ~  ...... +~-,<</ 

eine endliche continuierliche Transformationsgruppe, denn nach dem The- 
orem I ist jede Erwciterung einer unendlichen continuierlichen Trans- 
formationsgruppe ebenfalls eine unendliche continuierliche Transformations- 
gruppe. Also bilden die Gleichungen (I4), (a) und (/9) flit jeden Wert 
yon n ein vollstandiges System. 

F i i r n  = o erhalten wir die 4 Gleichungen (%) welche drei unab- 
hangige Veranderliche enthalten. Von diesen Gleichungen sind 3 unab- 
hangig, woraus folgt, dass sie keine LSsung zulassen. Nennt man die 
LOsungen yon (I4), welche Differentialquotienten yon E ,  F ,  G bis zur 
n t€ Ordnung incl. enthalten, Gaussische .Biegungsinvarianten n ~~ Ordnung, 

so sieht man, dass es keine Gaussische Biegungsinvariante o ter Ordnung 
giebt. 

Ftir n----- t ergeben sich die Gleichungen (al) und unter ihnen sind 
9 unabhi~ngig; die Anzahl der unabhangigen Veranderlichen ist ebenfalls 
9, es giebt also keine Gaussische Biegungsinvariante I t~r Ordnung. 

Ffir n-----2 haben wir unter (a~) I7 unabh~ngige Gleichungen bei 
I8 unabhangigen Veranderlichen. Es existiert also eine Gaussische Bie- 
gungsinvariante 2 t~r Ordnung. 

Ffir n = 3 ist die Anzahl der Gleichungen gleich 28; sie sind alle 
unabh~ngig und die Anzahl der unabhangigen Veranderlichen ist gleich 
3o. Wir haben also 2 unabh'~ngige LSsungen, deren eine die Gaussische 
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Biegungsinvariante 2 t~' Ordnung ist; die zweite ist die einzige Gaussische 
Biegungsinvariante 3 ter Ordnung. 

Nach dem Satze IV sind mit Bezug auf das for n = 3 erhaltene 
Resultat die Gleichungen jeder n ten erweiterten Gaussischen Gruppe fiir n > 3 
alle yon einander unabhdingig. Die Anzahl dieser Gleichungen ist gleic h der 
Anzahl aller Differentialquotienten yon $(xy) und ~(xy)nach x , y  bis 
zur (n-4- I) t~ Ordnung incl. Sie ist also gleich: 

: [ :  + 3 + . . .  + (,, + 2)] = (,, + ~)(,, + 4); 

weil abet die Anzahl aller Differentialquotienten yon E ,  F,  G bis zur 
n te~ Ordnung incl. und der Functionen selber, welche alle bier die Rolle 
der unabhangigen Verlinderlichen spielen, gleich 

3 [ I  --I l- 2 .3ff , , ,  "4- (n -31- I)]  ~---- 3 ( n  -3 I- I ) (~ "3 I- 2) 

ist, so ist die Anzahl der unabhangigen Lt~sungen der Gleichungen der 
n te~ erweiterten Gaussischen Grui)pe gleich: 

- -= X ( n -  :2)(n 3 t- I). 3 (~ + ~)(~ + ~ ) _  (n + ,)(~ + 4) 
2 

Die Anzahl der L6sungen filr die ( n - / ) t o  erweilerte Gaussische Gruppe 

i (n - -  3)n, also ist die Anzahl der Gaussischen ist dementsprechend gleich 

Biegungsinvarianten n te~ Ordnung gleich: 

I I 
2 ( n - -  2)(n + I ) - - ~ ( n - -  3)n = n - -  i. 

Fassen wir alle diese Resultate zusammen, so ergiebt sich folgendes 
Theorem: 

T h e o r e m  III. Die Gaussiscken Biegungsinvarianten werden als L6sungen 
der vollstandigen Systeme: 
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n # n--i [ 
(.) _ _  ~ f "  �9 ~ f  ~" f - -  ~ .  Z :  [ (27~<_, -at- ,,.)k.E._..+,.,_~ ~ ,  

- -  V - - 1  

�9 a f  + [(~ + ~),<k.F,_,.+,,~_. + ,,<k._,E,_,,,~_.+,] ~ 

+ i,<(2k.__,F,_,,,._~+, + k.a,_,.+,,~_D ,.I o, 

p , - - I  - -  

+ [(~ + ,),,k.s~._.,,_.+, + ~,<k._, G._.+,.,_,,] ~ ,  
a f  I ///x=O, 1 . . . . . .  +1 

+ i,,(~k._,F~_~+,,,_,< + k~E~_~,,_,<+.)--E:, I = o ,,,<~:~ ..... "+'-")/ 

definiert. Es  giebt keine Gaussischen Biegungsinvarianten o terund I t'' Ord- 
nun.q. Die Anzahl der Gaussischen Biegungsinvarianten 2 t~" Ordnung ist 
gleich i ,  3 t~ Ordnung gleich i und allgemein n re' Ordnung, wo n > 3 ist, 
~leich n -  i. 

w IV. A n z a h l  der  t ib r igen  B i e g u n g s i n v a r l a n t e n .  

~4. Nach den Formeln (IO) lind (I I) sind die Gleichungen der n t~" 
erweiterten Beltramischen Gruppe: 

m n n - - t  

1 /.t v 

• ~ ~-i . ,  a f  /~--o,  1 ..... n \ 
-t,~ - ~t<~ " -it" ~ t k ~t<#c~-t~,~-~+ 1 ~ O, /~=o,1 ..... .-t , j  

1 /L v \ p . = v * O  / 

wo die unteren Grenzen der Summation nach i und k gleich /x und v 

genommen sind, weil die zu kleineren Werten von i und k gehSrigen 

Glieder augenscheinlich immer  verschwinden. Den Gleichungen ~ ) f =  o 

kann man nach denselben Betrachtungen, wie sie in N ~  angestellt  
wurden,  eine andere Form geben, so dass sich als Gleichungen der n t~n 

erweiterten Beltramischen Gruppe die folgenden ergeben: 
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(,8) 
" - "  Z E Z  " *B~';)f= ~,~ f + ~ , ~,k,?,_:,+,,,_, - -  - -  o, 

1 ~ v O~ s* 

m n n - - I  

-~,, - -,~ - + , , i~,k,9'~*-~,,-;,+~ - 7  = o. ~,=o,~,...,,,-~,~. 
1 s ~ v O ~ i  k, a=v~O / 

Demnach ksnnen wir analog dem Satze III den folgenden Satz aufstellen: 

8atz u Hat man alle Gleichungen ~ ) f - ~  o aufgestellt, so kann man 
die Gleichungen ~ ( ' ) t '~  o ohne weiteres angeben. Aus jeder Gleichung 

(.) _ _  k ~,,~ f - - o  ergiebt sich ndmlich die entsprechende Gleichung M( ' ) f= o durch --Vft 

gleichzeitige Vertauschung einerseits der Buchstaben E und G, andererseits 
der Indices yon E ,  F ,  G,  9~, ~ ,  . . . ,  9"~. 

Benutzt man ferner die U'berlegungen im N ~ IO, welche bier wegen 

der Allgemeinheit  der Bemerkungen I und 2 angewendet werden konnen, 
so kann man die Gleichungen der (n + i) te~ emveiterten Beltramischen 

Gruppe folgcndermassen schreiben: 

(I9) . 

•(n+l) f (,4) (n)  ( n - - l )  .~ . = ~ . ~ f +  ( ~ , f - - ~ ,  f) 

,~ .+z  .~ ~ ~ f  

1 Iz ~ i , n + l - - i  

e"~vt~ I "-[-" ,,--vp. ~ --t'l~. ~ 1  

m n + l  "~ s ~ ] e  

+ + ' o, 
1 # 

(a) 

~ n+ l _ l t  I ~ ~ lGn+ l__lL I 
n + l  

Of + ~ , r  + ,--,).+,_.~,,_~,,,._, . 
1 ~ ~g i ,~+l - - i  

~(.+1)  s ~(.) f 
n ~ - l - - I ~ , u l  = n + l - - ~ . , a l  

m . + z  ~ f  

"3[- til~( ~z "JC I - -  ~)n+I--~f,~--Li--,,~+l 
~ g s + l _ , ,  

1 F 

Man sieht aber unmittelbar,  dass die Gleichungen: 

~ / ~ , # +  l - - p .  l - -  n + l - - ~ , / , t  / ~ 0 

(]~ =0~ 1,  . . . ,  n \ 
v = Oj 1, . . .  n - - , u )  

, u = v * O  / 

O~ 

(,u.= O, 1, . . . ,  n + 1) 

Co.=O, 1, o,.,n+l) 
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auf  die Form: 

m 

"7" O~,~,n + 1--~ 

m 

n + l _ l , , ~  I - -  nTl_l~t,!~ I ~ sFO1 ~gS..l..l__~,.U 

gebracht werden ksnnen. 

I5. Die Formeln (7) und (i2) erlauben uns die Gleichungen der 
Mindingschen n ten erweiterten Gruppe ohne weiteres aufzustellen: 

6 )~ (n ) f  = ~(n--1)f ~ _~ ~f - ' - /~u ~ #u r  ~ O~ 8Y (~ 
/~.o, ,  ..... . \ 

. . . . . . . .  . ,  
\,u.= ~,:~o ] 

~ ; > f  = _.,_~("-')f.-- , h~,, ~y<,, 
1 

-----O. 

Hier kann man aber einen zu den Si~tzen III und V analogen Satz nicht 
aufstellen. Hat  man die Gleichungen der n tea erweiterten Mindingschen 
Gruppe aufgestellt, so ergeben sich die Gleichungen der (n + I) re" er- 
weiterten Mindingschen Gruppe folgendermassen: 

(.) (.-1) Vf 
9 r C ~ + ' ) f  = 9rC~2 f + (~ . . f - -  ~,., f)--g~+~ y(,,+~)= o, 

-~("+~)f _-~(")f ~("-~)f~--h ~+1 ~f (,,,=o,1 ..... ,, '~ ~ | u=O, 1, . . . , n - -# l  

(a) 
~ , - ~ , . + , - ~  f = = o ,  ~ l q n + l - - l l l - -  ,~/*,n+ 1--,u ~y(n-t-1) 

~+l-~,z. ~ ~+i-~,~f '~.+1-~,~ Vy(~l) -~ O. (#=0,1,  ..., n + l )  

I5. Geht man cndlich zu der allgemeinen erweiterten n ten Gru_ppe 
(I3) tiber, so ergeben sich folgende Gleichungen, welche ihre Differential- 
invarianten definieren: 

Aeta mathxmat/va. 16. Imprim~ le 4 janvier 1892. 5 
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(23) 

+ Z  Z Z "" - -  
--,,~v . f , l k �9 , 

I I z v 

~f 

vf 

n 

~ y ( t ) -  07 
1 

. . . - t  + ~f X X X  7,:.. - o .  -~', - = -,', - + , , k ~,',t~F~ ~,'-"+~ ~ z ~!/(,) 
' I I ~ v ~ 9 / - i  1 

/I t=O'l '*"'n 
v=O, 1~ ...~ n--,q~ 

\.IX = t,:4=O / 

Sind die Gleichungen der Allgemeinen n t~" erweiterten Gruppe aufgeste]lt, 
so ergeben sich die Gleiehungen der (n + I) ~ Gruppe folgendermassen: 

pry / --IL~ ~ - -  --/~v , , 1  

.+1 " s ~f  a .+l  Of 

1 I t ~ i , n + l - - i  

--'v/~ I --'vl~ I --vIL n l 

m n + l  

( " ) 4 )  --I-- t g , , (  $?' - t -  I - -  ) v f n + l _ _ i _ v , i _ , , + l  S + l _ i .  i 

[ ~( .+ , )  .e (., ~ ~ Of / f i o o . -  
8 u~.-~,n+l--,t 

(a) i ~IN~'Z,.,,,,f = .+~-,.,,,. + , fo,  ~f.,+~_, ...... 

- -  O~ 

h.+l af ~,'~ ~y(,+1) ~ O~ 

( ,~=o, 1,..., n 
v=0 ,1 ,  ..., n - - /~ j  
# = v ~ 0  / 

. + 1  ~ f  
,u. ,n+l--l t  0 y ( n + l )  - -  0 7  

h n + l  O f  
n+l--/L,.,~t ~ q ( n + l )  - -  O .  

(:~= 0, 1, ..., n + l )  

I7. In N ~ II haben wit bewiesen, dass die Gleichungen: 

•(n) r ~(n) 4' O 
lGn+ l__lX ! ----- O~ On+ l_l~,p I 

(p.=0,1, ..., n + l )  

alle yon einander unabhangig sind. Nach dem Satze I sind also alle 
Gleichungen (I9a), alle Gleichungen ( 2 2 a ) u n d  endlich alle 0 4 a ) y o n  

einander unabhi~ngig. Daraus folgt also nach dem $atze II, dass alle 
Gleichungen (19) yon einander unabhi~ngig sind, sobald alle Gleichungen 
(t8) yon einander unabhangig sind, dass alle Gleichungen (z2) von ein- 
ander unabhangig sind, sobald alle (2I) von einander unabhi~ngig sind und 
endlich, dass alle (24) yon einander unabhiingig sind, sobald alle (23) yon 
einander unabhangig sind. Demfiach ksnnen wir folgenden Satz aufstellen: 

Satz u S i n d  d ie  G l e i c h u n g e n  der n t~200 e r w e i / e r t e n  B e l t r a m i s c h e n ,  
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.Mindingschen oder all qemeinen Gruppe alle yon einander unabhdngig, so sma 
auch die Gleichungen der (n q- i )to" erweiterten resp. Beltramfschen, Minding- 
schen oder allgemeinen Gruppe aUe yon einander unabMing O. 

I8. Nimmt man in den Gleiehungen der Beltramisehen erweiterten 
Gruppe m ~ I an und berechnet die Gleichungen der ersten erweiterten 
Beltramischen Gruppe, so ergiebt sich: 

~o f =  G~,--I- 2~ ~ p +  fo~ ~,o 

vf t:,~f vf 
- -  O ~  

sind diese Gleichungen nieht alle yon einander unabh~ngig, so m11ss die 
Identit~t: 

durch die Werte (30) (N ~ x:)befr iedigt  werden, ohne (lass Zol identisch 
verschwindet. Es muss also gelten: 

(r G -  r  = O, ( r162  = O; 

daraus folgt aber, class Zo~ ----- o sein muss, dass also obige 4 G]eiehungen 
yon einander unabh~ngig sin& 

Nach dem Satze I sind die Gleiehungen der ersten erweiterten Bel- 
tramisehen Gruppe f~r ein beliebiges m alle von einander unabh~ngig; 
also sind nach dem Satze VI die Gleichungen ]eder erweiterten Beltra- 
mischen Gruppe alle yon einander unabhfingo. Nach den Theoremen I und 
II bilden diese Gleichungen stets vollstandige Systeme; demnach kann 
man die Anzahl der Lcssungen berechnen. 

Die Anzahl der Gleichungen der n TM erweiterten Beltramischen Gruppe 
ist n(n q-3),  die Anzahl der unabhangigen Ver~nderlichen: 

= 3  ( n +  ~) m ~ (~ + 3 )  _3~ n(,~ + x) + ,,~[: + 3 + . .  . + (n + ~)] ~,~ + ~ ; 
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demnach ist die Anzahl der unabhangigen Losungen der Gleichungen der 
n re" erweiterten Beltramischen Gruppe: 

3! + + 3). 
2 2 

die Gleichungen der ( n -  I) t~" Gruppe besitzen ferner 

2 "Jl- 9'/b 2 
( ~ -  x)(,~ + 2) 

unabhltngige LSsungen, welche augenscheinlich auch die Gleichungen der 
n t~= Gruppe gestatten. Die Gleichungen der nte" Gruppe ergeben also: 

n(n + 3) (n . -  t)(n---4) ( , , -  t)(,~, + 2) 
2 2 2 2 

neue Lssungen; nur in diesen LSsungen werden die Differentialquotienten 
( n -  I) re: Ordnung yon  E ,  F ,  G und die Differentialquotienten n t~r Ord- 
nung von 9~ ~, ~ ,  . . . ,  9~ '~ auftreten. Einige yon diesen Lssungen sind 
Gaussische Biegungsinvarianten ( n - - I )  to* Ordnung; andere, welche ausser 
den Functionen E ,  F ,  G und ihren Ableitungen noch die Ableitungen 
yon 9~ ~, ~ , . . . ,  9r ~ enthalten, werden wir als Beltramische Biegungsinvari- 

anten n t€ Ordnung bezeichnen, well in ihnen die hschste Ordnung der 
Differentialquotienten yon 9~ ~, 9~, . . . ,  9, '~ eben die n to ist. 

Man sieht also: es giebt 
2 m ~  I Beltramische Biegungsinvarianten I t~* Ordnung, 
3m Beltramische Biegungsinvarianten 2 ter Ordnung, 
4m Beltramische Biegungsinvarianten 3 ter Ordnung, 
5m-4-I Beltramische Biegungsinvarianten 4 ter Ordnung, 

(n-4-x)m Beltramische Biegungsinvarianten n ter Ordnung, wo n >  4 ist. 
Diese Zahlen ergeben sich dadurch, dass wir yon der Zahl n ~  2 + m(n + I) 
die Anzahl der Gaussischen Biegungsinvarianten ( n - - i )  tr Ordning sub- 
trahieren. 

Die Anzahl aller Beltramischen Biegungsinvarianten yon der I t€ bis 
zur ntr Ordnung incl. ist far n > 3 gleich: 

(2m - -  ~t) -Jr- 3m -4- 4m -4- (5 m -4- I) -4- 6m -I- 7 m + . . .  -4- (u + x)m - -  ~~('~ + 3)m.  
2 
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Bilden wit for n > 3 die nte erweiterte Beltramischc Gruppe, welche nur 

eine cinzige der Functioneu ~i, ~2, ... ~., enth'Alt, so definiert sie n(~+3) 
' 2 

unabh~ngige Beltramische Biegungsinvarianten, welche natarlich yon ciner 
cinzigen dcr Functionen, ~I, 92,..., ~,~ abhangig sind. Wenn wir jetzt 
in diese Biegungsinvarianten start der frfiheren Function etwa statt ~, 
alle anderen Functionen ~i, F,s, ..., ~-I, ~+i ..., ~,,, dcr Reihe nach 

einsetzen, so erhalten wit mit den fr0.heren zusammen im Ganzen ~(n + 3)m 2 
unabh~ngige Beltramische Biegungsinvarianten, d. h. alle Beltramischen 
Biegungsinvarianten, welche unsere n t~ erweiterte Beltramische Gruppe (I I) 

definiert. Dieses Resultat aber, dass man nRmlich die Gruppe bloss auf 
cine einzige Function ~ zu erweitern braucht, gilt nur dann, wenn n > 3 ist. 

Ist n ~- i und erweitert man die Gruppe auf eine einzige Function 

~*, so ergiebt sich eine einzige Biegungsinvariante, etwa A~; fogen wir 
hier die zweite Function ~' hinzu, so erhalten wir 3 Biegungsinvarianten, 
von denen A~ ~ und A~ ~' augenscheinlich zwei sind; die dritte, welche 
yon beiden Functionen ~ und ~' abh~ngen muss, werden wir mit ~(~~ 

bezeichnen. Stellt man nun die erste erweiterte Beltramische Gruppe mit 
allen Functionen ~', ~,..., ~'~ auf, so ergeben sich folgende Biegungs- 
invarianten: 

I~ AF~ ~, A~,  . . . ,  A~", 

welche augenscheinlich alle von einander unabh~ngig sind; weil ihre An- 
zahl gleich 2 m ~  i ist, so sind es alle Beltramischcn Biegungsinvarianten, 
welche die erste erweiterte Beltramische Gruppe definiert. Wir kt~nnten 
nach dem Schema 0(~9  ~') noch mehrere Biegungsinvarianten ~ableiten; 
sie k0nnen aber nur eine Fo!ge sein yon den in den Reihcn I ~ und 2 ~ 
angegebenen Biegungsinvarianten. 

Es giebt 3 Biegungsinvarianten 2 t~ Ordnung mit einer einzigcn 
Function ~ .  Setzt man in diesen Biegungsinvarianten start ~ nach- 
einander alle Functionen ~,~, ~ ,  . . . ,  ~-~,  ~"~,  . . . ,  ~'~, so ergeben sich 
alle 3m Beltramischen Biegungsinvarianten 2 tr Ordnung. In derselben 
Weise werden alle 4m Beltramischen Biegungsinvarianten 3 ~~ Ordnung 
aus den 4 Biegungsinvarianten mit einer einzigen Function F, ~ gebildet. 
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Was die Biegungsinvar ianten  4 t~ Ordnung  anbetrifft ,  so existieren 

6 solcher Biegungsinvar ianten mi t  eincr einzigen Funct ion  ~'. Aus diesen 

kann man  in der angegebenen Weise 6m avon einander unabh~ngige Bie- 

gungs invar ian ten  4 tr Ordnung  ableitcn. Weft aber  n u t  5 m + I un te r  

ihnen yon den Biegungsinvar ianten  niedrigerer  Ordnungen  .unabhangig 

sind, so kOnnen die m - - I  i;lbrigen n u t  eine Folgc der 2 Gaussischen 

Biegungsinvar ianten (eine yon 2 tCr und  eine yon 3 re" Ordnung)  und der 

I4m Bel t ramischen Biegungsinwtr ianten  [(2m -- I) i re', 3 m 2 ter, 4m 3 t"', und  

5 m + I 4 ter Ordnung]  sein. U m g e k e h r t  also k o m m e n  wir zum Schlusse, 

dass die in der Rcihe 2 ~ mark ie r ten  Biegungsinvar ianten nur  eine Folge 

der 2 Gaussischen Biegungsinvar ianten (eine yon 2 tr und eine yon 3 t~ 

'Ordnung) und der I4m Bel t ramischen (m I t"~, 3 m 2 ~"~, 4m 3 t~r und  6m 

4 re" Ordnung)  sind, deren jedc nur  cine einzige Funct ion  V ~ enthMt. 

Alle diese Resultate konnen wir in das folgende Theorem zusammen-  

fassen: 

Theorem IV. Alle Beltramischen Biegungsb~variauten k6nnen aus den 
LO'sunqen der vollstdndtgen Systeme: 

n n--i 
~162 : ~(n--m)f Z Z ~ f  - -  O, 

p v 

- - O  
t 

/L = 0, l, ..., n '~ 
v=O, l ,  ..., n--ja ] 
/z=v*0 / 

abgeleitet werden. Diese Gleichungen ergeben i Beltramische Biegu~gsin- 
variante I t~r Ordnung, 3 -  2tr Ordnung, 4 -  3 ter Ordnung, 6 - - 4  t~ Ord- 

hung und (n + I ) - - n  t~" Ordnung, worn n > 4 ist. Selzt man in diesen 
Biegungsinvarianten der Reihe nach ~ = ?~, V:, . " ,  ~"', so bekommt man 

die Gesammtheit aller Beltramischen BieBungsinvarianten. Jede amlere Bel- 
tramische Biegungsinvariante ~t  eine Function einer gewissen Anzahl dieser 
Beltramischen und einer gewissen Anzahl der Gaussischen Biegungsinvarianten. 
Insbesondere existieren m -  i I3eltramische Bie/lungsinvarianten erster Ord- 
hung, welche die _Form: 

. .  , , . .  
, . ,  o , , )  . ,  
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besitzen und Functionen der Gaussischen Biegungsinvarianten his zur 3 t~ 
Ordnung incl. und der genannten Beltramischen Biegungsinvarianten bis zur 
4 ~e" Ordnung incl. sind. 

I9. Jetzt gehen wir zur Betrachtung der Gleichungen ( 2 ! ) d e r  
Mindingschen n ten erweiterten Gruppe fiber. Benutzt man die erste der 
Formeln (6), so ergeben sieh folgende Gleichungen der I to= erweiterten 
Mindingschen Gruppe: 

~f 3f ~,23f, ~l,'?f = E ~ ,  + 2 F ~  + y ~ = o, 

=:=(')t" = C ~f ~f ~f Og.lo. ~" ~F + 2F~-E Vy,-- = o, 

•o) @f ~f ,3f , o f =  2 ~ ' ~ +  F ~ + y  ~ = o, 

~(o~)f = 2 G ~f ~f , Of 50 + F ~ - - y  ~ = o .  

Sind diese Gleichungen nicht alle von einander unabhangig, so muss die 
Identitat: 

durch die Werte (3o) ( NO I2) befrledigt werden, ohne dass Z0~ identisch 
verschwindet. Diese Identitat gieb~ aber: 

( E + 2 F y ' +  '~ = ay )z0, o, 

woraus folgt: Z01 = o; also sind die Gleichungen alle von einander un- 
abhangig. Nach dcm Satze VI sind also alle Gleichungenjeder erweiterten 
Mindinyschen Gruppe yon einander unabhdngiy. Demnach sind wir im 
Stande, die Anzahl ihrer L0sungen zu berechnen. 

Die Anzahl tier Gleichungen der n ten erweiterten Mindingschen Gruppe 

ist n ( n +  3), die Anzahl der unabh~ngigen Ver~nderlichen: ~n(n-[- I ) +  n; 

demnuch ist die Anzahl der unabhangigen L0sungen gleieh n ( n ~  3)+ n. 
2 
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Die Gleichungen der ( n -  I )  t e n  Gruppe besitzen ferner (n--  I ) ( n -  4) + n ~  I 
2 

unabhangige Lssungen, welche augenscheinlich auch die Gleichungen der 
n t~ Gruppe gestatten. Die Gleichungen der n t ' '  Gruppe ergeben also 
n -  I neue Lssungen; nur in diesem Lssungen werden die Differential- 
quoticnten ( n - -  I) t~r Ordnung von E ,  F ,  G und die Ableitung y(") auf- 
treten. Einige dieser Lssungen sind uns als Gaussisehe Biegungsinvari- 
an ten  bekannt. Andere, welche ausser den Functionen Z', F ,  G und 
ihren Differentialquotienten noch die Ableitungen y ' , y " , . . . ,  y(n) ent- 
halten, wollen wir Mindingsche Biegungsinvarianten n t~ Ordnung nennen. 
Zieht man also yon der Zahl n - - I  die Anzahl der Gaussischen Bie- 
gungsinvarianten ( n - - I )  t~ Ordnung ab, so erhMt man die Anzahl der 
Mindingschen Biegungsinvarianten n t~ Ordnung. Also ergiebt sich fol- 
gendes Theorem: 

Theorem Y. Die Mindingschen Biegungsinvarian/en werden als .L6- 

sungen der voUst(indigen Systeme yon der Form: 

~f 
~ : ' ) f  = ~ f - -  ,g-.,( , ------- o, (n-i) l y, ,  . . .  y(l)) 3ytl) 

1 

n ~f 
--(") - -  ~<"-~)f - - V "  h ~ "i '  . . y")) ~ o ,  ~rc~,,, f - -  _,,,, . ~..l ~,,,tY , �9 , ---- 

1 

t 
p-= O, l ,  . . . , n  
v = O , ]  . . . . .  n - - ~ l  

p = v4:0  / 

wo die g~,. und h~,, gewisse ganze Fanctionen ihrer Argumente bezeichnen, de- 

finiert. Es  giebt keine Mindingsche Biegungsinvariante I t~ Ordnung. Die 
Anzahl der Mindingschen Biegungsinvarianlen 2 ter Ordnung ist gleich i, 3 ter 
gleich i, 4 re' gleich 2 und iiberhaupt n ter, wo n > 4 ist, gleich i. 

20. Stellen wir jetzt die gewonnenen Resultate in der folgenden 
Tabelle zusammen: 
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A n z a h l  der  B i e g u n g s i n v a r i a n t e n  
U r d n u n g  

Gaussischo Beltramische Mindingsche S i i m r a t l i c h  e 

I , 

2 

3 

4 

5 

6 

0 

0 

I 

I 

3 

4 

3 m 

4m 

6m 

6m 

7m 

0 

I 

I 

2 

I 

I 

~n 

3m + i 

4m + 2 

6 m + 3  

6 m + 4  

7 m + 5  
�9 . . . .  �9 I �9 �9 �9 �9 �9 �9 I �9 . �9 �9 �9 �9 I �9 �9 �9 �9 �9 �9 I .  * �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 . . . .  

n 2 ( n +  i )m i ( n +  i )m -[- n i 

Summe bls ~ (n  - -  3) Iz ( n  + 3) m n m -Jr" - -  zur n "" Ord- n(n-I- 3) n (n~ I )  
hung incl. 2 2 2 2 

In dieser Tabelle haben wlr der Bequemlichkeit wegen die urspri~ng- 
lich als Gausslsche Biegungsinvarianten n ter Ordnung definierten Biegungs- 
invarianten (N ~ 13) als solche (n + I) ter Ordnung angeftihrt. Dies ist 
durch die Definitionen (I I) und (I2) der Beltramischen und Mindlngschen 
Gruppe verursacht. Die ersten 4 Zeilen der Tabelle entziehen sich der 
allgemelnen Formel fiir die Ordnung n erstens deswegen, well die Glei- 
chungen der 3 ersten Gaussischen Gruppen nicht alle yon einander un- 
abhhngig sind, zweitens well wir als grundlegende Beltramische Biegungs- 
invarlanten diejenigen angenommen haben, welche nut eine der Func- 
tionen F1, F~, . . . ,  Fm enthalten. 

Es ist unmittelbar klar, dass die Gleichungen jeder allgemeinen er- 
weiterten Gruppe alle yon einander unabhdngig sind. Ffir diG nte erweiterte" 

3 n (n+  i) + m  ~(n + 3) + n  Gruppe haben wir n(n + 3) Gleichungen und ~ 2 

unabhangige Veranderliehe; also ist die Anzahl der unabh~ingigen LO- 

n(n + 3) m + n ( n - - I )  Ist also n > 3, so geben die Gleichungen sungen 
2 2 

Aeta mathvmatlca. 16. Imprim~ le 5 janvier 1892. 6 
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der #~n erweiterten allgemeinen Gruppe keine neuen Biegungsinvarianten. 
Alle L~3sungen dieser Glcichungen sind nur Functionen der Gaussischen 
Biegungsinvarianten bis zur ( n - - I )  ten Ordnung incl. und der Beltra- 
mischen und Mindingschen bis zur n t~ Ordnung incl. Das gilt aber nur 
fi~r n > 3. 

Die Anzahl der Losungen yon Gleichungen der #~ erweiterten all- 
gemeinen Gruppe, welche die Gleichungen der ( n - - I )  t~ Gruppe nicht 
gestatten, ist: (n q- I)m + n - -  i .  Ft~r n = i erhalten wir 2m Losungen, 
ft'lr n ~  2 3 r o t  I, ft~r n---- 3 4 m +  2 und fi]r n = 4  5 m + 3 .  Ausser 
den in den l~cihen I ~ und 2 ~ aufgefiihrten Biegungsinvarianten I t~ Ord- 
nung erhalten wir also noch eine Biegungsinvariante, welche yon y' ab- 
h~ngen muss. Vorausgesetzt, dass die allgemeine erste erweiterte Gruppe 
nut eine Function 9, ~ enthMt, sehen wir, dass sie 2 Bicgungsinvarianten 
I t~r Ordnung dcfiniert; eine yon diesen Biegungsinvarianten ist Ag~*; die 
andere muss yon y' abhKngen. Wir wollen sic mit I(9~y ') bezeichnen. 
Es ist klar, dass alle Biegungsinvarianten: 

(~) s (~ ly , ) ,  @ = y , ) ,  . . . ,  z ( ~ y , )  

den Gleichungen der ersten erweiterten allgemeinen Gruppe gentigen 
mi~ssen, sobald diese auf alle Functionen ~1, ~ 2 , - . . ,  ~ erweitert ist. 
Well aber diese Gleichungen gerade 2m unabh~ngige Lssungen zulassen, 
so miisscn die Biegungsinvarianten: 

z ( r 1 6 2  z ( r 1 6 2  . . .  , z(r  I (V~ '? f ) ,  . . . ,  •162 

Functionen von Biegungsinvarianten: 

I A~,  g ~ (s'=l,~ ..... ra) 

(~) I o ( V r  und Z(r ~=,,-~ ..... 8 - , , - ,  ...... , 

sein. Ferner hind alle in der Tabelle angegebenen Biegungsinvarianten 
2 TM und 3 t~ Ordnung yon den in der Reihe (/~) angeflahrten Biegungs- 
invarianten I te~ Ordnung unabhrmgig. Dies gilt aber nicht von den 
6m + 3 Biegungsinvarianten 4 te~ Ordnung. Nur 5m + 3 yon ihnen sind 
neue Biegungsinvarianten; die m iibrigen sind Functionen der in der Reihe 
(/5) aufgezi~hlten Biegungsinvarianten i ter Ordnung, der 3m + I Biegungs- 
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invarianten 2 t~ 4m + 2 3 t~ und 5m + 3 4 t~ Ordnung. Umgekehrt also 
kommen wir zu dem Schluss, dass die Biegungsinvarianten: 

o ( r  l( ov ') ..... ..... ~ 

Functionen der in der Tabelle aufgefiihrten Biegungsinvarianten I t~r, 2 t~, 
3 ter und 4 ter Ordnung sin& Das gcwonnene Resultat bezieht sich auf 
alle Biegungsinvarianten: 

I(9~'.y'), / (e~y') ,  . . . ,  I(9~"y' ). 

Was die Biegungsinvarianten 8(~'9~ ~') anbetrifft, so haben wir fQr sie in 
N ~ 18 bereits einen noeh bestimmteren Satz bewiesen. 

Unsere jetzt erhaltenen Resultate ksnnen wir folgendermassen zu- 
sammenfassen: 

Theorem YI. Die allgemeine erweiterte Gru_ppe giebt ausser den Gaus- 
sische~, Beltramischen und Mindingschen Biegungsinvarianten keine neuen Bie- 
gungsinvarianten. Jede Biegungsinvariante, welche gleichzeitig yon E ,  F ,  G 
und deren Differentialffuotienten, yon den Differentialquotienten der Functionen 

,, ~ 2, ..., ~,, und yon den Ableitungen y', y", . . . abhangt, ist nur eine Fzmction 
einer gewissen Anzahl yon Gaussischen, Beltramischen und ][Endingschen Bie- 
gungsinvarianten. Insbesondere existieren ]?iegungsinvarianten i t"r Ordnung 
yon der Form: 

l (~ 'Y ' )  , •  , . . . , l (~ ' y ' ) ,  

welche Functionen einiger, in den friiheren Theoremen angegebenen, grund- 
legenden Biegungsinvarianten und zwar Gaussischer 2 ter und 3 t~r Ordmtng 
und Beltramischer .und  Mindingscher yon der I ten bis zur 4 t~" Ordnung 

incl. sin& 

Damit schliesse ich den ersten Teil meiner Arbeit; ich muss aber 
hier hervorheben, dass meine Betrachtungen noch eine gewisse Willkfir- 
lichkeit enthalten: man brauchte als wesen~liehe, grundlegende Biegungs- 
invarianten nicht eben diejenigen zu bezeichnen, welche ich als solche 
angenommen habe. Doch schien mir meine Annahme vom theoretischcn 
Standpunkte aus d i e  naturgem'Asse sein, weil sie den Umstand besonders 
betont, dass die Beltramischen erweiterten Gru_ppen nur in Bezug auf  cine 
einzige I~nction ~ erweitert zu werden brauchen. 
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w V. ~]ber die.  B e r e c h n u n g  d e r  B i e g u n g s i n v a r i a n t e n  i m  A l l g e m e i n e n .  

Wir haben gesehen, dass man alle Biegungsinvarianten dureh Inte- 
gration gewisser vollstandiger Systeme berechnen kann. In diesem Para- 
graphen habe ich die Absicht zu untersuchcn, wie sich diese vollst~ndigen 
Systeme in msglichst bequemer Weise integrieren lassen. 

Diesen Betrachtungen muss ich einige allgemeine S~tze vorausschicken. 

2I. Nach der Jacobischen Methode lassen sich nicht nur die Ja- 
cobischen Systeme integrieren; man kann namlich, wenn man die Glei- 
chungen des Systems nicht in einer beliebigen, sondern in einer gewissen 
bestimmten Reihenfolge integriert, die Jacobische Methode auch auf all- 
gemeinere v011sti~ndige Systeme anwenden. Und zwar kSnnen wir fol- 
genden Satz angeben: 

Satz u E i n  q-gliedriges vollstdndiges System: 

X e f  = ~,~ ~f ~f ~f + . . .  + o ,  ( k ~ l , 2 , . . . ~ q )  

dessert Poissonsche Ausdriicke: 

k - -1  

(XkX~) = Z,oJk ,~(x l ,  x~,  . . . ,  x , ) X , f  1 
L 

( k = 2 , 3 , . . . , q  "~ 
1 = l , 2 , . . . , k - - l }  

sind, braucht man nicht au f  ein Jacobisches System zuriickzufiihren; es l(isst 

sich vielmehr in der Reihenfolge: 

X l f  = o, X 2 f  = o, . . . , X q f  = o 

unmittelbar integrieren. 

1 Sind hier die eokts von den x I , Jr . . . . .  ~,, unabhiingig~ so bilden die infinitesi- 
malen Transformationen X k f  eine q-gliedrige Gruppe~ dcren Betrachtung man im Lie'sehen 

Lehrbuche: T h e o r i e  der  T r m ~ s f o r m a t i o n s g r u p p e ~ ,  Erster Ab~chnitt. Kapitel 28. findet. 
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Dieser Satz bedarf eigentlich keines Beweises, denil es ist vSllig klar, 
dass wenn ~ eine gemeinsame Losung der Gleichungen: 

X ~ f  = o, X ~ f  = o, . . . , X , _ , f  = o 

ist, Xk(~) ebenfalls eine gemeinsame Losung dieser Gleichungen vorstellt. 

Satz VIII: E i n  q-gliedriges vollstdndiges Sys t em:  

(~) X , f  = o, X ~ f  = o, . . . , X ~ _ , f  = o, 

dessert _Poissonsche Ausdri icke:  

Y q f  -~- o~ 

k--I  

\ l=l~2,. . . ,k--lJ 
1 

q--1 

1 
(1=192~.**~q--l) 

sind,  ldsst sich du tch  die A n n a h m e :  

(~) X q f =  Y q f ) ,  
Yq(~ 

wo ~ eine gemeinsame L 6 s u n g  der  Gleichungen: 

X l f  = o, X 2 f  = o, �9 �9 �9 , X q _ l f  = o, 

abet  keine L 6 s u n g  der  Gleichung Y q f =  o ist, 1 a u f  ein Sys tem:  

X i f  ~ O) 

vo~ der  Beschaf fenhei t :  

zuriickfiihren. 

X 2 f  = o , . . . ,  X q f  = o 

k--1 

(X~Xt)  = ~.8 osktsX~f fkffi~,s ..... q \ l=l ,~, . . . ,k-- l]  
1 

Der Beweis ist sehr einfach. Nimmt man an, dass: 

q--1 

(XqX, )  = X q [ X , ( f ) ]  - -  X , [ X ~ ( f ) ]  = Z , % , , X , f  + % , ~ X q f ,  (,=,,, ..... ,-,,  
1 

z Es muss wenigstens eine solehe Function ~ geben. Angenommen~ dass alle Lii- 
sungen der Gleiehungen X l f  ~-- o ( l  --~ I , 2 . . . . .  q - -  I) auch die Gleiehung Y q f  ~--- o 

befriedlgten, so kommen wir zum Sehlusse, dass das System (a)  n - - q - t "  I unabhiingige 
Ltlsuagen besitzt~ was unmtiglich ist. 
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und setzt man in diesen Identiti~ten f -~  ~, so verschwinden alle Glieder 
ausser OJqzqXqf, denn es ist Xz(~)----o und X q ( ~ ) =  x. Es ergiebt sieh 
also: ~ovq----o; und damit ist der Satz bewiesen. 

Dieser Satz lehrt andererseits, dass man das System (a) in der bezeich- 
neten Reihenfolge ohne die Transformation (fi) integrieren kann; alsdann 
werden zwar die Coefficienten der Differentialquotienten von f genommen 
nach den Lssungen der Gleichungen X , f =  o (1 ~- I , 2 , . . . ,  q ~ I), in 
Y ~ f =  o nicht nur yon diesen Losungen abhangen, sondern noeh von anderen 
Veranderlichen, diese werden aber bier nur als ein allen Gliedern gemein- 
samer Multiplicator vorkommen und deshalb sich vollstandig wegheben. 
In der Praxis ist es aber bequemer, die Transformation (/3) anzuwenden. 

22. Die linken Seiten der Gleichungen der vollst~ndigen Systeme, 
welche die Biegungsinvarianten definieren, sind gewisse infinitesimale Trans- 
formationen, welche stets endliche continuierliche Gruppen bilden. Die 
Frage also nach den Poissonschen AusdrQcken der Gleichungen unserer voll- 
st~ndigen Systeme, reduciert sich auf die Frage, wclche Zusammensetzung 
die betreffenden endlichen Gruppen besitzen. Um darauf die Antwort zu 
geben, sehe ich reich veranlasst, wieder zwei allgemeine Si~tze aufzustellen. 

Sate. IX: Bestehen fiir die q-gliedrige endliche continuierliche Grup~ve: 

die 1:lelationen : 

n 

X k f  = ~ , $ , , ( x , , x , , . .  x.)  ~f~ 
1 

(k=l ,2~ ..., q) 

Z . c , , . x . f ,  . . . . .  k / = l , 2 , . . . , / - - 1 1  
1 

und  erzeugen die inf ini tesimalen Trans format ionen:  

Z , f  ---- X , f  -{- , ~,  (x~ , . . . ,  x,, ; z~ , . . . , z,. (~=~.~ ..... ~) 
1 

ebenfaUs eine continuierliche Gruppe,  so bestehen fiir diese Gruppe  die Rela- 
tionen : 

q 

(z,z,) E.c,,.zJ . . . . .  : \ l = l , 2 , . . . , k - - ] ]  
1 

oder, anders  gesagt,  so s ind beide Gruppen  9Ieichzusammengesetzt .  
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Ist namlich: 
q 

(z~z,) Z~c'~,~z~f, / , : ~ , ~  . . . . .  ~ \ l ~ l ) 2 , . . . ) k - - i ]  
1 

v f  so ergeben sich, wenn man die Differentialquotienten ~z~ in diesen ]den- 

titi~ten gleich o setzt, die Relationen: 

q 

(x , z  D Z.c;,~x.f, ~ ' ~ ' ~  . . . . .  ~ : ~ l : l , l ~ . . . , l - - l ]  
1 

woraus folgt, das8 notwendig c~z~----c~ ist, und damit ist der Satz be- 
wiesen. 

Satz X: Bilden die infinitesimaIen Transformationen: 

n ~f 
X ~ f =  Z,~: , , (x, ,  x2, . . . ,  x,,) ~-~ + Zkr, 

1 

(k=1,2, . . . ,q)  

WO 

/7$ 

z , f  = ~ ,  r  , x= ; ~,, . . . ,  z,D ~r �9 

1 

( k f l , 2 , . . . , q )  

ist, eine q-gliedrige continuierliche Gruppe, und kann ers/ens die Relation: 

q 

~k e k Z , f  = o, 
1 

wo die e~ numerische Constanten bezeichnen, nur dann bestehen, wenn alle 
e~ gleich Null sind, und bestehen zweitens die Relationen: 

q 

(ZkZ~) ~:~ck~.Z.f, ;~=~'~ ..... q \ l f f i l , 2 , . . . , k - - l ]  
1 

wo die c~t~ ebenfalls numerische Constanten sind, so ist die Zusammensetzung 
unserer Gruppe : 

q 

(x~xD Z , c , , ~ x ~ f .  r~=,..~ ..... , 
i 

Nimmt man ni~mlich an, dass: 

q 

1 
( k=2,3, ...,q 
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wo c~ ~ c~, und setzt man in diesen Identlt~ten alle Differentialquotienten 

~f ~ o, so ergiebt sich: 

q 
(Z,Z~) Y . , .c '~ ,Zf f  . ~=~'~ ..... ~ \ l f f i l ,2 , . . .~k-- lJ  

1 

Wi~ren die Constanten e, nicht alle gleich Null, so ware denkbar, dass 
man diese Relationen auf die frtlhere Form bringen ksnnte, well das 
aber nicht der Fall ist, so ist unsere Annahme falsch und der Satz be- 
wiesen. 

2 3. Jetzt wollen wir versuchen, ob wir den Satz X auf die Glei- 
chungen der n ten erweiterten Gaussischen Gruppe anwenden kSnnen. Aus 
den Gleichungen (I4) erhalten wlr, indem wir dort ~ ~ A 4" I ~ / t  setzen 
und in derselben Weise verfahren, wie wit es bereits in N ~ to gethan: 

I~(n)  -F -- " . , ~ + , - . .  = ~ ; l - , . f  + F(21+l-:,f = O, 
( ~ = 0 , 1  ..... n 

--  __ '~,/L= O, 1,  . . . ,  ~.4-11 (25) ~,("',~,~+,-. f =  r f + .~("'.,~+,_..." = o, 

W O "  

~f + [(4 + ~),.(~-- ~)._,_,.P,_,,§ + ~(~--~)~_,,E,_._,_._,.] ~,~,,,~_, 

+ ~,.[~(n--~),_,.F,_, .... ,_,,+,, + (n--~),.+~_,,a,_,._,,._,_~_,+,,]~, 

~f + [~, . (n--  ~ + ,)~+,_,,F,_,,,~_,_..,, + ~,,,_,(n-- ~)~+~_,,G,_,,,+,,~_,_,_._,,,] ~.~,,n_, 

;r I + [ 2 ( n . i ) , . _ .  + ( ~ - -  ~),.+,_,.-I C,_,,,._,_, + ,, ; ( ; , , . .  

Der Bequemlichkeit wegen werde ich alle diejenlgen yon den Gleichungen 
(2 5), ftlr welche A denselben Werth besitzt, Gleichungen ~te~ Classe nennen. 

Wir sehen, dass in den Ausdriicken /'(,),.~+~_~,~r und ~I,,~-~(') + ~-,f die Ord- 
nung der Differentialquotienten von E ,  F ,  G, nach welchen f differentiiert 
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wird, aberal l  die n t~ ist. Ferner kommen solehe Differentialquotienten 
yon f in den Ausdrt~eken ~("-') e und ~("-') r augenseheinlich nieht ~p.,~. + 1--/L / ~/~;t +1--I~ / 

vor; auch die Coeffieienten der Differentialquotienten yon f sind in diesen 
Ausdrticken yon dell Differentialquotienten n te~ Ordnung der E ,  F ,  G 
unabhi~ngig. Demnach sind die infinitesimalen Transformationen ~(") r ~ + 1--~/~ / 

und ~(") ~.).+i-~f von derselben Art  wie die Transformationen X~f in  unserem 
Satze X. Die Rolle der Veranderlichen z~ spielen hier die Differential- 
quotienten n t~ 0 rdnung  yon E ,  F ,  G; die Rolle der Veri~nderlichen x~ 
falR. den Differentialquotienten niedrigerer Ordnungen yon L' ,  F ,  G zu. 
Nun versuchen wir nachzuweisen, dass die Identitat:  

n ).+1 

(26) "(") v,(.) o o [ea,~t,~,z+~_~f-]- ~.~..:,,).+a-t~l) = o, 

wo e~.# und ~az numerische Constanten bezeichnen, n u r  dann maglich ist, 
wenn alle eat und e-~# gleichzeitig verschwinden. Wir  bemerken namlich, 
dass die Coefficienten der Differentialquotienten yon f in allen: P(") ~ und ~ #,).+1--1~1 

~",~+,_zf lineare homogene Functionen der Differentialquotienten yon E ,  F, 
G sind; die Ordnung aller dieser Differentialquotienten ist n ~ 2, also ft~r 
jede Classe constant, und yon den Ordnungen dieser Differentialquotienten 
in jeder anderen Classe verschieden. Well  aber unsere Identiti~t nu t  bei 
constanten Werten yon eaz und ~.., bestehen sol], so ist das nur dann 
msglich, wenn die n + i Identit'~ten: 

;~+1 

(26') Z#(ez,, rr + ~.,,.,,~,~+-7~.~ ,_i f )  _ o (~=0,, ...... ) 
0 

bestehen. Betrachten wir gleichzeitig zwei Classen 2 und 2', wo 2 ' <  2 
ist! Die Ordnung der Differentialquotienten yon E ,  F ,  G, welche in die 
Coefficienten der Differentialquotienten yon f eingehen, ist n - ,  2 resp. 
n ~ 2 ' .  Well aber n ~ 2 ' > n - - 2  ist, so ist die Anzahl dieser Diffe- 
rentialquotienten yon E , / 7 ,  G for. die Classe 2' gr0sser als ftir die Classe 
~. Kann also die letzte Identiti~t ft~r die Classe 2 nur in der Weise be- 
stehen, dass alle e;~ und ~;,~ verschwinden, so kann ihr Auftreten ffir die 
Classe 2' nu t  in derselben Weise mOglieh sein. Weil  abet nach unseren 
Entwickelungen in :N ~ I i das Bestehen einer solchen Identi t~t .f i i r  2 = n 
sogar dann, wenn e,~ und ~,~ keine Constanten sein sollen, notwendlg das 
Verschwinden dieser Gr~)ssen verlangt,  so kommen wir zum Schlusse, dass 

Aeta mathematica. 16. Imprim~ le 7 janvier 1892. 7 
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in der Identiti~t (26) alle eaz und ex, gleich Null sind. ~ Also reduciert 
sich nach dem Satze X die Untersuchung der Zusammensetzung der end- 
lichen Gruppe, welehe als infinitesimale Transformationen die linken Seiten 

1 Doch scheint diescr Bewels nicht ganz streng zu sein; deshalb wollen wir einen 

anderen angeben. Soll unsere Identitiit (26') bestehen~ so mtissen die Coefficientea der 

Differentialquotienten yon f alle identisch Null werden. Insbesondere giebt der Coefficient 

~f 
v o n  ~ : 

~.+1 

(a) Zt~ {e~,,L(2i;~_l + i '~)(n- i')x+l-.,V,'-,~+~,n-,'-~-~+,~ 
0 

(n - -  i ');L+I-, ist immer dana und nur dana yon Null verschieden~ wenn ( 2 +  I--[1) <__ ( n - - i  ') 

ist; im Grenzfalle 2 + I ~ / ~  = n ~ i '  bekommen wir o o = I (N ~ 6). Also erstreckt 

sieh die Summation naeh [z yon 2 + I ~ ( n - - i ' )  bis 2 + I .  Demnach ktinnen wlr die 

frtihere Gleichung folgcndermassen schreiben: 

) , + I  

Z,,  { } + ei,~.+l_(._Q(2i'z_(._O + ii§ ~ § 2-.Q~--t') 

- -  , p  . !  

+ e~,~§ 1-(.-~')(2~-(~-i ') F.-~,,o + z~ + 1-(.-i ' )  E.-~-1,1)  = o. 

Der Ausdruck i~-(n-r versehwindet nur dann~ wenn i ' - - (n- -A)~  i'~ wenn also n - - , ~ O ~  

was unmi~glich ist; demnaeh kann weder der Coefficient yon e~,~.§ noeh der Coeffi- 

cient yon e~,~+l-(n-O verschwinden. Weil fcrner E,,-~,,o und Fn-L0 untcr dem Summen- 
zeichen nicht auftreteu kSnnen~ so erh~tlt man: 

e~,~+l--(n--i ')  = :  e ) , , ~  t - - ( n - - i ' )  ~ O .  

Dieses Resultat gilt abet nur dann~ wenn 2 -  (n ~ i')=> o ist; also ergiebt sich: 

e ~ l  ~ e21  ~ e l 2  ~ ~-A2 ~ �9 �9 �9 ~ ~J ( , i t+ l  ----- ~ i ( , i ( + l  ~ O .  ( ~ = 0 , 1 , . . . , n )  

Es handelt sich also nur darum~ ~.u beweisen~ dass e~o = e~.o =: o (2 ~ o ,  I ~ . . . .  n) ist. 
Setzt man in der Identititt (a) i ' ~ / ~  = o: so ergiebt sigh: 

e~on~.+l.El,._~_~ + ~on~+~Eo,.-~ = o~ 

wo wit mit dem Multiplicator n~+~ dividiereu diirfen~ ausser wenn ), = n ist~ wo n~t~ ~ ' = o  
ist; wit erhalten also e~o=e~o-----o ( ~ = o ~  I , . , . , n - -  I). Weil aber allc e.~ und 

~'.t~ gleich Null skin miissen~ so erhalten wit:  

~hO = e,~O = O .  ( i i = 0 , 1 , . . . , n )  

Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen. 
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der Gleichungen (25) besitzt, auf die Ableitung der Poissonschen Symbole 
fiir die Ausdr~cke /x~)~+l_zf und /'(~".~)+1-zf. 

In diesen Ausdrilcken wird f immer nach den Differentialquotienten 
#or Ordnung yon E ,  F ,  G differentiiert; well aber diese Differential- 
quotienten in den Coefficienten der Diffcrentialquoticnten von f fllr die 
Classen 1 , 2 , . . . ,  n nirgends vorkommen, so schliessen wir unmittelbar, 
d a s s .  / ) . ' =  1, ~, . . . ,n  \ 

J(n) , / ' p ( n )  ~ " / ~ ' = 0 1 1 ,  ...t ~ t '+l~ 

\ , a =  O) 1~ ..., ) , + 1 1  

wo F '  entwefler F oder aber /" bezeichnet. Well ferner nur fi~r (tie 
Classc o die Coefficienten der Differentialquotienten yon f die Diffcrcntial- 
quotientcn n t~ Ordnung der E,  F ,  G enthalten, h~ben wir: 

P , ( n )  F"(n) X Ft ' l (n)  )e 1 [~=0,1~ 
/ / s  Y I / z , 0 + l - - # /  = L I / ~ , 0 + I - - / ~ / ' M  L a ' = 0 , 1 )  

wo [l'/,~+~_J] einen line~ren homogenen Ausdruek mit constanten Coeffi- 
cienten der Ausdrt~cke F'f nullter Classe bezeichnet. Erinnert man sich 
endlich, d~ss die Coefficienten der Differentialquotienten yon f in den 
F'f ,P~ Classe lineare und homogene Functionen der Differenfialquotienten 
(n ~ ~)t~ Ordnung yon E ,  F , G  sind, so resultiert notwendig: 

/ r,,(n) 1-.(~) '~ r r,,(n) -] /~=o ,1 ,~  ..... ~ .+ l j  
t,x # , h + l _ / ~  ) x # ' ,0+I-- /L ' )  = L l mx+l-~3" \~'=0,1 / 

Wenn wir jetzt den Satz X in knwendung bringen, so ergiebt sich 
folgendes: 

I) Die infinitesimalen Transformationen: 

# ) , + 1 - - ~  / / ~ , ; t + l - - # /  kp.=Ot l ,  ..., ~.+I1 

bilflen eine enflliche continuierliche Gruppe mit lauter vertuuschbaren 
Transformationen; 2) die infinitesimalen Transformationen: ~(0~)f, ~ ) f ,  
~0(n) 4' ~,, ~ ) f  bilden eine 4-gliedrige continuierliche Gruppe; 3) die Pois- 
sonschen Ausdri~cke jeder dieser infinitesimalen Transformationen mit jeder 
infinitesimalen Transformation, welche der Classe 2 angehort (2 = x, 2, ..., n) 
k(~nnen nur von den infinitesimalen Transformationen dieser Classe 2 ab- 
h'~ngen. 

Die Zusammensetzung der 4-gliedrigen Gruppe mfissen wir aber genau 
berechnen. Nach dem Satze IX reduciert sich diese Rechnung auf die 
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Bereehnung der Zusammensetzung der Gruppe: ~0~f, ~of, ~0~f, ~10f 
(N ~ 12 (%)). Ft'~rht man diese Rechnung wirklich aus, so gelangt man 
zu folgendem Resultate: 

(27) 

Zuerst also bilden die Gleichungen der n ten erweiterten Gruppe aller 
Classen ausser der Classe o zusammengenommen Gin Jacobisches System. 
Demnach kann man diese Gleiehungen ohnc irgend welche Transforma- 
tionen und in einer beliebigen Reihenfolge intcgriercn. Setzt man nun 
die erhaltenen Lssungen in irgend eine der Gleichungen: 

(27') ~])f = o, ~10~(")f--, -- o, ~ ' f  = o, ~])f  = o 

statt der ursprt~nglichen Veranderlichen ein, so erhalt man nach der be- 
wiesenen Eigenschaft 3) eine Gleichung, welche die urspranglichen Ver- 
i~nderlichen nicht enthMt. Nun aber giebt es, wie die Formeln (27) zeigen, 
keine Reihenfolge der G1Gichungen (27'), welche die im Satz VII ange- 
gebene Eigenschaft besitzt. Andererseits giebt es aber 4 Reihenfolgen der 
Gleichungen (27'), n~mlich: 

i te  ~(n) r ~(n)f -- ~ o ) I  ' ~  O, ~01. = o ,  ~ 1 0 / =  o ,  6~';)f = o ,  

2re ~ ( n )  f - ~(u) F ~ 0 , .  = o ,  ~(0~)f = o ,  ~ i ~ ) / ' =  o ,  ~ , 0 1  = o ,  

- ~ ( n )  f 3 t~ ~(;~)f = o, ~io)f= o, ~(0~)f = o, ~o,. = o, 

4 ~~ ~i%)f = o, ~(0~)f = o, ~i~)f = o, ~ ) f  = o, 

welche specielle FMle des Systems des Satzes VIII sin& Hat man also 
die Gleichungen der hsheren Classen integriert, so kann man die t~brigen 
Gleichungen der Classe o in einer der 4 angegebenen Reihenfolgen auf 
die im Satze VIII angegebene Weise integrieren. 

Es ist dabei ganz evident, dass diese Resultate, welche wir fiir die 
Gestalt (I4) oder (25) der Gleichungen der n ten erweiterten Gaussischen 
Gruppe bewiesen haben, sich aueh auf die Gestalt (I7)dieser Gleichungen 
beziehen. 



~ b e r  B i e g u n g s i n v a r i a n t e n .  5 3  

Ferner kann man alle diese Ergebnisse auf die Gleichungen der 
Beltramisehen (I8), Mindingschen (2i) und allgemeinen (23) n .t~ erwei- 
terten Gruppe ausdehnen. Setzt man ni~mlich dort oberall ~ = ~ +  I - - # ,  
teilt die Gleichungen in Classen ein (wobei zu bemerken ist, dass hier 
nur n verschiedene Clussen vorhanden sind, da 2 nur gleich o, i , . . . , n ~  I 
sein kann) und benutzt den Satz IX, so ergeben sich unsere ffoheren 
Resultate auch f(ir diese vollstandigen Systeme ohne Weiteres. 

Um ein allgemeines Theorem aufstellen zu k0nnen, setzen wir statt 
der Buchstaben 6 ,  ~ ,  ~15, ~ i~berall $; mit anderen Worten: 

bezeichnen wit mit: 

~'(~;~,+l-~f = O, ~(~+)l-~ '~f  ~--- 0 
~ = o , l , . . . , , - 1 ~  

=0,1 ..... ).-t- 1/ 

entweder die Gleichungen der ( n - - I )  T M  erweiterten Gaussischen oder der 
n ten Beltramischen, Mindingschen oder allgemeinen erweiterten Gruppe, so 
haben wir: 

Theorem VII. Um das vollstCindige System: 

nach der Jacobischen _Methode zu integrieren, integriert man zuerst in be- 
liebiger Reihenfolge die Gleichungen aller Classen ausser der Classe o. Diese 
Gleichungen aber integriert man weiter in einer der 4 Reihenfolgen: 

i <~ ~ ] ) f  = o ,  ~ 0  . - -  ~ [ ; ) ( r  = o ,  

~'~])f 

3 '~ ~i0)f  = o ,  $'i~)f = o ,  ~ ] ) / '  o ,  gT)--f - -  o ,  

4 `~ ~ i o ) f  = o ,  ~(o~)/' = o ,  ~'i~)f = o ,  ~ ~  - -  o ,  

wo ~ iiberall eine gemeinsame LOsung aller schon integrierten, abet kein 
.LO'sung der letzten Gleichung bezeichnet. 



54 Kasimir Zorawski. 

w VI. Berechnung einiger Blegungsinvarianten niedrigster 
Ordnungen. 

Hier stelle ieh einige Biegungsinvarianten auf, indem ieh das Theorem 
VII in Anwendung bringe. Man k0nnte eigentlich diese Rechnungen ohne 
Benutzung des Theorems VII vollstandig durchftihren; doch scheint mir 
die dort angegebene Integrationsweise bier die bequemste zu scin. Ferner 
meine ich, dass es keinen Zweck hat, alle diese einfachen, obwohl langen 
Reehnungen hier anzugeben; viehnehr werde ich reich auf die Angabe 
der Resultate und einiger speziellen Bemerkungen besehranken. 

2 4. Die Gaussische Biegungsinvariante niedrigster Ordnung ist yon 
2 re' 0rdnung. Man bekommt sie durch Integration des Systems: (N ~ ~2 (~2)) 

I) or _,,0r or s~ ~xr- O,o) or 
E ~ , +  .~v o~+ L]o~-~o ' + (1,',o + o,,O~,o, + (21+o, + O~o, 

"l- E,o of of 
+ :~;o o~,o- o, 

4) Of _~vf 0f ~f E ~ of 
G ~  -{- -'ae ~-~ -1 t- Go, ~ -{- (Fox + Glo) ~ -I" (2F, o "4- -o,,  0E, o 

..~ Go 1 of of ~W,+ :Fo, = o ,  0Eol 

_~) of of of of of 
2~7~f E -{- E~-F-I" 2Lol ~-~o, ~- Jr- Fo 0For-I- 3E10 ~ "l- 2F, o 1 OElo O/~o 

___ c.~2r + G, ~ ~G, o0f (Eo, - -  2F,, --}- -~o/0F,,----- o, 

3) 2 • ) o f  ~of ~f of of of 
Ol,',o ~ OFo, 

-Jr-Eo~ Of __(Gl ~ + . .  of 
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(Classe I.) 

Of Of I E1 ~ Of 
E ~-V~o , + 2 F ~-~o ' + -2 ~ F, , -- o, 

Of Of I Go 1 ~f G ~ ,  ~ + 2F~-~. + ~ ~ ,  = o, 

.7 ~f of ~ vf 

~f vf of ~f 
2a~-[, ~ + F~--~, ~ + a ~ . ,  + 2F~Eo, 

. ~r . ~f (Fo, I a, o) vf _ 
:~ x~, ~ + ~ ~-p~,~ + ---2 , ~Fal O, 

~f of " ~ E ~ of 

- - - - E o l  of 
9Fl i - -  O, 

_ _ _ _ G 1  ~ Of 
9Fl l  - -  O, 

(Classe 2.) of ~f ~f of 
oF--: + 2 ~--ffo~ - o, OF,, + :~a,o = o. 

Wit haben in N ~ I2 bewiesen, dass yon den Io ersten Gleichungen 
nut 9 yon einander unabhi~ngig sind; demnach ksnnen wir eine dieser 
Gleichungen bei der Integration weglassen. Dieser Umstand erlaubt uns, 
}tas System ohne Weiteres auf ein System des Satzes VII zurtickftihren; 
zu dem Zwecke lassen wir die Gleichung 4) weg. Indem wit zuerst die 
Gleichungen der Classe 2, dann der Classe I und schliesslich die Glei- 
chungen I), 2), 3) nach einander integrieren, bekommen wir die einzige 
Losung: 

i ao~ 2F~oao, + a~o) 4 ( E ~ - -  ~,~?{E(E01 - -  

-[- F(E~oGo~- EolG, o ~ 2Eo, Fo, -{- 4F~oFo , -  2F~o G~o) 

"if- a ( E l o ~ l o -  2.EloFOl "if- A~I ) - -  2 ( E a - - / ~ 2 ) ( . ~ o 2  - -  2.s -JI- ~20)}" 

Das ist das Gaussische Kr~2mmungsmass, deren Invarianz bei der Biegung 
der Flache GAuss in l)isquisitiones generales circa su;perficies curvas (XI, 
XII) bewiesen hat. Nach der Gaussischen Schreibweise haben wir: 
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4 ( E G - -  F ~ ) ~ K  = E [  e E ~ o  
L~q ~q 

j OE ~G aE ~G OE ~F ~F ~ F 

= ap ap J 

v~ E "aG + 
- - - -  ~ + O ' J '  

wo K das Krthnmungsmass bezeichnet. 

25. Jetzt wollen wir gleichzeitig die Biegungsinvarianten A ~ ,  0(Cr 
und I(C9'), deren Existenz wir in N ~ ~8 und 2o bewiesen haben, wirklich 
aufstellen. Zu dem Zwecke werden wir die Gleichungen der ersten er- 
weiterten a llgemeinen Gruppe integrieren, indem wir in ( 2 3 )  m = 2, 
C1 C und ~ =  ~ annehmen. Wir haben die Gleichungen: 

,) ~f ~f ~f Of 2 af, = O, 

4) ,@f Of ~f 2f= ~'ol ~f ~f = o, 

~ +  F ~ +  +,oa-~o + r162 ~r o, 

Integriert man diese Gleichuugen in der Reihenfolge ~), 2), 3), 4), so 
ergeben sich folgende L0sungen: 

A~---- 
t ? 

E G  - -  F '  

A r  E e l , -  2Fr162 + Gr 
"~- E G  --- F* 

V~r = E~o,r F(~,,,r + ~,,g,,,,) + ar162 
E G  - -  F ~ 

= f~o + Y'~ol . 1 
I ( r  ~/E + 2Fy+ oy" 

Die Gleichungen I), 2), 3) haben 5 gemeinsame L0sungen: 

= ~i_~o r ~ ,  - F ~ , o  Er - -  F r  
c: , c 3 ~ / E ( E G - F ~ )  ~ / E ( E G - F : )  

Fy'  -.k E 

c~ Y ' ~ / E G - F ~  
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Unsere Function O(~r ergiebt sich als Folge der L0sungen A~,  Ar  
und V~,r wir haben n'~mlich; 

~,or - -  ~r  
= = F '  

Indem wir also A F ,  Ar  und 0(~r als wesentliche Biegungsinvarianten 
betrachten, so wird V~r  eine Folge von ihnen, also unwesentlich. Die 
Biegungsinvarianten A~,, 0(~,r und VFr  sind yon Herrn BELTRAMI in 
Ricerche di analisi applicata alla Geometria (XIV) (Giorna le  di Mate- 
mat iche ,  Bande I I  und III) aufgestellt worden. Herr BELTRAMI be- 
rechnet natt~rlich diese Ausdracke in einer ganz anderen Weise, als es 
hier geschehen ist. A F nennt er Differentialparameter it~ Ordnun~. 

In :N ~ ~8 haben wir bewiesen, dass wenn mehrere invariante Func- 
tlonen f, auftreten, einige yon den Ausdrticken 0 nur Folgen der ~brigen 
und der Parameter A sind. Nehmen wir drei Functionen: F,  r  a, so 
haben wir: 

----- E G  - -  F '  ' ---- E G  b '~ ' 

A a  = E a i ~ , -  2Faota, o + Ga~o 
E G F'* 

r  no, - r  a,o a,o ~ o , -  no, ~,o ~,o r - ~-~o, r 
~(r = ~ - - V  ~ ' 8 (a~) - -  ~ E G - - F '  ' 0(r162 = ~ ' O - - ~  ~ ' "  

Zwischen diesen 6 Grsssen 8oll eine Identittit bestehen. Wenn wir aus 

u man, wie im Theorem V angedeute~ is% so erhalt man aus 4) die Gleichung: 

c3 ~f ~f . ~f ~f ~ ~f 

welohe sehliesslleh folgende 4 unabh~ngige Lfisungen giebt: 

c~ + c] = A ~ ,  c~ + c~ ---: A r  c,e~. + %c, = V ~ r  e.~ + c~c~ _ I(~y ' ) .  

( I (~y ' )  ist kelne neue Biegungsinvariante; man sieht leieht~ dass sie mit dem Ausdrueke 

identiseh ist, den Herr DARBOVX mi~ ~ bezeichnet. Lemons sur la th~orie g~ndrale des & 

surfaces. Troisi~me partie, p. 195. ) 
Aeta math~mativa. 16. Imprim6 le 19 janvier 1892. 8 
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den zwei letzten Gleichungen ~C~o und ~o, bestimmen und diese Werte 
in die ersten der sechs Gleichungen einsetzen, so crgiebt sich ohne Schwie- 
rigkeit die Identit~t: 

- :  A 4 , • 1 6 2  o L r 1 6 2  ~ A o A ~ 0 * ( c r 1 6 2  - : ~ r 1 6 2  = o .  

~ 

Nattirlich werden wir, wenn mehr als 3 invariante I uncttonen auftreten, 
mehrere solche Identitaten aufstellen kSnnen. Diese Identiti~t controlliert 
unserc friiherc Behauptung. 

In derselben Weise ergiebt sich aus den Entwicklungen in N ~ 2o, 
dass zwischen: 

z ~ ; ,  ~ r  e ( ~ r  l ( ; : f ) ,  z(r 

eine Identitat bestehen muss. In der That, wit haben: 

(E + V.q')~,o - -  (F + y)~o,.  
~ / ~ -  l~(g?f) %/-ffG- F"~/E + 2F!f + G?/" 

mad es ist leicht zu verificieren, dass 

;(s-v') ~/Ar "",, , ' ,  - -  (. . , ,  - ,  v~,s, (r ~x~--  ; '  0-,,', = 

ist; es besteht also die Identitiit: 

~ , 0 r  - -  ~ ,o ,r  
vEG 

25. Wir gehen jetzt zur Berechnung der Beltramischen Biegungs-- 
invnrianten 2 t~ Ordnung mit einer Function 9" ('~ber. 

Aus (i8) ergeben sich daftlr folgende Gleichungen: 

Wir miassen hier  noch hervorheben, dass man die in Rede stehenden 
Biegungsinvarianten gewshnlich in anderer Form schreibt, als wir cs gethan 

haben, man setzt namlich statt V~o ~o~ bez. ?F 3~ fftr uns war die , ~ , ~ ,  ,~-~ ; 

kiirzere Schreibweise bequemer. 

I ( ~ v ' ) ~ / , x r  - r ( r 1 6 2  - -  I ( r  - ~'(,~:,') = ~ (,~r 
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,) .~r  ~"~"f v ~ i  ~ r  ~ ___~r_ 
~ ; ~ , +  2 - x 8 +  + (~<;o + Eo, + (~z,"o, + c,o ~10 ~Eot /~Foi /~C/o i 

~, ~f vf ~f + ~,o ~ + :F, + ~,o o ~Glo 89,ot 
af ~f 

4) ~1" , ~f vf ~f ~, ~/" 

~f ~f ~f ~f ~f + Go, ~ + ~Fo, + ~o, + 2r - -  + r - o, 
~Eo~ ~ ~F2o ~ ~ l t  

2) �9 vt" ~ f  af af ~f 
2/~0~ E + F + 2Eo' ~Eo~ + ~ '  ~Po, + 3E'o 

~f af af + 2ff~o af + G10 ~ "~ ~10 ~ -[- ~11 ~--~ ~lo 

~f 

- -  O~ 

3) ~f ~f 3f ~f Vf ~f 

zf ~f ~f ef + 2tto~ -- o, + ~o, ~ + ~ o , -  + ~,, ~,r 

(Classe I.' 

~f af ~f 

~ f  ~f ~f 

" ~f " ~"f~o ~f ~E o~ + F~+~o, ~Yo + _oF + ~,o~,, =o,  

c~o ~ ~ ~f ~f ~f ~f G 2 

~f 3 f  ~f O~ 2E~o + F~o + ~,o ~o 

-~ ~f z f  : o ~ +  ~ o  + ~o, =o. ~Gol ~Oo~ 

Ich integriere zuerst die Gleichungen der Classe I; dann die Glei- 
chungen tier Classe o in der Reihenfolge t), 2), 3), 4). Bezeichnet man: 
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,, = ~ ( W a - -  F : ) ~ o  + (Eo, - -  :F,o)(~'~o, - -  ~"~ ' ,o ) -  E,o((.~,o - -  V~.o,), 

c = 2 ( E ( ; - -  ~'~),r - -  a0,(E%, - -  Z,~,o) + ((;,o - -  ~1'~o,)(ar - -  F~o,), 

so bekommt man folgendc Lssungen des Systems: 

E c - -  2Fb +Gr 
A ~ ~ 2 ( E G - -  1;'~) ~ ' 

I 
A ; ~  - -  ( ~ , ~ _  F~), { [ ( E ~ o , -  F~,,o) ~ - -  ( E G - -  F~)~-~o]~ 

- 2(EFr 2 EGr  ~,o + F6'f~o)b + [((;r  

,, ~ __ a c - - b '  
A ~  $~ (EG ~ F 2 )  s 1 

i Die Gr(issen a : b : c  sind LSsungen der Gleiehungcn der Classe I und crgebea 
sieh ohne Schwierigkeit. Ftihrt man diese Integrale a~ b~ c in die Gleiehungen I), 2): 
3), 4) ein: so erhMt man das System: 

af af af zf ~) E ~ - ~ +  2 F ~ - d +  9,o ~-9~o, + ,~-~ + 2/, . = o, 

~f ~f ~i" zf 
' ~f  ~f  + 4a ~- a + 3b ~ + ~- 8c ,-  "9 ~. - ~ . :  0 ~, 

~f ~ ~f ~f ~f , + 2b  + "- -= . .~o .  4) G~-~+ 2V + ~~ ~a ~b 

Die Gleiehungen I), 2), 3) ergeben sehr leicht die Lt~sungen: 

a c  ~ b I 
. .  ~10 = EF0t - -  F~I0 Ta ---- F')* 
" = ~ "  ~" ~ /E(EG - -  F~) " (EG - -  ' 

a E b  - -  F a  

r, = E ( E a - - F ' ) '  r, E(~ /~-d_?~)~;  
H 

setzt man die~e L~sungen in 4) ein~ so finder man erstens~ dass 7s-~-A~ f eine Biegungs- 

~f ~f + 2 r ~ + I  ~f invariante ist, zweitens die Gleiehung: ~ ' ~ - - r ~ ? .  y~ ~ ( r 8 + ~ - - ~ ) ~ - 7 5  = ~  
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und endlich die Biegungsinvariante i*" Ordnung A F. Setzt man in A g 
die Ausdrticke a ,  b ,  c ebb und ordnet man die Glieder zweckm~ssig, so 
ergiebt sich ohne Schwierigkeit: 

l (~/~---v.)~l(O~.o- F~,, + O,o~,o- _v, of.o,)<~,o- ~,. 

I 
qE, G - -  F "(GE~~ + E G ,  o - -  a FF~o)(G~,o - -  t"~o,) 

+ OE~o.- ~ , ,  + Eo,~o, -  _ro,r162 F .~ 

I 

:2 V'~--O-- F' 

daraus resultiert aber unmittelbar: 

i F ' l (  G~'~176 ~ 1 ( E ~ ' o ' - - F r 1 7 6  I 
= ),0+ - = - - : : =  �9 

- -  \ ~ / E O  - -  F '  )ol 

Das ist der Beltramische Different ialparameter 2 t~ Ordnung;  in gewohn- 
lieher Weise gesehrieben lautet er: 

i . ~ ~., IE~ F~~l 

wo die Ver'~nderlichen x , y  durch u ,  v ersetzt sind. 

-0 7. Endlich gehen w i t  zur Bereehnung der Mindingschen Biegungs- 

Daraus ergiebt sieh: 1) die LOsung: ~ = T~ + r~; 2) die Gleiehung: 

dr~ r. + r~+ 
2Ts dT " y, T, = o, 

welehe sleh verm~ge der Substitution Ts -I- r] = z auf eine lineare bringen lttsst und dis 

Lesung / k ~  ~ 7e + r, ~ + T~ erglebt, und endlleh 3) die Gleichung: 
sT, 

2d7~ + dT' -~- o, 

~/~-~ --  r: qr,(zA,~ -- n ) - -  r, 

woraus wlr die Biegungsinvariante A ~  ~- 2TIT, T6 + (71 T~)(T, ~ A=~) bekommen. 



62 Kasimir 7,or awski. 

inwariante ~t,, Ordnung t~ber. Nach (6) und (2~) ergeben sicll ftir diese 
Biegungsinvariante folgende Gleiehungen: 

af (F,o ~f G ] af ~f ~s, "or + E, ~ - +  + ~;,)a~o, + (~&, + ,o,~Oo, ~) E ~  + a~ o a~o ' 

af 2F, o a f  ,,af , ,, zf + E~ ~--~,o + " + Y & + 3Y Y $ ~ = o ,  o aG~o 

4) .,af 7 af + (Fo, + a,o) af , af 

+ Go~ ~f Z l" ~1" a~o+ ~Fo, = o ,  ~Eoi ay' 

2) :,.•f , ~  ~f a t" 2f ..l_'2F10 Of ~ ,  + ~ + 2Eo, ~ + F., ~.o, + 3&o - ~  aE, o ~Fio 

8 81',, ~__ O~ 

af D ~f of ~f Zl" 3) 2a~-~n t- //' n t" 2G, o + / ' ; o a F ,  o ~ aFo, + 3G, + 21~o, aG~o l 

af , af ,, af 
+ ~;,~E,o y&--y ~=o,  

((~lasse I .  

E ~  " ~f 'aaf ~, + 2 ~ r  & T o ,  

G ~ ' f  + 2F af af 
~F~o aElo 0y"--  o, 

�9 f -]- Jr . / z , ' ~  -}- 2 ~  ~ 4- 2y ~-y,, - -  o,  2 E ~-,, Fc~-% f- ~ a f  " ~ f  '2af 

~, ~ f  , 2f af vt" ,2f = o, �9 ,u~-~, ~ + �9 ~ + G~-~.. + 2F~0, 2y O,--~ 

af , af , af 
aE-~,  + . ~  ~,o + y ~ =  o, 

:~/o , ~ af , f 2 a ~ + F a ~  ' y ~ o. 
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Ich integriere zuerst alle Gleichungen der Classe ~, dann die Glei- 
chungen der Classe o in der Reihenfolge ~), 2), 3), 4). Es ergiebt sich 
die Biegungsinvariante: 

+ (EG,  o + F_F ,o -  3 F E e t - -  , ) , (  -GE~ 2 o Y GEo~ + FI ,~  3 I"G,o - -  ~ EG.~) ~! 

G/:o~ - - ;  - - 2  

Dieser Ausdruck ist die von MINDINO (Crel les  J o u r n a l ,  Band 6: Be- 
merkung ,~ber die Abwickelung krammer Linien yon .Flachen) berechnete 
geodt~tische Kriimmunq. Ordnet man bier die Glieder zweckmassig und 
setzt statt x ,  y bez. p ,  q, so bekommt man den Mindingschen Ausdruck: 

i 

P 

bEd + OF 

_0 dp/1,zv, q 
._ 2 \0 l, ~ 0q / j  

+ (EG - -  F~)(dpd'q - -  dqd'T) ] . 

Der Ausdruek, weleher in Klammern { } steht~ ist die elnzige gemeinsame LSsung 
der Gleiehangen der C~lasse I. Bezeiehnet man diesen Ausdruek mit c und setzt man ihn 
in I), 2), 3), 4) ein, so ergiebt sich das System: 

vf ~f ~ zf  Of ~f ,of ~f ~ "~ f -- 2) 2 E ~-~ + F ~-~, + y ~y, + 4e - = o, 
�9 Oy �9 ~ -  oe 

, af ~f , ~f, ~f ~ ~f  ~f ~f 
3) 2G~+F~-~,--Y~fy,+C~c----'o, 4) ~,OF+2F~,  Vy, = ~  

E +  Ey' 
Die Gleiehungen I), 2), 3) ergeben zwel gemeinsame L~sungen: a y'~/EG--td* und 

fl = y,s(t,, G --~,)--~; demnaeh nlmmt die Gleiehung 4) die Form: (I + a-~ + 3a~0.~ ~ o  

an und liefert das Integral C == /~ _ e 
(i + a')'/~ ~ E a  - -  ~'(~/E + 2~y" + G p )  ~" 
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28. Die Berechnung der Biegungsinvarianten durch Integration voll- 
st'andiger Systeme ist aber sehr umst~,ndlich. Es giebt zwar ein anderes 
Mittel: hat man n~mlich eine gewisse Biegungsinvariante, welche in- 
variante Functionen enth~lt~ und setzt man in diese Biegungsinvariante 
statt dieser invarianten Functionen ebenfalls Biegungsinvarianten ein, so 
bekommt man offenbar aueh eine Biegungsinvariante von hsherer Ordnung 
als diejenigen, welche zu ihrer Berechnung gebraucht wurden. Dies hat 
schon Herr BWLTRAm bemerkt in Bezug auf seine Symbole &~:, 0(r162 A r  
Diese Methode tier Bereehnung yon Biegungsinvarianten wird aber nur 
dann mit vollst~mdigem Rechte gebraucht werden ksnnen, wenn man 
weiss, wie man diese Operationen dirigieren muss, um alle wesentliehen 
Biegungsinvarianten zu erhalten. Mir ist es nicht gelungen, irgend ein 
Resultat in dieser Richtung zu gewinnen. 

Ieh habe vielmehr im Allgemeinen nut den folgenden Satz anzu- 
merken :" 

�9 Setzt man in einer Gaussisehen Biegungsinvariante statt E;~, F,~, G,~ 
bez. G~, F~,, E,.~ und in einer Beltramischen statt E~, F,~, G,~, ~,', bez. 
Gk,, Fk~, Ek,, 9~,, So bekommt man wieder eine Gaussisehe resp. Beltra- 
mische Biegungslnvariante.~ 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge der Stttze III und V. Die 
in den letzten Artikeln bereehneten Gaussischen und Beltr~imisehen Bie- 
gungsinvarianten gehen bei soleher Vertausehung in sich selbst llber. 

Fa r  die Mindingschen und allgemeinen Biegungsinvarianten gilt ein 
analoger Satz offenbar nicht. 

Gsttingen, im M~rz ~89i. 


