UBER BIEGUNGSINVARIANTEN.

EINE ANWENDUNG DER LIE'SCHEN GRUPPENTHEORIE
VON

KASIMIR ZORAWSKI
aus WARSCHATU.

Biegungsinvarianten werden wir solche Functionen des Ortes in einer
Fliche nennen, welche bei jeder Biegung der Flache in jedem Orte ihren
urspriinglichen Zahlenwert behalten.! Das Gauss’ische Kriimmungsmass,
die BerTrAMI'schen Parameter und Minpixg’s geoditische Kriimmung z. B.
gind Biegungsinvarianten. Sie sind von den genannten Mathematikern
schon langst aufgestellt worden. Tm Jahre 1884 skizzierte Herr Lie cine
Methode zur Berechnung aller méglichen Biegungsinvarianten.” In der
vorliegenden Arbeit teile ich dasjenige it, was mir anf diesem Wege in
Bezug auf die Theorie der Biegungsinvarianten zu erreichen gelungen ist.

Es war ehen Herr Lie selbst, welcher mich dieses Problem zu be-
handeln veranlasste, Er richtete meine Aufmerksamkeit hauptsichlich
darauf, dass es wichtig wire, die Anzahl der Biegungsinvarianten ver-
schiedener Ordnungen zu kennen.® Demgemiss bildet die Abzahlung der

! Diecse Benennung ist von Herrn WEINGARTEN eingefithrt worden (Journal f. r.
u. ang. Math.,, Bd. 94, S. 182). Herr WEINGARTEN nennt aber Biegungsinvarianten nur
diejenigen Functionen, welche wir spiiter (N° 13) als Gaussische Biegungsinvarianten be-
zeichnen. Es scheint nimlich zweckmissig, fir alle Differentialinvarianten einer unend-
lichen Gruppe, die wir im Folgenden (N° 4) definieren werden, den gemeinsamen Namen
»Biegungsinvarianten» einzufithren.

* Mathem. Annal, Bd. 24, 8. 574-—575.

® Hs handelt sich patiirlich um die Anzahl der unabhingigen Biegungsinvarianten,
wobei zu hemerken ist, dass je N Biegungsinvarianten, etwa I, I,,.... Iy, dann und nur
dann von einander unabhingig sind, wenn keine Identitiic von der Form ¥'(I, , 1,,..., J)\) =0
besteht.
Actr mathematica. 16. Imprimé le 10 décembre 1891. 1
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Biegungsinvarianten den Hauptinhalt meiner Arbeit. Doch beschaftige
ich mich in den zwei letaten Paragraphen auch mit der Berechnung der
Biegungsinvarianten durch Integration von gewissen vollstindigen Syste-
men. Ich darf hier bemerken, dass Herr Lig, als ich mich mit diesem
Probleme zu beschaftigen anfing, mir die Resultate einer nicht gedruckten
Arbeit von seinem Schiiller Herrn HArrMaANN itteilte, in der nach der
Lir'schen Methode die bekannten Biegungsinvarianten aufgestellt werden.
Diese Rechnungen findet man bei mir im § VI; es schien mir aber be-
quemer, dieselben etwas anders durchzufiithren, als es Herr Harrmany
gethan.

Auf die geometrische Bedeutung der Biegungsinvarianten gehe ich
nicht ein.

Den Herren Lie und Excern erlaube ich mir hiermit fur Ihre wohl-
wollende Unterstiitzung meinen besten Dank auszusprechen.

§ 1. Einige Hiilfssdtze.

Es scheint mir zweckmaissig und sogar ndtig zu sein, den nachste-
henden Untersuchungen einige Hiulfssitze vorauszuschicken, um spater die
Discussion meines Problems nicht unterbrechen zu miissen.

1. Zuerst fihre ich ein Theorem an, auf welchem die ganze Theorie
der Differentialinvarianten der unendlichen continuierlichen Gruppen basiert.

Theorem 1. Bezeichnet

n . a m a],,
X =Y &5, + 2,605

die allgemeinste infinitesimale Transformation einer unendlichen continuier-
lichen Transformationsgruppe in den Verdnderlichen x,, ), v, 2,5 2,5 &, 5 vony
2,, und betrachtet man die z, als beliebig wdillbare Functionen der x;, so
werden auch die Differentialquotienten der z, nach den x; transformiert.
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Bezeichnet man im Allgemeinen:
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und berechnet die Incremente aller genannten Differentialquotienten von der
ersten bis etwa zur N** Ordnung, so bildet:

XOf = Xf+ Zooo(z, 2, 235,.5)

of
?
LA

By 4 Bot oot ) =(ar+ogt . Fan)

wo die letzte Summe alle Glieder enthdlt, welche allen Differentialquotienten
der z, nach der x, won der ersten bis zu7 N*® Ordnung entsprechen, die
allgemeinste infinitesimale Transformation einer wunendlichen continuierlichen
Transformationsgruppe, welche man N'® erweiterte Gruppe zu nennen pflegt.!

Dieses Theorem benutzte Herr Lie in seiner Theorie der Differential-
invarianten,? ohne es ausdriicklich zu formulieren und zu beweisen. Herr
Lie tcilte mir mit, dass er dieses Theorem bewicsen und den Beweis in
nichster Zeit veroffentlichen werde. Demnach glaube ich, dieses Theorem
benutzen zu durfen.

2. Jetzt werden wir ein Theorem aus der Theorie der Transforma-
tionsgruppen beweisen, welches trotz seiner speziellen Voraussetzungen uns
im Folgenden gute Dienste leisten wird. Dieses Theorem lautet folgender-
massen:

Theorem II. Besitzt die allgemeinste infinitesimale Transformation einer
unendlichen  continuierlichen Transformationsgruppe in den Verdnderlichen

Lyyeeney s YyseeeyYn die Form:
ptr
(I) ) Zf—:lzkc;c(x17""xn)zkf7

! Dieser Satz ist analog dem entsprechenden Satze aus der Theorie der endlichen
continuierlichen Transformationsgruppen. Siehe: SoprUus Lk, Theorie der Transformations-
gruppen. Erster Abschnitt. Unter Mitwirkung von Dr. F. ENGEL bearbeitet. Leipzig,
Teubner. 1888. 8. 547, Theorem 94.: Die Formuliérung des Theorems I ist eine etwas
abweichende von der des Theorems 94.

? Sopuus Lie, Mathem. Ann., Bd. 24: Uber Differentialinvarianten. 8. 564 f.
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gegebene Ausdricke sind wnd die & ganz willkirliche Functionen ihrer Arqu-
mente bezeichnen, so bilden die infinitesimalen Transformationen:

Zprl—lf’ Zp+2f’ et p-{rf
ewne hdchstens r-gliedrige endliche continuierliche Gruppe.

Je zwei unabhiingige infinitesimale Transformationen der Schar (1),

etwa
p-#r

Zf = ? Z,f und Z'f= ZL Gz f

sollen durch diec Operation (ZZ') eine infinitesimale Transformation der-
selben Schar ergeben.’ Nun haben wir:

(22) = Z.Z NG 2:(8) — G280 4f + G3UZZ)).

Weil aber Zf fur L= 1,2,...,p nur die Veranderliche z, und far
lB=p-+1,...,p4 7 nur die Veranderliche y, enthilt, so folgt:

»

I)
(Z ‘) = Z‘Lzl:( {[; ZL(‘/L,) - :k"ZL'(:k)] fo+ :}.fl.’(Zan>}

+ L L) — GG AS + s 242,

Da nun dieser Ausdruck cinem Ausdrucke von der Form:

B

P
Zf = Zell (0 ooy 0) A + Tal (o5 ooy ) A

identisch gleich scin soll, so miussen die Glieder, welche Z.f und die

' Soprus Lie, Uber Differentialinvarianten, S. 553 und Christiania Viden-

skabsselskabs Forhandlinger 1883, Uber unendliche continuierliche Gruppen, S. 4.
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Glieder, welche Z,f enthalten, in beiden Ausdriicken identisch gleich sein.
Das ist dann und nur dann der Fall, wenn

P
(Zk Zk') = gs w“.rs(xl g e ey .acn) Zsf, *k,4'=1,2,..,p)
. pir
(Z,Z,) = gﬁf BTy, ooy ) L] @1 =p+1, 0 p+1)
V4

Ferner hingen die Z, nur von den Veranderlichen y, ab; es miissen also
die Functionen @,, constante Werte haben, welche wir wie gewohnlich
mit ¢,, bezeichnen.

Folglich:
pr

(Z:2)) = Z"'cll'aZaf?
P+l
und damit ist unser Satz bewiesen,
3. In diesen einleitenden Bemerkungen® sollen noch zwei einfache
Siatze Platz finden, welche wir dazu benutzen, um die Unabhangigkeit

von gewissen linearen homogenen particllen Differentialgleichungen 1'*
Ordnung mit einer abhangigen Variablen nachzuweisen.

Satz I: Sind die q Gleichungen:

n
?
X, f= Ziéﬂ(xl oy Iy o o) (F=1,2,. ,0)
1

ox;

von einander unabhdingig, so sind die q Gleichungen :

m 2
Zkf:'ka—l_‘Z/Lé’kﬂ(xl)"')xn;'gl""’z"') ! =0
1

0z,

wo die &, willkirlich wdhlbare Functionen ihrer Argumente bezeichnen, eben-
falls von emander unabhingig.

Nach Voraussetzung kann namlich der Identitat:
0 @)K g, @)X f = o
nur durch die Werte:

Xi =X =+ - =}y = O
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Genﬁge geleistet werden. Besteht andererseits die Identitit:

}t’l(x17""xn;zl7""Zm)Zlf+"'+2q(x1)~"9xn;z1""72m)qu=o7

so muss auch diejenige bestehen, welche wir aus dieser durch die An-

nahme:
of _df o

= = = — =0
2z 9z

1 2

erhalten. Es muss also die Identitat:
0@, )X, s, e, ) X f=0
gelten, welche augenscheinlich nur durch die Werte:
21 =i2:...:2q—_—0
befriedigt sein kann; damit ist der Satz bewiesen.

Satz II: Sind die q Gleichungen:

n
of
X f= z.&i(rl ye s @) o =0 #=1,2%..,9
T i ox;
von emander unabhingig, so sind die q + p Gleichungen:
m af
™
Z,f= X, f+ Z'/L o (. A O A 2‘"1)5 = 0, (=1,2..,9
1 o
m
= of
Zlf: er '/:Iu(‘rl LA | x’n; Zl PRI ] zm) 5; - O’ (U=q+1,...,q+p)

wo die &, und §, willkirlich wdihlbare Functionen ihrer Argumente bezeich-
nen, dann und nur dann von einander unabhdngig, wenn die p Gleichungen:

Zf = o0 =g+, q+p
von einander, unabhdnglg sind.

Setzen wir namlich in der Identitit:
n@, oo, 2, Gy )+ oo F @, s, 82
v + Zq+,a("$17 O R N TS IR zm)Z(H»pf: O

of of of
_———— =, ,, :*_—_.‘O,
9z oz,



Uber Biegungsinvarianten. 7

so erhalten wir die Identitit:

Zl(xl,...,xn;zl,...,zm)le-}-...+Zq(x1,...,xn;z\,...,zm))(quo,

welche nach Voraussetzung nur durch die Werte:

X1 =Xy ==Yy =0
befriedigt werden kann. Es ergiebt sich also die Identitat:
Zq+1(xl""7xn;zl} ""Zm)Zq+lf+ e +Xq+p(m1""7xn; .‘2’1,---, Zn)Zq+pf: O’

welche augenscheinlich nur dann durch keine anderen Werte als die:

Xot1 = Jota =+« = Yg4p = O
befriedigt wird, wenn die Gleichungen:

Z,f = o0 U=g+1,..,9+p)

von einander unabhangig sind. Damit ist der Satz bewiesen.

§ II. Unendliche Gruppe des Problems. Erweiterte Gruppen.

1

Jetzt werden wir nach Herrn Lig’s Vorgang ' unser Problem analy-

tisch formulieren.

4. Es seien:

(I) ‘ = ]0(3’5 ’ ”J), q = Q(x’ y)’ ¥ = 1‘(;27 ’ :’/)7

wo «,y willkiirliche Parameter bezeichnen, die Gleichungen einer Flache
in Cartesischen Coordinaten p, ¢, 7.
Das Quadrat des Linienelementes auf der Fliche (1), namlich:

ds® = dp® + dq* + dr®
kann man nach Gauss? in der Form:

(2) ds® = Edz* + 2Fdxdy + Gdy*

' Sopuus LiE. Uber Differentialinvarianien, S. 574.
* GAuss. Disquisitiones generales circa superficies curvas.



8 Kasimir Zorawski.
schreiben, wo:

E — <ﬂ’)+ (?fi)E_}_ (9">2’ 7 = opdp | 299y + or or

o, or ;' Y oy srdy ox oy ’
3[’ 2 ag 2 or 2
G — (¥ <~ AN
! ou + ou + Sy
Fuhren wir in (2) neue Ver#inderliche:

(o) o =X, y=7Y(,

ein, wo X, ¥ ganz willkiirliche Functionen von z,# bezeichnen. Das
Linienelement erhilt dann die neue Form:

ds® = E'dz” + 2F'dx'dy’ + G'dy’?,
wo I, F', @ g¢ewisse Functionen, welche man leicht berechnen kann, etwa:
(8 I'=R@,y,E,F,&, I =3Sx,y,E,F,Qq),
G =Tx,y, E, F,G)

der Veranderlichen z,y, E, F', G sind. Es ist leicht nachzuweisen, dass
dic Schar der Transformationen («) und () der Veranderlichen z,y, E,F, G
eine unendliche Gruppe bildet.

Transformiert man namlich vermoge ciner willkurlichen, aber be-
stimmten Transformation unserer Schar die Variablen z,y, E, I, G in
x ,y,,E , I, G, so bekommt man aus dem Linienelemente (2) das

Linienelement:
ds* = E,dx; 4 2Fdre,dy, + Gdy;.

Nimmt man ferner anstatt der Verinderlichen xz,, ¥, , K , F|, G, neue
2y, Yy, BE,, I',, G,, welche wieder mit den ecben genannten durch eine
willkirliche, aber bestimmte Transformation unserer Schar verkniipft sind,
so erhalt man die Form:

ds’ = Eydxl 4+ 2F,dz,dy, + G,dy:.

Es ist nun unmittelbar klar, dass man, um von der TForm (2) zu dieser
dritten Form des Linienelementes zu gelangen, d. h. um von den Ver-
anderlichen z,y, E, I, G unmittelbar zu den «,,y,, E,, F,, G, uber-
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zugehen, notwendig eine Transformation unserer Schar benutzen muss.
Je zwei aufeinander folgende Transformationen unserer Schar sind also
immer einer gewissen einzigen Transformation dieser Schar aequivalent,
d. h. unsere Schar bildet eine wnendliche Gruppe. Bei dieser Gruppe
bleibt das Linienelement invariant, es mfissen also ihre Differentialin-
varianten Biegungsinvarianten sein. Wir werden mit infinitesimalen Trans-
formationen operieren.

Setzen wir also voraus, dass die Veranderliche z,y ganz willkiirliche
Incremente:

(3) ‘ or = 5(.’13 y y)b\t! oy = V(x ) Y) ot

erhalten, dass also &,y ganz willkiirliche Functionen von 2z, y bezeichnen.
Formuliert man analytisch die Bedingung, dass das Linienelement bei un-
gerer Gruppe unverindert bleibt, so erhalt man:

0Edz® + 20Fdxdy + 0Gdy* + 2((Edx 4 Fdy)(é,,dx 4 &, dy)
+ (Fdz + Gdy)(g,,d2 + 7,,dy)}0t = o,

wo wir fur die partiellen Differentialquotienten die im Theorem I ein-
gefuhrte Bezeichnung benutzen. Weil aber dz, dy hier vollkommen will-
kurlich sind, so ergeben sich folgende Incremente fur E, F, G:

OE = — 2(E§,, + Fy,,)d,
(4) OF = — (F§,, + E§,, + Gy, + Fy,,)d,
0G = — 2(F§,, + Gy,,)ot.

Die allgemeinste infinitesimale Transformation unserer Gruppe lautet also:

[/ ) 3 N N s
of = 62+ 9L — 2(Be,, + Frp) L — (Fe, + Bé, + Gy + Fr) 2

_ 2(F501 + G%I):_g'

Die Berechnung der Biequngsinvarianten kommt somit zurick auf die Be-
rechnung der Differentialinvarianten dieser unendlichen Gruppe.

Um diese vorzunehmen, wollen wir unsere Gruppe erweitern:
Acta mathematics. 16, Imprimé le 22 décembre 1891. 2
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1) in bezug auf die Differentialquotienten von E, F', G nach @, y;

2) in bezug auf die Differentialquotienten von willkarlich wihlbaren
Functionen ¢z, 9), ¢*®,¥),..., ¢"(®,y), welche augenscheinlich bei
allen Transformationen der Gruppe ihren Zahlenwert nicht verindern,
und endlich

3) in bezug auf die Differentialquotienten von y nach z,y als Func-
tion von z betrachtet. Um diese Erweiterungen durchzufihren, wollen
wir im Folgenden einige Hulfsformeln entwickeln.

5. Setzen wir voraus, dass der Zuwachs einer gewissen Function
&(x,y) bekannt ist, und versuchen wir die Zuwuchse aller ihrer Diffe-
rentialquotienten nach # und y zu berechnen! Wohl zu bemerken ist,
dass wir fur die partiellen Differentialquotienten stets die im Theorem I
eingefuhrte Bezeichnung benutzen werden, also im Falle der Functionen
von zwei Verinderlichen die Bezeichnung:

Fur jede Function ¢(r,y) haben wir nun:
(a) ’ A — & dov — ¢, dy = o.

Berticksichtigt man alsdann, dass:

odg = dog = [(%%)dx + (i—f)mdy]d‘t

und variiert (a) unter der Voraussetzung, dass z,y die Incremente (3)
annehmen, so erhalt man:

N

3 3
[(%—j)wdﬁ? + (%%)mdy] ot — 6¢1odm - 6‘500‘(13/ - beo(ewdx + 501d3/>§t

— Po1 (71092 + 70, y) = ©.

Weil aber diese Gleichung bei allen Werten von dz, dy bestehen soll, so
ergiebt sich:

| 0 #1) 0 0¢01 o
(b) —g—t = (Ef—j)w'_ P10810 — Por"o> ot (3_:))“'— 10801 — Pulor-
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Setzt man in der ersten dieser Formeln ¢, anstatt ¢, so gelangt man
zur Formel:

o 0
gt” = <§?>,o— 2(¢20510 + ¢11’710) — (Sbloeﬂo + ¢01772°)’

und in analoger Weise ergiebt sich:

o O .
’%’2 = (3%)30"— 3(¢'3o¢1o + ¢2l7710) — 3(&s0b50 + ¢'u7720) — (@105 + ¢017730)'

Man sieht leicht, dass man allgemein erhalt:

O .
© Mo (3) — %0, (Besenoduo + Dioninih

wo i, die gewdhnliche Bezeichnung der Binomialcoefficienten ist. Die
letzte Formel soll durch vollstindige Induction verificiert werden. Setzt
man namlich in (¢) ¢,, statt ¢, so ergiebt sich vermdge der ersten
Formel (b):

OPits, o - |
ot - = (5[) ¢.+1.o— ?”Z#(Sbi—wrl,oeﬂ“’" + ¢"—""77"+"0)

i
— z# iy.(¢z’—-y+2,0 &0 + Sbi——u+l,l77u0)'

Durch einfache Operationen mit Benutzung der Formel i, + 4, , = (i + 1),
erhalt man schliesslich:
i+1

6 i+1,0 3 .
‘%:‘L = (}?)H_l,o"‘ ?/‘ (3 + I)ﬂ(¢i—p+?,06#0 + Sbi~ﬂ+1.177;w):

woraus die Richtigkeit der Formel (c) folgt.
Wenn wir die Formel (c) mit der ersten Formel (b) vergleichen, so
sehen wir, dass die zweiten Indices in beiden Formeln dieselben sind; der

erste Index bei 5% ist in (c) um ¢— 1 grosser als in (b), und unter der

Summe sind in (c) bei ¢ die ersten Indices um i— p und bei § und 7
um g — 1 grosser als in (b). Demnach erhalten wir in analoger Weise

aus der zweiten Formel (b) die Formel:

Odox 0 k
@ W (B) kst + doairt).



12 Kasimir Zorawski,

Setzt man in (d) ¢, an Stelle von ¢, so ergiebt sich:

O (O :
ot = (7{ 01:_ ?" ky(¢i+l,t—v$0v + ¢:,t—y+171’0u),

wo nach (c):

).-

also ist die allgemeinste Formel:

<6f) ?/" ip oz’ ky (Sbi——y.-f-l,t—v Ep.u + ¢i-/¢,k—v+l 77;Lv);

39-’)1' 85!’ : ’ d ',
(e) —BTI‘ = <(_')\—t_ >ik—— ?I‘ ?V lp,ky (¢'i—p.+1,k—v E]L‘I + ¢i—/1,k——v+l ﬂ;w))

wo die Striche an den Summenzeichen bedeuten, dass die Indices 4 und
v nicht gleichzeitig beide gleich Null sein dtrfen.

6. Setzen wir jetat:
. ‘15!’ 10 01
(f) =p &, +p"¢&, + o' 7710 +o° 7701’

wo p'% p°, o' ' gewisse Functionen der Verinderlichen «, y bezeichnen,
so haben wir:

0
(3;0) ZF‘ ? (Pi-,u,o E;n}-l o+ P‘—;L,o 6,;1 + 0¢-p,o Nut1,0 + 0’:—;‘,077;;1)
und ferner:
(t% > z# z“ iyku(p}?—p,k—»u ep+1,v + p?iu,t——u e,u,v—l

ol
+ o'}?-p,k—yyp+1,v + ot—y,k—vvp,v+l)7
oder:

8¢ i+1 &k
(—6—t‘>u= ?I‘E’ty-—lk (p}g[z-}-l,k—yeﬂv + a}—o—,u+!,k—v7,uv)
i k+1

+ 02# ;” i;zkv-—l (pgl,u,k—v-{»l E;u + a?}-;z,t—-v-‘)-lﬂ;w)'

Wenn wir jetzt annehmen, dass alle Coefficienten ¢, und %, fur welche
p von 0,1,...,i und ¢ von O, 1,...,% verschieden, Null sind, so
konnen wir schreiben:
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5¢'ik i+1’ K+ 1’
(g) -52' = 0 ?“{(lp.-—lkvpzip,-{-l,k—v + i’p.kv~ho?—l-;t,k—v+l - zp.kvsbi—;z+),k-v)6,uu

+ (i/z——l ku 0}2-/1.+ 1,k—y + Iiy. kv-—l og—‘-ﬂ,lc——v-d- 17 i;l. kv ¢i—;t,k—v+l) ﬂp.v } .

Wohl zu beachten ist hierbei, dass ¢, und %, fir i=k=p=qg =0
gleich 1 sind.

7. Versuchen wir nunmehr aus den bekannten Incrementen (3) von
x,y die Incremente der Differentialquotienten y nach z zu bestimmen!
Wir konnen hier die Formel (c¢) benutzen; weil (y als Function von z
betrachtet) y, é(z,y), »(x,y) Functionen einer einzigen Veranderlichen
x sind, so werden in der Formel (c), ¢ =y gesetzt, alle partiellen Diffe-
rentialquotienten nach y verschwinden und alle partiellen Differential-
quotienten nach z sich in totale nach z verwandeln.

Demnach. haben wir:

y®  diy : drsy A€
() = 2k
Die Berechnung dieser Incremente kommt also zuriick auf die Berechnung
der totalen Differentialquotienten einer Function {(z,y) nach z, wo y
eine gewisse Function von # ist. Wir haben unmittelbar:

aZ ,
de Co T Y %1
Y ’ , ' ,
(i) El_m_’ =Y c;l + 20 + 2y cll +y 2%2’
a*

T =Y 3 3YY S, + G 3 G+ 30, Y

. . . - . . . - . . . . . . . - 3 . .

Obwobl die Aufgabe, eine allgemeine Formel abzuleiten, gelost ist,' ist
diese Formel doch so compliciert, dass andere Formeln, welche wir aus
dieser ableiten konnten, fiir eine weitere Betrachtung ungeeignet waren.

' ¥, Bessen: Uber die Entwickelung der hioheren Differentiale xusammengesetxier
und smplicieter Functionen., Diss. Jena 1872.
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Far unsere Zwecke wird es geniigen, die ersten Formeln der Reihe (i)
zu kennen. Mit Hilfe der Formeln (i) haben wir:

’

d , g ’
}tl = N0 + ?/7701 —!/(5,0 +y501)’

A . . " -
T?t—:y 1o + 730 + 2¥ 7, +y27702 — 2y 610 — 34y 601

"—y’(ezo + 2;'/’611 + y”eoa)’

(6) 3.'/”’ an " 1,07 ’ ’ ’2 ’3

"(;T:'y Tor + 3¥ 0+ 3YY N, + Do+ 397, + 3y Ts + Y Moa

— 35/'”5,0 — (4yfyur + 3‘1/”’)601 - Syuego . 9y'!/"5“ - 6!]"9"50,
— Yo + 36 + 37, + 906

L -

o
Man sieht aber leicht, dass im Allgemeinen das Increment %« die Form:

é g .
(7) Tﬂ— = ?“ ZV[glllv(y’y ceny 9(’))5;“ + h:w(y yry T(I))m"‘]

hat, wo die ¢,, und 7, gewisse ganze Functionen ihrer Argumente be-
zeichnen.

8. Wir werden zuerst die Formel (g) auf die Functionen E, F, G
anwenden. Aus den Formeln (4) erkennt man, was fur Werte die Func-
tionen p'°, p°', 0'°, ¢°' hier erhalten, und zwar bekommen wir folgende
Incremente:

i+l k41
OB, i

F—ﬁ—t— = %l" ?”' UG,,(Ziﬂ__l + iﬂ)Ei-—-/tH,hwe#’
+ ky(zi;:.~1F—/:.+l,I:—v + i;LEi—;L,k——V+l>)7FV}’
6F|'k i+l' k+1’
(8) . < ._a—t— = ;l‘ %”{[(i + l)/tkv Pw{—ﬂ«H,k—v + i,u.k’u-—l Ei«—,u,k—-v+l]5;w
+ [z;z(k + I)vFi—p.,k—H-l + i[L——lkV Gi—y+1,k—v]’7yv}1
6Gik i+11k+1r .
F ?# ?"{zp(",kv—lFi—p,t—-v-{-l + kai—#+l,k—v)Epv

+ (2K, + K) G prorir T} ,
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Nimmt man alle Differentialquotienten bis zur #'*® Ordnung inclusive, so
ergiebt sich eine erweiterte Gruppe:

n—1i

() evf= e°f + 9L +Z Y. (ot W

ot 3Eu ()t BF'M

4 % oGy 3f>

ot 3Ga)’

welche wir als Gaussische n' erweiterte Gruppe bezeichnen werden.
Nimmt man eine Reihe von Functionen ¢, 9» .o, @™ der Ver-
anderlichen z, y, so hat man: :

T 0; (s=1,2,...,m)

es ergeben sich also die Incremente ihrer Differentialquotienten unmittel-
bar aus der Formel (e). Wir erhalten namlich:

é‘ ',
(IO) ' osot‘k = %‘“ Z" 7{4ku (¢l—p+1 l—veyv + ¢1—p I:—-v+l77uv> (=1,2, 000y m)

Demnach bilden wir die erweiterte Gruppe:

(r1) BV = Q(n~l)f+z Z": "z—i Bgou of

& 8t 35011-

welche wir Beltramische n'* erweiterte Gruppe nennen werden.
Die Incremente von %', %, ..., y™ sind in der Formel (7) gegeben.
Die infinitesimale Transformation: '

NP WU
(r2) - onef=grof 4y 20
1

ist auch die allgemeinste infinitesimale Transformation einer unendlichen
Gruppe, welche wir als Mindingsche n'® erweiterte Gruppe bezeichnen
werden.

- Endlich die Gruppe:

(13) aof =+, Y, I Yy
# 8‘ 350.‘,, ! ot ay(l)

wollen wir allgemeine n'® erweiterte Gruppe nennen.
Nach dem Theorem I sind (9), (11), (12), (13) wirklich allgemeinste
infinitesimale Transformationen von gewissen unendlichen continuierlichen

Gruppen.
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§ III. Anzahl der Gaussischen Biegungsinvarianten.

Die Differentialinvarianten der Gruppe (5) ergeben sich als Losungen
gewisser Systeme linearer homogener partieller Differentialgleichungen 1
Ordnung mit einer abhangigen Variablen. Diese Systeme erhalt man,
indem man alle Coefficienten der willkarlichen Functionen: &, » und
§0> 7w 0 (9), (11), (12), (13) gleich Null setzt. Hierbei ist zunichst zu
beachten, dass:

woraus folgt, dass die Differentialinvarianten unserer Gruppe explicite von
x,y unabhingig sind. Wir brauchen nun nur noch diejenigen Glei-
chungen zu beachten, welche wir aus den Coefficienten von &, ,7,, e
halten.

9. Wir beginnen mit der Gaussischen Gruppe (9). Setzt man in
(9) die Ausdriicke (8) ein, so ergiebt sich folgendes System von partiellen
Differentialgleichungen:

n n—i

a g(")f z Z ‘(2711—1 + 7/1 ——/4+l l——yaaEfv‘

n—

. . 9
+ [(1/ + l)pkvE—jt+1,k-—-v + /"nkv-lEt-y,k—v-Q-l]L

. 9
+ 2k Fo_ypyin + FGipirm) 96{ } -

(14)

i ?
W= ‘k (26 Fi iy + G B yii) Slgu
y~—1
. i af
+ [@,,(k + 1), F, by +1 T 1’/1—1k"Gf"‘+1""”] Fu
' ? =0,1,..,n
+ 1,1(2’6,__1 + kv) i—p,k—v+1 365 } (,:=?),:,...,ni:—#)
=y 0

Wir haben die unteren Grenzen der Summation nach i und & gleich
p—1 und y— 1 gesetzt, weil die, zu kleineren Werten von ¢ und %
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gehorigen Glieder der Summen gleich Null sind. Die Striche an den
Summenzeichen bedeuten, dass nicht gleichzeitigéi=pg—1undk=y—1
sein soll, weil die zu diesem Wertpaar ¢, & gehorigen Glieder der Summen
verschwinden. g = v == 0 soll bedeuten, dass g und y nicht gleichzeitig
Null sein konnen.

Den Gleichungen €4f = o kann man eine bequemere Form geben.
Vertauschen wir némlich in 8%'f gleichzeitig die Indices p mit v, und ¢

"
72 n—k
. » . 1 4 . .
mit & und beachten, dass die Summation 2: 2: durch die Summation
y—1 p—1
n  n—i

Zj 2 ersetst werden kann, so ergeben sich an Stelle der Gleichungen
p—1 v—

§Wf = o die folgenden:

o n , n—i ’~ . . af
(I 4)(.3) gSp) = ; { ;I:{ (27'}4——1 + Z(A) kv Gk—v,i-y+l 3—0—;&1

+ 16+ Db Faians + i Gonr] s

. of 2=0,1, -1
+ z/‘1(2]”1‘--1-Fl:—vﬂ,i-—# + kka»v,i—,uH) Y = O. <v=0,1,...,n+1—y>
ki pn==y0

Wir haben also den Satz:

Satz III: Hat man alle Gleichungen S0)f = o aufgestellt, so kann man
die Gleichungen & f = o ohne weiteres angeben. Aus jeder Gleichung
EWf = o ergiebt sich ndmlich die entsprechende Gleichung S)f = o durch
gleichzeitige Vertauschung einerseits der Buchstaben E und G, andererseits
der Indices von E, I, @.

Dieser Satz ist von praktischer Wichtigkeit fur die Aufstellung ge-
nannter Gleichungen bei gegebenen Werten von #.

10. Wenn die Gleichungen (14)(a) und (f) aufgestellt sind, so hat
man, um die Gleichungen $%*"f= o und &}*"f = o zu berechnen, erstens
zu den Ausdriicken §f und &2f gewisse Glieder hinzuzufiigen und zweitens
eine gewisse Anzahl von neuen Gleichungen zu bilden. Es ist niamlich
leicht nachzuweisen, dass sich fur p=o,1,.,0+15v=0,1,.,n41—pu:
grtdf von &7 nur durch solche additive Glieder unterscheidet, welche
wir dadurch erhalten, dass wir in den Gliedern, die in §f unter dem

Acta mathematica. 16, Imprime le 28 décembre 1891. 8
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Summenzeichen stehen, & = n 4 1 — i setzen und nach ¢ von p— 1 bis
% -+ 1 summieren.’ Das Entsprechende gilt fur 8%:7Vf. Was die anderen

Gleichungen anbetrifft, 'so kann man die Gleichungen $0*"f = o fiir

p=0,1,..,n 4 2;v=mn-+ 2-—pu dadurch erhalten, dass man in den

Gliedern welche n @‘"’ unter dem Suimenzeichen stehen, L =n 4 1 —+
b b

/u

setzt und nach ¢ von g — 1 bis » 4 1 summiert.” Die entsprechenden
Gleichungen €0*"f = o werden natirlich in derselben Weise aus den
Gleichungen &)f = o gebildet. Andererseits konnen wir auch zur Auf-

stellung der Gleichungen §7*"f = o den Satz III benutzen.

Wenn wir also jetat annehmen, dass €7f und &) identisch Null
sind, sobald g + v = n + 2 ist, so ergiebt sich:

! Man bemerke, dass erstens jedes Glied der Summe, fiir welches ¢ oder % negativ
ausfillt, gleich Null ist und zweitens die untere Grenze der Summation stets kleiner, als
die obere ist. Bezeichnet man also mit a; alles, was unter dem Zeichen der Summe
steht, so kaun man schreiben:

n4+1 n41—i n+1
;1 Zl Oy — 2 ('71 v—1 1+ . <+ "i‘,n ~q + ai,7z+l—i)
n n41
’
”—IEI v;lla“( +Zlﬂn+1l+ ZI(’I7I+1——I‘
woraus folgt:
n41 n41—i n a—i ntl
Z Zl i — Z Zx adix + Zlﬂ1n+1_1,
n--b v—1 n—-1y—1

wag eben bewiesen werden sollie.
* Tn iihnlicher Weise haben wir:

nt+l 2414 n+2—n ntl-n A—t

’ r
2 2 (g == Z‘ Tk + z‘ L + z‘ R R z" TR
FIE ST N SR LS —n 41—

weil aber nicht gleichzeitig ¢ == p — 1 und & = 2 + 1 — p sein koonen, so ergiebt sich:

n4+1 ndl—y n+t1

I r
i 2 A == Ay ngo—n F Qunglen + Quyruea + . 0 F Auyi0 = z"ai,nﬂ—i,
u—1 n4l—u : ! ‘ n—1

was cben zu beweisen war,
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n+1

2 : of
BfL'llJ+‘)f = g(n)f_}_ 1 { /4—«1 + >(n + 1 Z)v Ei—ll'-l”]’n‘!—l—imvalgi’1l+1~.—i

n—

+ [(l + I)/L(n + I — z)v Zﬂi-—#+1,11+l~i——v
of

CLATYSmn

+ iﬂ(n + 1— 'i),_l Ei—p,n+2—i—u]

+ife(n 41— F e

w of
+ (ﬂ + I — Z)-, Gi »;L+1,n+1-i-v]m == 0,

(15) nt1

n n af
Sutlf == YO+ Y (2
p—1

iﬁ_‘ -+ iﬂ)(ﬂ 41— Z)an+1~i'v,ivﬂ+l GG”“:.;.

+ [(‘ ),,(n + I — é) A 1—i—,i—p +1
of

'+7 iy(n + I — 'é)y—l G’tr{-'.'—i——v,i-f,u‘] m:
+ i/t[2(7l + I — Z.):d—l 1('71+2—1~u,i»—;1.
e ni .
4+ (n 41— l),}‘Jn {-1——iv~/,i~}i+1] ok, H_“‘ = 0O,
0,1,y n
v=0,1, ., nd 2 }L>

<‘u=7=|=0

11. Wir wollen jetzt diejenigen Gleichungen (15) niher betrachten,

in welchen y=mn-42-—py ist. Wir konnen die Gleichungen $0'F),  f=o
folgendermassen schreiben:

n+1

n T ef
@E,L;::)Z-—/L Z 1(2 —1 + 1’ )(Vb + 1— )n{»?-—/LE'-,uH;/. i lab

im+1—i

9
+ [(& + I) (12 + L — Z)n«}—?-—y t—,u+1/1.—1.——1+z (n+ I — )u+l uEi—-,u,,u.—-l] 3ﬁ1n}:-1 R

. . . of
+ Z;L[2(n + I— Z)’n+1'—]l.F‘i——p.,}L-—i + (n + I —?’)n#-‘z—-/:. Gi——/ﬁ-}*],ﬂ—i—]]m =.0

(n=0,1,..,2+2)
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und apalog dic Glcichungen &7} f= 0. Man sieht unmittelbar, dass

in den Gleichungen €0} f= o ¢ nur die Werte p — 1 und p erhalten
kann; bei i> u verschwinden alle Glieder unter dem Summenzeichen.

Fiohrt man die Summation aus, so ergiebt sich:

G f = ZEE,T_%T;;"' F;ﬁ}:%:;_“ﬁ + Eaﬁ%;
-+ ZFBG#,Z: = o,
(16) )
+ 2F3Enif:;,; = 0. (2=0,1, .0, 5+

Wohl zu beachten ist, dass fir p =0 und g = u + 2 die Glieder mit
negativen Indices ausgelassen werden miissen.

Die Gleichungen 012 7= o0 und 8/} _.f = o konnen wir in der
Form: '

\ of af of of
E <~ 2 57 N '_> I”<'~“——- 20—} =0
alﬂ/z,n+1~—ﬂ + 9Eﬂ~1,n+2—,ft + aF;L-l,rﬂ-‘l—,u + 3(’;.L,n+l~/t ’

F( A +2——ai——>+G(———-°£———+2———aL~—>=o

aF/A,n-}—l—,u aE,u—l,n+2—-,u al"/l.-—l,n{-?——;t 3G#,n+l-/f.

angeben. Weil die Determinante EG' — F* von Null verschieden ist, so
erhalt man die Gleichungen:

of of
2 = Q0
' 9Fﬂm+1—# + aE1t~l,n+'-!-/t ’
(16 ) (2=0,1,..,0+2)
: of f o
- ’

2
3, 1ns2—p 3G unt1-p

welche den Gleichungen (16) aquivalent sind. Schreibt man alle diese
Gleichungen der Reihe nach auf:
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) 2
7 f = 0, y f == 0,
al’o,u+1 Ao ne1
o L, o L
oFy, 0l 41 ’ Fons1 3G, ’
2 2 ? °
/TP SN SRPE. SRy
a-F2,n—l aEln 9l’1n 86Y"l,n—l
(16")
of of of of
2" =0 —7 12 =0
oy + 3,12 ’ oF, 1 G ’
9 2 ? J
~I_— 2 ! =0, —Tf' 2.4 A = 0O,
aFn+],0 8E’nl oF nl 3(1’,,.;.],0
of 3f
=0 v = 0O,
0l 41,0 i1

so sicht man, dass sie fur alle moglichen Werthe von = von einander
unabhangig sind. Also sind auch alle Gleichungen (16) von einander
unabhingig. Dieses Resultat erlaubt uns cinen Satz aufzustellen, welcher
die Frage, ob die Gleichungen (14) von einander unabhangig sind oder
nicht, zu entscheiden gestattet. Bezeichnet man namlich im Allgemeinen
die Gleichungen, welche alle Differentialinvarianten bis zur #*" Ordnung
definieren, als Gleichungen der n'® erweiterten Gruppe, und wendet man
den Satz II auf das System (15) an, so gewinnt man den folgenden Satz:

_ Satz IV: Sind alle Gleichungen der w'® erweiterten Gaussischen Gruppe
von einander unabhingig, so sind auch alle Gleichungen der (n + 1)*" er-
weiterten Gaussischen Gruppe von einander unabhdngig.

Mit Holfe der Gleichungen (16’) kann man den Gleichungen (1 5),
fir welche p=o0,1,...,84+1;v=0,1,...,% + I —py, eine an-
dere Form geben. Aus den Gleichungen (16’) ergiebt sich namlich:

of 1 of of 1 of

———— TS e——— ) ==
O a1 20F 10— G n 41— 29F 1 upo—i

(i=0,1,...,n) (i=1,2,..4n+1) -

Beriicksichtigt man, dass diejenigen Differentialquotienten, fur welche ein
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Index negativ ausfillt, identisch Null sind, so kann man die erhaltenen
Werte in $4'"f cinsctzen. Es ergiebt sich:

d(n+1) C] N~ 1 af

SurVf = G0 f — Z (26— 1)+ =)0t 2 =D Bpiain g
nt+1 °

+ 2:1 [ 1+ I)/L n-+1— L) F, i—pt Lt l—iey +1/l (IL +1— l>’ lE"L'n+ )—Lyv] ol nil—a
—
I~ . . ' N G o

— Y 30— D P (16 o

Als Grenzen der Summation kann man hier itberall 4 — 1 und 2 nehmen.

of
)
alﬂn-{—l,()

In der That: weil 2(p—2), , + (g—2), =0 = 0 nach (16")

9 . . ) .
n+2 —1
Glieder unter dem ersten Swmmenzcichen identisch Null; da  ferner
“,,——f = 0, 50 ist das zu i = n + 1 gchorige Glied unter dem zweciten
3l{n%-l,() ’ =

Summenzeichen gleich Null; endlich verschwindet noch das zu §=p— 2
gehorige Glied unter dem dritten Summenzeiclien, da (g — 1), = o ist.
Demnach konnen wir das System (15) in der Form:

(i— 1),,L>(n 42 —i),]Eiy,,_,an,,

[ S

o [ R G

n—1

. I, of
+ (l + )u('b -_— l) <1 i l—i—y T 5 (fi— ,'L+?,u—i4-/>|5m/:1_—‘i = O,

B S it 1= ()b S0 2 |G i
1 7 IL—
+ (t + I);L(n - l)y <117n pl—i—yyi—atl — ,l-_:Euwifv,i— ;L+?.>

/

of

) S

n=0,1,..,n+1
(v:(),l,...,n+1—;¢>
pn=y=0

af , of —0. . of 4, of =0 !
’ oF, L1 o pp—i

:O’

alﬂ/l.,n+l—,’l. - aE;L—l,n-i-‘)—,'/.

(=01, oy +2)

! Diese Gleichungen sind die' ctwas anders geschricbenen Gleichungen (16').
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schreiben. Man muss hier beachten, dass alle Glieder, bei welchen ein
Index von E, F oder G negativ ausfallt, gleich Null zu nehmen sind.

12. Nach dem Satze IV kommt die Frage, ob die Gleichungen der
erweiterten Gaussischen Gruppe von bestimmter Ordnung alle von einander
unabhingig sind oder nicht, auf die Untersuchung der Gleichungen zuriick,
welche die Differentialinvarianten der niedrigsten Ordnungen definieren.
Hat man. bewiesen, dass alle Gleichungen einer bestimmten, etwa der p*"
erweiterten Gruppe von einander unabhingig sind, so gilt das auch far
jede Ordnung, welche grosser als p ist.

Aus den Formeln (14), («) und () erhalt man fiur » = o:

8,/ = BL 4 27 —o,
8, = Gk + ngﬁE: o,

8, f = 2B + FL=o,

— of
g&)lf‘ 2G3G+ FQF -

Fur die Grossen y,,, 7105 X10» Zo1» Welche die Identitat:

(ﬂ0> Xolgmf + 210§10f+ Zloglof—}— 20i@01f: o
befriedigen sollen, erhalten wir drei lineare homogene Gleichungen:
(rj [F}._’m + E)(w = 0, E]{lo “+ G'ilo + Fllo + F;Zm _—y
0 p—
l F}.’m + G)(m =0,
aus welchen folgt:

. _ 7 F _ F
(Oo) 2o = T ghovs Xio T gXov Xor = ——qglorr

Es existiert demnach eine, aber auch nur eine Identitat (3,). Es ergiebt
sich also, dass die Gleichungen (a,) drei unabhingige enthalten.
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Benutzt man ferner die Gleichungen (15), so erhilt man:

S = Suf + Bz + (Fuo + En) s + (2Fa + Gz

of
+ E“’a—ﬁi + 2F105€‘° = 0O,

10 + EO])

gmf == gwf + Gma(, + (Fm + T10

?
+ Gy - F' + 2 ‘aEf O,

F]
SOf =S, f+ 2E°13E’ + Fox {" E“’QE + QFWQF{O

?
+ Gw;(}ﬁ_ = 0,
ggll) = gmf + 2G10 + FIOQF + 3G013G + 2I;‘Ol f
(a,) o
+ ‘EOI aE O
8Yf = E o =
Sof =@ aE' = 0,
3/‘"
" aF‘,l + EaF + 2F =9
3
&V = 2 BF,O + G + 2F3Ef = 0,
of = ;f :

02

BFM
Wir versuchen die Grossen so zu bestimmen, dass die Identitat:

(131) Zoxgéxl)f'i‘ -+ ngmf',r Zosggla)f+ .+ 202@92) =



besteht.
miissen.

(r,)

Man sieht ohne weiteres, dass y,,, ...
Far die anderen y erhalten wir folgende Gleichungen:

2Ey,, + 2Fy,, +%4(GE,,

Eout Fyy+ Gro+ Froy + 2 [(F,

2Fy,, + 267, +7°' [(2F,, + G,,)G —
2Fy,, + 2Gy,, —

Cont By, + 4 Fryy— 222

2By, + 2Fy,, —
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» Xo, die Werte (d,) haben

— 2EF,, + FE, ) =o,
E,)G—EG, —FF, ]=o,
3G, F]=o,
1°1(EG — 2GF,, 4+ FG, )=
F+ G,)E—GE,,

FF  }=o0,

~Lu[(2F,, + E,)E—3E, F] =o.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich:

Aeta mathematica.

Zﬂl

Xo2 = SG(BG =

Lo

X2 = 3G(EG =)

ZO!

X = 26 BG — F)

ZOI

T GG =

/01

)(20:—2_(—__.__

202 = zG( /o‘

Fz){F(4GFox _' 3FG01) - G<2GE01 - EGOI)}’

{E(2EG10 - GEIO) - F(4EF10 — 3FE10)}’

F

75| — F(EG,, — 2GF,, + FG,)

— G(GE,, — 2EF,, + FE, ),

{E(EGol - 2GF10 + FGIO)

P

+ F(GE,, — 2EF,, + FE, ),

F’){ (FG =+ Iﬂ) 10 + (EG - FQ)EM
- 2111(GE10 =+ EGXO)}’

—(2F(BG,, + GE,))— 2(EG + F')F,
— (EG — )@

10}'

16, Imprimé le 2 janvier 1892. 4
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Wir schliessen hieraus, dass es eine und nur eine Identitat (B,) giebt
und dass also die Gleichungen (a,) 9 unabhingige enthalien.

Bilden wir jetzt die Gleichungen der zweiten erweiterten Gaussischen
Gruppe nach dem Schema (17), so erhalten wir:

He
Sf = o,

1 of
SGf -+ 5 By Y

of
g(lll)f—-— EO] 571; = O’

, ?
(B, — 28, + G) g7 =

Rf + (Fo —3 60 o =

@ih)f: o,
3 G ¥ E of
Sot '_( 90 24, + 02) Y R
11
—~ 1 of
o (1 —
920)/‘ + 5 Go] spvn =0,
_ 3f
ggll)f G]o alp = O’
11

I

_ i of
27+ (Mo —3 By ) 5 = o,

of of of f of of
3_F; o O’ a11’20 - O’ aF"ll + 2 aEO? o O’ alﬂll + 2 8(;20 - O,
af of ' of of
—_— —_— = — =0 —_—_— .
o, ) G, 0, 3K, ’ G, ©

Multipliciert man die linken Seiten dieser Gleichungen mit gewissen un-
bekannten Multiplicatoren, addiert die erhaltenen Ausdriicke und setat
die Summe gleich Null, so siecht man ohne weiteres, dass alle Multiplica-
toren der acht letzten Gleichungen gleich Null sein miussen. Ubrigens
zerfallt die aufgestellte Identitat in die Identitat (5,) und in die Identitat:

- I
- (E02 - 2F11 + Gao)l’lo - (Gno - 2F11 + an)lcn + EEloZoa

1

4 - - 1 ~
+ 2 Gordso — Eo o1 — Groitny + (FOI 3 GIO)Z?O + (Fxo “5E01>Zoa =0,

Sind die Gleichungen (a,) nicht alle von einander unabhangig, so miissen
die Werte (d,) und (4,) dicse Identitat befriedigen. TUnd es lasst sich in
der That leicht verificieren, dass dies der Fall ist. Demnach enthalten
die Gleichungen (a,) nur 17 unabhingige. Hatten wir also andererseits die
Gleichungen (a,) in der Form:

(a2) §of=o0,  §f=o0 G2onnis)
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genommen, so wire die Identitat:

(ﬂn) )(01g f+ + Zo2g822)f+ Zoasmf'l' . + i’oagf)? =0
durch die Werte (d,), (¢,) und

. - - — _
(02) Yoz = Aoz ¥ o1, Xso = Q)01 Y1z = Cua)fors « -+ Yoz = Gos¥0r

befriedigt worden, wobei wir die Coefficienten @ und @, wie aus dem
Folgenden zu sehen ist, nicht aufzustellen brauchen.

Jetzt werden wir die Gleichungen der 3" erweiterten Gaussischen
Gruppe nach (17) aufstellen. Es ergiebt sich:

l

mf—“( — 20, + Gso)al,v =0,

— of
gof—1(@, —2F E Y= = o,
10 2( 21 12 + os)aln21

82 f— (Eo-s,_ 2F,, + Gﬂ)a;{;_g(E” L+ G, )aFf = 0,
oS — (Gio — 2By, + By,) - —3 (G — 2F,, + B, )50k = o,
SR+ 3 By g+ 3 203—2—{;———0, §§%’f+;~GnaF + 3 G030 = O
S — 2(E,, — 360 5o — B, 5 =o,
<z>f_2< + L )alff —Gllg%:o,

, \ @ : 3
ng)f—{—(F“-—-E 11)'{FL—(E02_'3F11 +gG2o>3Ff = 0,

) of (GN _ 31,1? +- 2E02> E’af — o,

s@r + (F.

Q(‘Df+ 10 3F = 0O, gg))f-l—EGo] aF = O,
21

q

. lp O
2(2) - — %) —
i °laF 2 walf‘,, =9 S 1091« ' ‘“aF =9
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S+ (FOI - 1Glo) o E 7 - o,

2 aF,,” TU9F,
507 + (Fio —3 By ) 55— Gro o = ©
SRf + (Frs —36) o =0 8 + (P —3 B0 )50 = ©
a;'qu =9 3;',;0 =9 az—{:, +2 327,:, =% a;’l; + 2 5(3},:—0 =9
%—ang,,:o’ 5%{—’+25%=0, 9Z;=o, %:o,
azﬂf =9 agf °

Multipliciert man die linken Seiten dieser Gleichungen mit gewissen un-
bestimmten Multiplicatoren, addiert die Produkte und setzt die Summe
gleich Null, so sieht man sogleich, dass alle Multiplicatoren der letzten
10 Gleichungen gleich Null zu setzen sind. Und ausserdem zerfallt die
erhaltene Identitit in die Identitit (3,) und in die beiden folgenden:

1

3 -
- E(Eu"' 2F21 + Gso)Xm— (an - 2F12+G21)Zlo T (Gn - 2F12+E03)X01 .

I 1,y - 1 _
+ EEnZoz + EGoalzo - Z(an —F, + > Gao)lu — G

I

- 1 *
+<F02 —EGn)k’zo '—<Gzo —3F, + gEM)on + EEonos — By 0

I

1 - I — —
+ 5G01X21 +<F01 —'EGN)Z‘H — Golns +<Flo _5E01>Zos =0,
! - - 3
T2 (Gn'— 2F12 + Eos)llo— (Gao_ 2F21 + Ela)lol "—E(En - 2Fa1 + Gso)Zlo

1 - I 1 -
+ EGano + Eanon - 2(G20 - Fn + 5E09>Xu - EnZu

I

- 3 1 - -
+ (Fno _5E11>on - <Eoz —3F, + 2 Gso)lso +3 GoiXso — Grolan

1

1 , 1 -
+ EEIOXH + <F10 _5E01>Z12 — Eyxa + (FOI —5G10>130 = 0.
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Man sieht aber leicht, dass die Identitit (3,) und die beiden letzten Iden-
titaiten nur dann befriedigt sein konnen, wenn man alle y gleich Null
setzt. In der That: weil alle y von den Differentialquotienten 3** Ord-
nung der E, F', G unabhingig sind, so miissen in den beiden letzten
Identititen die Coefficienten der genannten Differentialquotienten 3** Ord-
nung von selbst verschwinden. Es muss also insbesondere der Coefficient
von E,, in der ersten Identitit verschwinden, d. h. es muss y,, =0 sein;
es missen also auch alle y gleich o werden. Daraus folgt, dass die Glei-
chungen der 3% erweiterten Gaussischen Gruppe alle von einander unab-
héngig sind.

13. Nach dem Theorem II bilden die infinitesimalen Transforma-

tionen: .

gf, & (Eiv’,i’;:‘.:ﬁiifﬂ)
eine endliche continuierliche Transformationsgruppe, denn nach dem The-
orem I ist jede KErweiterung einer unendlichen continuierlichen Trans-
formationsgruppe ebenfalls eine unendliche continuierliche Transformations-
gruppe. Also bilden die Gleichungen (14), () und (4) fur jeden Wert
von # ein vollstindiges System.

Fir n = o erhalten wir die 4 Gleichungen (o,) welche drei unab-
hangige Veranderliche enthalten. Von diesen Gleichungen sind 3 unab-
hangig, woraus folgt, dass sie keine Losung zulassen. Nennt man die
Losungen von (14), welche Differentialquotienten von E, F, G bis zur
n'*® Ordnung incl. enthalten, Gaussische Biegungsinvarianten n** Ordnung,
so sieht man, dass es keine Gaussische Biegungsinvariante o** Ordnung
giebt. '

Fir n = 1 ergeben sich die Gleichungen (a,) und unter ihnen sind
9 unabhiingig; die Anzahl dé;r unabhingigen Verinderlichen ist ebenfalls
9, es giebt also keine Gaussische Biegungsinvariante 1** Ordnung.

Fuar n = 2 haben wir unter (a,) 17 unabhangige Gleichungen bei
18 unabhingigen Veranderlichen. Es existiert also eine Gaussische Bie-
gungsinvariante 2** Ordnung.

Fur #n = 3 ist die Anzahl der Gleichungen gleich 28; sie sind alle
unabhangig und die Anzahl der unabhangigen Veranderlichen ist gleich
30. Wir haben also 2 unabhingige Lbsungen, deren eine die Gaussische



30 Kasimir Zorawski.

Biegungsinvariante 2** Ordnung ist; die zweite ist die einzige Gaussische
Biegungsinvariante 3** Ordnung.

Nach dem Satze IV sind mit Bezug auf das fir » = 3 erhaltene
Resultat die Gleichungen jeder n*™ erweiterten Gaussischen Gruppe fiir n> 3
alle von einander unabhingig. Die Anzahl dieser Gleichungen ist gleich der
Anzahl aller Differentialquotienten von &(zy) und %(wy) nach z,y bis
zur (n 4 1)** Ordnung incl. Sie ist also gleich:

2[24 34+ ...+ ®m+ 2)] =@+ 1)n+ 4);

weil aber die Anzahl aller Differentialquotienten von E, F, G bis zur
#*® Ordnung incl. und der Functionen selber, welche alle hicr die Rolle
der unabhingigen Veranderlichen spielen, gleich

stz @+ D] =320+ 1)@+ 2)

ist, so ist die Anzahl der unabhingigen Losungen der Gleichungen der
n® erweiterten Gaussischen Gruppe gleich:

g(n + e+ 2)—@m+1)r+ 4= ;—(n—— 2)(n + 1).
Die Anzahl der Losungen fir die (n — 1)** erweiterte Gaussische Gruppe
ist dementsprechend gleich %(n — 3)n, also ist die Anzahl der Gaussischen

Biegungsinvarianten n' Ordnung gleich:
;(n — 2)(n + 1) ——%(n—— 3jn=mn—1.

Fassen wir alle diese Resultate zusammen, so crgiebt sich folgendes
Theorem:

Theorem III. Die Gaussischen Biequngsinvarianten werden als Losungen
der vollstindigen Systeme:
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n—i

n 2
g}(w) l (22;1.—1 + )kv -Ei—‘u.i-l,k——v 3_1’-]%;

[L—-l y—1

+ [( + I) k Fi—/l.-i—] b ¢ kv—l 1—;1,L~v+1] aFk

. of
T (2k"'"lF'—/‘r"—"+1 + kv Gi—/t+1,k—v)5ai_,, = 0,
EWf = l R SN N AP -

y—1

+ [( + I) k Fk—y,n—p.+l + ?’ kv—l GL—H—! i—p] aF

. 9}" n=0,1,...,241
t (2o Fappro + b Bei) i =0 (320070

definiert. Es giebt keine Gaussischen Biegungsinvarianten o** und 1** Ord-
nung. Die Anzahl der ~Gaussischen Biegungsinvarianten 2** Ordnung ist
gleich 1, 3% Ordnung gleich 1 und allgemein n'* Ordnung, wo n> 3 ist,
gleich n — 1.

§ IV. Anzalhl der #ubrigen Biegungsinvarianten.

i4. Nach den Formeln (10) und (11) sind die Gleichungen der n'
erweiterten Beltramischen Gruppe:

n n—i
BV =GV +§: Z Z kvfog—#ﬂ,k—v;%% =0

n n—i

_ af 1=0,1,..,n
m g1 z i = A )
W =80+ LD Yy = 0 (T

wo die unteren Grenzen der Summation nach i und k gleich g und »
genommen sind, weil die zu kleineren Werten von ¢ und % gehorigen
Glieder augenscheinlich immer verschwinden. Den Gleichungen 8%f=o
kann man nach denselben Betrachtungen, wie sie in N° g angestellt
wurden, eine andere Form geben, so dass sich als Gleichungen der n'*"
erweiterten Beltramischen Gruppe die folgenden ergeben:
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n n—it

S ATED Y0 3 ! f”a‘;ﬁ o

7

n n—i
_ 9f p=0,1,...,n
—1 B
53”(‘.2) @(" )f+ § 2 § vspk——y-——/uH s O. (v:(),l,...,n—p.)
Gpu pr=y3=0

Demnach konnen wir analog dem Satze III den folgenden Satz aufstellen:

(18)

Satz V: Hat man alle Gleichungen B3 f = o aufgestellt, so kann man
die Gleichungen &)f = o ohne weiteres angeben. Aus jeder Gleichung

B f = o ergiebt sich ndmlick die entsprechende Gleichung BPf = o durch

gleichzeitige Vertauschung einerseits der Buchstaben E und G, andererseits
der Indices von E,F, G, ¢', 0%, ..., ¢™

Benutzt man ferner die Uberlegungen im N° 1o, welche hier wegen
der Allgemeinheit der Bemerkungen 1 und 2 angewendet werden konnen,
so kann man die Gleichungen der (# 4 1)*" erweiterten Beltramischen
Gruppe folgendermassen schreiben:

3‘52;+1) Q(E’(")f'l" (g:::) - Ql(::—l) )

"

m n+1 af‘
+Zs2izﬂ(n + 11— — =0
1 “ O¢int1—i
FOf = BPf + Gpf—80F)
n41

m
" 3}" n=0,1, ..,
+2,8le (n + I — 1’) ¢n+1 i—y,i—n+1 = 07 (; 3’16""”—.]‘)
I

1 asfn—H ii

3("-{-1) f‘ Q(ﬂ) f

Hyntl—n wyntl—p
m n+1
of
—+ ZSZi p,(n' + I — )n+1-—p.¢c——y.+l,/t —i s = O’
1 a¢f’"+1'—"
qnt+1 — @
(Cl) QB" 1—)‘u,uf - gn"-z-l—#./;f
m n+1
- . of '
+Zszi #(n +1— 3)n+1—y¢;—-f,f—,u+1 s =20
1 O¢n 1
(g=0,1,..,n41)

Man sieht aber unmittelbar, dass die Gleichungen:

(n41) — Gr+1) —
33;4.-+1—#f* o, “‘5-”+1—mf“— o @=0,1,....n+1)
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auf die Form:

(n+1) — ( ) —_—
B /fn+1-—/4f+z Plo—— Sps =0,
}L,ﬂ+l—/1
(20)
(n+1) ( ) —_—
"’Bnn+1——/1,/1.f nn+1 " u.f+z 5001 s&s - 0?
n+1—p,u

gebracht werden konnen.

15. Die Formeln (7) und (12) erlauben uns die Gleichungen der
Mindingschen n*™ erweiterten Gruppe ohne weiteres aufzustellen:

M = 85 >f — z G _yT’) o,
(21) | <’::2:}:::::Z_#)

p=yk0
o ©n—1)
Wy,g g f Zl {72 ay(l)

Hier kann man aber einen zu den Satzen III und V analogen Satz nicht
aufstellen. Hat man die Gleichungen der »*" erweiterten Mindingschen
Gruppe aufgestellt, so ergeben sich die Gleichungen der (n 4 1)** er-
weiterten Mindingschen Gruppe folgendermassen:

OMEHf = ORWS + (§97— §577) — g ok = o,

Fiid ny ay(n+])

%(n-}-])f _ W(n)f + _(@(n)f_ é(n-—l)f) hn-{-l Qf = 0 (’:zgilﬂ',:—o
v vt v v ’

v 3y(”+1) n=y0

n n n a
Mt f=OW . fgrit O

41 pntl—p ot l—p ay(n+1) == 0,

(a)

SRMHL £ gm gerr o

n+1—/1/t n+1—ﬂ,ﬂf_’ ntl—pu oot ) T = 0. =01,...,n+1)
oy

16. Geht man endlich zu der allgemeinen erweiterten n*® Gruppe
(13) uber, so ergeben sich folgende Gleichungen, welche ihre Differential-

invarianten definieren:
Acta mathematica. 16. Imprimé le 4 janvier 1892. 5
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m n n—i n
of of
Q) (n—1) . g s _ o °r
aw @uv + ZS Z‘ Zk 7’/4.]‘14 Cint i~y ;: z,.’]‘w 3'1(,} = O,
1 n v 1 “

Dik

m n n—i
qm (n—1) Z 2 Z ; — E —
avu gw. f+ 8 i k?;' v;‘ -y, i— 114—1 s w. a,(]) = O.
1 I v

‘=01,

( v=0, 1
.,'L=V=#0

Hn
RN

Sind die Gleichungen der Allgemeinen n*" erweiterten Gruppe aufgestellt,
so ergeben sich die Gleichungen der (n + 1)** Gruppe folgendermassen:

1 d(n—1
af = aRf + (80f — 857F)
m n+1
: ) of Y
+232i?’/‘(" + I - ?/)vs;f'—//.+1,n+l—i—y s __.g;.d 2ynt+h = 0O,
1 P 00 np1—i b
-1
| Fyf = ERf + (€S — SF)
m n+1
. 3f n41 af
+Zs zilﬂ 72 + I — 7’) 9’"-}1—1 Vl—‘ll'i’la —hm 3ykn+1) = 0,
(24) 1 Pntl1—i,i o
p=0,1,..,n
<V=0,1,...,n—/1>
p=v=+0
"' of of
(n+1) (n) s - n+1
| 41— —Lf g/L n+1——-pf + Zs ¢10 3¢,u,n+l—u. qu e l—n 3_‘/("*” Oy
(a)
(n+1) o(n) f _ n+1 ef
l (“171+1_,1,uf gn+l-p. uf +Z ¢01 asp 1 ]n+lf/¢ " 3!/("+1)
(#=0,1, ..., 24+1)
17. In N° 11 haben wir bewiesen, dass die Gleichungen:
& ) — i
&M 1 f =0, 8, _ =0 (@=0,1,...,n+1)
alle von einander unabhaéngig sind. Nach dem Satze I sind also alle
Gleichungen (19a), alle Gleichungen (22@) und endlich alle (24 @) von

einander unabhiangig. Daraus folgt also nach dem Satze II, dass alle
Gleichungen (19) von einander unabhingig sind, sobald alle Gleichungen
(18) von einander unabhingig sind, dass alle Gleichungen (22) von ein-
ander unabhiingig sind, sobald alle (21) von einander unabhingig sind und
endlich, dass alle (24) von einander unabhingig sind, sobald alle (23) von
einander unabhingig sind. Demnach konnen wir folgenden Satz aufstellen:

Satz VI: Sind die Gleichungen der n'" erweilerten Beltramischen,



Uber Biegungsinvarianten. 35

Mindingschen oder allgemeinen Gruppe alle von einander unabhdngig, so sma
auch die Gleichungen der (n + 1)*" erweiterten resp. Beltramischen, Minding-
schen oder allgemeinen Gruppe alle von einander unabhdngig.

18. Nimmt man in den Gleichungen der Beltramischen erweiterten
Gruppe m = 1 an und berechnet die Gleichungen der ersten erweiterten
Beltramischen Gruppe, so ergiebt sich:

2 5
ng)ll)f”_ 3lp+ 2ﬁ 36’ + ¢10

Elw =0,
qil) F‘ Sf
"'Bl()f"’" q1,1+ 2 + o135, 390 ?

o
e 1o , —
$10 —_2E3D+ Iaﬁy+ ,1039/ O?

i 2
By f = ZGSG-l— FW—I— o1 g;:—l= 03
sind diese Gleichungen nicht alle von einander unabhéngig, so muss die
Identitat:
101§5f,ll)f+ }?10975(1)]0""' /MSB(‘)]“_I_ Zox&(‘)f'—‘ o

durch die Werte (d,) (N° 12) befriedigt werden, ohne dass y,, identisch
verschwindet. Es muss also gelten:

(¢10G_ 50011(1)).’01 = 0O, (¢01E_ ‘PloF)Xm = 03

daraus folgt aber, dass y,, = o sein muss, dass also obige 4 Gleichungen
von einander unabhingig sind.

Nach dem Satze I sind die Gleichungen der ersten erweiterten Bel-
tramischen Gruppe fir ein beliebiges m alle von einander unabhingig;
also sind nach dem Satze VI die Gleichungen jeder erweiterten Beltra-
mischen Gruppe alle von ecinander unabhingig. Nach den Theoremen I und
Il bilden diese Gleichungen stets vollstandige Systeme; demnach kann
man die Anzahl der Losungen berechnen.

Die Anzahl der Gleichungen der #*® erweiterten Beltramischen Gruppe
ist n(n 4 3), die Anzahl der unabhéngigen Veriinderlichen:

gn(n + 1)+ m2 4+ 3 + ...+ (n + 1)] = §n(n + 1) + mn(n + 3)

N
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demnach ist die Anzahl der unabhingigen Losungen der Gleichungen der
n'* erweiterten Beltramischen Gruppe:

n{n — 3) + mn(n + 3);

2 2

die Gleichungen der (n — 1)** Gruppe besitzen ferner

(n — I)2(n——4) + m(n—— 1)2(n + 2)

unabhéngige Losungen, welche augenscheinlich auch die Gleichungen der
n'** Gruppe gestatten. Die Gleichungen der n*® Gruppe ergeben also:

n(n —3) + mn(n +3) (—1)n --4)__
2 2 2

m = [1("' T2 o w—2 +m(n+41)

neue Losungen; nur in diesen Losungen werden die Differentialquotienten
(n — 1)*" Ordnung von E, F, G und die Differentialquotienten n'*" Ord-
nung von ¢, ¢, ..., ¢" auftreten. KEinige von diesen Losungen sind
Gaussische Biegungsinvarianten (n — 1)** Ordnung; andere, welche ausser
den Functionen E, F, ¢ und ihren Ableitungen noch die Ableitungen
von ¢!, ¢*, ..., ¢™ enthalten, werden wir als Beltramische Biegungsinvari-
anten n'* Ordnung bezeichnen, weil in ihnen die hochste Ordnung der
Differentialquotienten von ¢', ¢? ..., ¢™ eben die n* ist.
Man sieht also: es giebt

2m— 1 Beltramische Biegungsinvarianten 1** Ordnung,
3m Beltramische Biegungsinvarianten 2** Ordnung,
4m Beltramische Biegungsinvarianten 3** Ordnung,
5m <+ 1 Beltramische Biegungsinvarianten 4'** Ordnung,

(n 4 1)m Beltramische Biegungsinvarianten #** Ordnung, wo n > 4 ist.
Diese Zahlen ergeben sich dadurch, dass wir von der Zahl n— 2 4- m(n 4 1)
die Anzahl der Gaussischen Biegungsinvarianten (n — 1)** Ordning sub-
trahieren.

Die Anzahl aller Beltramischen Biegungsinvarianten von der 1'" bis
zur #*** Ordnung incl. ist far » > 3 gleich:

n(n 4 3)
2

(2m—1) 4 3m + am + (5m 4 1) 4 6m + 7m 4 ... 4 (n + 1)m =

m.
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Bilden wir filr » > 3 die n* erweiterte Beltramische Gruppe, welche nur
eine einzige der Functionen ¢!, ¢?, ..., ¢™ enthilt, so definiert sie 11@;'-2

unabhingige Beltramische Biegungsinvarianten, welche natiirlich von einer
einzigen der Functionen, ¢!, ¢?, ..., ¢™ abhangig sind. Wenn wir jetzt
in diese Biegungsinvarianten statt der fritheren Function etwa statt ¢,
alle anderen Functionen ¢!, ¢?,..., "', ¢"*', ..., ¢" der Reihe nach

einsetzen, so erhalten wir mit den fritheren zusammen im Ganzen -(—2_'_—?—’-) m

unabhangige Beltramische Biegungsinvarianten, d. h. alle Beltramischen
Biegungsinvarianten, welche unsere n* erweiterte Beltramische Gruppe (11)
definiert. Dieses Resultat aber, dass man namlich die Gruppe bloss auf
eine cinzige Function ¢ zu erweitern braucht, gilt nur dann, wenn % > 3 ist.

Ist » = 1 und erweitert man die Gruppe auf eine einzige Function
¢°, so ergiebt sich eine einzige Biegungsinvariante, etwa Ag’; figen wir
hier die zweite Function ¢” hinzu, so erhalten wir 3 Biegungsinvarianten,
von denen Ag¢’ und Ag” augenscheinlich zwei sind; die dritte, welche
von beiden Functionen ¢’ und ¢° abhingen muss, werden wir mit 9(p"¢°)
bezeichnen. Stellt man nun die erste erweiterte Beltramische Gruppe mit
allen Functionen ¢, ¢?, ..., ¢™ auf, so ergeben sich folgende Biegungs-
invarianten:

1°: Ag’y Ap?, ..., Ap™,
2% 0(¢’0"), B(¢°p"), ..., B(g°¢), Blge™), ..., 8(¢°P"™)

welche augenscheinlich alle von einander unabhingig sind; weil ihre An-
zahl gleich 2m-—1 ist, so sind es alle Beltramischen Biegungsinvarianten,
welche die erste erweiterte Beltramische Gruppe definiert. Wir konnten
nach dem Schema 6(¢%”) noch mehrere Biegungsinvarianten -ableiten;
sie konnen aber nur eine Folge sein von den in den Reihen 1° und 2°
angegebenen Biegungsinvarianten.

Es giebt 3 Biegungsinvarianten 2** Ordnung mit einer einzigen
Function ¢°. Setzt man in diesen Biegungsinvarianten statt ¢” nach-
einander alle Functionen ¢, ¢®, ..., ¢, ¢"t', ..., ¢™, so ergeben sich
alle 3m Beltramischen Biegungsinvarianten 2'* Ordnung. In derselben
Weise werden alle 4m Beltramischen Biegungsinvarianten 3** Ordnung
aus den 4 Biegungsinvarianten mit einer einzigen Function ¢’ gebildet.
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Was die Biegungsinvarianten 4'* Ordnung anbetrifft, so existieren
6 solcher Biegungsinvarianten mit einer einzigen Function ¢’. Aus diesen
kann man in der angegebenen Weise 6m won einander unabhingige Bie-
gungsinvarianten 4'* Ordnung ableiten. Weil aber nur §m -4 1 unter
ihnen von den Biegungsinvarianten niedrigerer Ordnungen unabhingig
sind, so konnen die m — 1 ubrigen nur eine Folge der 2 Gaussischen
Biegungsinvarianten (eine von 2** und eine von 3** Ordnung) und der
14m Beltramischen Biegungsinvarianten [(2m — 1) 1'%, 3m 2%, 4m 3*', und
sm =4 1 4*" Ordnung] sein. Umgekehrt also kommen wir zum Schlusse,
dass die in der Reihe 2° markierten Biegungsinvarianten nur eine Folge

*r und eine von 3'*

der 2 Gaussischen Biegungsinvarianten (eine von 2
‘Ordnung) und der 14m Beltramischen (m 1*7, 3m 2°%, g4m 3*" und 6m
4*" Ordnung) sind, deren jede nur cine einzige Function ¢’ enthalt.

Alle diese Resultate konnen wir in das folgende Theorem zusammen-
fassen:

Theorem IV. Alle Beltramischen Biegungsinvarianten kinnen aus den
Lisungen der vollsiindigen Systeme:

n n—i -
(g __ Gin—1 2“ 2: . °f _
QCJ‘)’&’:f - 911‘./ f+ i k 'ﬂ-l‘vffk-/tﬂ,l‘-wé L O,
3 v

Cik
p=0,1,...,n A
v=0,1,...,n—,u.)
n  n—i p=v+0
Ff = Eof + ik /A
v — % i P ygpk—-v,i~,l,+1 99”/‘- =
.3
© v

abgeleitet werden. Diese Gleichungen ergeben -1 Beltramische Biegungsin-
variante 1** Ordnung, 3 — 2% Ordnung, 4 — 3'** Ordnung, 6 — 4** Ord-
nung und (n +4 1) — 0 Ordnung, wenn n > 4 ist. Selzt man in diesen
Biegungsinvarianten der Reihe nach ¢ = ¢', ¢*, ..., ¢", so bekommt man
die Gesammtheit aller Beltramischen Biegqungsinvarianten. Jede andere Del-
tramische DBiegungsinvariante ist eine Function einer gewissen Anzahl dieser
Beltramischen und einer gewissen Anzahl der Gaussischen Biegungsinvarianten.
Insbesondere existieren m — 1 Beltramische Biegungsinvarianten erster Ord-
nung, welche die Form:

6(ee’), 6(¢7¢®, ..., 8(p7¢"™), O™, ..., B(¢"¢")
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ten

besitzen und Functionen der Gaussischen Biegungsinvarianten bis zur 3
Ordnung incl. und der genannien Beltramischern Biegungsinvarianten bis zur
4" Ordnung incl. sind.

19. Jetzt gehen wir zur Betrachtung der Gleichungen (21) der
Mindingschen »*" erweiterten Gruppe iiber. Benutzt man die erste der
Formeln (6), so ergeben sich folgende Gleichungen der 1** erweiterten
Mindingschen Gruppe:

)
9Tz’f)ll) Eagv + F@G + Jlgw— = 0,

f f _
MY = G8F+ 2F sy = ©

%g))f'_‘zﬂau—l—Falﬂ_i_./a'::O’

MW = 2Gaf + F ’2} = o.

Sind diese Gleichungen nicht alle von einander unabhingig, so muss die
Identitut:
Zolmglx)f"*' }_(m%mf‘l‘ /10%(10f+ Zm%&)f'— o

durch die Werte (0,) (N° 12) befriedigt werden, ohne dass y,, identisch
verschwindet. Diese Identitit giebt aber:

(I + 2Fy + Gy’2)l'ot = 0,

woraus folgt: y,, = 0; also sind die Gleichungen alle von einander un-
abhingig. Nach dem Satze VI sind also alle Gleichungen jeder erweiterten
Mindingschen Gruppe von einander unabhingig. Demnach sind wir im
Stande, die Anzahl ihrer Losungen zu berechnen.

Die Anzahl der Gleichungen der n'* erweiterten Mindingschen Gruppe

ist n(n 3), die Anzahl der unabhingigen Verinderlichen: §n(n -+ I) + n;

demnach ist die Anzahl der unabhingigen Losungen gleich —— ( +n
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('n—1)2('n,—4)_i_"__.I

unabhingige Losungen, welche augenscheinlich auch die Gleichungen der
n** Gruppe gestatten. Die Gleichungen der »n*" Gruppe ergeben also
n — 1 neue Losungen; nur in diesem Losungen werden die Differential-
quotienten (# — 1)** Ordnung von E, F, G und die Ableitung ™ auf-
treten. FEinige dieser Losungen sind uns als Gaussische Biegungsinvari-
anten- bekannt. Andere, welche ausser den Functionen F, F', G und
ihren Differentialquotienten noch die Ableitungen y',y”, ..., y™ ent-
halten, wollen wir Mindingsche Biegungsinvarianten n** Ordnung nennen.
Zieht man also von der Zahl n— 1 die Anzahl der Gaussischen Bie-
gungsinvarianten (» — 1)** Ordnung ab, so erhialt man die Anzahl der
Mindingschen Biegungsinvarianten 7' Ordnung. Also ergiebt sich fol-
gendes Theorem:

Die Gleichungen der (n — 1)*® Gruppe besitzen ferner

Theorem V. Die Mindingschen Biegungsinvarianten werden als Li-
sungen der vollstindigen Systeme von der Form:

n af
n . n—1 1 ’ (0) J—
%/(lv)f - g/(m )f—Z,gyu(y gy Y )ayu) = 0,

n

_ — )
O f = SV =D Wy, ey YY) gy—’:,) = o,

1

rn=0,1,...,n
v=0,1,...,n—p
n=v+0

wo die g,, und I, gewisse ganze Functionen ihrer Argumente bezeichnen, de-
finiert. ILs gielt keine Mindingsche Biequngsinvariante 1** Ordnung. Die
Anzahl der Mindingschen Biegungsinvarianien 2'* Ordnung ist gleich 1, 3**
gleich 1, 4% gleich 2 und wuberhaupt n**, wo n > 4 ist, gleich 1.

20. Stellen wir jetzt die gewonnenen Resultate in der folgenden
Tabelle zusammen:
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|

Anzahl der Biegungsinvarianten
Ordnung
Gaussische | Beltramische | Mindingsche Simmtliche
I o] m’ o) m
2 . o 3m I 3m -1
3 I 4m 1 4m + 2
4 I 6m 2 om 4 3
5 3 6m I 6m + 4
6 4 7m 1 m 4 5
" n—2 |(n-41)m I (n+41)m+n—1
Summe bis
sur n Ord-| B(—3) |n(n+3) m " n(n + 3) n{n—1)
nung inel, 2 2 2 2

In dieser Tabelle haben wir der Bequemlichkeit wegen die urspriing-
lich als Gaussische Biegungsinvarianten #** Ordnung definierten Biegungs-
invarianten (N° 13) als solche (n 4 1)** Ordnung angefiihrt. Dies ist
durch die Definitionen (11) und (12) der Beltramischen und Mindingschen
Gruppe verursacht. Die ersten 4 Zeilen der Tabelle entziehen sich der
allgemeinen Formel fir die Ordnung n erstens deswegen, weil die Glei-
chungen der 3 ersten Gaussischen Gruppen nicht alle von einander un-
abhangig sind, zweitens weil wir als grundlegende Beltramische Biegungs-
invarianten diejenigen angenommen haben, welche nur eine der Func-
tionen ¢!, ¢?, ..., ¢™ enthalten.

Es ist unmittelbar klar, dass die Gleichungen jeder allgemeinen er-
weiterten Gruppe alle von einander unabhingig sind. Fur die n'* erweiterte -
n(n+3) +n

unabhéingige Veranderliche; also ist die Anzahl der unabhanglgen Lo-

sungen Mj—z’)m - n(n —I)

Gruppe haben wir #(r 4+ 3) Gleichungen und —n(n+ 1) 4 m—-

Ist also # > 3, so geben die Gleichungen

2
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42 Kasimir Zorawski.

der n*" erweiterten allgemeinen Gruppe keine neuen Biegungsinvarianten.
Alle Losungen dieser Gleichungen sind nur Functionen der Gaussischen
Biegungsinvarianten bis zur (#» — 1)*® Ordnung incl. und der Beltra-
mischen und Mindingschen bis zur »*® Ordnung incl. Das gilt aber nur
fur » > 3.

Die Anzahl der Losungen von Gleichungen der n'® erweiterten all-
gemeinen Gruppe, welche die Gleichungen der (1w — 1)*® Gruppe nicht
gestatten, ist: (n 4 1)m 4w — 1. Fir =1 erhalten wir 2m Losungen,
fur w =2 3m -+ 1, fir n = 3 4m 4 2 und fur n =4 5m 4 3. Ausser
den in den Reihen 1° und 2° aufgefuhrten Biegungsinvarianten 1** Ord-
nung erhalten wir also noch cine Biegungsinvariante, welche von y' ab-
hangen muss. Vorausgesetzt, dass die allgemeine erste erweiterte Gruppe
nur eine Function ¢° enthilt, sehen wir, dass sie 2 Bicgungsinvarianten
1** Ordnung definiert; eine von diesen Biegungsinvarianten ist Ag’; die
andere muss von y' abhingen. Wir wollen sie mit I(¢”y’) bezeichnen.
Es ist klar, dass alle Biegungsinvarianten:

(@) Le'y), Ie®y), ..., Le™y)

den Gleichungen der ersten erweiterten allgemeinen Gruppe geniigen
mussen, sobald diese auf alle Functionen ¢!, ¢?, ..., ¢™ erweitert ist.
Weil aber diese Gleichungen gerade 2m unabhingige Losungen zulassen,
so missen die Biegungsinvarianten:

Ie'y), ), ..., Ley), ety s oo, Ile™y)
Functionen von Biegungsinvarianten:

‘ Ay, L w2,

(‘B) l O(g.csgﬁs') und I(gp"y') (5'=1,2,..., 5—1,541, ..., m)

sein. Ferner sind alle in der Tabelle angegebenen Biegungsinvarianten
2** und 3** Ordnung von den in der Reihe (f) angefiihrten Biegungs-
invarianten 1** Ordnung unabhingig. Dies gilt aber nicht von den
6m + 3 Biegungsinvarianten 4** Ordnung. Nur sm 4 3 von ihnen sind
neue Biegungsinvarianten; die m ubrigen sind Functionen der in der Reihe
() aufgezahlten Biegungsinvarianten 1*** Ordnung, der 3m + 1 Biegungs-
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invarianten 2*%, 4m 4 2 3* und sm 4+ 3 4** Ordnung. Umgekehrt also
kommen wir zu dem Schluss, dass die Biegungsinvarianten:

8(¢'¢") und I(p7y) =t sl )

Functionen der in der Tabelle aufgefithrten Biegungsinvarianten 1*%, 2*,
3*" und 4*° Ordnung sind. Das gewonnene Resultat beziecht sich auf
alle Biegungsinvarianten:

Iy, I(e™y), ... Lg™y).

Was die Biegungsinvarianten @(¢°¢®) anbetrifft, so haben wir fur sie in
N° 18 bereits einen noch bestimmteren Satz bewiesen.

Unsere jetzt erhaltenen Resultate konnen wir folgendermassen zu-
sammenfassen:

Theorem VI. Die allgemeine erweiterte Gruppe giebt ausser den Gaus-
sischen, Beltramischen und Mindingschen Biegungsinvarianten keine neuen Die-
gungsinvarianten. = Jede Biegungsinvariante, welche gleichzeitiy von I/, F, G
und deren Differentialquotienten, von den Differentialquotienten der I'unctionen
oY ot .., 0™ und von den Ableitungen y',y", ... abhdngt, ist nur eine Function
einer gewissen Anzahl von Gaussischen, Beltramischen und Mindingschen Die-
gungsinvarianten. Insbesondere existieren Diegungsinvarianten 17 Ordnung
von der Form:

Ile'y), Ie%), ..., Lle™y),

welche Functionen einiger, in den friheren Theoremen angegebenen, grund-
_legenden  Biegungsinvarianten und zwar Gaussischer 2'* und 3% Ordnung
und Beltramischer und Mindingscher von der 1** bis zur 4" Ordnung
incl. sind.

Damit schliesse ich den ersten Teil meiner Arbeit; ich muss aber
hier hervorheben, dass meine Betrachtungen noch eine gewisse Willkiir-
lichkeit enthalten: man brauchte als wesentliche, grundlegende Biegungs-
invarianten nicht eben diejenigen zu bezeichnen, welche ich als solche
angenommen habe. Doch schien mir meine Annahme vom theoretischen
Standpunkte aus die naturgemisse sein, weil sic den Umstand besonders
betont, dass die Beltramischen erweiterten Gruppen nwr in Bezug auf eine
einzige Iunction ¢ erweitert zu werden brauchen.



44 Kasimir Zorawski.

§ V. Uber die. Berechnung der Biegungsinvarianten im Allgemeinen.

Wir haben gesehen, dass man alle Biegungsinvarianten durch Inte-
gration gewisser vollstdndiger Systeme berechnen kann. In diesem Para-
graphen habe ich die Absicht zu untersuchen, wie sich diese vollstindigen
Systeme in moglichst bequemer Weise integrieren lassen.

Diesen Betrachtungen muss ich einige allgemeine Satze vorausschicken.

21. Nach der Jacobischen Methode lassen sich nicht nur die Ja-
cobischen Systeme integrieren; man kann namlich, wenn man die Glei-
chungen des Systems nicht in einer beliebigen, sondern in einer gewissen
bestimmten Reihenfolge integriert, die Jacobische Methode auch auf all-
gemeinere vollstindige Systeme anwenden. Und zwar konnen wir fol-
genden Satz angeben:

Satz VII: Ein g-gliedriges vollstindiges System:
2 2 3
ka = eklég— + 6&2% + ...+ 5;,,.5’;:; = 0, (k=1,2,00s0)

dessen Poissonsche Ausdriicke:

—1

(Xle) = ?swus(xx sy Lgy onny mn)Xsf ! (ﬁ:?:g:::ﬂ—-l)

sind, braucht man nicht auf ein Jacobisches System zuriickzufihren; es ldsst
sich vielmehr in der Reihenfolge:
X, f=o, Xf=o0, ..., Xf=o0

unmittelbar integrieren.

! Sind hier die ey, von den @, ,#,, ..., Z, unabhingig, so bilden die infinitesi-
malen Transformationen X;f eine g-gliedrige Gruppe, deren Betrachtuog man im Lig’schen
Lehrbuche: Theorie der Transformationsgruppen. Krster Abschuitt, Kapitel 28, findet.
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Dieser Satz bedarf eigentlich keines Beweises, denn es ist véllig klar,
dass wenn ¢ eine gemeinsame Losung der Gleichungen:

X f=o, Xf=o0, ..., X, f=0
ist, X,(¢) ebenfalls eine gemeinsame Losung dieser Gleichungen vorstellt.
Satz VIII: Ein g-gliedriges vollstindiges System:
() X, f=o, Xf=0, ..., X,_f=o0, Y,f= o,

dessen Poissonsche Ausdriicke:

k—1

(X.X) = Zs04,X,f, et )
. g—1
(Y'IXI) = ;saqusXsf'i_ (T)qzq qu (=12, .,9—1

sind, ldsst sich durch die Annahme:

Y,
#) %f = Yqu];)’

wo ¢ eine gemeinsame Lisung der Gleichungen:

X f=o, Xf=o0 ..., X_,f=o0,
aber keine Lisung der Gleichung Y,f = o ist,' auf ein System:

X f=o0, Xf=o0, ..., Xf=o0
von der Deschaffenheit: .

(X X) = Ze o X,f (Gt )
zuriickfihren.
Der Beweis ist sehr einfach. Nimmt man an, dass:

g—1

(Xq)(l) = Xq[Xl(f)] - Xl[Xq<f)] = ?swasXsf_}' waquf’ =13 es2=D)

! Es muss wenigstens eine solche Function ¢ geben. Angenommen, dass alle L-
sungen der Gleichungen X;f=o0 ({ =1,2,..., ¢— 1) auch die Gleichung ¥,f =0
befriedigten, so kommen wir zum Schiusse, dass das System (a) n — ¢ 4+ I unabhiingige
Lisungen besitzt, was upmoglich ist.
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und setzt man in diesen Identititen f= ¢, so verschwinden alle Glieder
ausser ., X,f, denn es ist X,(¢) = o0 und X (¢) = 1. Es ergiebt sich
also: w,, = 0; und damit ist der Satz bewiesen.

Dieser Satz lehrt andererseits, dass man das System (a) in der bezeich-
neten Reihenfolge ohne die Transformation () integrieren kann; alsdann
werden zwar die Coefficienten der Differentialquotienten von f genommen
nach den Losungen der Gleichungen X;f=0 (l=1,2,...,9— 1), in
Y,f= o0 nicht nur von diesen Losungen abhingen, sondern noch von anderen
Veranderlichen, diese werden aber hier nur als ein allen Gliedern gemein-
samer Multiplicator vorkommen und deshalb sich vollstandig wegheben.
In der Praxis ist es aber bequemer, die Transformation () anzuwenden.

22. Die linken Seiten der Gleichungen der vollstindigen Systeme,
welche die Biegungsinvarianten definieren, sind gewisse infinitesimale Trans-
formationen, welche stets endliche continuierliche Gruppen bilden. Die
Frage also nach den Poissonschen Ausdriicken der Gleichungen unserer voll-
standigen Systeme, reduciert sich auf die Frage, welche Zusammensetzung
die betreffenden endlichen Gruppen besitzen. Um darauf die Antwort zu
geben, sehe ich mich veranlasst, wieder zwei allgemeine Satze aufzustellen.

Satz IX: DBestehen fir die q-gliedrige endliche continuierliche Gruppe:

= )
X.f -_—_ziéﬁ(xl y Ly yonny Xy if;—i *=1,2,..0)
1
die Relationen:
q
(X, X)) = ey X, (=i

und erzeugen die infinitesimalen Transformationen:

m
of
Z.f = ka+2ic;i (a:l yares Ly Blyenny 2‘,,,)32; *k=1,2,..,9)
1

ebenfalls eine continuierliche Gruppe, so bestehen fir diese Gruppe die Rela-
tionen:

q
(ZeZ) = ;s Cus Zf (i)

oder, anders gesagt, so sind beide Gruppen gleichzusammengesetzt.
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Ist namlich:
q
(Z:Z) = Lo Zuf,s (g Y

so ergeben sich, wenn man die Differentialquotienten 5;; in diesen lden-

titdten gleich o setzt, die Relationen:
q
(X X) = Zacp X.f etifi g Ay

woraus folgt, dass notwendig ¢}, = ¢y, ist, und damit ist der Satz be-
wiesen.

Satz X: Bilden die infinitesimalen Transformationen:

X.f= i‘é'“(xl s Lgyeony xn)g—Q‘ + Z.f, *=1,2,...,0)
1
wo
Z.f = i‘gi(wl s vy Zuy By anny Bn) g:_,- k=1,2,..,0)
1
ist, eine q-gliedrige continuierliche Gruppe, und kann erstens die Relation:

g
;kekzkf= O,

wo die e, numerische Constanten bezeichnen, nur dann bestehen, wenn alle
e, gleich Null sind, und bestehen zweitens die Relationen:

q
(Z:2) = Zscy, Z,f, (=hami)

wo die ¢y, ebenfalls numerische Constanten sind, so ist die Zusammenselzung
unserer Gruppe:

q
(X, X)) = ? Cor Xof- (t=ppiy)

Nimmt man namlich an, dass:

7
(Xsz) == ?s . (’52313;22112—1)
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WO Cy, 2 Cy, und setzt man in diesen Identitaten alle Differentialquotienten

] . .
- 0, so ergiebt sich:
o,

q9
(Z:2) = Zscin Z,f. (b Y

Wiaren die Constanten e, nicht alle gleich Null, so ware denkbar, dass
man diese Relationen auf die frithere Form bringen konnte, weil das
aber nicht der Fall ist, so ist unsere Annahme falsch und der Satz be-
wiesen.

23. Jetzt wollen wir versuchen, ob wir den Satz X auf die Glei-
chungen der »n*" erweiterten Gaussischen Gruppe anwenden kdnnen. Aus
den Gleichungen (14) erhalten wir, indem wir dort v = A 4 1 — p setzen
und in derselben Weise verfahren, wie wir es bereits in N° 10 gethan:

ﬁl.n,)l-l-l——p.f— gfl“;::)l——/lf-}- Z+l u.f_ O

;Y:;{-l-——p.f— g(“z_ﬂ—pf'l' T,f:i«kl—,uf: O’

(25) Pt TRy

WO:
» ¢ . : . Ui
[‘;L,A+]—yf: Z‘ (2',;—1 + "p)(’n — 3)A+1~-,L E:'——-/H»],n—i——).—-l-l»;t 3, .,
p—1 .
. °of
+ [(’ + I)y(’” )A+1—;th—u+1 n—i—2—1+4p + ¢ ( - ’)A—;LEi—/z;n—t—Hﬂ]a—lTﬂ:
of

+ /';1[2 (" - 7) ——[J.F‘l—p., n—i—Atp + ( ))+1——/l. (Yl'—‘"l.‘*-],ﬂ—‘f—-—l—1+[l] 3_(}1: ’

1’(n1+1—,uf Zi
p—1
of

+ [7:/1.(”’ — + I)/1+1—ul;1:——u n—i—A4p + 7'1—1 (ﬂ )/\‘H 'LG1*’1+1 n—i—1- HHL]W
—i

. °f
(n - z))&—l-—u( n—1 Irz—p«}-] n—i—l—14n + 71 ‘l—-]l,n—-f—l-{»/l.) 3 i
s

- d
+ [2 (n _—_ z)l——y. + (n ))+1—[L] Gl—ﬂ,n—i—)+'l a(r|i~.
Der Bequemlichkeit wegen werde ich alle diejenigen von den Gleichungen
(25), fur welche A denselben Werth besitzt, Gleichungen A** Classe nennen.

Wir sehen, dass in den Ausdriicken I'{},, .f und 7%,,_.f die Ord-

nung der Differentialquotienten von E, F, G, nach welchen f differentiiert
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wird, tberall die ' ist. Ferper kommen solche Differentialquotienten
von f in den Ausdricken SN, f und €07/l f augenscheinlich nicht
vor; auch die Coefficienten der Differentialquotienten von f sind in diesen
Ausdriicken von den Differentialquotienten #'* Ordnung der E, F, G
unabhingig. Demnach sind die infinitesimalen Transformationen €., .f
und &7, ,f von derselben Art wie die Transformationen X,fin unserem
Satze X. Die Rolle der Veranderlichen z; spielen hier die Differential-
quotienten #** Ordnung von E, F', G; die Rolle der Verinderlichen z,
fallt den Differentialquotienten niedrigerer Ordnungen von F, ¥', G zu.

Nun versuchen wir nachzuweisen, dass die Identitat:

n A+l

(26) %Agﬂ (ellu 1151731& l—ﬂ.f + E).//.—[_‘/(J,l;& l—pf) = 07

wo ¢, und ¢, numerische Constanten bezeichnen, nur dann moglich ist,
wenn alle ¢, und e, gleichzeitig verschwinden. Wir bemerken namlich,
dass die Coefficienten der Differentialquotienten von f in allen: I'%},, _,f und
T, 1-.f lineare homogene Functionen der Differentialquotienten von E, F,
G sind; die Ordnung aller dieser Differentialquotienten ist » — A, also fur
jede Classe constant, und von den Ordnungen dieser Differentialquotienten
in jeder anderen Classe verschieden. Weil aber unsere Identitdt nur bei
constanten Werten von e, und e, bestehen soll, so ist das nur dann
moglich, wenn die #» + 1 Identitaten:

A+1

(26I> 20:/‘ (el,arjﬁnﬁuf + éz,j)f:}u—y.f) =0 (A=0,1,...,n)

bestehen. Betrachten wir gleichzeitig zwei Classen A und X, wo X < 2
ist! Die Ordnung der Differentialquotienten von E, I, ¢, welche in die
Coefficienten der Differentialquotienten von f eingehen, ist % — A resp.
n—2X. Weil aber #—X >mn-—2 ist, so ist die Anzahl dieser Diffe-
rentialquotienten von E, F, G fur. die Classe A’ grosser als fiir die Classe
A. Kann also die letzte Identitat fur die Classe A nur in der Weise be-
stehen, dass alle ¢,, und ¢,, verschwinden, so kann ihr Auftreten fir die
Classe A’ nur in derselben Weise moglich sein. Weil aber nach unseren
Entwickelungen in N° 11 das Bestehen einer solchen Identitit.fir A=#n
sogar dann, wenn e,, und e, keine Constanten sein sollen, notwendig das

Verschwinden dieser Grossen verlangt, so kommen wir zum Schlusse, dass
© Acta mathematica, 16. Imprimé le 7 janvier 1892, 7
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in der Identitat (26) alle ¢, und ¢, gleich Null sind." Also reduciert
sich nach dem Satze X die Untersuchung der Zusammensetzung der end-
lichen Gruppe, welche als infinitesimale Transformationen die linken Seiten

! Doch scheint dieser Beweis nicht ganz streng zu sein; deshalb wollen wir einen
anderen angeben. Soll unsere Identitit (26') bestehen, so miissen die Coefficienten der
Differentialquotienten von f alle identisch Null werden. Iusbesondere giebt der Coefficient

o .
von oy
2+l
(a) %,L {1261 + ) — s 1n Br—ps tmei—i140

-_— D o7 7
+ € (n - 7")/1+ 1——/1.(27'11.—1 Ini'—,u.+ In—i—A—1+p + T Ei'—;/.,n—i'—l +/A>} = 0.

(n == ?)241~p ist immer dann und nur dann von Null verschieden, wenn (A+1—p) < (n—7)
ist; im Grenzfalle 4 + I — ¢ = n — 4’ bekommen wir 0, = I (N® 6). Also erstreckt
sich die Summation nach ¢ von 2 + 1 — (n — 7) bis 4 + I. Demuoach konnen wir die
frilhere Gleichung folgendermassen schreiben:

A+l
o/ .’
Z/A e PN (.1 M 1—in—iy) F
A+2—-(}z—i’){ }+ 12+ 1- (i) 20—y F Tis1——0)) Baao
- ¥ ;
+ et 1——t 20—ty Fueryo + ths1—(n—iy Fn—r1,0) = O.

Der Ausdruck ¢)_(,_i) verschwindet nur dann, wenn ¢ —(n—24) > ¢, wenn also n—2 <0,
was unmoglich ist; demnach kann weder der Coefficient von ;41— (n—iy noch der Coeffi-
cient von eja;1—(n—iy verschwinden. Weil ferner E, ;o und F,_)o unter dem Summen-
zeichen nicht auftreten konnen, so erhilt man:

CA A+ 1—~(n—i) = E).,M 1—(n—i) = O.
Dieses Resultat gilt aber nur dann, wenn 4 — (n — ¢) 2 O ist; also ergiebt sich:
e = en =€ = &2 = ... = € a1 = €41 = O. @=0,1,.,m

Es handelt sich also nur darum, zu beweisen, dass €y = € =0 A=10,1,...,n)ist.
Setzt man in der Identitit (a) ¢ = g = O, so ergiebt sich:

exomr 1B 02—1 + eromrs1Bonr = O,

wo wir mit dem Multiplicator n),1 dividicren diirfen, ausser wenn 2=mn ist, wo 1;,1, =0
ist; wir erhalten also e =e€ep =0 A=0,1,...,n—1I). Weil aber alle e,, und
ény gleich Null sein mitssen, so erhalten wir:

e = er = O. (A=0,1,...,7)

Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen.
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der Gleichungen (25) besitst, auf die Ableitung der Poissonschen Symbole
far die Ausdricke I7),, ,f und T%, 1.

In diesen Ausdrucken wird f immer nach den Differentialquotienten
n** Ordnung von K, F, G differentiiert; weil aber diese Differential-
quotienten in den Coefficienten der Differentialquotienten von f fir die
Classen 1, 2,...,n nirgends vorkommen, so schliessen wir unmittelbar,
dass:

/1'.-1 %yl
I‘u(n) I"r (n) — o <,u. =0,l,...,7.+1>
XNbl—p 9 SA 41— _ ’ A=1,2,...,n
( o= + /L) p=0 1, b1

wo I “entweder I' oder aber I bezeichnet. Weil ferner nur fur die
Classe o die Coefficienten der Differentialquotienten von f die Differential-
quotienten 1'* Ordnung der E, F, G enthalten, haben wir:

( I,"g:lO)+l—p.' ) /’l.(g)«i—l—#> == [1 ,(0+1—/Lf]7 : (::((]):}

wo [I")%,_.f] einen linearen homogenen Ausdruck mit constanten Coeffi-
cienten der Ausdriicke /”f nullter Classe bezeichnet. Erinnert man sich
endlich, dass die Coefficienten der Differentialquotienten von f in den
I"f A** Classe lineare und homogene Functionen der Differentialquotienten
(n — A* Ordnung von E, F, ¢ sind, so resultiert notwendig:

A=1,2,..7
'(") (n Hn -
I, I i) = ) (;;:&11,2,...,“1)

Wenn wir jetzt den Satz X in Anwendung bringen, so ergiebt sich
folgendes:

1) Die infinitesimalen Transformationen:

giﬂ—uf und &7, f l:}f}’,:‘.‘.’,:\‘+1)

bilden eine endliche continuierliche Gruppe mit lauter vertauschbaren
Transformationen; 2) die infinitesimalen Transformationen: g, SmF
SXf, &Df bilden eine 4-gliedrige continuierliche Gruppe; 3) die Pois-
sonschen Ausdriicke jeder dieser infinitesimalen Transformationen mit jeder
infinitesimalen Transformation, welche der Classe A angehort (A=1,2,..., )
konnen nur von den infinitesimalen Transformationen dieser Classe A ab-
hiéngen.

Die Zusammensetzung der 4-gliedrigen Gruppe miissen wir aber genau
berechnen. Nach dem Satze IX reduciert sich diese Rechnung auf die
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Berechnung der Zusammensetzung der Gruppe: $.f, S,.f, §,.f, &.f
(N° 12 (a,))- Furht man diese Rechnung wirklich aus, so gelangt man
zu folgendem Resultate:

B, S = SOr—SRf, (S, 8) — S,
(27) G0, 60) = —&2f, (S, 8) = — 8w,
G0, 8 —swh, @R, 9 = o

Zuerst also bilden die Gleichungen der »n*" erweiterten Gruppe aller
Classen ausser der Classe o zusammengenommen ein Jacobisches System.
Demnach kann man diese Gleichungen ohne irgend welche Transforma-
tionen und in einer beliebigen Reihenfolge integrieren. Setzt man nun
die erhaltenen Losungen in irgend eine der Gleichungen:

(27)  Sf=o, &f=o,  SWf—o  EWf=o

statt der urspriinglichen Veranderlichen ein, so erhalt man nach der be-
wiesenen Eigenschaft 3) eine Gleichung, welche die urspriinglichen Ver-
anderlichen nicht enthalt. Nun aber giebt es, wie die Formeln (27) zeigen,
keine Reihenfolge der Gleichungen (27’), welche die im Satz VII ange-
gebene Eigenschaft besitat. Andererseits giebt es aber 4 Reihenfolgen der
Gleichungen (27°), namlich:

1* §Pf =0, §Pf=o0, &Pf=o0, EPf=o0,
2 @8’? = 0O, g(n) =0, g(ly(;))f__: 0O, @(111;) = 0O,
sef=o, Sf=o, Wf=o  SPf=o,
4 89f=o, &if=o, Sf=o,  &if=o,

welche specielle Falle des Systems des Satzes VIII sind. Hat man also
die Gleichungen der hoheren Classen integriert, so kann man die tibrigen
Gleichungen der Classe o in einer der 4 angegebenen Reihenfolgen auf
die im Satze VIII angegehene Weise integrieren.

Es ist dabei ganz evident, dass diese Resultate, welche wir fur die
Gestalt (14) oder (25) der Gleichungen der #*" erweiterten Gaussischen
Gruppe bewiesen haben, sich auch auf die Gestalt (17) dieser Gleichungen
beziehen.
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Ferner kann man alle diese Ergebnisse auf die Gleichungen der
Beltramischen (18), Mindingschen (21) und allgemeinen (23) #*" erwei-
terten Gruppe ausdehnen. Setzt man namlich dort iberall y=2141 —p,
teilt die Gleichungen in Classen ein (wobei zu bemerken ist, dass hier
nur n verschiedene Classen vorhanden sind, da A nur gleich o, 1,..,n—1
sein kann) und benutzt den Satz IX, so ergeben sich unsere fritheren
Resultate auch fur diese vollstindigen Systeme ohne Weiteres.

Um ein allgemeines Theorem aufstellen zu konnen, setzen wir statt
der Buchstaben 8, &, 9, & uberall 8; mit anderen Worten:

bezeichnen wir mit:

o;(:,'gﬁ—l uf“" 07 3§1+1—/Lﬂf= o (ﬁzg ’,’)1»:})

entweder die Gleichungen der (n — 1)** erweiterten Gaussischen oder der
»n*" Beltramischen, Mmdlngbchen oder allgemeinen erweiterten Gruppe, so
haben wir:

Theorem VII. Um das vollstindige System:
80l =0 B =0 (b
nach der Jacobischen Methode zu integrieren, integriert man zuerst in be-

liebiger Reihenfolge die Gleichungen aller Classen ausser der Classe o. Diese
Gleichungen aber integriert man weiter in einer der 4 Reihenfolgen:

) 8 s
te Qn @(n) £ G(n)
1* 9y f = 0, O = 0, Sl = 0, = = 0O,
(
85 (@)
5(")f
te Q@n)p my £ a(n) — 10 _
2% &Y f = o, 8 = o, of = O, ——— = O,
35 (0)
— 5;(n)f
t Qi 5 v 01
3 © 3%) = O, QS%) = 0O, 5’{,’;’] = O, (n) = O,
1 ()
te () @) £ Q) o1/
47 8n'f = 0O, 8 [ = O, 3 = 0, = 0,
&1 (@)

wo @ dberall eine gemeinsame Ldsung aller schon integrierten, aber kein
Lisung der letzten Gleichung bezeichnet.
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§ VI. Berechnung einiger Biegungsinvarianten niedrigster
Ordnungen.

Hier stelle ich einige Biegungsinvarianten auf, indem ich das Theorem
VII in Anwendung bringe. Man konnte eigentlich diese Rechnungen ohne
Benutzung des Theorems VII vollstandig durchfihren; doch scheint mir
die dort angegebene Integrationsweise hier die bequemste zu scin. Ferner
meine ich, dass es keinen Zweck hat, alle diese einfachen, obwohl langen
Rechnungen hier anzugeben; vielmehr werde ich mich auf dic Angabe
der Resultate und einiger speziellen Bemerkungen beschrianken.

24. Die Gaussische Biegungsinvariante niedrigster Ordnung ist von
2** Ordnung. Man bekommt sie durch Integration des Systems: (N° 12 (a,))

v v a hl pl af
I) E3F+ bﬁg+ Eloab{"l +( 10 + L )31«{( + (21(01 + GIO)QT'OI

f

D 6Ly FL g .,190 + (F,y + G + (T, )a;.f

of
+ G, °1aF + 2B o =0

of 3 o
2) 2E +Ff+ OISE + OlaF + 3 lan + 2 lan
3
I AP REERE
3 of S
3) 2G5 +I’ap+2Gxoa(, + I loaz«v +3G0!a(, + 2 °1aF

+\
+ OlaEf — (Gy, — 2F,, + E, ) F9

11



Uber Biegungsinvarianten. 55

2
+ F + 10 aF{‘ 07

3/”
+ FaE + 019F '““O’

‘Yaf 7 9
2Byp +F +L8E{f+ ey f E‘,l%:o,

(Classe 1.)

20

ZGaZ{ + FaF + Gaj'f{ﬁ + ZFé%fﬂ_ Gro az’f; =%
32;{; + (FM —-é G‘o> % = 0,
2Gaf}f + F +( — Eol)a;}:l =0
(Classe 2.) SF + 255~ =0, + = O.

Wir haben in N° 12 bewiesen, dass von den 10 ersten Gleichungen
nur 9 von einander unabbingig sind; demnach konnen wir eine dieser
Gleichungen bei der Integratlon weglassen. Dieser Umstand erlaubt uns,
das System ohne Weiteres auf ein System des Satzes VII zuriickfuhren;
zu dem Zwecke lassen wir die Gleichung 4) weg. Indem wir zuerst die
Gleichungen der Classe 2, dann der Classe 1 und schliesslich die Glei-
chungen . 1), 2), 3) nach einander integrieren, bekommen wir die einzige
Losung:

I nl
m’f{b(EM Gy — 217, Gy + Gfo)

+ F (B Gy — Ey Gy — 2By Foy + 41, Fy — 2, Gio)

+ G(EIO Gy — 2E, Iy + Egl) — 2(EG_ FQ)(EM —2F,; 4+ G:»o)}-

Das ist das Gaussische Krimmungsmass, deren Invarianz bei der Biegung
der Fliche Gauss in Disquisitiones generales circa superficies curvas (XI,
XII) bewiesen hat. Nach der Gaussischen Schreibweise haben wir:
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na JE3G  FG 8G>2
WG~ YK =Hag —5a +(5) |

Bl s — 5, — 2575 T4

n dE3G 3B 3G oE oF FF AF2G
[Sp 9%  9q Ip oq °q ]

oy T P

oK 2G ok oF oK 2 , 2 LY Ly 3 A
+ 65— 25 T Gy) |72 EC— ) 5 — 255t g )

wo K das Krimmungsmass bezeichnet.

25. Jetat wollen wir gleichzeitig die Biegungsinvarianten Ag, 8(¢¢),
und I(¢y’), deren Existenz wir in N° 18 und 20 bewiesen haben, wirklich
aufstellen. Zu dem Zwecke werden wir die Gleichungen der ersten er-
weiterten allgemeinen Gruppe integrieren, indem wir in (23) m = 2,
¢'=¢ und ¢ = ¢ annehmen. Wir haben die Gleichungen:

I) 3F+ 2F9G+ 10950 +¢10q/ Y5 =0,

o _°f
4) a[«' + 2F3E t Cor5, o¢ + 5[01 9‘ » = 0,

I, 3:/

of o
2) 2‘E§E’ + F + F10 990 ¢ 3 +¥5 =0

o °f 2
3) 2G +F9F+ 01 3¢ +§[01q/, "/37/::

Integriert man diese Gleichuugen in der Reihenfolge 1), 2), 3), 4), so
ergeben sich folgende Losungen:

Espm - 7F¥7olwm + Gsplo o E¢’§l —_ 2F¢015!’1o + G¢12<)
Ag = BG— F* Ad = EG _ F* ’
E 01 b — Fl@m o + @1 hi) 4 G 210ty T o/ J, ()
Ved = P ¢ (?E%_;z‘r Frog , I(¢y) = ¢ Qo 1

VE + 2Fy + Gy*

! Die Gleichungen 1), 2), 3) haben 5 gemeinsame Losungen:

gpff :Sbl_o czlm—_l;yg'_o_ p=E¢IU‘—F¢’1_“ ’.:_Fy,-*-lij;
TVET VB T VE@G—F) C JEEG—F) ° yJEG—F*
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Unsere Function @(¢¢) ergiebt sich als Folge der Losungen Ag, Ad
und Ve¢¢; wir haben namlich;

1o — o

Indem wir also A¢, A¢ und 6(¢¢g) als wesentliche Biegungsinvarianten
betrachten, so wird V¢¢ eine Folge von ihnen, also unwesentlich.. Die
Biegungsinvarianten Ag¢, 8(¢¢) und Ve¢ sind von Herrn BerLTrRAMI in
Ricerche di analisi applicata alla Geometria (XIV) (Giornale di Mate-
matiche, Bande II und IIlI) aufgestellt worden. Herr BeLTrAMI be-
rechnet natirlich diese Ausdriicke in einer ganz anderen Weise, als es
hier geschehen ist. Ag¢ nennt er Differentialparameter 1** Ordnung.

In N° 18 haben wir bewiesen, dass wenn mehrere invariante Func-
tionen ¢ auftreten, einige von den Ausdriicken 4 nur Folgen der tibrigen
und der Parameter A sind. Nehmen wir drei Functionen: ¢, ¢, o, so
haben wir: '

. E’?gl - 2F§001 Do + G??o . ES-”gl — 2FS—/’01 9”10 + G‘IZ'?O
Ay = G — " A= G — 7" o
Ag — Eg) — 2Fa, 0, + Ga,
= TTTTEG— " ’
D10Gor — or 0, GoPo1— 01 Pro P 9”01_9""015910
(o) = Tou " Fun 0(oy) = Tufu_Tnbu O(ed) = HIE
(sb ) \/EG e 4 ( §0) \/EG—-— j2 ’ (5". ) \/EG I

Zwischen diesen 6 Grossen soll eine Identitiit bestehen. Wenn wir aus

Verfihrt man, wie im Theorem V angedeutet ist, so erhilt man aus 4) die Gleichung:

of o . o @ )
635(Z+C4§:3:—c‘§g_c"374+<1 +(.r5)%‘-——

5

O,

welohe schliesslich folgende 4 unabhingige Losungen giebt:

c, + ¢, ¢

d+d=Ap, d+c=A¢, o, +oe,=Ved, L= I(gy).
\/I + ¢y

(I(py") ist keine neue Biegungsinvariante; man sieht leicht, dass sie mit dem Ausdrucke
oY
. Y . , .
identisch ist, den Herr DARBOUX mit sz bezeichnet. Legons sur la théorie générale des

0s

surfaces. 'Troisidtme partic, p. 195.)
Acta mathematica. 16, Imprimé le 19 janvier 1892, 8
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den zwei letzten Gleichungen ¢,, und ¢,, bestimmen und diese Werte
in die ersten der sechs Gleichungen einsetzen, so ergiebt sich ohne Schwie-
rigkeit die Identitit:

(A¢)*6%(do) + (AL)*0'(a¢) + (A0)*0'(¢d) + 40°((0)6%(0g)87(¢¢)
— 28 Ac8(00) H(¢d)— 2 ArA g 8pf) B(o) — 20 AYB($0)8og) = 0.
Natirlich werden wir, wenn mehr als 3 invariante IFunctionen auftreten,
mehrere solche Identititen aufstellen kénnen. Diese Identitat controlliert
unsere frithere Behauptung.

In derselben Weise ergiebt sich aus den Entwicklungen in N° 20,
dass zwischen:

A¢, A, 9(9’9”) ’ 1(9'!/') y I(Q/’!I')
eine Identitit bestchen muss. In der That, wir haben:

(B + Fy)g,, — (F + Gy)g,,
VEG — F*JE + 2Fy + Gy

vag — Ligy) =

und es ist leicht zu verificieren, dass

—— e am /’Ul T ¥Foa "w
ey WAy — gy — Iy Ay — Ier) = = ‘/'p‘r-’ Bt
\" 0 — F

ist; cs besteht also die Identitit:
ey WAy — Ty — Ly WAg — IMler) = H(gd).
Wir miissen hier noch hervorheben, dass man die in Rede stehenden

Biegungsinvarianten gewohnlich in anderer Form schreibt, als wir es gethan

2e @ .
¢ . fur uns war die

: Q 5 1
haben, man setzt namlich statt ¢, ¢,, bez. 303y

kiirzere Schreibweise bequemer.
26.  Wir gehen jetzt zur Berechnung der Beltramischen Biegungs- -

invarianten 2" Ordnung mit einer Function ¢ uber.
Aus (18) ergeben sich dafir folgende Gleichungen:
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Jof Jof 5
1) IJ + Zpa?"*— LIO ’\E + (1'10 + Em)ay + (2101 + G]O)

0L

af of

+L103F + 2F 03(, +9’103——+ 5‘011950 Tf“aoaso =0

%) aj_w+zfv'3E—|— % + ( o1+Gm>a,f,, (F,, + L) -
)
Gz + 2 s+ GusF s+ Gz = O,
2 i F, B, 4 2F, .
) ’\L’+ +2 oxaﬁr + oxalp +3 1031] + 2 109F
Qo
y °f
+ 67103()r + Pxoaf + nnf + 2‘520350 = 0,
260 + P4 26 G, 7, L
3) + 3[,+ 109(, + I 1091,1 + 3 xq(, + 2 013F
n af
+E013F +9014 +9’113‘0 “"07
°f
91;7 + F +§a103¢ -_07
+ 2F -|— 2r =0
aﬁ! 019? )
5 °of N ' of of
Sl} +ﬁap* +L81ﬂ + 1{’\ +¢1oa¥, = 0,

(Classe 1.)

L © f j
3G10+1" f+G +2F +¢01§Spf—u=o’

Lo o f
2E§E;+F5F—w+¢‘ﬁ——0,

1020,

)
+F3F ¢y L= 0.

020,

Ich integriere zuerst die Gleichungen der Classe 1; dann die Glei-
chungen der Classe o in der Reihenfolge 1), 2), 3), 4). Bezeichnet man:
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@ = 2(KG—I%¢, + (£, —2F, YLe,, — Fe,,) — E (Ge,, — Fe, ),
b = 2(EG — F*¢,, — G, (Ee,, — I¢,,) — L, (Ge,, — I'¢,)),

¢ = (G — F¢,, — G, (Ee,, — Fe,,) + (G, — 2L, (G¢,, — Fey,)s
so bekommt man folgende Losungen des Systems:

Ec—2Fb 4+ Ga

A2¢ = Z(EG . Fz)«z ’

Azp = EG =7 {[(Ega — Feu)’ — (EG — FY)¢lh]c

"2(EF55<2>1—“2EG5501 ¢xo+ﬁVG§5‘xzo)b+ [(GY%O“I'7 "ul)?"’(lgG"'F‘l) F?u] ”'}’

ao——b’

vy

! Die Grossen ¢, b,c sind Lisungen der Gleichungen der Classe 1 und crgeben
sich ohne Schwierigkeit. Fiihrt man diese Integrale o, b, ¢ in dic Gleichungen 1), 2),
3), 4) ein, so erhilt man das System:

o o R/ Z
1) E3F+ 2F3G+¢‘°3¢01+ +2b = 0O,
2) °L‘;L,+Ff+ f+4a—f+3bf+°r~£=o,
D 265+ Fipt g °f +2a—/+3b-’f+4J S=o
2 G3§1+2*1+¢0,3—¢’1+2~+o~
Die Gleichungen 1), 2), 3) ergeben sehr leicht die Losungen:
=T 7, = E?on—fﬂipi 7, = ac — b’
VE- " VE@EG—F) 7 (BG—F)Y
a Eb — Fa

Te = E,(—Té—:“ﬁ_ﬂ_); s = E(\/E 14'2)

hd ’ . .
setzt man diese Lésungen in 4) ein, so findet man erstens, dass r, Al ¢ eine Blegungs-

9 ‘\
invariante ist, zweitens die Gleichung: 7’,52];— f + 7’53% + - (7’;+7} 7’2)3 =0.
1
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und endlich die Biegungsinvariante 1** Ordnung Ag. Setzt man in A, ¢
die Ausdriicke @, 0, ¢ ein, und ordnet man die Glieder zweckmassig, so
ergiebt sich ohne Schwierigkeit:

1 e
A= m‘((‘?so% — Fey + Gogro— FloSom)\/EG — k"

1
 2JEG— P

+ (Bgy, — Yo + Engo — Fupu) VEG — F*

(GElo + EG,, — 2nyw)(G¢w — I"Soox)

—- Eaf‘::ﬁ(EG‘" + GEy— 2FF,)(Epy — Fy));

daraus resultiert aber unmittelbar:

I Gy, — Fo Ep,, —Fy
A o ( 10 01) ( __l“—‘*—_lo) .
¥ = B — F‘“ via—r )., T e ),

Das ist der Beltramische Differentialparameter 2'* Ordnung; in gewbdhn-
licher Weise geschrieben lautet er:

3;01 350‘\ 350 ,,a,p‘
5 <G@"F5;) i (Eéz"fé‘,&)'
du \ VEG — I % \ VEG — I i"

\ /

1
T VEG =T

A,p

wo die Verainderlichen %,y durch w», v ersetzt sind.

27. Endlich gehen wir zur Berechnung der Mindingschen Biegungs-

Daraus ergiebt sich: 1) die Losung: A¢ = 71 + 73; 2) die Gleichung:

2
2;, dra___r~+75+

s = 0,
*dy, 74 4

4

welche sich vermége der Substitution 73 + 73 = # auf eine lineare bringen ldsst und die
ntrn+trn
27,

4

Losung A, = ergiebt, und endlich 3) die Gleichung:

2dr, 4y, -0
VAe—1 VrCAw —71)— 1

woraus wir die Biegungsinvariante Aj¢ = 27,757, + (7 — 797, — A,¢) bekommen.
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invariante 2** Ordnung ober. Nach (6) und (21) ergeben sich fur diese
Biegungsinvariante folgende Gleichungen:

L2 N
X) 3F+ 21’ + “’3[’] +( +L01)§74§'+(2P01+(’10)§7}—m

r?f III,
+ Lloalﬂ + 2 103(1 +J ay + 3J _‘“07

N ) 2 , f . of
4) 1;v+ 2 P57 oK + (]01 Swa + (ﬁOl + Glo)gﬁl‘; + (2Fm + L‘")«?E—w

f
+ G‘”al«' + 2 013E "'_e_y"‘— O,

. . °f of
2) E3E+ }w"' LoraE + lme[«' + 01’10517:,"' 2Fyosw,

+ Y

1" a/'
l y'l e =
10 3(; 2J ay" O,

.
3) 2G3G+T + 2 ’03(1 +1'1an +3 oxa(, +2I'01§_“

11101
or of of
+ L olaE ya,, Jeu"‘:o’
13 f
31«' “(x , =0
S of i
"F + 2F 2K, Qy” =0

or .
2}‘eE +Talv' +E3F +2Iv

(Classe 1 )

+ ‘F'\Ip + GSF + ZT , 2y’ir_=0

Al Uf g] af ,le ——
2L3E "'-"Z al,ym + Yy ayn— o,

ef ef '2 f
QG;“‘; + F Y = O.
oG, oF,, Y
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Ich integriere zuerst alle Gleichungen der Classe 1, dann die Glei-
chungen der Classe o in der Reihenfolge 1), 2), 3), 4). Es ergiebt sich
die Biegungsinvariante:

1
VEG —T*(JE ¥ 2Fy + Gy?)°

‘ (EFm 3 LEM '—"I‘Fm)
3 1 "l ’ hl 3 T 1 ¥ 42
+ (EG”, + FFm -3 FEO[ 3 GLm)?} _—<GEOI + Fl'ox 3 ﬁGlo - EEGN)’/
— (0F0—5 660 — 3 26,)y" + 6 — 1)),

Dieser Ausdruck ist die von Mixpmve (Crelles Journal, Band 6: Be-
merkung tiber die Abwickelung krummer Linien von Flichen) berechnete
geoditische Krimmung. Ordnet man hier die Glieder zweckmassig und
setzt statt z,y bez. p,q, so bekommt man den Mindingschen Ausdruck:

192G oF 9E
L( g+ oo d;>—-——FdE]d»
[ 25, 5y =5 )

I 1

P JEG—F(JEdp*+2Fdpdg+ Gdg)®

+[ FdG — G< % dp +-dq~1-§ )]dq’

! I oF o 26 3R
+[sBic —ear + F(a—l'- ap—gz; 4 + 3 4 _é.d.dp)]dp,lq

+ (EG — F*)(dpd’q — dqd’p) ;

' Der Ausdruck, welcher in Klammern {} steht, ist die einzige gemeinsame Lisung
der Gleichungen der Classe 1. Bezeichnet man diesen Ausdruck mit ¢ und setzt man ihn
in I), 2), 3), 4) ein, so ergiebt sich das System:

o W of | of
I) Eal’,+2p——~+’l/ 2 +31/c—[_.o, 2) 2E3E+Falf’+ +4cé73=O,
L L of 3f Jof oF _ f of _—.ai _
3) 20G; G+F3F ya—y—,+c—éz_o, 4) Gﬁ-{- F,gE ay,_o
E + Fy
Die Gleichuogen 1), 2), 3) ergeben zwei gemeinsame Losungen: « —-—‘;/—E-:————Z yF' an

e
8= Y (HG — F*)t, demnach nimmt 416 Gleichung 4) die Form: (1 + a’) du +3 lﬂ—ré =°
3 _ c
(+ @t EG —~ F*(JE + 2Fy + Gy

an und liefert das Integral C ==
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28. Die Berechnung der Biegungsinvarianten durch Integration voll-
stindiger Systeme ist aber sehr umstandlich. Es giebt zwar ein anderes
Mittel: hat man namlich eine gewisse Biegungsinvariante, welche in-
variante Functionen enthalt, und setzt man in diese Biegungsinvariante
statt dieser invarianten Functionen ebenfalls Biegungsinvarianten ein, so
bekommt man offenbar auch eine Biegungsinvariante von hoherer Ordnung
als diejenigen, welche zu ihrer Berechnung gebraucht wurden. Dies hat
schon Herr BerTraMI bemerkt in Bezug auf seine Symbole A¢, 8(¢¢), A, ¢.
Diese Methode der Berechnung von Biegungsinvarianten wird aber nur
dann mit vollstindigem Rechte gebraucht werden konnen, wenn man
weiss, wie man diese Operationen dirigieren muss, um alle wesentlichen
Biegungsinvarianten zu erhalten. Mir ist es nicht gelungen, irgend ein
Resultat in dieser Richtung zu gewinnen.

Ich habe vielmehr im Allgemeinen nur den folgenden Satz anzu-
merken:-

»Setzt man in einer Gaussischen Biegungsinvariante statt E,, Fy, G,
bez. Gy, Fy;, E; und in einer Beltramischen statt E,, F,, G, , ¢ bez
Gy Fruy Ey , ¢ii, 80 bekommt man wieder eine Gaussische resp. Beltra-
mische Biegungsinvariante.»

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge der Satze III und V. Die
in den letzten Artikeln berechneten Gaussischen und Beltrdmischen Bie-
gungsinvarianten gehen bei solcher Vertauschung in sich selbst uiber.

Fur die Mindingschen und allgemeinen Biegungsinvarianten gilt ein
analoger Satz offenbar nicht.

Gottingen, im Marz 1891.




