
65 

SUR LES MAXIMA ET LES MINIMA 

DES INTI~GRALES DOUBLES 

PAR 

GUSTAF KOBB 
S T O C K I t O L ~ .  

Dans ses lemons sur le Calcul des Variations M. WEIERSTRASS a ex- 
pos~ une nouvelle m~thode pour  la recherche des maxima et des mi- 
nima des int~gralea simples, qui eat aussi ~16gante que rigoureuse. Dana 
ee mdmoire j 'ai voulu essayer d'appliquer cette m~thode aux int~grales 
doubles, en me fondant sur les admirables travaux de M. PICARD, con- 
cernant la th~orie des ~quations aux d~riv~es partielles du second ordre. 
Je me borne comme M. W~mRSTRASS ~ consid~rer le caa oh la fonction 
sous les signes sommes ne contient que des ddriv~es du premier ordre. 

I1 sera facile de voir que la m~thode que je vais exposer peut ~tre 
~tendue aux int~grales multiples. 

Une m~thode analogue a aussi ~t~ employee par M. SCHWARZ dana 
sea beaux travaux sur lea surfaces minima. 1 

{)bet ein die Fldchen kleinsten Fliicheninhalts beire~endes Problem der Variations. 
rechnung yon H. A. SCHWARZ. Ges. Abhand. I Band. 

A~t4 mathematic. 16. Imprim~ le 8 janvier 1892. 9 



66 Gustaf Kobb. 

I P a r t i e .  

,Su~. la  l a r e m ~ r e  e a r t a t t o n .  

Soit 
, y", z") F ( x  , y z ,  x', y', z', ~", 

une fonction r6gulaire des 9 variables x ,  y ,  z 

qui, par rapport aux 6 derni~res variables, soit bien d6finie pour routes 
,~aleurs r6elIes et, par rapport aux 3 premieres, au moins pour des valeurs 
entre certaines limites. 

Consid6rons l'int~grale double 

(,) I = f f ~ ( ~ ,  y, ~, ~', y', ~', x", y", ~")d,,d~ 

l'intdgration 6tant 6tendue ~ t o u s l e s  points duns l'int6rieur d'une certaine 

eourbe ferm6e 
~(~,~) = o  

et supposons donn6e une succession de valeurs de x, y ,  z sur cette courbe, 
nous nous proposons de d6terminer x ,  y,  z comme des fonctions uniformes 
de u et v, de mani~re clue cette intdgrale soit un maximum ou un mi- 
nimum, et que x , y ,  z prennent sur la courbe des limites les valeurs donn~es. 

Nous pouvons aussi formuler notre question de la mani6re suivante: 
)Determinez une surface 

= x ( u ,  v), v = v ( u ,  v), ~ = ~ (u ,  v) 

de fa(;on que l'int~grale (I) 6tendue sur cette surface, en cas d'un maxi- 
mum, soit plus grande, et en cas d'un minimum, soit plus petite que la 
m~me int6grale, 6tendue sur toute autre surface ayant les m6mes limites, 
et qui n'est qu'une variation infiniment petite de celle-lk.~ 
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:Nous disons avec M. WEIERSTRASS que deux surfaces sont des va. 
riationh infiniment petites l 'une de l 'autre ,  hi ~ chaque point de la pre- 

miere correspond un heul point de l 'autre,  et vice-versa, et s i  la distance 

entre deux points correhpondants est infiniment petite. 

De cette derni~re forme de notre probl~me nous pouvons d6duire 

une propri~t~ importante de la fonction F .  NOUh observons que  la va- 

leur de l 'int~grale (i)  d4pend seulement de la forme de la surface et pas 

du tout  de la mani4re dont nous nous hommeh servia pour exprimer leh 
coordonn~es x ,  y ,  z. 

Suppohons que u et v soient des fonctions uniformeh de u~ et v 1 et 

aussi que u I et v~ soient des fonctions uniformes de u et v; hi nous 

remplagonh leh variables u et v par uj et vl, l ' int~grale ( I ) d o i t  con- 
server la mdme valeur. Ainsi en appellant C la courbe 

F ( u ,  v) = o 

et C' celle, que devient C en rempla~ant  u et v par  u I et v 1 on doit avoir 

c 

f f ( . . . .  y;' z; ' )du,  dvl = F x , y , z , x l , y ~ , z l , x ~ ,  , 

oR 
, 0x __ 0y , Oz 

x l  = ~ - : ,  y'l - ~ - : ,  z ,  = ~-:, 

,, ~ y~, _ ~y ,, ~z 

La relation la plus g~ndrale entre u et v e t  u I et v 1 herait 

u ---- ku, § k iv, 4- (ul ,  vl)2 4- . . .  
kl 1 - -  k I1 > o 

v = lu, 4- l~v~ 4- (ul,v,)~ 4 - . . .  

mais il suffit de consid~rer les termes lin~aires. 

I1 faut  maintenant  exprimer  x', y', z', x" ,  y",  z" par x~ , y; , z~ , x~', y~', zi ' .  
On a 

u, -= 21u 4- z~v, 
z21 - -  2x 1 ---- (kl 1 - -  k l l ) - I  

v, = , ~ u  4- xv, 
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et par cons6quent 

~ = a~,~. x, 4" ~ .  x = x, x,  "4- x:~'~' 

eteet. 

Consid6rons maintenant  le premier membre de (2) eomme fonetion 
de u, et vl, nous aurons 

) ~  x", y", z")duldv 1 I = (kl I - -  kll F ( x ,  y ,  z,  x', y', z', 

l I t l  I t  P l  ou en expr imant  x ' , y ' , z ;  x", y", z" par x , ,  y~, z 1 , x 1 , Yl , •1 

I ~ . . . . .  .)duldvl 
-~ ~---- X,~I _ _  Xl ~ . F ( z  , y ,  z ,  ~ lX~  + ~L,~ 1 , �9 �9 . , X l X  1 + XXl  , . .  

et, par cons6quent, en vertu de (2) 

I t I !  I t  F(z  , y , z ,  x~ , Yl , z, , x , ,  y , ,  z~')du~dVl 

Pour  que cette 6galit6 ait  lieu, il faut  et il suffit que les 616ments des 
deux int6grales deviennent 6gaux. Ainsi en supprimant les accents 

(3) (x,~, - -  x~,~)F(x, y , ~ ,  x', r  ~', x", y", ~") 

= F ( x ,  y ,  z ,  ~ x'  "4- ) ~ " ,  . . .  , x~ z '  -4- xx" , .  . .). 

Cette relation dolt avoir lieu pour toutes les valeurs de 2,2~,  x , x~ ,  qui 
remplissent la condition 

x),, - -  xl). > o. 

Supposons done 

~ - -  r ,  X ~  I "~ �9 
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et ddveloppons les deux membres de (3) suivant des puissances de r, q ,  e, z~, 
nous aurons en 6galant les coefficients de r, r~, z, e~ les relations importantes 

/ 7  ___ x' ~F y, ~F z' ~F ~ +  ~ +  ~, 

,, bE ~F z" ~F o = x V~, + y " ~  + ~ ,  

O = X' ~F y, ~F Z' ~F ~ +  ~ +  ~-~, 

,,~F , , ~  , , ~  ~ ' = ~  ~ + y  ~-~+z ~ .  

Ces relations joueront un r61e capital dans toute la thdorie suivante. 
Reprenons l '6tude de l'int6grale (I) et cherchons la variation, que 

subit sa valeur, si nous 6tendons l ' int6gration sur une nouvelle surface 
d6termin6e par les eoordonn6es 

= x + ~, 9 =y + v, ~ =z + r 

Oh nous supposons d'abord ~, ~2, r des fonctions r6gulaires des variables 

u et v. La diff6rence entre les deux valeurs de l'int6grale devient 

A I =  F x + ~ , y + ~ 2 , z + r  , + ~ , . . .  
(7 

F(x , y, z, x', y', z', I - -  x", y", z") du dv 

et la premiere variation 

, ;;[~F ~F OF 
o i =  + + 

,.I,]1 
(7 

On a ensuite les identit6s 

a ,~ ~+...!dudv. 

. , . ~  , a ( . , )  

etcet. 
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Alors en int6grant par partie, nous aurons 

(5) ,~z= ~ ~ _ ~ \ ~ / j  + ~ ~ ~ - - ~ \ ~ / j  
C 

+ ~z au ~ - - . ~  ~ dudv 

+ . 

r 

Dans la derni~re int~grale, l'int~gration est effeetufie le long du 
contour C. Nous avons suppos~ que les limites de l'int~grale (x), ainsi 
que les valeurs de x, y,  z aux limites soient determin~es. Done les varia- 
tions s'annulent aux limites; l'int~grale simple disparait, et la premiere 
variation se r~duit k l ' intgg~le double. 

Nous allons transformer celle-ci, mais dans ce but, il faut 6tudier 
les 6quations (4). 

En diff6rentiant ces 6quations par rapport k x'y'z' x "y"z"  nous aurons: 

0 ~ ~ '  ~sF ' ~sF Z' ~2F 
~ , ,  - e y e +  ~=-~,, 

~F ~ X '  ~ F  , ~ F  z' ~ F  
~-~-+ y ~-77.+ ~-~-, 

0 ~ X "  ~ F  ,, O~F ,, ~ F  

a~" a~" --I-- Y ay=~" "4" az'a~----~ + ~--~ " 

vF x" v 'F ..}_y,, ~sF z" v 'F 
~2 ~=. ~ , ~y. ~ ,  -I" ~--:~, , 

0 ~ X," ;~F y,, "a~F z,, ;~F 

0 ~ X' ~ F  y,  ~ F  , ~ F  ~F ~,.~---~. + ~ + z ~ + ~ . ,  
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O : :~' 8'F y, ~F Z' ~F ~,~y---~ + -- + ~y" 

~ - ~ / +  Y ~-W + ~ ~-W-~ ' '  

o = ~" ~'F _~_y,, ~'F z" ~F 
~z'~y "----~ ~y" nu ~z--~y' ' 

oz'oy----; -t- Y oy-~y. "Jr" ~z'~y" + ~y" 

OF= Z" O'F ,, O'F ,, ~'F 
~ ,,~-----~ + y ~--%, + z ~ ,  

~,,~----~ + --~ ~, + ~ ~, 

~,,~---~+ ~ +  ~+~' 

~ ~y----, + y' ~y~--~ ~ , 

0 = X' ~F y, V'F Z' V'g ~,~---~ + ~ + ~,--~ , 

~F , O~F , ~F Z' $~F 

0 = X" ~'F y,, ~'F Z,,V'F 
~ z'Oz ----= -I- Oy'Oz~ -}" ~z "--~ ' 

O-----X" ~'F ,, 8'F Z" ~'F ~F 

~F___ X" ~'F ,, ~'F ,, ~'F 
~z' ~z"~z " - - ~  + y ~y-Tz' + z ~ ,  

O = X" ~'F ,, ~'F ,,~'F ~~ + Y ~y-~r + z ~, 

~---~+ Y~y--q/~'+ ~+~7' 

o = ~' ~'F , ~'F ,~2F 
~---~ + Y ~ +  z~" 

71 
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Entre ces 24 6quations on peut d'abord 61iminer les d6riv6es de / '  du 
premier ordre; il reste ,8 6quafions, qui se partagent en trois groupes 
de 6 6quations entre les d6rivdes du second ordre. 

(7) 

O ~---~' ~'F y, ~'F Z' 8'F Z,, ~'F ~ ,  + ~ +  ~,~---~, o= ~,, 

o--~ ~ +  ~ ,--~ 2 c Z' ~ ~ 2 ; " ~  ~z' ~y" ' 0 ~z' ~y' 

o = x  ~-7~,+ ~-~Z,+ -7~, 0 ~ Z" ~'F 

,, ~'F ,, ~+F 

+ y  ~T~. + z ~-7~-~., 

y,, ~'F ,, ~'F 

+ y,, ~'F Z" ~'F 

O:Z' 8'F , 8'F Z"8'F 

o = ~ ~ + ~/--~ + ~z.~---~, 

, O'F y, O'F z,~'F o=x-q?. + ~-~7. + ~.-~, 

0----~'" ~sF ,, ~'F ,, ~'F 

,, ~'F 
o=~" ~ y" ~'-f~ + ~ ~ ,  

O~-X" ~'F ~'" ~'F ,,~'F 
~ + Y ~-~. + z ~.,, 

: x ' ~  + \ ~  + ~ /  + 

~ ~ + ~ ~,. / + :y' ~ + 

, /  O~F O~F ~ , /  V~F 
~ ~ + ~.~,, / + y ~ ~ + 

~,, ~'~ + y"( ~'~ ~,~ 
~" ~' \~-9~" + ~ + 

, /  ~'F O'F ') 

\~z'~y' ~ ~z'ay" / ~ o, 

~y'~z" / "t- 2z' ~ = o,  

,,/ ~'F ~2F z ~-;~. + ~ . ~  / = o ,  

,,/ ~F ~'F "~ 2/ '  ~'~' ,,/ ~'F ~'F "~ x ~ + ~.~y,/+ ~y.~y--~ + z b-;~y" + ~'~y'/= o, 

On observe, que les coefficients de ces syst~mes sont les m~mes; seule- 
ment les d~riv~es sont diff~rentes. II suffit donc de r~soudre le premier 
syst~me pour que les autres s 'en d~duisent imm4diatement. 
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Consid~rons ainsi les 5 premieres ~quations, et dliminons entre eux 
les d~rivdes 

~x ' '~  ~ y ' ~  ~Z"" 

On aura 

( x ' y "  " '~ ~ ' F  ( x ' z "  " '~ V ' F  
- -  x y ).v2-~y, .-t- - -  x z ) ~--~-~ = o, 

(y,z,, ,, ,~ ~ F  i , ,, . ,~ ~tF 
- -  y Z ) ~y--~Z, + ~y x - -  y x ) ~y-~,,  - -  o ,  

(~'~" z"~') ~ ' F  + (~,y,, - -  ~"y') ~ , y,~'~ - o 

On volt ais~ment que ces dquations sont satisfaites en posant 

~x,'Oy' - -  F I  Z' Z" 

o2F z'  z "  

Oy' ~z' -----" -~1 x '  ~ "  

~ ' F  I x" x "  

~z'~' = Fll  Y' Y" 

Z' Z" I X p ~ '  

X' X" 1 y ,y , ,  , 

y' y" 

Z,' Z" 

oh 
O'F  

F 1 est un certain facteur commun. En substi tuant  les valeurs de 

et ~ dans la premiSre des equ tlons (7), nous aurons 

I1 I x'x''F ~ , , - - - - ~ F ~ y '  x ' x "  z '  z "  + z '  y' y" z' z" 

OU 

D'une mani6re analogue nous trouverons 

~2F ~ ' F  et  

A~a ma~h~/~. 16. Imprim~ le 11 janvier 1892. 10 
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Ayant ainsi 
importantes 

Ous~af Kobb. 
r6solu les ~quations (7), nous abordons le syst~me de tr& 

formules 

(s) 

a'g Y' y" 

~2-~=~ ~' ~" I ' ay'~ 

~ s.F X' ~" I ~ 
a , - ~ = F ,  Y' Y" ~ , 

az" - -  F~ z' z" ' 

Z' ~,, [ 2 

a'--E~ = *v'l z' ~"1' az" y' y" ' 

a 'F F~ y' y'' I ~ 
~ =  z' z" ' 

a~F I Z' Z" 1~ ~y-~y. = F.~ x, x,, , 

a'F F,  x' z "  " 
az-TgT'= y , y , ,  ' 

az'ay' 
I Y' Y" I z' z"] 

X' X" 

O*F I z' 
x" y' y" ] ' 

a'F [ y' y" Z' ~" I 

aF =_ F,]z' Z" ~, X" 

x" y' y" 

l az. oz------; -~ F 2 y, y" 
yt ylP 

Z' Z" 

a'F a'F ~ 2F31 y' y" z' z" 
az'ay' + ay" ax' z' z" x" x" 

I 
a~F a'F z' z " l ' x '  go" 

ay'az' + ~z-7~y' = 2 F, x' x" J t Y' Y" 

a'F a'F 2F. z' x" / ly '  y" 
az" az" + ~z-z~-z "- Y' Y" 11 z'  z "  " 

F 2 et F a sont d'autres facteurs communs. 
Reprenons maintenant notre int~grale double 

pression 
(5) et 6tudions l'ex- 

De la premi6re des 6quations (4) nous tirons, en diff6rentiant par rapport k x, 
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ensuite on a, en 6ffectuant les diff6rentiations, 

75 

~ ~ = ~--2-~ + ~-V~y y + ~ - ~  + ~--'~57 + ~'~y ~,~ 

O'F 8z' O'F Oz" O'F Oy" O~F Oz" 
-5 Oz'~z" ~u -5 ~x'Oz" Ou -5 Oz'~y" Ou + ~x'~z ~ Ou 

~ <OF) V'F ,, O~F ,, O~F ,, O~F Ox ' ~'F 8y' 
~v ~ = ~ z + ~ y  + ~ z + o~'o~,' ~,, + ~'oy' ~,, 

0'F Oz' O'F 0x" O'F 0y ~ ~'F 0z" 
"5 Ox'Oz' Ov "5 Ox"Ov -5 Ox'Vy" Ov -5 ~z'Oz ~ Ov " 

Suivan t  les d6finitions des quant i t6s  

on a ~v idemment  

X', y', Z', X", y", Z" 

~ ~v ~ 8~ 8v ~ 0u ~v 

Ainsi 

, / o ' F  o 'F  ~ , / ~'v o'F ~ x" O'F "5 y,, ~'F -5  Z" ~ F  

O'FOz" 02F ~y' 
+ ~ ~ + ~'oy' ~,~ 

02F Vz" $SFOz" OgF ~y'nu V'F Oz" 

( + ( 
+ 2 ~'oz~ ov + \~y"Oz" ~ z . ~ y , / ~  "5 \~-7"~ "5 ~z'~z'/~--v" 

Maintenant  nous employons l es  f o r m u l e s  (8) e t  s u b s t i t u o n s  les  v a l e u r s  
~2F 0 'F 

de ~ , ~  etc. 
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On aura donc, 

,/o'F 

+ 
y$ y#J 

Z' 'Z" 

+ ~ [  

+ ~F~[ 

Y' Y" Oz" 
F~ z, z,, ~ +  

y' y" t o~" z' z, z,, ~ V +  x, 

�9 , ~#  y 'Y"  o~' 
z' ~"1 ~ +  x' 

Z' Z" Oy' X' 

x , x , , ~ + y  , 

Z" ] Oy" X' X" 

x,, ~v + y, g ,, 

Z" Oy' gg' X" 

: ~ , , ~ +  y,, y' 

y" 

On peut montrer que la premiere partie de cette 
divisible par 

y ,y"  

Z' Z" 

expression est aussi 

En ee but, nous diffSrentions les ~quations ( 4 ) p a r  rapport k x ,  y ,  z. 
Nous aurons donc 

(9) 

OP X' O'F ~'F Z' O'F 
= ~+ Y'~y--%s o~'o---;' 

OF X' OIF O'F Z' O'F 
o-~ ~ + y ' ~ -  + o~'0,j ' 

OF X' 02F , ~'F , O'F 

OF x" O'F y,, ~'F Z" V'F 

OF ,, O'F y,, O'F ~'F o-~ =x ~-7~+ ~y-~y+ z"o~'o--7,j 

OF X" O'F y,, O'F Z" ~'F ~7= ~Vz + ~ + oro--7 

,, 0~F ,, 0 i F  ,, 02F 

. 02F ,, 02F ,, ~2F o=x ~,~+y ~ + z  ~-Vg-' 

O'F ,, OiF Z" O'F 
o = x"~-Z~- + y ~y--W + ~--;~-, 

O= X' O'F , ~'F , O'F 

O ~ x' O'F , O'F , O'F 

, O'F O'F Z' ~'F o= x ~%-+ y'~y--~-+ ~7" 



,, ~F x ~  

y,, 8F 

,, ~F z~ 

et en ajoutant ees 6quations 

(,o) 
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Entre les 6 premieres ~quations nous 6liminons 

en multipliant la premi6re par x" et en retranchant la seconde multipli6e 
par x'; ensuite, la troisi6me par y" et la quatri6me par y'; et enfin, la 
cinqui6me par z" et la sixi6me par z'. Ainsi 

= (x,"y' - -  z'y") ~ ' v  + (x"z' - -  z'z") ~'~'~'F 

~'v (y"z' - -  y'~") ~'~' = ~"z' - -  y'z") ~ + ~ ~,,  

= (z"z' - -  z' ~..) ~'F + (z"r - -  z'y") ~,'~'v 

On aura aussi de la 

"~ '  y"~" z" 

= X"[X" ~'F ,, ~F Z" ~F] ,,r ,, ~F z" 

-5 z"[z" ~'F + x" ~V'F -5 Y" Vz"~yj~'F ] 

et ainsi de la 8 '~m', *o '~m~ et ,2 ' ~  

(~ ~) o = z'[z" ~ ~'~ + r  ~ ~'~ + z" ~, ,~j~'~] 

I- ,,~F , ,,~F ,,~F] --[z ~ty ~+~ ~j 

(~,,r , , , , / ~ ' v  ~ ' ~  (~,,~, x . . . .  / ~'~" 

+ (z"r  , , , , I  ~'F ~'~ 
-- ~ Y )~-~y ~y'~l" 

7t~me 9~,-0 et I I tSme des ~quations (9) 
t~ 

~z'~x / 
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Considgrons enfin les expressions 

, / ~'F 

,/~'F ~,~,~ 

,/;~'F 

~'F ~ ,/~'$' 

~'~ ,/.'~ 
~, /+x~,~y,, 

~'F) ~,(~'~ 

~'F ~ ,, ~'F ,, ~'F Z" ~'F 

~.'~'~ ,, ~'~" ,, ~'~" ,, ~'~" 
~, / + ~  ~ +  ~ ~ + .  ~ - - - - B ,  

En multipliant la premiere par z', la seeonde par y' et la troisi~me par 
z', nous aurons en les ajoutant et en tenant compte g l'~quation (I 2). 

Az' + By' + C~'--o 

et d'une mani~re analogue en vertu des ~quations (Io) et (l l) 

Ax" + By" + V,," 

d'o~ suit imm~diatement 

Y'Y"I  
A = G 1 z' z" 

et par com~quent 

03) 

- ' 0  

t Z' Z" 
B--- 6;., x' x" ' 

, , < )  ~ ~ \ ~ ' / - - ~  ~-~ 

~' z" G,+F~ z" z" ~ +  

+ F, ~" z" ~-, + x,' x" 

y' y'" ~" 
+2F~ z' z" ~ +  x'~" 

C = G i y , ,  y' 

Z' Z" ;~y' I X' X" 
x,~,, ~ - I -  y, y,, 

~ - ~ + y , y , ~  

~ - +  Y' Y" ~ J l "  
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D'apr~s le m~me proc6d6, formons les expressions 

79 

' ( 8  ' 
Alors mus trouverons que la quantit6 entre les {} reste la m6me, ee 
qui &ait k attendre, parce que cette quantit6 eat invariable par la sub- 
stitution circulaire 

y ,  

C'est seulement le premier facteur qui est changd en 

I Z' Z" Z' Z" 1 et x' x" y' y" 

Nous introduisons maintenant la notation 

(,4) G------ G, +.F,  z' z" ~'-uu + x' x" {uu + y' y" 

+ F2 z' z'" ~ + x ' x "  ~'v + y' y" ~vJ 

y, y,, ps z' z" ~y' ~ '  i 

+ 2 F ,  z' z" ~ +  x'x" ~ +  Y' Y" ~ I 

et nous aurons ainsi 

(,s) 

~ ~ ~ --~ ~" z' z" G, 
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En substituant ces expressions dans la formule (5) celle-ci devient 

~ I =  G z' ~" ~ + x' x" :q + y' y" dudv. 

Telle est la forme d6finitive, que nous pouvons donner k la premiere 
variation. 

Parmi toutes les variations, que la surface peut subir, ils s'en trou- 
vent certalnement de la forme 

$ = kS,, V = kr r  kr 

oh $ 1 , ~ 1 , ~  sont des fonctions arbitraires et k un congtant 6galement 
arbitraire. Dans ce cas, la variation totale A I  de l'int6grale (i) prend 
la forme 

, o  ] 
z' z" ~ +  x' x" ~ +  Y' Y" ~ dudv 

+ k'( . . . .  ), + . . . .  

Nous pouvons toujours ehoisir k si petite afin que le signe du second 
membre ne ddpende que du signe du premier terme ct du signe du k; 
or si A I  conserve toujours le mdme signe ind6pendant de k, il faut que 
l'intdgrale double soit nulle 

G z' z" $~'4- x' x" v i i+ Y' Y" ~ d u d v = o  

ou en introduisant une notation, qui sera conserv6e 

y' y" lz' z" Ix' x" 
w----- z' ~" $-1" x' x" ~ W  y, y,, 

( '7) f f  Gwdudv ---- o. 

Consid6rons maintenant une int6grale double 

f f r  ~ ) ~ ( . ,  ,,)a,,a,, 

r 
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6tendue sur tous les points dans l 'int~rieur de la courbe ferm6e 

81 

f ( ~ , , )  = o. 

I1 n'est pas n~cessaire que la limite soit une seule courbe; elle peut aussi 
dtre compos~e de plusieurs parties. Supposons que ~ et ~b soient des 

fonetions continues et cherchons les conditions n~cessaires, pour que l'int~- 
grale (x7) soit nulle, si ~b(u, v) est compl~tement arbitraire. 

I1 est evident que l'on dolt avoir 

~,@,~,) = o 

pour tous les points dans l'int~rieur de la courbe 

f ( u ,  v) ----- o, 

car dans l'autre cas, nous pourrions choisir le signe de ~l,(u, v) ~gal au 
signe de ~0(u, v), de sorte que l'int~grale devienne une somme des quan- 
titds positives, qui ne soit pas nulle. I1 est facile de voir, que cette 
condition existe encore, si la fonction ~b(u, v) s'annule aux limites. En 
effet posons 

r  ~) = f (~ ,  ~)r ~), 

e l (u ,  ~) = f (~ ,  v) ~ (~ ,  ~). 

Alors l'int6grale devient 

d'oh nous trouvons 

f f ~ l ( u ,  ~) r ~) - -  o, 

pour tous les  points int6rieurs. Mais de cette dquation et de l'6quation 

~1(~, ~) = f (u ,  ~)~(~, ~) 

il s'en suit que 
~o(u, v) - -  o, 

et parce que (~(u, v) est suppos~e continue, que l'~quation subsiste m~me 
aux limites. 

2 ~  r n a t ~ ,  16. Imprlm6 le 28 janvier 1892. 11 
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Nous appliquons ces considerations ~ l'int~grale 

(i7) f f  Gwdudv ---- o. 

Ici w est la fonction arbitraire, parce que elle renferme les variations 
$,  7/, r G au contraire est ind6pendante des variations. Apr6s le 
th6or6me r6cemment d6montr6 nous trouverons 

(i8) G = o 

pour tous les points situ6s dans l'int6rieur et sur la courbe 

f ( U p  V) ~ O, 

qui forme les limites de l'int6grale. 
La condition 

G ~ o  

nous donne une 6quation aux ddriv6es partielles du second ordre, d6- 
terminant les surfaces, qui peuvent rendre l'intdgrale double (I) un ma- 
ximum ou un minimum. 

I1 nous reste ~ 6tudier les solutions de cette 6quation, et K voir 
si elles donnent un signe invariable k la variation totale 

A I  

mais avant de faire ces recherches nous devons nous rendre compte des 
restrictions, clue nous avons faites pour transformer l'int6grale 31. 

Nous avons employd dans ce but t'identit6 

~--u \ ~z ' /  - -  ~z' ~u "+" ~ 7z' 

que nous avons integr6e pour parvenir k la forme (5). Mais, m~me pour 
des variations continues, nous sommes oblig6s de supposer que les variables 

X ~ y , Z ~ X'~ y ' ,  Jr ~" ,  y " ,  Z" 

sont continues. Supposons 6galement que x,  y , z  soient continues, mais clue 
x ' , y ' ,  z', x", y", z" cessent de l'~tre et, par cons6quent, qu'il existe des 
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lignes de discontinuit6 sur la surface. Soit AB une 
telle ligne e t  traGons auf~ur de AB un certain con- 
tour ferm6 CD sur la surface de faGon que dans l'in- 
t6rieur de ce contour il n'existe pas d'autre ligne de 
discontinuit6. Maintenant nous pouvons faire varier 
la surface de manibre que la partie au dehors de CD 
ne soit pas chang6e. Ensuite nous partageons l'int6- 
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S 
grale (I) en deux parties; dans l'une l'int6gration est 6tendue sur la partic 
A B D d c  la surface, dans l'autre sur la partic ABC. Dans chaque partie 
la surface est r6guli&re et nous pouvons, par cons6quent, effectuer la 
transformation de l'int6grale ~ la forme (5). Ainsi: 

Mais il est 6vident, que l'on dolt avoir 

G-~-o 

pour toute partie r6guli&re de la surface. 
Ensuite, les variations $, 7/, ~" s'annulent au contour CD. Alors 

$I  se r6duit 

.4- 
si nous d6signons par H et / t  les valeurs de H aux deux c6t6s de la 
ligne de ~liscontinuit6. 

=fl[(< (< 

+ 
ds 6rant l'~16ment de l'arc. 
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Par les m~mes consid6rations qu'au paravant nous trouverons, pour que 

~ I =  o 

que suivant la ligne de discontinui~ 

OF 

OF ~F OF 
~ss---= o, 

~ § ~_ ~-- ~ +-- ~._ ~=o 

ou en d'autres roots, que les quantit6s 

OF dv aF du OR dv ~F du OFdv OF du 
(19) Oz' ds Oz" ds ' ~y' ds Oy" ds ' ~z' ds ~z" ds 

doivent 
surface, 
nimum. 

Noun avons trouv6 comme condition ndcessairc ~ l'existence d'un 
maximum ou d'un minimum, que la surface ou au moins chaquc partie 
r6guli6rc de la surface, doit satisfairc h r6quation aux d6rivdes partielles 

rester toujours continues suivant chaquc courbc trac6e sur la 
pour quc l'int6grale (x) puisse ~tre un nmximum ou un mi- 

I1 faut, maintenant, 6tudier les solutions de cette 6quation et distinguer 
celles, qui pour toute variation possible donnent k A1 un signe invariable. 

G = o .  
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II P a r t i e .  

l'6quation propos6e. 

ax az Soit 
~ t  ~ ~v" 

Su~" l'dquatton G = o .  

Etant donn~e une 6quation aux d6riv~es partielles du second ordre 

F x ,  y ,  z ,  vz  ' ay ' az' ' axay ' a y ' / =  o 

on peut se demander s'il peut se pr6senter qu'une int6grale de cette 
6quation soit ddtermin~e seulement par la condition de passer par un 
certain contour ferm6 de l'espaee. L'6quation de LAPLAC~ 

~ z  ~ z  
~z2 "4- ~y~ 

en donne rexemple, mais est elle la seule? M. PICARD 1 a r6solu cette 
question pour les dquations lin~aires, et il a donn6 des criteriums avec 
lesquels on peut, d'avance, sans avoir int6gr6 l'6quation propos6e, juger  
s'il existe ou non une seule int6grale passant par le contour. 

En nous appuyant sur les r6sultats de M. PICARD nous allons 6tudier 
la m~me question pour les dquations non lindaires. Nous nous bornerons, 
pourtant, aux 6quations qui sont lin6aires par rapport aux d6riv6es du 
second ordre. Soit 

~ +  ~u~v + ~v' + F u ' v ' x ' ~ ' ~  = o  

A , B  et C sont aussi des fonctions de u , v , x  

deux int~grales de eette ~quation qui passent par le contour donn~, on 
a, ~videmment, 

(2) �9 = + -- = o. 

i J o u r n a l  de Math .  4 s~rie~ tome 6, pag. I45. Sur la thdori~ des dquations 
aux d2riv~e~ partidles et la m~thod~ des aFFraximations successives. 
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Consid6rons l'int6grale double 

(3) + 

L'int6gration est 6tendue sur tous lea points dans l'int~rieur de ]a courbe 
ferm6e 

f ( u ,  v) = o,  

qui est la projection dans le plan (u, v) du contour donn6. En vertu 
de (2) l'int6grale double (3) est nulle. On volt ensuite, imm6diatement, 
que $ s'annulle sur la eourbe 

f ( u ,  v) = o. 

D6veloppons, maintenant, la diff6rence (2) suivant la formule de TAYLOR. 
On aura, en s'arr6tant aux termes du second ordre 

(4) ~(x + $ ) -  ~(x) 

= A~'~: a'~ C~'~ ~ + ~ aO~ 

oh H~ renferme les termes du second ordre. Comme r est lin6aire par 
rapport aux d6riv6es du second ordre, il n'y a pas de termes de la forme 

Alors, on peut 6crire 

oll r~ et r, sont les trois quantitds $, aS aS et les A~ sont des fonctions 
~u ' ~v 

lin6aires de ~ et de ses d6riv6es du premier et du second ordre. 
Nous substituons la valeur donn6e par (4) della diff6rence (2) dans 

l'int6grale (3) et int6grons par partie les termes 

en observant que $ s'annulle aux limites. Par  cette int6gration par 
partie les termes sous les signes sommes, qui proviennent des termes du 
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premier ordre de la difference (4) deviennent aussi une forme quadra- 
tique des variables r ~ , ~  

reals, off Ies Aaz sont ind6pendantes de $ e t  de ses d6riv6es. L'int6grale 
double (3) prend ainsi la forme 

(5) 

Supposons que 
x - -  x ( u ,  

soit une int~grale de l'~quation (I). Substituons cette valeur dans les 
coefficients A~., et .4~,. A10rs ~ si la forme quadratique 

dans la r~gion consid4r4e du plan est une forme d~finie, on peut toujours 
fixer des limites supdrieures de $ e t  de ses d4riv~es du premier est du 
second ordre, de fagon que la forme quadratique 

sera aussi une forme d~finie. Mais, si la forme sous les signes sommes 
est d~finie, l'~quation (5) est impossible, saul pour 

r 1 ----- v.~ ~--- r~ ----- o ou $ ---~ ~u ov 

Cela veut dire, que l'on peut entourer le contour donn4 d'une aire telle 
que dans cette aire il n'existe pas d'autres int~grales de l'~quation (i), 
qui passent par le contour donn~, et qui diffdrent tr&s peu de l'int4grale 
d4j~ trouv~e. Ainsi pour d4montrer l'existence d'une telle aire, il suffit 
d'~tablir, que la forme quadratique 

H = ZA~zr~r z 

qui provient des termes du premier ordre de la difference 

r = + 

soit une forme d~finie. 
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Ces r6sultats peuvent, facilement, gtre 6tendus k une 6quation du 
second ordre avec un hombre quelconque de variables d6pendantes et 
ind6pendantes, ainsi qu'k un syst6me d'6quations. Supposons, par exemple, 
qu'il s'agisse du syst6me: 

�9 , ( ~ ,  y ,  z) = o, ~,~(~, ~ ,  ~) = o, O~(x,  y ,  ~) = o. 

Alors, on consid6re l'int~grale double 

I1 y a, pourtant, une simplification importante, qu'on dolt observer. 
Nous avons suppos6 l'existence d ' u n  certain syst6me d'int6grales 

et nous voulons savoir s'il existe un autre 

x + $ , y + 7 ] ,  z + ~ "  

qui passe par le mgme contour. Mais alors, il n'est pas n6cessaire que 
les trois fonctions $, 7/ et ~" soient ind6pendantes. En effet, cela revient, 
au fond, k la question de faire correspondre k une surface primitive 
une autre, qui en est infiniment voisine. Cela peut se faire d'une in- 

f in i t6  de mani6res, mais, si la surface primitive est r6gulaire il suffit, 
6videmment, de poser 

= al, ~ ----- bl, ~ = cl 

o6 a , b ,  c ,  sont :des cosinus directeurs de la normale de la surface pri- 
mitive au point ( x , y ,  z). Alors, la quantit6 sous les signes sommes 
devient une forme quadratique de 1 et de ses premi6res d6riv6es, sur 
laquelle nous pouvons employer notre m6thode pr6c6dente. 

Nous allons employer ces principes sur notre 6quation 

G = o  

mais, il vaut mieux consid6rer le syst6me 6quivalent I (I5) 



Sur les maxima et les minima des int4grales doubles. 89 

r ~ = ~  ~ --~ --o, 

Notre intdgrale double sera alors 

ff{~r~ + ~ r ,  + r 

ou, en nous bornant aux termes lindaires, 

(6) ff{$~r~ + ~r~ + r 

En vertu de la forme spdciale des coefficients des ddriv~es du second 
ordre on peut aussi intdgrer par partie les termes de/ /1,  qui contiennent 
les secondes ddrivdes de ~, 72 e t r  Les fonctions A~z ne contiennent pas 
donc ces d~riv~es et, par  consequent, il suffit de fixer des limites sup6- 
rieures de $,  ~/, r et de leurs we~ni~res ddriv~es seulement. 

Pour montrer cela il suffit de considdrer les termes de la forme 

vu ~u' ' ~v vv' ' etc. 

car les autres termes sont immddlatement intdgrables. 

r~ = -- ~,, ~ -- ~,y, ~ , - - . . .  

et, par consdquent 

~ z ' ~ y  ' ~ u  ~ u  ~ 

On a 

OU 

~r~= ~y'~"~u ~ - - . . - "  

De la mdme mani~re on peut traiter 
On volt donc qu'ils sont intdgrables. 

Avta ~tb~mab;r 16. Imprim{~ le 2 f~vrler 1892. 

tous les termes de cette forme. 

12 
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I1 s'agit ensuite de former l'expression 

Dans ce but partons des formules ttonn~s I (xS) 

On aura 

() () ~F a oF o oF 
G --- -- -- r~, z' z" ~ ~ ~ ~ ~" 

�9 ' x" G ~F ~ ~F ~ ~F =F~, 

Y'Y"I 
Z' Z" 

X t g~" 

y' y- 

yg ~?P 

~' 2," 

~' Z" 1 X' X," 

X t ~"  [ 
y' y,, 

G = ~r,, 

En multipliant la premiere ~quation par ~, la seconde par ~/, la troisi~me 
par r et en les ajoutant on trouvera, parce que 

G----o 

ou en employant la notation d~jk introduite 
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Calculons en l'expression 
~ar, 

~r~ ~ + ~:~ + + + ~ ~ + ~ -  

Oll o n  8 ,  
I ~z' a~ - 

t t t  

a t  ~ Xn ~ ~V ~ 

91 

t t l  - - :  

etcet. 

Le cMcul des coefficients de cette expression se fait 
ment il faut observer que 

mais que 

etcet. 

facilement; seule- 

etcet. 
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On trouvera ainsi 

Gustaf Kobb. 

+L~-{' ~,~'~y "e~ \~,,,'~y' /--~ ~ ~ 

�9 -F L~ ~, ~-~,~ ~, \~,~,I --~ ~ ~ 

r : ~  ~'~ ~ ( ~'~ l ~ ( ~'~ l l ~  ~r 
-F L~-~. ~ . ~  ~u \~z '~" i  - -  ~ \~z .~r lJ  

~ ' P ~  ~,~, ~'~ ~,p ~'~ ~ , ~ , ~  ~,~, &~,~ ~'~ ~ '~ 
" ~  ~x'ay" "~u ~ ~z'~a' ~u~ ~z  "~ ~v ~ ~z 'ay"  1~v~ ~ z ' ~ "  ~v ~ 

Multiplions les deux membres par dudv et int~grons par partie les termes 
qui contiennent les d~rivdes du second ordre. On a, parce que $ , ~  et 
r s'annulent aux limites 

- -  ~ Jd l~zVy, ~u~u + ~ \ ~ /  ~ dudv, 

i f"  ~'~ :~  ~ - = f f  l ~'~ ~ ~ ~ ( ~'~ ~ ' ~ l  - - j j  ~--~-~'$~-~v auav j j  I~'~'~,~v+~\~--%Z'/ ~vl dudv, 
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--Jd I ~ + ~"~Yl ~ ~--~-~ ~ + ~'~Yl  ~,~ ~,, 

etcet. 

En trai~ant de la m~me mani~re les deux autres expressions 

{ ' 
~<~ ~ \ ~ i  ~ tWi l '  I ~. ~- 

et en les ajoutant ~ la premi&re, nous aurons enfin 

(7) f f  ,o 

+ ,-e~ ~ ( eF , i ~ ( eF ,~ l c 
LT~ , ~,~ \~z'~ / - - ~ v  \~" ~ / J 

-i- [2 ~'F 
~z~y 

( ~'~' ~'~"~ ~ ( ~'F ~'F \ - ,  

+ 2 ~z~z 

n i- [2 ~'/' 
Oyez 
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~,~ + ~ ( ,,r, ~1~ + [.~,r, 
~'~z ~ \~-g~z'Id-~,., L~z'~z, 

+ ~,~, ay'~ ~ ~ ,~-~ ' )J '~  + ~,,~ ~'ay ~ \ ~ ' ~ ' /  

+~-~\~]'+~-V ~ ~ + "~'~y'~,,a,, + ~ . '~z - - '~  ~y'--~\~,~/ 

( ~'~ ~ ' ~ ( ~ +  + ~ - -  + \~z-V~ + ~'~z'/ ~ ~ /  
$'F ~2 ~; 

( ~'F ~'F h(a~vr ~ a'P ~r 

Transformons eette int6grale: En premier lieu on a, 6videmment, lea iden- 
tit4s suivantes 

~/./,1~,,~.~ ~.~,~ ~,~,F ~.F~ I o = -~ ~ \a.~y, + ~ y . ~ , / ~ ( ~ )  - -  ~ ,a.ay. + a y . a . / ~  (~ )  dudv, 

= , f f l  o i "~  . ' ~ o  o co'~ ~ 1 7 6  "1~'~ ~v,  o ~ ~\~'~" + ~ / ~ ( ~ r  +~'~z/ 

o-= ia~\afa,-{-a2.ay,/~(~2 )--~u\ay.az,.4- z.ay,/~(~tr ) dudv. 

En ajoutant ces identit6s ~ notre int6grale (7), lea termes renfermant les 
produits des variations avec leurs d4riv4es prennent une forme plus sym- 
m6trique, savoir 
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L 

Oy'ax Oz'ay 2 Ov \~-~-y '  

__[ o'F ~'F ~ o ( o~F 
LOy"o~ o~"oy + 2 ~ \~--~y" 

etcet. 

I1 faut, maintenant, ealculer les expressions 

2~v  \~--~y' Oy"O~e" ' ~ Ou \~z"Oy' 

- - - - ~ . / j  

oy"oz ' ] '  etcet. 
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ou en introduisant les notations 

y ' z "  - -  y " z '  = a ,  z ' x "  - -  z " x '  = f l ,  

z ----m,..~ (8) ~ ~k~--%' ~y'w/ o~ 

x'y" - -  x"y' = r, 

,, OF 
~ ~. 

et, dans ce but, nous partons des quatre dquations suivantes, qui se 
trouvent parmi les 6quations I (6) 

oF  X" O~F -lt-y '' O~F ,, O'F 
Om '--~ "~ Oz" Oz' Oy" Oz' -]- Z ~ , 

OF , O~F , O'F , O'F 

O~v" Om"~' Oz 0~ 

OF " 02F " ~2F Z" O'F 

- - ~ = x  ~--2~V. + y ~u-%" + ~-AV'  

OF X' OIF ' OSF ' OSF 

Multiplions la premi&re par -5 z', la seconde p a r - - z " ,  la troisi6me--z', 
la quatri&me par -{-z" et ajoutons. Nous trouverons donc 

~ (~' ~ + z" ~F"/= (u"~' --  Y ' ~ " ) 0 ~  / ~ ' F  + (W' --u""~; 0~--% ~'~ 
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En diff~rentiant (8) par rapport k v 

a av \a~'ay' ay'a='/ av + ~v ~ + ha' av 

{- a," av ,- av \a,'ay' a~--W~'}' 

or les valeurs de x , y  et ~ satisfont h l'~quation 

aa: au - -  ~ ~ = O, 

par consequent 

ainsi 

az -z 

I a ( a'F 

,aa  ( a:F a'F '1 
"{" 2-~ \aa'ay' ay'az'/" 

Parmi les formules I (6) et I ,(9) on trouve les suivantes 

(9) 

OF Z, O'F , O'F , a'F 

0 ---~ 
X" O'F y,, $'F Z" O'F 

~F 
~z 

~,, O'F O'F Z" O'F 
a~" ~ '  + Y" ay" az' + ~ ' 

y, ~'F , ~'F 

O 
X' a'F y, ~'F , a'F 

0 ~,, ~'F ,, ~'~' if, ~'F ~-~ +y ~+ ~-y;-~," 
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On a ensure 

97 

ax" ax" ay" a y '  0z" az' 
9u 9v ~ a~t ~v ~ 9~t av 

En diffdrent iant  d i ree tement  --=~ pa r  r appo r t  h u et  v, on a en ve r tu  des ax 

relat ions (9) 

,,V , ~ F  a~F ~ F  ] _ _  [ aPE a~F ~,, a~F]  
= z [~, ~ , ~  + y' ~ , ~  + z' a~'a~ j Z'kX"-~- + y " - - - -  + axax ay'ax ~ az'axj 

'va~F " a~F " a~F Z" O~Faz' a'F ay" a~ az' 
"31-Z ~ 9 g  

a~F ~x" a~F ay" 
+ a~'a~" a, + a~'~/a 

O~F ] V , a~ , a"F ~, a 'F  "1 9z" 9z' 

+ a~'a~" ~ j  - - ~  [z ~ + .~ ~ + .  a;,;'a~'l 

,,V a~F , a~F , a~F a~Fax" a~F all" -t- ~ z' + az,--~ ~--; + a~'~:z" a~, 
a~F 9z" 

.3ff ax' gz' 9it 

a~F aoe" 
"3I- 3x'ax" 9u 

a~F ay" a2F az ']  ~z' F ,,a ~ ,, a2-F ~ F  ] 
+ a~'~y" ~ + a~'~" ~ _ + ~ ix  - ~  + y ~ , ~  + z" a,~'a~'j 

az' F ,, a~F y,, + ~ [ x  a ~ "  + - -  a~F Z" a~F ] az" [ a~F 
ay" ax" + az"az" j - -  ~ x' ~x,,~Z + y' 

a~F Z' a"F - 

t aa (. a'F a~ 
2 av \az"~y" ay"a,r/) 

k@'ax 

a'F / ,ay" ,,aE ,a." z,,ay"t 

a~F / aX" ,~tt aZ' xtaZ" aX') + ~  z' - - .  - - - - z "  

a2F ( ay" az' + ~  z' y" a~" 

Aeta mathematica. 16. Imprim6 le 4 f~vrier 1892. 13 
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ou en tenant compte des valeurs de a e t  fl 

= ~ , [ ~ ' ~  ~ " F -  1 ~ ' , , '~ ,s  ~-~ ~,, ~'F ~,~ 

mais suivant I (8) 

~ , ~ -  . ~ 1 ~  

~x"~' --- l ~  

et par consequent 

~"-F 

, ( .  ~_~_ ~ ~,, . \  , ~,,\ 
..\ ~ - -  fl~). 

De la  mdme mani6re,  on t rouvera  

a O'v) 

(,o) ~z=Ox' [ ~ z O x  ~v 

,. . k ~u 

s \ ' ~ v  ~t , )  ) 

! ~ (' ~:r ~'F __ [ ~'F ~'F-I - -  
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Nous introduisons maintenant ces valcurs dans les coefficic~lts de notre 
int6grale (7) en employant les abr6viations 

a' ~a ,, ~a ~fl if '  ~fl etcct. 

Les termes contenant les d6rivdes des variations peuvent ~tre dcrits de la 
mani6re suivante, si nous nous servons des formules I (8) 

u =  - -  [F~(~/~, - -  tic) + ~(~/~" --/~")]$~' 

- -  [ F & y ,  - -  fl~,,) + F ~ ( ~ y  - -  flc)]~,~,,  
+ [r~(~y, -- /~, , )  + ~(~/~, --/~,)]~r 

- -  [~ , (~r '  - -  r~') + F~(~r" - r~")]~r 

+ [F,(~r' - -  r~') + /~ (~ r"  - -  rr162162 

- -  bv~(~r '' - -  re ' )  + F ~ ( ~ /  - -  r~')]~r 

+ [F,(~/, - -  # , )  + F3(~r' - -  rC)]r162 

- -  [ F l ( f l T '  - -  713') "-}- F 3 ( f l Y '  - -  7fl")]~C 

+ [F,(gr' - -  rY) + ~v,(/~r" - -  rY')]r 

- -  [F,(~/, - -  rY') + P~(~r' - -  rY)],~r 

+ [F,(~r" - -  rY') + F~(/~r' - -  rY)]@" 

+ F~(~'$ '~ + ~ ' ~  + r ' r  '~ + 2~/~$',~' + ~N'~" + ~/~r~'~") 

+ F,(a~r '' + fl',~"' + r'r ''~ + ~ag$",]" + ~r$"r + ~flr,F'~") 

+ ~ . ( ~ ' ~ "  + g',~',~" + r~r162 '' + ~Y(r + r + ~r(~'r + r  

+ gr(~'r + ~"r 
On volt imm~diatement,  que les trois derniers termes sont 

~',(~e' + y,;' + re')' + / ~ , ( ~ "  + ~ " +  re")' 

+ ~:v (~, + ~ , +  r;')(~r + fiT" + r:'"). 
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Nous allons ensuite former rexpression 

W =  t, ~ \ au / l"~ \ av / --k : t"a ~g ~7 v , 

oh w g la mdme significa%ion qu'auparavant savoir 

w = aS + fl,; + r~', 

alors 

et ensuite 

, / a w \  ~ 

F ~ 'aw'~ ~ , \~]  = 

~.i~ a w a w  
a an  av  

- -  = ~ '  + fl,~' + re' + ='~ + fl'v + ~'r 

. . . .  ~ "  + fl,/' + r~'" + ~"~ + fl",~ + r" r  am 

~',(=~' + fly' + r=') ~ + ,~;(=~' + fly' + rr + #v + r';) 

+ ~', (~,~ + ~',~ + r'r -~, 

~'~(~"+ ~ " +  re")"+ =F=(=~',+ fly"+ rr + fl"v + r"r 

+ u,(=,,~ + #,,~ + r"r 

- "-<(=~' + fly' + rr + fly" + re'") 

+ ~<(=e + ~v" + r~")(="e + ~"v + r"r 

+ -%(=~" + ~ " +  rc")(='e + P'v + r'r 

+ =<(='~ + ~',~ + r'O(="~ + ~",~ + r"r 

+ ~],;(~,r + ~ , /+  rr flv"+ re") 

+ ,~'[,F,~, + <u~r  ,~'DF, fl K + ~F~fl~'] + r162 rr' + ~F~rr"] 

+ e~"D~'===" + ~'~='] + ,~,/,[=F~fl~, + ~<fl#] + r162 + aF, rr'] 
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+ ~r + ~F~r~"] + r162 [~l~r '  + ~'~,r"] 

+ Wl, 

w, = ~'[F,~" + ~5~ ''~ + ~i~'~"]  + '2[~,~ '~ + ~:3 ''~ + -~/~'~"] 

+ :~[~,r '~ + -~'~r ''~ + ~or'r"] 
+ e,~[:F,~,'~' + ~.~"# '  + ~f~(~'~" + r 

+ ~r + ~ " r "  + ~ (~ ' r "  + ~"r')] 

+ ,~:[2F, K r ' +  ~ - ~ " r " +  ~-~(#r"+ #'r')]. 

Formons maintenant la" diffdrence 

W - - U .  

On trouve que dans cette diff6rence les coefficients de @' et de ~;~', de $~" 
et de ~$' etcet, deviennent 6gaux et, par consdquent, que la diffdrence 
peut s'6crire 

W - - U =  

[F,~, + ~  j~(e ~) + [F,~' + F ~ ' ] ~ ( ~ )  + [Err, + -~r r  J~ (:~) 

+ [F:::,, + ~ ~ (+~) + [ F j # ,  + F:##,] ~ (~ ~) + [F:rr" + :rr ] ~ ( ~ )  

\ 

+ F, ~(~r) + F~(~r)]F.(~r ~(~r) + F ~  ~(,~) 

+ W~. 
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En int6grant par partie on aura 

if(W-- U)dudv 

r r  t 7T ! t s !  f 

~ [F,(~,#" + ~"#) + 1~'~(~#, + ~,#)] 

I-2" . . . . . . . . . .  2 / , "  '~' "+ ~ " r ' ) - -  ~ ' ' +~z L ~ ' ,~r- , -~ '~ r + ~ r ~ [~(~r  +~'r)+&(~r"+~"r)] 

[~(,,r" + ,,"r) + F~(~r' + ~'r)]] 
~ v  

+~i.., ~F,#'r'+ ~ ' J " / ' +  ~F~(#'r"+fl"r')-- ~[~' ,(#r '+ #'r) +~"~(#r"+fi"r)] 
- I I  + + 

Nous introduisons maintenant les notations 

, . ~  , ~ , _ ,  , ,  

= ~ 1 ~  + ~'~a") + ~ a  + Y~'), 

~ - , ,  

( , : )  B ----- ~ , (F ,  fl' + F~fl") + Fvv(F~fl + -~;fr 

, , ,  ~ ~ , ,  

c = ~(~ , r  + ~ r  ) +  ~v(~r + ~'~r'). 

Alors on trouvc, aprfs avoir effectu5 les diff~rentiatlons 

if(w-v)a.   
= --#[$~Aa + 7] ~B[3+ r r + $r](A[~+ Be)+ #r r + Ca) + ~]('(Br + Cfl)]dudv 
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et, par cons6quent, 

f f  { /~w', ' C w) 

Mais 

+ ~I~, ~-~ + ~A~ + ~Bfl + r r 
' J 

est la partie de 
En introduisant les notations sui'vantes notre 
s'6crire 

f Ududv 

l'int6grale (7), qui contient les ddrivdes des variations. 
int6grale double (7) peut 

(,3) 

O~F T 

~ F  r 

O~F 7" 

o~F ~ 
i l  2 - -  ~x~y 2 ~u 

L I  3 - -  ~x3z 2 ~ 

O~F ~ 

~.y+~y.~/--~\~,,~y ~y,. /+~(Aft+Ba), 

f f  w3Gdudv 

Cette forme de l'int6grale (7) se simplifie encore. 
que, les coefficients L ont lu forme 

L, ,  = F,~2, L .  = F, fl 2, 

L12  ----- ~4(~?,  L13 = F a a T ,  

oh F~ eat un certain facteur commun. 

Nous pouvons d6montrer 

L ~  --  F,r  2, 
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Pour d6montrer cela il suffit 5videmmcnt de d6montrer que les 
coefficients L satisfont au syst6me suivant des 6quations lin6aires 

(~4) 

x 'L~  J- y'L~ 

:r"L~ ~ -t- y"L,  

x ' L ~  -q- y'L~ 

x"L~ ~ q- y"L~.. 

~ 'L~  q- y ' L ~  

~"L~3 + y"L~ 

-~- z 'L~  ~- O~ 

+ z"L~ ~ ----- o, 

+ z 'L~ = o, 

+ z"L~ 3 = O, 

Ur z'L:~ ~ : O, 

J- Z"L.~ ~ ----" o. 

C'est le mdme ,~yst~me que nous avons d~j,~ r~solu et dont la, solution 
se trouve parmi les formules I (8). 

Pour ddduire ces 6quations par exemple l~ premiere, partons des 
deux 6quations 

~F ~ F  , ~F  ~ F  

o - - - x ~ + y ~ +  ~.~---~ 

qui se trouvent parmi les formules I (9). Diff6rentions la premiSre par 
rapport k u, la seconde par rapport h v et ajoutons. On trouve 

2"~F 2x' 8~F ~y' O2F ~z 

En observant que 

8u 8v 3~t ~v ' ~u 8v 
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o n  a u r a  

J 

~'I -~'~ ~ (~'~ ~ ~ (~ '~ I I  + L~-~z ~u \~ -~ -~ / - -~  \~z--~/J ---- o. 

Les coefficients de y' et z' peuvent s'6crire 

~ . ( O"F ~ F  ~ 
~u \~z--~ -]- v~" ~z / 

~z'~z + z ~v \~z"~z ~z"~z/" 

Parmi les formules (~o) nous trouvons les relations suivantes 

~ , y ~ y , ~  = F (~fl' - -  fl~') + F 3(~fl'' fl~") - -  ~ \~xW ~T~i/' 

| 

Diff6rentions la premi6re par rapport ~ u, la seconde par rapport ~ v 
et ~joutons 

~u \~m'Oy ~y'~z ] ~v \~-~y ~.~" ~z / 

Ou 

En effectuant les diff6rentiations on aura 

; - ;  " -  " +  F.='). 

Aeta ~ thenmHe~ .  16. Imprlm~ le 15 f~vrier 1892. 14 
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Ainsi avee lea notations (x~) 

On trouvera de la mgme mani~re 

En subatituant cea valeurs dans 
n~aire prend la forme 

(~) 

, r  ~'~F ~ 

+ ~1~-;~ ~ 

~xOz 2 ~u 

Gus ta f  Kobb .  

~y" ~ x ,  

Oz ~ a.x/ C a -  A T. 

les expressions (~5) notre ~quation li- 

Ensuite on a l'identit~ 
~c'~ "Jr" Y'fl + z'r ~ o 

Ax 'a  + Ay'fl + Az' T = o. 
ou de m~me 

En ajoutant eette identitfi k l%quation (I6) on aura 

,~.'F ~ ( ~'~ ~ ~ ( ~ ~ ] 

+ y, r ~,F i 

,VO~F + ~ [ ~  

ou apr6a lea notations (I3) 

x 'L l l  + Y'Ll~ + z'L13 = o. 

D'une mani@c 
tions (I4). 

~ O .  

-----O 

tout ~ fait analogue, on peut d6duire les autres 6qua- 



Alors 
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L1]~ ~ ~- L2~7 2 4- L3~ "~ + 2L12~ + 2L13~'gr 2L2~"  

= ~ ( : ~  + f l : ~  + r:r + : ~  + -~r~r + ~r~Z)  = ~ ( ~  + fl~ + rr) ~ 

~4W ~. 

En substituant ce r6sultat dans l'expression de 

f w 3 Gdu dv 

cette int6grale double, prend la forme tr6s simple 

w3Gdudv = F~ 1~ 2T.~ w~, v-v + t'~w2 d~tdv. 
J 

Les coefficients /~ ,  F2, F3,/;'4 sont des fonctions connues de x ,  y ,  z et 
de leurs d~riv~es, mais ils ne d~pendent point des variations $, 7], ~. 

Supposons que nous ayons intSgr~ l'~quation 

G ~ o  
par les fonctions 

x = x ( ~ ,  v), y = y (u ,  v), ~ = ~(u,  v) 

et que la surface repr~sent~e par ces ~quations passe par les limites 
donn~es. En substituant ces valeurs de x ,  y ,  z dans les coefficients F~, 
F2, F~, F~ ces derniers deviennent des fonctions de u et v. 

I1 s'agit de trouver si pour ces valeurs de x , y , z  la forme qua- 
dratique sous les signes sommes de (i 7) 

F1/•W\ ,2 tOW t ~ OW OtO ~ )  + ~; ~ + 2F~--~ ~v + F~w, 

est une forme d~finie. 
Cette expression peut s'~crire 

' l ( ~w'-F F ~w' ~ Cw) ' I F, ~u 3 ~--vv ] gr- (FIE2 - -  Fi) ~v + F~ F~ w: �9 

Maintenant nous pouvons suivre la marche indiqu~e par M. PICARD dans 
son m4moire d~j~ cit~. 
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On voit imm6diatement, que la forme est ddfinie, si 

F ,  F~ - -  F~ > o, 
(x8) 

La premi6re de ces conditions est n6cessaire. 
~" Dans le cas, off la seconde n'est pas remplie, il peut pourtant se 

pr6senter que la forme peut gtre transform6e d'une telle faqon, qu'elle 

sera d6finie. 
En effet, on a, quelles que soient les fonctions r6elles et continues 

B et B~ de u et v, 

ff[,(,w') ~("~')l i ~ +  ~v i d u d v : o ,  

l'int6gration 6tant 6tendue sur tous les points dans l'int6rieur du contour 
donn6 C. En ajoutant cette identit6 s l'intdgrale (I7) nous aurons 

. ; f l  ,(aw~' F (aw']" " ,'a~,vwawvv ff wdGdudv= f'lkaul + ~\av/ + oF 

+ \9z* "3t- ~ 2f. F4 dudv. 

~w ~w . . . .  [- 2Bw~ + 2B~w~v 

La forme entre les crochets sera d6finie si l'on a 

F I F , - - H >  o 

et ensuite s'il est possible de d6terminer B et B~ de fa~on que 

I ] F~ '~"  ~ ,  ~ : ) _  ~'~ ' + ~ ' ~ B -  ~ B '  > o. 

M. Pic.~nD a montr6 que cela est toujours possible si le contour 

est suffisamment petit. Si 
F~V, >o, 

on peut dvidemment poser 

B - - - - B I = o  

et on retombe ainsi aux conditions (18). 
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Si ces conditions sont remplies, l'6quation 

109 

f w3Gdudv -~ o 

n'a pas d'autre solution que 

W~-~O 

o u  

~ y' y" z' z" x' X" 

z' ~" -kT] x' x" § 1 6 2  Y' Y" -~o .  

Cela veut dire, que la projection /~ l a  normale de la surface donn~e de 
la distance au point correspondant de la surface varide est nulle, ou que 
la surface vari6e coincide avec la surface donn~e. 

Les conditions (I9) remplies, d'apr~s le th~or~me d~montr~ au com- 
mencement de ce chapitre, il est toujours possible de construire une aire 
autour du contour donn~ dans l'espace, de fa~on que dans cette aire il 
n'existe pas d'autres int~grales de l'~quation 

G-----o~ 

qui passent par le contour donn6~ et dont les variations des d~riv$es du 
premier ordre des coordonn~es des points correspondants sont infiniment 
petites. 

Dans ce sens nous disons qu'il n'existe qu'une seule surface, donn~e 
par l'~quation 

G ~ o ,  

qui passe par le contour donn6, ou bien que l'inte~grale trouv~e est 
unique. 

Nous pouvons en tirer une consequence extr~mement importante. 
Les quantit6s 

F,,F2,F3,F  

sont des fonctions continues de x , y ,  z et de leurs d~riv~es. Par  consequent, 
si les conditions (I9) sont remplies pour la surface primitive, elle le sont 
aussi pour toute autre surface qui diffdre tr~s peu de celle-1/~. Ainsi on 
peut construire autour de la surface primitive une aire telle que les 
conditions (I9) soient remplies pour chaque surface dans l'int~rieur de 
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cette aire qui diff~re tr~s peu de la surface primitive. Prenons ensuite 
dans cette aire un contour ferm~ compl~tement arbitraire. Alors nous 
pouvons ~noncer le th~or~me suivant: 

))S'il existe une surface ou une int~grale de l'~quation 

G-----o 

qui passe par ce contour, et si, en outre, la surface est situ~e tout ~ fait 
dans l'aire susdite e t  diff~re tr~s peu de la surface primitive, il n'en 
existe qu'une seule.)) 

Nous verrons plus tam l'extr~me importance de ce r~sultat. 
I1 est facile de voir qu'il est n~cessaire pour l'existenee d'un maxi- 

mum ou d'un minimum que la forme quadratique sous lcs signes sommes 
de (I7) soit une forme d~finie. En effet, nous avons pour des variations 

spdciales. 

],+'8~i k~33 I + + + '  

o~ 

et, par consequent, 

~I  = f f  G w d u d v  

en vertu de l'6quation 

Ainsi 

G - ~ o .  

(:o) A I  = w 3 G d u d v  -b 13 - -{- . . . .  

On pourrait toujours choisir k si petite que le signe de A l s o i t  le mdme 
que le signe de 

f f  w 3 G d u d v  

et pour que cette int~grale conserve toujours lc m~me signe, il est ab- 
solument indispensable que la forme sous les signes sommes soit d~finie. 
Par consequent, c'est une condition n~cessaire si non suffisante pour 
l'existence d'un maximum ou d'un minimum. 
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I1 nous reste maintenant  k 6tudier la condition (~9) 

~B, F~)--  2F~BIB-- F~B~ I F~ I(F~F~ - -  F~)( 'B +--~-v + F~B: A- > o .  

111 

P o s o n s  

(2i) F~. /OB oB~ F4) 2F3B, B F:B 2 (F~_~'~ ~ ~ ) ~  "4- -~v -4- - -  F~B~ q- - -  

2 r 

oh s est un constant, qui a l e  m6me signe que F 1. I1 s'agit de r6soudre 

cette 6quation aux d6riv6es partielles. Dans ce but  posons ensuite 

V V' 
B = - ~ ,  B 1 =~-~ .  

On aura donc 

~B 
~u 

i oV V ~U ~B, i ~V' V' ~U' 
U~,  U~u ' ~v U' ~v U ''~ ~v 

et l '6quation (2 I) prend la forme 

}i ~V ~ ~V' V ~U V' ~U'] 
(22) (F ,F .  - -  F ~ ) I ~ V  ~ + v~ o-Y + F ,  - -  ~ v ' ~  v'" ~,, 

V '  ~ V 2 - - F ~ +  2 F ~  v 
u F ~ =  o. 

Puis nous d6terminons V e t  V' de facon que 

V' i V 
- - - - + F ~ u  U F; v, -- o, 

U '~ ~v 
u v '  F, ~-~ = o, 

d'ofl r~sulte 

I F,~v ~ 1  

IF.~V" F.~V] V' = - -  U'[ ~ - f f  + V-i-  J �9 
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Alors l'~quation (:2) se r~duit 

x ~ V +  x ~V' 

o u  

Gustaf Kobb. 

- - - - - ~  /7'4--~_-:_o 

'~ ' ]1 ~ I ~U' ~U' i ~d 1 
(24) v ~  u v~,~ + F~ v ~ I 

- - -  V ~v u'  u~ ~-r + F~~g-~ / 

+ F , - - ~ = o .  

S'il est possible de trouver deux intdgrales U et U' de cette ~quation, 
ciui ne s'annulent pas dans l'int~rieur de la courbe ferm~e 

f ( u ,  v) -~ o, 

nous avons aussi trouv~ deux fonctions B et B 1 qui remplissent les con- 
ditions (x 9)- 

I1 existe sur la surface des courbes, au dehors des quelles cesse nd- 
cessairement la propri~t~ maximale ou minimale. Pour les trouver, posons 
dans l'6quation (24) 

U----U'- - - -UI ,  ~ = o .  

On aura donc 

(15) ~ [  , '~u -'l- 3~vj- -~-~[  ,-~-v "lLli:~ ~uj-F]7~U, ~-~-o. 

Soit U1 une int~grale de cette~quation, telle que la courbe 

U 1 ~ o  

soit ferrule; alors elle sera une des courbes cherch~es. En effet, soit 

f ( u ,  ~) = o 

un contour situd tout ~, fair dans l'int~rieur de la courbe 

U 1 ~-~-o 

on peut toujours trouver des fonctions B e t  B1 pour lesquelles les con- 
ditions (x9) sont remplies. I1 sumt de poser dans r~quation (24) 

U'= U, 
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on a done  

auL l a u + F 3 a - V J - - ~ L  ' g +  3 g J  + ( F ' - s ) U = ~  

Pour des valeurs tr6s petites de r il existe eertainement une l'nt~grale 
U de cette 6quation, qui diff6re tr& peu de l'int6grale U1 de l'dquation 
(25) et qui, par  cons6quent, ne s'annulle pas dans l'int6rieur de la courbe 

On peut done poser 

f (u,  v) = o. 

V V' 
B ~ -~ ,  B1 ---U-' 

oh V e t  V' sont d&ermin&s par (23) en faisant U' = U et la condi- 
tion (19) sera remplie. 

I1 ne peut exister une autre int6grale U~ de l'6quation (25) ' telle 
que la courbe 

U ~ = o  

soit situge tout k fait dans l'int6rieur de la courbe 

U I ~0. 

Supposons qu'il en existe une, on a n6cessairement 

U'l 

et en intdgrant par partie, en observant que U~ s'annulle aux limites 

?<) 
\ a u. / F.~ \ ~ v /  

~'l 

La courbe 

+ 2F.~ aU~aU, + F4U,2 dudv 

U;=o  

~ 0 ,  

est situ& dans l'int&ieur de la courbe 

U 1 -----0. 
Aota ~thcmatlext. 16. Imprim6 le 2 mars 1892. 15 
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On peut donc trouver des fonctions B e t  B~, telles que la condition (I 9) 
sera remplie. Mais alors la forme quadratique sous les signes sommes 
sera d6finie, d'oh r6sulte n6cessairement 

U~ o, au', ~u', -------0, --0 
~ t  ~v 

dans l ' int6rieur du contour consid6r6. L'int6grale U'I 
nulle. 

est identiquement 

De l 'autre c6t6, si la courbe 

U 1 - -  o 

est situ6e tout  k fair dans r int6rieur du contour donn6 

f(u, v) = o, 

il est facile de voir qu' i l  ne peut exister ni un maximum 
nimum pour l ' int6grale consid6rde. 

En effet, consid6rons la. formule (2o) 

k 3 d31 . . . .  A I  ----- ~_k' #wdGdudv + ~ + 

On a 

ni un mi- 

POSOIIS 

(27) ~,, .F, ~ + F, ~ ,, .j - -  ~ ~ + F ~  + (F,--Ow=o. 

#I t I 
Commc w s'annulle aux limites, on aura, en int6grant par partie 

y w # G du dv 

+ l # w  ~ du dr. 
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Pour des valeurs tr6s petites de l, il existe certainement une int6grale 
de cette 6quation qui diff6re tr6s peu de l'int~grale F~ de l'dquation 
(25). Alors la courbe 

~t)-~--~ O 

est aussi situ4e clans l'int6rieur de la courbe 

,). 

Ainsi, en prenant pour w cette int~grale de l'dquation (27), et en variant 
la surface seulement dans l'int~rieur de la courbe 

nous aurons 

et 

W ~ O ~  

f f  w$G,dudv ~ l#w2dudv 

A I ~ l~2 # w ~  dudv + ~ @sI + . . . 

mais, pour des valeurs assez petites de k, le signe du second membre 
ddpend du signe de t, qui est arbitraire. 

On peut done varier la surface de fa~on que la variation totale 
A I  prend des signes diffdrents et, par consdquent, l ' int~grale I ne peut 
pas ~tre ni un maximum ni un minimum. 

Ainsi les courbes 
U 1 ~ O  

jouent pour les int4grales doubles le m&ne rSle que les points conjuguds 
de JACOBI et de M. WEI[I~I~STRASS pour les int~grales simp]es. 

I1 reste ~ int6grer l'6quation (25). 
l~ous avons trouv~ 

# w$Gdudv 

d'oh on peut eonclure 
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I1 est facile de v6rifier cela, en faisant les calculs pr6c6dents d'une ma- 
ni6re un peu diff6rente. 

Si l'on a trouv6 l'int~grale g6n6rale de l'6quation 

G ~ O ,  

on peut, par cons6quent, int6grer l'6quation (25) , qui maintenant se 
r6duit 

3G--~ o, 

en suivant la m&ne marche que JACOBI ct M. WcaSRSTRASS, quand il 
s'agit d'int6grer l'6quation correspondante dans la th6orie des int6grales 
simples. 

III P a r t i e .  

Bur /a  f o n ~ / c m  $.  

Nous allons donner encore une condition pour l'existence d'un maxi- 
mum ou d'un minimum qui servira aussi ~ distinguer un maximum d'un 
minimum. Apr6s ccla nous d6montrerons que, si toutes ces conditions 
sont remplies, l'intdgrale I (i) &endue sur la surface donn6e par l'6quation 

G = o  

scra dans le cas d'un maximum, plus grande, ou d'un minimum plus 
petite, que la n~dme int6grale &endue sur toute autre surface r6guli6re 
ou irr6guli6rc passant par le mfime contour et diff6rant trSs peu de la 

surface primitivc. :Nous appelons chaque surface qui 
est une int6grale de r6quation 

G ~ o  

une surface G. Sur la surface G, qui passe par le 
contour donn~ C, nous tragons un certain contour 
fermd K et nous supposons que la tangente de ce 
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contour ne change jamais brusquement sa direction. Par ce contour K 
nous faisons passer une surface r6guli~re quelconque /" et sur cette 
surface /" nous tra~ons un autre contour K' aussi r6gulier, tr6s voisin 
du contour K ,  et qui ne le coupe pas. Supposons qu'il existe une sur- 
face G qui passe par le contour K'. Par cons6quent, le contour K' n'est 
pas tout /~ fait arbitraire, mais il existe toujours une infinit6 de contours 
K' qui ont la propri6t6 demand6e. Cette nouvelle surface G nous l'ap- 
pelons G 1. 

Consid6rons l'int6grale I (I) 6tendue sur la partie ext6rieure du 
contour K de la surface G, sur la partie de la surface F, qui est situ6e 
entre les contours K et K' et sur la surface G~. Cette int6grale que 
nous appelons T peut ~tre consid6r6e comme une variation de rint6grale 
/ 6 t e n d u e  sur toute la surface G. 

I1 faut alors pour 1'existence d'un maximum ou d'un minimum, que 
la diff6rence 

1 ' - - I  

conserve toujours un signe invariable, quels que soient les contours K et 
K' et la surface 1'. 

Formons maintenant la diffdrence 

' - -  I .  

On voit, immfdiatement, que l'on a 

I ' - - I -~ .Fdudv~ j~ .Fdudv+~.Fdudv  

et comme K' est tr~s voisin de K, on a selon la formule I (5), en tenant 
compte de I (I5) 

(i) r - - I  

K 

+ f f  r d u d v  + ( . . . .  ), + . . . .  
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Mais, dans la premi6re intdgrale double l'int6gration est 6tendue sur une 
surface G; alors cette intSgrale s'annulle et nous aurons 

(3) 

K 

"4"~0 ~Fd'udv a t- ( . . . .  )2 "4- . . . .  

Nous allons transformer cette expression dans une forme plus simple. 
Supposons, que A' (fig. i) soit le point du contour K', qui corres- 

pond au point A du contour K et projetons la distance AA' sur le plan 
tangent de la surface F dans le point A. En appelant l la longeur de 
la projection et a ,  b ,  c, ses cosinus directeurs, on aura 

/ = at + (t), + . . . ,  

= bt + ( l ) ,  + . . . ,  

r  d + (02 + . . . .  

La projection de A A '  fait avec la tangente de K en A un certain angle 
to. Ensuite nous appelons 

cos a' , cos ff , cos T' 

les cosinus directeurs de la tangente de K e n  A ,  

cos a ,  cos/~, cos ~- 

les cosinus directeurs de la normale de la surface G en _4, 

COS~ ~ C0$~ ~ C08 

les mdmes quantitds pour la surface /', 

COS~': COS~"~ COS T" 

les cosinus directeurs de la normale de K en A, qui est situ6e darts la 
surface F, ds l'61dment de 1'arc du contour K, et 
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p o u r  les d e u x  surfaces  G e t  F.  On a donc  

c o s a ' = x ~ +  a~ xKs + z  Ks, 

eosfl '  ' a~ y" a~ - '  a" ~" a" = y ~ +  a - ~ = y ~ +  ~ ,  

, ~ u  Z" av -, au Z" ~v 
c o s r ' = z ~ +  K s = Z ~ +  ~ '  

(4) 
COS 6t t Iz' z" x' �9 ~ y' y" 

A A ' A , COS fl ---=- - -  

y' y"]~ 
z' Z" --I- 

Z' Z" 19 

X' X ~' [ -}" 

cos y 

X' X" I ~' y' y', 

COS ~Z - 
A 

, cos~ = ~' ~'" cos{ = Y' 9" ~ ,  -~ , 

'§ 
~, F,, ~,~, ,  ~,~, ,  

cos  ~" = cos  ~ cos  r' - -  cos f l '  cos  r ,  cos  ~" = cos  r co s  a' - -  co s  r' cos  a ,  

cos  r" = cos  ~ cos f l '  - -  cos  ~' c o s ~ .  

Enfin  on a p o u r  les cosinus d i rec teurs  de la pro jec t ion  de AA' sur  le 

p l an  t angen t e  les expressions 

(s) 

a ---= cos to cos a' + sin to cos &", 

b = cos to cosfl '  + sin to cos~", 

c = cos to cos r '  + sin a~ cos r". 
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L'int6grale double 

C F d u d v  

est 6tendue sur la partie de la surface F qui eat situ6e entre les deux 
contours K et K'  qui sont tr6s voisins. Alors on peut transformer l'int6- 
g ra le  double en une int6grale simple prise le long du contour K.  On 
a donc 

et par  eona6quent 

dudv ~- (l sineo -4- (1)~ + . . . ) d s  

(6) ~Fdudv. = f-~lsin_._~dsA + (1), + . . .  

K 

en d6signant par if ,  ce que devient F e n  rempla~ant x' ,  y ' ,  z', x " ,y" ,  z" 
par - '  - '  ' ~ " , - "  z". x, y ,  z ,  y , .  Ensuite nous introduisons lea valeurs de $,  7], 
tir6es de (3) et (5) dans l ' int6grale (2). On aura 

i -  z = co~ o~ (,cos ~ ~ + co~ Z' ~ + ~os / ~ )  - 
g 

__ (COS r 3F T,~F)~u] + cos f =~, + cos 

[( ~ -,,~F -,,~F\ ~, + sinw cosa" + cos~ - -  + cos r ~z')~-~ 
. �9 0- ~ y  

+ cos~" - ~  + cos r ~ )  ~ J  ds 

+ fl~z si,,,od______~ + (1).~ + . . . .  

s 

(7) 

Cette expression se simplifie beaucoup. D'abord on peut  montrer que 
le coefficient de cos to dans la premi6re int6grale s 'annulle identiquement. 
En introduisant lea valeurs 

coati' ---- y ' f f  + y ~ ,  COS T' ~ Z' ~t~_s .jr - ~.  ~S ~ov 
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(eosa, O F + e o s ~ , ~ F  , , 0 F \ 0 o  / ,0F  ,0F  ,oF \o~ ,  ~ t cos r ~ )  ~ - Vos~ ~ + eo~ # ~ + cos r ~ )  -0. 

- ~ + y ' v u . + z ~ ] ~ + \ ,  o.,+Y ~ +  ~ /  

mais on a I (4) 

F ~ x '~F oF z' ~F 

o = x" ~F + y,, ~F z" ~F 

o ~ x ' ~ F  ~F z '~F 

F = .  V,~.+y ~,y,+ ~.. 

En ver tu  de ces relations, on volt  que l 'expression eonsid6r6e (8) s 'annul le .  

Alors  on p e u t  6crire l 'dquat ion (7) 

�9 2 1 (  ' " "  
(9) I' I = cos a" ~ + cos ~ Vy + cos r ~ )  5~ 

K 

- -  eosa  ~,~=+ eosfl, 0y'--=+ cos ~2' ~ + l s i n w d s  + (1)~ + . . . .  

P o u r  1~ fonet ion ent re  les crochets  sous le signe somme nous in t roduisons  

la nota t ion  
~ (  . . . . . .  - . . . . .  - , ,  ) x , y . z ~ x ' ~ , ' , Z ' ~ X  , y  , Z ~ x ,  y , z ~ x  , y  , z "  

OU comme  abr6viat ion 

+ cos/~ - :  + eos~" - Oy ~s 

/ -,, oF 0F -,, 0F\  0u ~" 
[cos~ ~ + cos~" o~'/o. A ~ , + c o s r  ~ D - + = .  

Aeta mathematiea, 16. Imprim6 le 2 mars 1892. 16 
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Nous aurons donc 

Gustaf Kobb. 

(II) 1'--I=f$Zsln.,ds + + . . . .  

K 

Pour que l ' int6grale I 6tendue sur la surface G soit un vrai maximum 
ou un vrai minimum, il faut, que la diff6rcnce 

conserve toujours un signc invariable, quelle que soit la surface sur laquelle 
nous avons 6tendue l ' int6grale 1', c'est k dire, le signe - - p o u r  un maxi- 
mum et le signe -I- pour un minimum. 

Mais nous pouvons toujours choisir 1 si petite, que le signe du second 
membre de (I I) ne d6pende que du signe de son premier termc. Done 
ii est n6cessaire que l ' int6grale 

sin 
K 

conserve toujours le m~me signe pour chaque contour K et pour chaque 
surface I'. Mais alors il faut, que la fonction d.; conserve toujours le 
mgme signe, car s i $  peut changer son signe le long du contour K,  il 
existe certainement une partie de la surface G, oh $ est positive et une 
autre, oh $ est n6gative. Donc, en choisissant le contour K dans l 'une 
ou l 'autre de ces parties, nous pouvons donner des signes diffdrents 
l ' int6grale (i 2). On peut, 6videmment, toujours supposer 

l sin wds > o. 

I1 peut se pr6senter que la fonc t ion  $ s'annulle, mais alors, il faut 
qu'ellc ne change pas son signe. 

Apr~s ces consid6rations, nous pouvons 6noncer le r6sultat suivant. 
))Pour que l ' int6grale double 

f f  ' ' ~", z")(lu~l,v F ( x , y , z , x , ' , : q , z ,  y", 
ff  

6tendue sur la surface donn6e par l '6quation 

G = o  
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soit un maximum, il faut que la fonction 

pour chaque 
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$ ( x  , y , z , x ' ,  y ' ,  z , y",  z", ~', y , z , y , ' x", --' -' ~",-" ~") 

point de la surface et pour chaque syst~me de valeurs de 

x ~ y ~  z ~ x  , y  , z 

ne soit jamais positive, et pour que l'int6grale soit un minimum il faut 
que la mgme fonction $ n e  soit jamais negative.~ 

Nous allons transformer la fonction $ 

/ -,,~F -,,~F -,, ~F\ ~v 
= [cos~ ~ + cosz ~ + cost ~) ~-~ 

-- cosfl ~ + cos~" ~ ~ ~ + ~ "  

Dans ce but partons des deux 6quations I (4) 

/ i '  ~ x '  ~ F  y,  ~ F  z '  ~ F  ~ +  ~ +  ~, 

x , , ~ F  q_ y , , ~ F  z , , ~F  o= ~ ~,+ ~. 

Multiplions la premiere par x", la seconde par - - x '  et ajoutons 

Fx" (x'y" , , ,  ~F (z'x" . . . .  ~ '  = - -  - - x  y ) ~  + - - z  x ) ~ .  

Ensuite la premiere par y" et la seconde par - - y '  

et enfin, la premiere par z" et la seconde par - - z '  

Fz" = -- (~'x" -- ~"x') ~F~; + (y'z" -- /'z') ~,. 
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On aura ainsi le syst6me 

/ Fx"  --~ 

(~3) ~ "  = 

Oustaf Kobb. 

z" Z" OF 

x" x "  oF 
y , y , , K 2 ~ ' ~  

X ~ ;~r ~,]' 
y , y , ,  ' 

Y' Y" oF 

Fz"  = i y" y'' - -~ . Z' z" OF 

iz" z" o,j' Ix' x" o~" 
n , , 1  ,, , En permuta t ~ avec :r , x avec x etcet, on aura un autre syst6ine 

(I4)  

F z '  ~ 

Z' Z" OF 

x, x,, ~ z  " '~  

x' x" [ ~F 

Y" Y '' 

Y ' Y "  VF 

z , ~ , , ~  + 

X' X" 0F 
y' y,, oy"' 

Yl y'' OF 
Z Z"  Oz" ~ 

Z" Z" O ~' 

X' X" Ox .... 

Multiplions les 6quations (i 3) par ~ ,  les 6quations 0 4 )  par we et ajoutons 
�9 OS 

les deux premieres 6quations dans les syst6mes, ensuite les deux seeondes 
et enfin, les deux troisi~mes, nous aurons, en tenant compte des valeurs 
de cos a' ,  cos t~', cos T', 

[ z' z"t~F tx' x" ~F]~, 
Fcosa'---~ x' x" ~z ~ y' y,, ~y' ~ 

- -  x'x" ~ y 'y"  ~ ] ~ '  

F c o s ~  ~F ~v 
y, y', ~'z' z' z" 

I x' x," ~F Y' Y" ~F-] ~,~ 

y' y" ~"  z, z,, ~zz~._] ~ ' 

z' z" x 'x"  ~ ~ 

z' z" ~ x' x" Vd" Ks" 
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Multiplions la premi6re par cos a', la seconde par cos f f ,  la troisi6me par 
cos T' et ajoutons les 6quations nous aurons, en vertu des relations, 

y'  y "  Z' Z" } X' X" 
= A c o s a ,  I = A c o s f l ,  Y' = Acos  r 

Z' Z" 2:' X" y '  

costa ' + c o s ~  + cos~r = ~, 

F = A [(cos ~ cos r - -  cos r cos ~)  ~F + (cos r cos ~ - -  cos ~ cos r )  ~" 

+ (cos ~ cos~  - -  cos/~ cos ~ ~F] a~2 
- -  " ~ z ' l  a s  

- -  A [(cosfl r + (r 

[co o ~ z /  4 

En employant  les notations 

cos ~y,  r \ (~  ~ ]  ~v 

x,: = x' + p(~' - -  x'), y'~ = y' + ~(~' - -  r g = z' + z(~' - -  z'), 

" ~ x "  - " -~ -y"  " ~-- z"  z")  x~ + ~ ( r  ~"), y~ + ~ ( : / ' - - r  ~ + ~ ( ~ " - -  

et en appelant F~, ~z) ,  F~ ~), ~ )  ce que deviennent F , / ~ ,  F~, F~ si l 'on a 

+ (cos~cosfl  r , ~ F l a v  - -  e o s ~ ) ~ j ~ .  

En changeant x' ,  y ' ,  z; x" ,  y" ,  z" en z , y - '  -z', z" ,  -"y , -"z nous aurons, enfin, 
en tenant  compte de (4) 

F =  cos~ ~ + e o s ~  ~ + c o s  ~ ~ 

/ _,, ~ '  ~ ,  _ 
- -  ~,r ~ ~ ,  + cos~" ~,  + cos / '  ~ ~ A. 

Substituons cette valeur  de ~" dans l 'expression d e ~ ,  nous aurons 
la formule symm6trique 
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pl . . . . . .  z . . . . . . . . . . .  rem ac~ x , y , z ' ,  x , y  , par  x1~,!ll,,Z:~,;r,,, , y ~ , z ~ ,  

une  fo rmule  connuc du  (~alcul Diffdrentiel:  

on aura  su ivant  

1 

o~ ~ -  o~--' = I o~: ( ; ' - - x ' )  + , , ( ; / - - ~ ' )  + ~ ( r - -  z') 
o 

+ o~;,,(~,,_~,,) + o,~ (~ , ,_~, ,1+ o?'~ ( ; , , _ r l ] e ~  ' 

1 

o?' -- ~ ~ t~ . , )  + - -  -- , / )  + -, , (;' -- z') 
Oyl~Ozp Oyi: kY ~yzOz~ 

0 

+ ~'t,'~ -,, (~;" - -  x") + O'F~,, ,, ~,, __ y,,) q_ o:~,, (z" - -  z") Idl~, 
~y,~ o~ oy~ oy t, oy~ oz~ 

1 

~ - ~ - ~  = o.,~o---~,~ ( ~ ' -  ~') + o.,~oy~ ( ~ ' -  y') + ~(~ ' -~,~ ~') 
0 

+ o~;~o~,~ - -  + ' ~'---~(~' '- ' /3 + , ,, ( ; " - -  , 
Oz~ Oy,~ ~z, c, Oz~ 

os  OF 
O:~" Ox" 

[ 

= j  v ~  -~ - -  ~') + ~-,." o,j~ ~' C~ ' -  ,/) + o.,," ~o,, ~' ( ; ' -  ~') 
o 

~ ~-" - -  x") ~'~; ~_,, o '~;  (;,, } 

o_~ OF 
o~" Oy" 

1 

I o'F,~ 
= ioy,~o--~-;(;~'-~') + 

o 

+ o ; ~  ( ; , , _  ~,.) + 
Oyf~ ~x~ 

o,~; ,_, o:r. ..,) _ -_ ~-~ - -  y') + (~' - -  
~Y~ aYI~ 0Yt~ 0zt~ 

~F~y,, ,-,, o~fu (;,, .,,)ld~ ' ~ ,,---v~y - -  y") + 
Oy~ Ozp 

1 

. . . .  I 1 7 ~ - ~  - -  x') + 
o~" oz" . ]  I oz~ o=~ 

o 

~'~;~ ( ~ " - -  x") + 

0z~ 0y~ 0z~ 0z~ 

. . . .  o'F~ (i, ,  _ _  z") Ida .  
o'Er f ~ , , _ _ y , , )  + _ - - w ~  

oz~ Sy~ 0z~ 
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In t rodu i sons  ensu i te  ces va l eu r s  dans  l ' express ion  ( i 6 )  

1 

,_- [(~ -~)(co~a ,,~'~,,~;: + co~ ~ + co~ ~ ; j ~ , ~  
0 

+ (~" - -  y") (cos a" a~F,, + cos,g '  ~ ' ~  + cos 7 '  a'r,~ '~ 

, , -,, a ' ~ , . l l  a~ + (;" - -  z") cos a" a~F,~, + cos~"  ~'F~ + cos r ,,----7,, --  

__  [(~, X,) (C0S a,, O'F,~ a'F,~ -,, a ' F g \  
aG7 + c o ~ " ~  + cos r - ,  , J 

+ G, - y'} (cos a" ~;~'~, + co~ ,,~'F'~ + co~,. ~:~,,') 
\ Oz,,, ay~ ay~ az t, ~y~ I 

, -,, a ' G  \-1 av 

+ ~ ; ~ ;  (~' - x,) ~ - ~ co, ~" 

+ % ~  [ r  - y,} 
aY~aY~ 

, ,  "4- az~az~ 

+ % , [  ~'%' ~ _,,_,, , , , ~  cos - -  x ' ) ~  - -  cos ,~ (.~ - -  y ~ j  

[ ' 9~F",, , cosg'(~. - -  y')--; - -  cos . 

a'r',, [cos ~"(g' ,~ 9,, - - -  z") 9~ --~-~, x ~ - -  cos ,~"(7' ~ ]  
+ 9z~az~ . 

+ 9 ' g  [cosT~"(? ,,9,,~ Cosr"(~" ,,~9,,-~ 
9.~,,9z"-'--',, _ z ) g - -  . .  - -  x ~ ]  

9'F,, [ ,, 9,, ,,~ ~ ]  
, ,, - " - ' ~  - -  Z " g s ]  + 9v,9,,~ cos r (y y ) g, cos ,g ' ( ? '  

A- 9'F,, cos ,g%,  z,)a s c ~  )~s dz" 
9-y~, 9z~ 

127 
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Pour  simplifier cette expression on observe, d'abord, que les coefficients 

, ,  et ,, , sont egaux. En effet, en les retranchant  l 'un de 

l 'autre on aura 

cos~"(~' - -  x ) - - -  c o s  ; ~ " ( ? '  - -  y") ~" 
~s 
- - -  c o s  7r  - -  y ' )  ~ + c o s  ~ " ( ; " - -  � 9  

-. , /- ,  au ~,, ~v 
.-= cos/,, ~ ~ + 

- .  [ - ,  ~U - , ,  ~V 
- - c o s a  \ y ~ + y  ~ _ _ _  y ,  ~ u  , 1  ~ v \  ~,--.v ~ ) = o  

suivant les relations ( 4 ) .  

Par  le m~me proc4d~ on trouvera que les coefficients de ~'F:,, ,, et 

~F~ , sont ~gaux, ainsi que les coefficients de ~'F~, ,, et ~F~, . On a 
~',~,~ ~z,~ ~y,~z.,~ ~!t,, ~z.,, 

done 

, ' , ,  c o s ~ " ( ~ '  - -  x ' )  ~.~ - - c o s  - ? , , , )  

+ ~ ' ~ , [  ;,,,(;; ,. ~u 
,, , COS , 2 " ~ s l  

~ ' - -  (~"-- x")~] 

+ 

et deux expressions analogues pour les autres d~riv~es. 

Ensuite avec le~ notations 

y'~ y ; '  

I I 1  
Z~ Z~ 

= 
z," z:' 
X: " 

, T ,u  

~ t :  P l , "T'I~ 

y'~ y'., 
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on a apr~s I (8) 

~ ' r ~  - , ,  ~ _ ~  - (~ , , -  ~.,) ~o~., + ~ o ~  .-~--.. + ~o~/, . . , , ]  

-~- (y" - -  y") [COS a" ~F" -,, ~'F z ~,, ~ ' r ,  1 _ ~ ; ~ ;  + cos~ ~ + cos , -~-, ,  
aye" az~ ~y~ J 

+ ( ; " - . ' , ) [ o o ~ "  ~'*~ ;, + r ~;~,,- - + co~ ~,' ~'~-~,.--~ 

-~?,[(~,, ~ , , ) ~ +  (~ " - -~ " ) s  + -,, ,, -,, -,, -,, - - -  (~ - - z  ) r~ ] [~  c o ~  + A cos~ + r,~ c o ~  ] 

et de la m~me man i~ re  

(~'- ~')[co~ ''~'~ ~'~ ~" % l ~,7 + cos~" ~ ; + cos 

+ (~' - -  y') cos/," ~ ' ~  + cos~ ~ + cos r 

_ _ - , ,  ~'F/~ l + ( ; ' -~,)  co~,, ~:% + co~,, ~:-% + co~ -:~-~ 

= ~:~)[(~'--  ~ ' )~  + G ' - - ~ ' ) &  + G ' - -  ~')rA[~,,, ~o , : , "+  A r ~, ,+ r~ r ~,,] 

~ (~, . . . .  ~,l  -,, 

+ ~'F~, ,, G'  - -  Y') ~ - -  

[( + ~,'F~,, ~' - -  z') ~ - -  z") ~ cos r 
~z~ ~z~, 

\ ~ y ~  ~z~ ~y,~l L L 

+ c o s ~ L ( y - y ) ~  . - y , , )  

, -  ,.]] - - z ) ~  + G " - - z " ) ~  + 

Aeta tnath~mat/ea. 16. Imprim~ le 5 mars 1892. 17 

et enfin 
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I ~'.L~I, \ r - , , r . - ,  , .  a't.I. - .  y , , )  aV 

[ a~ ( ; , ,  , , ,)  + cog~" G ' - -  z') ~ + 

= F.I."' [(:~'--~')~, + G ' - - r  + (7--" ' )r , , ]  a-; 

" i 
av  

- -  [(;" - -  ,") ~,, + (~"- -  v")g + (;" - -  ,") r,,] ~ 

[=.,, cos;," + p.,, .~=,, 7 1  �9 . co~/r + r . , , c o s  . 

Par eons6quent, on aura 

(,s) 

1 

0 
.,x "11 au 

- -  P.~,,[(.;' - -  x')~,,, + (.;,' - -  :f)fi,, + ( 7 - -  ~ ;r.,,Jl 

[F~,',[(;,' - -  x')~,,, + (:, - -  :~ )A + 5 ' - -  ~)r,] 

- -  &'"'[(:~" - -  ~")~.,, + (.:," - :r + (;" - -  z")r~]] ~ r 

Cette forme peut se simplifier encore. On a 

~. cosg' + g, cosy  + r. cos/ '  

eos:~", ~' + ~ ( ~ ' - - ~ ' ) ,  ~" + ~C~"--x") 1 

..... cosy ,  y' + z ( ~ ' - -  ?/) ,  r  + l ' ( ~ " - - r  

cos?' ,  ~' + ~ ( ; ' - -  z'), z" + ~(7' - -  z") 

~ D .  

En multipliant  la second eolonne par a~_t et en ajoutant la troisi6me 
as 

av  
multipli6e par ~ ,  on trouve en vertu des relations (4) 

cos;", cosr  x" + /~(~" - -  z") 

D =  a-' cos}", cosp' y" + ~(~" - -y" ) ]  a u  ~ 

cos/ ' ,  cosy, z" + I t ( ; " - -  z") 
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mais D s 'annulle ident iquement  pour /~ = I. Donc, 

COSa"~ COSa'~ X" l 

~' r cosf ,  Ii D (I ytf 
- - ~ ) ~  ~", z" 

I COS COS ~" 

OS = -  (x" cos~ + r r + z" cos r)(i --~)~ 
Nous introduisons maintenant les notations 

p,.___ ~, Y' Y" 

p,,=~,, Y' Y" 
Z' Z" 

(~9) ~' ;/' 

~, ~,, 

~,~,, 
~,~,, 

Avec ces notations les relations 

+;,' 

+~,, 

+y, 

.4-y" 

Z r 

X' 

Z' 

-z' 

-z' 

X" I y' y" 

Z,, +-z" y, y,, 

z" 
; , , .4-z '  

z" ~ , , + z "  

~' ~" I 
y' 

7r 

cos a' cos 7~ + cos fl' cos ~ + cos r' cos r = o, 

cos a' cos a + cos f cos fl + cos r' cos r = o 

peuvent  s'~crire 

(2~ 

d'ofi suit 

(2I) 

Nous aurons ainsi 

, ~ ,, ~) 

p ~ n U p  ~ - ~ o ,  

~ ' p "  - -  $ ' > '  = o .  

D = ~ ( ,  - - Z ) ~  = - - ~  

131 
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et de la m6me mani6re 

(;' - -  ~')=,, + (}' - -  v ' ) A  + (7 - -  , ' ) r ,  = p' + ~(~' - -  p'), 

(7r + (~"--v")fl,, + (-,"--,")r~ = p" + ~(;,"--p"). 
Alors, la fonction $ deviendra 

1 

~ i [[v%,ro, ~,,,1-,~ . . . . . .  ~-,, ~"~o' a J l  1, ~ + ~ G ' - f ) ] -  - +/*(b'-p')]] = *" LP~ -r~,~,o p" ) ]+  

0 

+ v;'5"Lo" + ~,(~"-- p")] }(~ - -  z)d,,. 

On a ensuite si F~ :~) , /~,~) et F~ (~) sont des valeurs moyennes 

1 
I 

f~,,%,~o, + ~ ( ~ , -  p,)](, - ~)a~ = ~ vl~,(~ ' '  + ~;>'), 
0 

1 

fF~5 , ,~ , ,  + ~ ( ~ , . -  p,,)](~ - ~ ) d ~  = ~, , (~"~ + 2;,"p"), 
0 

1 

. f ~ ' [ 7 , ' b , " +  ~ " - -  e")] + ~"[p' + ~ 6 ' - P ' ) ] ] ( ' - ~ ) e ~  
0 

= -' F?' (~ 'F'  + ~>"  + ~"p'). 
3 

On trouve aussi 

(~'~ + 2~'p')(~"' + 2 F p " ) -  ( ~ 7 ' +  ~>" + ~"p')' = --(~'p" 

Ainsi, en posant 

n o u s  a u r o n s  

et, enfin 
4 

(22) 

I - p  �9 - t  

~ (7,,/,,, +/,'p,' +/,"p') = ,,e' 
A 

$----8 

- - F p ' ) ~ =  o. 

[ - - I I ' - - * I  ~12 ~-p (p + =p")--- , 

Pour que $ conserve toujours un signe invariable, il faut  et il suffit que 

( ~ a) F? ,~ -- F?' F~) < o. 
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Nous avons ainsi retrouv6 une condition analogue k l I  (I8) mais plus 
g6n6rale que celle-ci. On voit maintenant pourquoi la considdration de 
la seconde variation n'est pas suffisante pour distinguer un maximum ou 
un minimum. 

Supposons done que la condition (23) soit remplie, il reste k 6tudier 
le cas, oh la fonction $ s'annulle identiquement. Cela se prdsente seule- 
ment, si l'on a le long du contour K toujours 

V' ---- O, "r" = O. 

Comme les deux facteurs ~' et p ' +  2p' ainsi que ~" et p" -{- 2/)" sont 
proportionels, en vertu des relations (=o), il suffit k poser 

A A  A A  

AA AA 

O U  

On aura donc 

- .~,, y '  y '  

y; 

z' z ' '1  z' 

Z Z" 

- y '  Z' 
x c o s ~  + X c o s )  + x c o s ?  = o, 

r, _ i t  Z t, 

cos ~ + ,_,~ cos ~ + ~ cos 
X T ~ 0 .  

-- - - I I  y' y 

;~,~,, 
~,~,, 

O~ 

~-- -0  

mais 

cosZ = k cos a, cosfl = k cosfl, cos~ = kcos r, 

et, par cons6quent, 

cos ~ 7~ + cos ~h + cos ~ ~ = ~, 

c o s ~  + cos'f l  + cos' r = I 

cos~ = cos~, cos t  = cosfl, cos~ = cost .  

Dans ce cas la surface F est tangente ~ la surface G le long du contour K. 
Supposons ensuite que les conditions II (I9) soient satisfaites et que 

]a fonction $ pour chaque courbe sur la surface G conserve un signe 
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invariable. Alors dans une certaine aire autour de la surface G, il 
n'existe pour chaque contour arbitraire qu'une seule surface G~, qui 
satisfait ~ r6quation 

G-~-o  

ct qui diff6re tr6s peu de la surface primitive G. 
Prenons dans cette aire un contour K I t r6s voisin du contour K. 

Faisons passer par le contour Kx une surface G~ et formons la fonction 
t9 pour le contour K 1. 

La fonction ~ a toujours le mdme signc pour le contour K ct 
s'annulle pour 

c o s ~  = c o s ~ ,  c o s ~  = c o s f l ,  c o s ~  = c o s t ,  

mais sans changer son signc. Alors si le contour K, est suffisamment 
voisin du contour K ,  $ gardera le mdmc signe pour le contour K 1. 
Ainsi, en resserrant, s'il le faut, notre aire, d ie  a les  propri6t6s suivantes. 

I) S'il existe dans cette aire une surface satisfaisante k r6quation 

G = o  

et qui passe par un contour donn6, il n'en cxiste qu'une seule, qui diff6re 
tr6s peu de la surface primitive. 

:)  La fonction $ a toujours lc mdme signe ct s'annulle sans le 
changer. 

On peut se demander, si dans l'airc consid6rdc la fonction $ peut 
s'annuler toujours sur une certaine surface, qui passe par le contour pri- 
mitif C, et ind6pcndante du contour d'int6gration K (fig. I). On voit 
que cela n'est possible quc pour 

c o s  ~ = c o s  a ,  c o s  ~ - -  c o s  f l ,  c o s  r = c o s  r .  

Dans ce cas la surface serait toujours tangente aux surfaces G, et, par 
cons6quent, elle strait l'enveloppe de ces surfaces. Mais, on volt immd- 
diatement que cette enveloppe ne peut pas dtrc situ6e dans l'aire con- 
siddr4e, car dans cettc aire, il nc peut exister un contour qui est le lieu 
d'intersection de deux surfaces G infiniment voisines les unes des autres, 
et de la surface primitive. 
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Maintenant nous allons d6montrer que s'il existe une telle aire A, 
l'int6grale I (I) 6tendue sur la surface donn6e par l'6quation 

G = o ,  

dans le cas d'un maximum est plus grande, et dans le cas d'un mini- 
mum plus petite que la m4me int6grale 6tendue sur route autre surface 
r6guli6re ou irr6guli6re, qui est situ6e dana l'aire A e t  qui passe par le 
contour donn6 C. 

Imaginons d'abord une surface r6guli6re F passant 
par le contour C et situde dans l'aire ,4. Sur la sur- 
face F nous tragona un certain contour K, de fagon 
qu'il existe une surface G dans l'aire A, qui passe 
par K, et qui diff6re tr6s peu de la surface primitive 
G, et, ensuite, un autre K', qui a les m4mes propri- 
6t6s et qui est tr6s voisin de K. 

Consid6rons l'int6grale I ,  6tendue d'abord sur la partie de F au 
dehors de K', puis sur la surface G, qui passe par K'. La somme de 
ces deux int6grales soit: 

+ 

si noua appelons ~2 la partie de la surface F dana l'int6rieur de K et 
092 la partie entre K et K'. De m4me, l'int6grale 1 6tendue sur la partie 
au dehors de K et sur la surface G, qui passe par K soit 

On aura done 
K' 

Dana les deux premi6res int6grales l'int6gration est 6tendue sur des sur- 
faces G, dans la derni6re sur la surface F entre K et K'. 

On volt facilement que le second membre n'est autre chose que 

sin + ( . . . .  ) ,  + . . .  
K 

ainsi 

,s'(~ + o # ) ~  ,s'(~) = - - f C t  sin,ods + ( . . . .  ), 
K 
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et comme $ a toujours le mdme signe 

(26) f $1 sin t o d s  = $,. f t sin rods ~ $ . , ~ 2 ,  
K K 

si Sm est une valeur moyenne. Par eons6quent 

et  

8( ( .2  -Jr- ~ Q )  - -  S ( , . Q )  = - -  ~mO~(2 2f_ ( . . . .  )2 + . . .  

..~m S(9 + ~9) --  8(9) & ,  
t=0 ~9  

~Z(9) & .  
(27) v9 - -  

Supposons donc qu'il s'agisse d'un maximum; alors 

d , . < o  

et, par cons6quent, S(~2) crolt toujours avec P~ et atteint sa plus grande 
valeur quand K atteint le contour primitif C. Mais alors 

= f f  Fd  tv 
G 

et d'autre part 

8 O ---- f fFdudv ,  

oh dans les deux int6grales l'int6gration est 6tendue jusqu'au contour C. 
Par  cons6quent 

(28) ffFd,& >ffF, ,,dv. 
C. Q. F. D. 

Nous avions suppos6 que la surface F ffit r6guli6rc, reals, il est facile 
de voir, que l'indgalit6 (28) subsiste encore, si la surface F est compos6e 
d'un nombre fini de surfaces r6guli6res. 

En effet, pour former la fonction $ nous avons suppos6 que les 
deux contours K et K' sont r6guliers. Mais, cela n'est pas indispensable, 
ils peuvent bien gtre compos6s d'un hombre fini de parties r6guli6res. 
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I1 suffit de partager l'int~grale dans un certain nombre d'autres et donner 
l'angle eo des valeurs diff~rentes dans chaque int~grale. Ainsi pour 

une telle surface F l'~quation (25) devient 

n 

s(~ + ae) - s ( e )  = - ~ f $ ~ , l ,  sin ~o~dsz n t- ( . . . .  )~ - F  . . . .  

# = 1  K/~ 

Dans chaque int~grale Ies fonctions sous Ie signe somme sont continues. 
Alors, si $~) est une valeur moyenne 

mais 

n 

s ( ~  + a~) - s ( ~ )  = - ~ ) . ( ~ , ,  sin ~ .ds .  + ( . . . .  ), + . . .  
/*.=1 K/~ 

il en r&ulte que 

Z.(z, ,  ~,,,ds, = a ~ ,  sin 
it = l KI* 

f t  

/ t = l  KIZ 

a8([2) 
a9 

d'o~ suit que l'in6galit6 (28) subsiste encore 

Dans le cas d'un minimum on a 

et donc, 6videmment 

fof Fdudv <(f Fdudv. 

Supposons, enfin, que la surface F soit tout b~ fait irr~guli~re. Alors, 
en g~n~ral, l'int~grale 

f Fdu dv 
Aeta mathe~atiea. 16. Impr lm~ le 6 avril 1892. 18 
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n'a pas de sens. Dana le cas, oh l'int6grale conserve un sens nous pouvons 
toujours eonstruire une surface poly6dre F'  tr6s voisine de la surface F 
et telle que 

(29) ~ Fdudv--~Fdudv < 5 

oh 5 est une quantitd arbitraire, dont on peut choisir la valeur absolue 
si petite que l'on veut. Maintenant nous construisons autour de la surface 
F une aire A', qui est situ6e dans l'int~rieur de A, mais, de telle sorte 
qu'au moins une partie de la surface G soit au dehors de l'aire A'. 

Pour chaque surface poly~dre dans raire A' nous aurons (28) 

~ F du dv - - r  > o 

s'il s'agit d'un maximum. Cette diff~renee, n'fitant jamais zfiro, a, certaine- 
ment, dans A' une limite inf6rieure. Alors, en choisissant une quantit6 
positive h plus petite que cette limite, nous aurons 

(3o) f f  Fd.dv--  f f  > h 
G I" 

pour chaque surface F' dans l'aire A'. Fixons maintenant 

(3,) I l<h 

et choisissons F'  telle que (29) soit remplie. 
Alors il s'en suit de (29) et (3 o) 

~Fdudv  >r  q- h - -  3 

et en vertu de (31) 

~ Fdu dv > CFdu dr. 

Dans ce seul cas le raisonnement aerait en d~faut, si la surface 11 
dana chacun de ses points 6tait infiniment voisine de la surface G, car, 
alors, il serait impossible de construire raire A'. 

Examinons un peu h principe de cette d6monstration pour nous 
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rendre compte du r~sultat, auquel nous sommes parvenus. Elle repose 
sur le fair que la fonction 

est compl~tement d~finie, quand nous avons fix~ le contour K. Mais 
elle l'est seulement, si nous nous bornons ~ consid~rer les surfaces G qui 
passent par K et qui different tr~s peu de la surface primitive G. Cela 
veut dire que non seulement les valeurs des coordonn~es dans les points 
correspondants mais aussi les valeurs de leurs premiSres d~riv~es sont tr~s 
voisines. Avec cette restriction S(~) est compl~tement d~finie et, en 
faisant croitre ~ ,  nous arrivons toujours ~ la m~me limite, ~ savoir, 

  F d u g v .  

Nous raisons, enfin, un r~sum~ des r~sultats obtenus: 
�9 que l'int~grale double, 

, , , x", y", z")dudv, 
g 

oh F remplit les relations I (4), soit un maximum ou un minimum, si 
rint~gration est ~tendue sur la surface 

= v),  y = y ( . ,  v) ,  z = 
il faut 

i) que x ,  y ,  z satisfassent ~ l'~quation I (I8) 

G-----o, 

2) qu'elles satisfassent aux conditions II (I9) 

t"1 [ (F, F2 - -  F2~[vB3/\~uu + ~V'B' + F,) - -  F~B 2 + ~F3BB , - -  2', B] ] > o, 

3) qu'elles donnent ~ la fonction $ d~finie par III (io) un signe 
invariable, savoir, le signe ~ pour un maximum et le signe -b pour 
un minimum. 

Si ces conditions sont remplies, en nous bornant h consid~rer telles 
variations,-off non seulement les variations des coordonn~es mais aussi 
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les variations de leurs premi6res d6riv6es sont infiniment petites, nous 
avons d6montr6 que l'int6grale double, 6tendue sur la surface 

dans le cas d'un maximum est plus grande et dans le cas d'un minimum 
plus petite, que la m~me int6grale 6tendue sur toute autre surface r6- 
guli6re ou irr6guli6re, qui passe par le m~me contour et qui n'est qu'une 
variation infiniment petite de celle-lk.~ 

I1 


