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SUR LES MAXIMA ET LES MINIMA

DES INTEGRALES DOUBLES

PAR

GUSTAF KOBB
2 STOCKHOLM.

Dans ses lecons sur le Calcul des Variations M. WEIERSTRASS a ex-
posé une nouvelle méthode pour la recherche des maxima et des mi-
nima des intégrales simples, qui est aussi élégante que rigoureuse. Dans
ce mémoire j'ai voulu essayer d’appliquer cette méthode aux intégrales
doubles, en me fondant sur les admirables travaux de M. Picarp, con-
cernant la théorie des équations aux dérivées partielles du second ordre.
Je me borne comme M. WrIERSTRASS & considérer le cas ou la fonction
sous les signes sommes ne contient que des dérivées du premier ordre,

Il sera facile de voir que la méthode que je vais exposer peut étre
étendue aux intégrales multiples.

Une méthode analogue a aussi été employée par M. ScHwARZ dans
ses beaux travaux sur les surfaces minima.’

* Uber ein dic Flichen kleinsten Flicheninhalts betreffendes Problem der Variations-
rechnung von H. A, ScawArz. Ges. Abhand. I Band.

Acta mathematics. 16, Imprimé le 8 janvier 1892, 9
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I Partie.

Sur la premiére variation.
Soit
F(CC , y’ 2 , xr’ yl’ Z’, mn’ yn’ zn)

une fonction régulaire des 9 variables z,y, 2

ox oy 0z
! ! e 2 = —
z ¥ =% 7 ou’
qui, par rapport aux 6 derniéres variables, soit bien définie pour toutes
valeurs réelles et, par rapport aux 3 premiéres, au moins pour des valeurs
entre certaines limites.

Considérons l'intégrale double

(1) I =ﬂF(w JY,2, 2y, 2, 2"y, 2" dudy

Vintégration étant étendue i tous les points dans l'intérieur d’une certaine

courbe fermée
Flu,vy=o0

et supposons donnée une succession de valeurs de z,y, 2 sur cette courbe,

nous nous proposons de déterminer x,y,z comme des fonctions uniformes

de # et v, de maniére que cette intégrale soit un maximum ou un mi-

nimum, et que #,y,# prennent sur la courbe des limites les valeurs données.
Nous pouvons aussi formuler notre question de la maniére suivante:
»Determinez une surface

¢ = z(u,v), y = y(u,v), z = 2(u,v)

de fagon que lintégrale (1) étendue sur cette surface, en cas d’un maxi-
mum, soit plus grande, et en cas d’'un minimum, soit plus petite que la
méme intégrale, étendue sur toute autre surface ayant les mémes limites,
et qui n'est qu'une variation infiniment petite de celle-la»
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Nous disons avec M. WEeiErsTRAss que deux surfaces sont des va-
riations infiniment petites 'une de V'autre, si & chaque point de la pre-
miére correspond un seul point de l'autre, et vice-versa, et si la distance
entre deux points correspondants est infiniment petite.

De cette derniere forme de notre probléme nous pouvons déduire
une propriété importante de la fonction . Nous observons que la va-
leur de l'intégrale (1) dépend seulement de la forme de la surface et pas
du tout de la maniére dont nous nous sommes servis pour exprimer les
coordonnées =, y, 2.

Supposons que % et v soient des fonctions uniformes de u, et v, et
aussi que w, et v, soient des fonctions uniformes de u et v; si nous
remplagons les variables % et v par w, et v, l'intégrale (1) doit con-
server la méme valeur. Ainsi en appellant C la courbe

F(u,v)=o0

et ' celle, que devient C en remplacant et v par «, et ¢, on doit avoir
(2) [/‘F(x Y, 2,2,y,4, 2", Yy, z”) du_dv
[

=[[F@,y,2,0, 90,4, 9, &) dwdo,
[

ou
oz oYy oz
x’ e A .
1 2u,’ U2 ou,’ & = 5,
o oy 0z
r r r,
_——— _ —— z — e —
1 v, Y a0, 1= 5

La relation la plus générale entre u et v et w, et v, serait

=ku, + kv, + (u,,v), + ...
v=1Ilu + Lo, + (u,v), +...

mais il suffit de considérer les termes linéaires.
Il faut maintenant exprimer o', v, 2, z", y”, 2 PAT X1, Y1y 21, 21 s Y1y 21

On a

kK, —klZo

u, = Au -+ xv,
XA, — Ax, = (kl, — k1)
v, = M <+ v,
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et par conséquent

oz ox oz ,
'=afu=5;—.ll+ﬁ.l=llxl+lx;’,
1 1
, oz ox ox
i =5=3_u1.x1 +5v—l.x = Xlwi + Xw;’

etcet.

Considérons maintenant le premier membre de (2) comme fonction
de %, et v, nous aurons

. - ’ ” "
I=(,—k)[[F@,y, 20y, 2 ", y", )dud,
‘/’
ou en exprimant z’,y’, 2/, 2", y”, 2’ par o1, ¥, 2, 2, Y5 &
1
I=—— [[F@,y,2, hai + M, ..., 0o 4 2oy, . )duydo,
hd | 1 (id

et, par conséquent, en vertu de (2)

ﬂF(:I} VY2, T, s 2 By Yy ) duydy,y
(i
1
=mﬂF(x, Y,2, ML, + A, ., 2 + xay, .. ) dugdo,.
¢

Pour que cette égalité ait lieu, il faut et il suffit que les éléments des
deux intégrales deviennent égaux. Ainsi en supprimant les accents

(3) (’dl - XIA)F(QZ Y, 8,%,Y,2,2", Y7, z")
=Fx,y,2, A + 2", ..., 00 + 22", ...)

Cette relation doit avoir lieu pour toutes les valeurs de A, 4, x, x,, qui

remplissent la condition
xA, —x,AZ 0.

Supposons donc
A=1+471, X = €,

A=r1, x=1+4+c¢



Sur les maxima et les minima des intégrales doubles. 69

et développons les deux membres de (3) suivant des puissances de 7,7,,¢,¢,,
nous aurons en égalant les coefficients de 7,7,,¢,¢, les relations importantes

F=w’g+y'§§fv+z’g{
. o= w4y g7,
4

0=x’g—§+y'§—5—'~+z'§;§,

7= ,,3F+y,,_+ ,,aF

Ces relations joueront un réle capital dans toute la théorie suivante.

Reprenons l'étude de l'intégrale (1) et cherchons la variation, que
subit sa valeur, si nous étendons l'intégration sur une nouvelle surface
déterminée par les coordonnées

z =2z, y=y+7 2=z+4+7<

ol nous supposons d’abord &, y, ¢ des fonctions régulaires des variables
u et v. La différence entre les deux valeurs de lintégrale devient

Az=fcf

et la premiére variation

“I—ff

On a ensuite les identités
2 oF aF & o
5&(5 a“) =wm ¢ (am )

%(62% 3F35+5 ( >

%z v

F<$+E’y+7773+¢"$'+z_::,--.,$"+§§,...>

- F(x 1Ys %, z, ?/', Z’, x, y", Z") dudv

ChntpCt o R

dv.
oxr ou 2x dv dudy

etcet.
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Alors en intégrant par partie, nous aurons

o a2 ) TNy
+[:—:f-——<zf> Lk
L+

oF oF
o o e ca—z.]du}.

Dans la derniére intégrale, l'intégration est effectuée le long du
contour C. Nous avons suppos¢ que les limites de l'intégrale (1), ainsi
que les valeurs de z,y,z aux limites soient determinées. Donc les varia-
tions s'annulent aux limites; l'intégrale simple disparait, et la premieére
variation se réduit a l'intégrale double.

Nous allons transformer celle-ci, mais dans ce but, il faut étudier
les équations (4).

En différentiant ces équations par rapport a 2'y's' x

2 aB 9
356 av

dudv

(P I aw )

¥ 2 nous aurons:

°=7 ggj’ + yay’aﬁ; + z'a:’i"
o=+ e
gg =" azjf;' +y" az’f; + 23:%
°=7 9225; +y 9y$f; + 7 a:ap; + g;’
o=z g—, + y’a;:f;. + 2 a:,’i,,
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o —1

o
%y

oF
oz

oF
9z

'F *F °F
' ——— = !
9z 9y +y y'? + e %oy’
3'F 'F 'F
! G ¥ + y, 7 v + Z’ 7 AR}
oz oy oy oy 9z 3y
’ B’F +yll al.’ + zl' 32F
x'ay’ oy'’® ooy
" asF + yll azF + z" st + g‘
oz oy’ ay'oy” azsy” ' oy’
, OF +y 'F + 2 ?*F
x"9y Yy %3y’
74 a’F +yll a_’z + zll a’F
ox"9y” ay"*? oy
°F °'F a?'F oF
14 4 ’
v "y’ +y Yoy + 2 02"y’ + ay”’
*F *F *'F
'— Y — "
8m3y+‘/9y’+zazay’
2*F ?*F a?*F
’ ’ ’
¥ v T Y ay'o7 + S
3'F ’F 3'F
2 —— = 7=
wor T Y 3y T
°F a'F 'F
xl’ . , ?ll . - Il___,
sz TY oy'oz T
o'F 'F 'F oF
114 - . 1II , . 17 . . —
oz 9z +y oy 9z + 2 o9z 0z +3z ’
'F o'F 'F
1 1t r
2o TV 3y or T
'F o°F 'F
’? 17 1
929z +y y'os + 2 %’
, °'F , 3'F , o°F oF
i +y oy’ + 2 92'07 + o’
, o'F , o°F ,9°F
swo T Y ayor T o

71
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Entre ces 24 équations on peut d’abord éliminer les dérivées de F du
premier ordre; il reste 18 équafions, qui se partagent en trois groupes
de 6 équations entre les dérivées du second ordre.

omaTE by TR e, 0= ey T
o= Y ar F S 0= gt A
o=x3:,’fy,+y’ = 2 a;:y' o=x"82?2.+y"%€; +z"3z;I;.,
0 = e Y o+ o 0= Y g

)

, 9'F ,{ 93*F ' [ O°F 3*F
2;1:—,——.+x<a” -+ — ,)—l—z( ,4,-|- , ,):o,

dx dx oy ox oy ow 0z ox oz dx

$,< a”’F,_*_ *F )+ 2y +2,( ajF,+ ay’F')zo’

ox 3y 99: Y’ 9z 3y 9z 9y

93! ay’
[ *F 3'F ,{ °F 'F , 3'F
x( — 4+ — ,,>+y< — 4 — ")+2zaz’az”=0’

ox 0z dx oz oy 9z oy 9z

, o'F o *F 'R . 3K F?*F
2z ——+ ¥ ( — + — ) + 2 (az,%, +az"aw'> = 0,

ow ox dy ox oy ox

o °F 'K ., O°F .{ °F 'F
‘ <ax’ay’ + az”ay') 2y ay’ oy +7 <az'ay" + az”ay’> =9

. °F P . °F ?'F , P
x(~+ ,,)+y(,~+——7—,—>+225;:a—z,—=0.

9z 9z ox 9z 9y oz oy 9z

On observe, que les coefficients de ces systémes sont les mémes; seule-
ment les dérivées sont différentes. Il suffit donc de résoudre le premier
systéme pour que les autres s'en déduisent immédiatement.
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Considérons ainsi les 6 premitres équations, et éliminons entre eux
les dérivées

?'F ?'F *F
or?’ 2y’ 2
On aura
'K 'F
xl /’__ Yy i . - ’ II__ 1, - — = o
( y xy)-away +(xz xz)swaz !
R '

r. 1 I, 2 o1 12 At —_
W' — y'%) g + W2 — Y8 55 = O
‘ *F . O'F
YW LI I, 07 17, .0 —
(o 7'w) 902 + (@Y , 2"Y) 929y ©

On voit aisément que ces équations sont satisfaites en posant

G'F y' y" z’ z"
3@3’9_1/’ = Fl 2 2|l !
32F zl z” xl w’l
oy'or = Fl o o ||y v ’
. st roat
G,F =T, ¥y
az ax y' y” Z’ z’l

ou F, est un certain facteur commun. En substituant les valeurs de
PF ot 2T dans la premicre des équations (7), nous aurons
oz oy w07 P quatio 7)

’ o

’ai-— F , y' yll wl m'l y' yll
a'? 1Y x x| 2 yr yu g 2
ou
2 F yl yn 2
Gw" = 1 P4 zll *

D’une maniére analogue nous trouverons

Acta mathemadica. 16. Tmprimé le 11 janvier 1892. 10



74 Gustaf Kobb.

Ayant ainsi résolu les équations (7), nous abordons le systéme de trés

importantes formules

a,F yl yn 2 Q’F,
wr Bl o oy z,

z 2z oY
a*F Z’ Z" 2 a’F F
A P oyor !
B’F ml 1" |2 a.F F
ot 1 v |’ woxr !
G’F yl yu 2 G’F F
ozt g gl waoy 3

2

3 2 2 'F
(8) ~:=F2 R Py R 172

%y x ¥y 9z

G’F xr xn 2 a,F
% By o | Wor ,

vy :
or _ |Y Y| ?F P _ g
wor” g gl ax’ay | oyex 3
*F __ gl ) P PF _p
sysy” g x|’ yer | oy T8
9 w’ st |2 g *

F _ p , ?*F + .
A VY g9 | aw'es 8

F, et F, sont d’autres facteurs communs.
Reprenons maintenant notre intégrale double

pression
F o (z_)_lf_’) ? (3F>
%  ou \ox A YA

8

L8,
S

n oW W

~

8 wn

a\
8‘

~

LR W

nQ

(5) et

a\
8

-

<o«
N R W

~

N

~

8 n
0

&\

~

N Qo
N\

~
~
~

™

SEEY
8\

Q\
n R

~

N

étudions l'ex-

De la premiére des équations (4) nous tirons, en différentiant par rapport a 2,

oF _ Ch
w

a?'F 'K
— 42—
dyox 0z 0z

F p
Y
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ensuite on a, en éffectuant les différentiations,

8 [oF ’F 'F ' 3'F oz’ ’F oy
——(——-,)= — &t ——y F 7+ = — Y
ou \ow oz o 9z 9y o 9z ow " u dx oy ou
*F o 2'F oz 'F oy 3*F 3z"

T 255 5u T awaa ou T amayou 1 ower au
9 [oF ?*F A 'F *F oz 'F oy
——(———.)= — & =Y F 2" - i )
ov \ox ox ox ox dy oz 9z oz 0x v ow 9y v

?’F 92 | 3°F oz’ 3'F oy’ ’F oz”

T o oy T 2oy v e
Suivant les définitions des quantités
x” yl’ Z" xll, yll’ zll )
on a évidemment
o’ oa oy’ oy 9" o4
du v’ w v’ ou v

Ainsi

o2 (0F) 3 ()
dx  ou \oz v \9z"

[ F  3'F L F  F ., 3°F ., °F , '
=Y <3:c'8y_—9y'aw) +2 <ax'8z _—az'aw) +o ox"ox +y a9y T2 9z 92

+a’Faz'+ 'F ay’+ 'F az’+a’F 3m"+ *'F oy’ I 9
ox*du | oxdy du ' x93z ouw | 9z v dx"9y" v 92"9z" v

+2 ?*F ax’_l_(a’F + a’F>g:i’+<a’F + a’F)az’

oxox” v oy'ew ' 9x"9y ) ov 0% | oa’or )ov

Maintenant nous employons les formules (8) et substituons les valeurs
de OF 'F

—y —— etc.
't ax'dy
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On aura donc,

—|= (”) 5 5=
ox ou \9x ox
3'F *F [ 'F ?'F ., O'F , 3'F , 'F
== — T~ — = 7 1 7 7
J(axay ayax>+z<axez azsz)+x ox ax+‘/ ox 3y+z 9% 0z
yl yu F yl yu o + 2 Z” ay, xz z’ 3_2’
zl -zu l 1 z/ Z” u ’ mH I yl yn u
} — yl yn o zl Z" ay,. ] ’” az,_
+ 1(2 ) ’ P + 8y + ’ 7" -
L z 2 ov x x" ov v
2 zn oy ’ ) N .
o x x| ov y oy’ v I

On peut montrer que la premiére partie de
divisible par

yl yll
zl zl'

cette expression est aussi

En ce but, nous différentions les équations (4) par rapport a z,y, 2.

Nous aurons donc

(oF a'F , o'F , °F , o'F , O°F *F
2w = Tozoz T Y oy o T P ¥ e 7Y ayox 7
oF O°F , o'F 'F O'F
= a—‘— +y——+ oy 0=a" 1Y + 7

Y x oY ay dy ¥z 9y aa: 9_/ ay oy oz ay
oF 'F , o'F , 3°F ,, o'F , O'F , O'F
%z 89: 22 w T Y 9y oz + 7 020z’ =" %o Ty Yoz +2 0703

(9) F 'F 'F 3'F i 'F

a 1" 1 a —_— / - ’

ox EZa_x +y oy ox t+ 255 °T Y e + 3y o + 75
oOF _ 'F ,, O°F , O'F , o'F , a°F , 3'F
3 — Yy ——t 2 0= ——+ —+ &

Y ox 9y oy dy 9z 9y oz oy oy 9y 92 9y
F *F , 9'F , O'F , 3'F , 3'F a?’F
=V TV ynt  wn O T wa T Ve T fae
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Entre les 6 premiéres équations nous éliminons

'F 'F  'F
xox ’ oyoy ' o970z

en multipliant la premiére par z” et en retranchant la seconde multipliée
par «'; ensuite, la troisiéme par y” et la quatriéme par y’; et enfin, la
cinquiéme par z” et la sixiéme par 2. Ainsi

w”g = (z"y — x'y") % + (&7 — o' 2") g,% ,
yl’g—; i —ya ”) o7 ay + <y"w y ”) aify ’
2w — ) 2y — )

et en ajoutant ces équations

(10) . [ 22 4 g oF + o aF]

-y =5 35) e ()
= (EE—3E)
On aura aussi de la 7", 9®™° et 11*" des équations (9)
(11) ‘ x”gfy"g+z"g
= w”[w” ;9;—'1::1: + y” :a: ay a.v az] + [ " ay 3J a;’ﬁa‘z + z’ %]
+ z“[z" ;tl; + z” :;fw + y ! :;—g;/]
.et ainsi de la 8%m°, 10®™° et 12¥™°
(12) o= x’[x”;——,‘g; + y"aigy + 2 %]

toly e T P T vy |

oy 9y oYy 9z ay a:c 92702 %z 0z 9y
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Considérons enfin les expressions

,{ 'F *F ./ 'F 3 . P , °F , 'F
¥ (s — )+ (s — o) t T e T Y ey T 4,

xd3y dyoz 3z 9z 920z 0z 3z 3y or

[ 'F *F ,{ 'F 'F , O'F , 3'F , 'F
2( - )+w< — )+y + 2 + = B,

y'es 920y dy9zr  oxdy ay'ay 3y oz T2

[ F o'F ?'F ?'F ,, o'F , *F , &°F ‘
# () F ¥ (e — ) + ¥ g+ et Vg = ©

%20 w0z 979y  oyoz 959 9y 0z

En multipliant la premiére par 2, la seconde par y' et la troisiéme par
#, nous aurons en les ajoutant et en tenant compte & I'équation (12).

4z + By 4+ C¢ = o0
et d’'une maniére analogue en vertu des équations (10) et (11)
4r” + By’ + C2' = o

d’on suit immédiatement

4 {44

yl yll zl zl[ m m
4=¢ , B=G ., C=G
1 ¢ ’” ] Vw7 1 ’ ’”
7 z ¥ ¥ Y
et par conséquent
oF (aF) 9 OF )
(13) L A L) (9&;'
_ yl y" !G + F yl y’I 2{ + zl z” ?g{: w’ x'l -a_a',
3' Z” ! 1 1 Z’ zu u ml mn ou yi yu ou
[~ ’ T3 R ’ 3” » » xn .
4+ F ¥y ¥ | + d % x %
2 5 P zn v z oz v yr yn v
+ 2F yf ?/" ?ﬁ: + zl '3 ?:y_, ml ;,cll ?v-z'
3 | zv zu o xl xn ov yv yu oV
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D’aprés le méme procédé, formons les expressions

P2 (2F) 2 (o)
. 9u \9y v \ay"/)’

s ) 35 ar)
9 ou \9s v \82" /"
Alors 10us trouverons que la quantité entre les ||} reste la méme, ce

qui était & attendre, parce que cette quantité est invariable par la sub-
stitution circulaire

@,9,2)
Cest seulement le premier facteur qui est changé en

xl wll
yl yﬂ

zl z"

wl w"

Nous introduisons maintenant la notation

: G . G I yl yn P Py 2" _3__’!/’ oz 3{
( 4) - 1 + 1 Z, zu a_z,; + xl xn 2u + yl yu u
+ 7 yr yu ?_f: + Py Z" 3_’!_/_: z 22"
2 Z’ ﬁ" v wr CU” ov y'r yn v ]
+ T yl yn or + 2 2" 3:1/’ x x” ?—z,—— l
3 zl 5" Y z x v yr y// o I

et nous aurons ainsi

2 (E)_2 () _ ¢

oz ou \oz w\ex') |z 27|’
3F 9 [oF 2 [oF 7 2

I
oy ou\ay av \3y x z

F_L(E) 2 (%)= e

9z 9u \97 w\ez'/ |y y' :
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En substituant ces expressions dans la formule (5) celle-ci devient

31=ffa[|y, v v ‘ (]dudv.
g 2

¥y
Telle est la forme définitive, que nous pouvons donner & la premiére
variation.

’ "

4

e+ |

|7+

xl zII

Parmi toutes les variations, que la surface peut subir, ils g'en trou-
vent certainement de la forme

§=K, p=ky, (=K

ou & ,%,,{ sont des fonctions arbitraires et ¥ un constant également
arbitraire. Dans ce cas, la variation totale A de lintégrale (1) prend
la forme

yl yn ZI Z" wr 2"
6 I=FLk|| G
(I ) A ff [ z/ zu El + wr 50" ﬂl + ’ 7" cl]dudv
F R, e

Nous pouvons toujours choisir k si petite afin que le signe du second
membre ne dépende que du signe du premier terme et du signe du k;
or si AI conserve toujours le méme signe indépendant de %, il faut que
I'intégrale double soit nulle

! H

' 1 zl zll w x
ﬂG[,y: yn}el_}-' ’ ulvl+
g Z r T Y

ou en introduisant une notation, qui sera conservée

’ "

’ q]dudv =0

?l i zl zll xl xll
w = JI yll 7 " v + ’ r C
7 2z z x ¥y
(17) [ Gwdudv = o.

Considérons maintenant une intégrale double

ﬂ‘go(u y )¢ (u, v)dudv
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étendue sur tous les points dans lintérieur de la courbe fermée
flu,v) = o.

Il n'est pas nécessaire que la limite soit une seule courbe; elle peut aussi
étre composée de plusieurs parties. Supposons que ¢ et ¢ soient des
fonctions continues et cherchons les conditions nécessaires, pour que l'inté-
grale (17) soit nulle, si ¢(u, v) est complétement arbitraire.
Il est evident que l'on doit avoir
pu,v)=o0

our tous les points dans l'intérieur de la courbe
P p

f(u7'v)=07

car dans l'autre cas, nous pourrions choisir le signe de ¢(u, v) égal au
signe de ¢(u, v), de sorte que l'intégrale devienne une somme des quan-
tités positives, qui ne soit pas nulle. Il est facile de voir, que cette
condition existe encore, si la fonction ¢(u, v) s'annule aux limites. En
effet posons

¢, ) =f(u,v)f,u,v),

¢, 0) = f(u,0) g, v).

Alors lintégrale devient

f/?,(u ,» )¢, (u, v) = o,
d’ou nous trouvons
¢, (w,v) =0
pour tous les points intérieurs.. Mais de cette équation et de 1'équation
0w, v) = flu, v)p(u, v)
il gen suit que
¢, v) =o,

et parce que ¢(u, ) est supposée continue, que 1'équation subsiste méme
aux limites.
Aota mathematica, 16. Imprimé le 28 janvier 1892, 11
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Nous appliquons ces considérations a l'intégrale
(17) ﬂG’wdudv = o.

Iei w est la fonction arbitraire, parce que elle renferme les variations
€,%9,¢{ G au contraire est indépendante des variations. Aprés le
théoréme récemment démontré nous trouverons

(18) G=o
pour tous les points situés dans l'intérieur et sur la courbe

f(u,v)=o,

qui forme les limites de lintégrale.
La condition
G=o0

nous donne une équation aux dérivées partielles du second ordre, dé-
terminant les surfaces, qui peuvent rendre l'intégrale double (1) un ma-
ximum ou un minimum.

Il nous reste & étudier les solutions de cette équation, et & voir
si elles donnent un signe invariable a la variation totale

Al

maijs avant de faire ces recherches nous devons nous rendre compte des
restrictions, que nous avons faites pour transformer l'intégrale oI.
Nous avons employé dans ce but l'identité

L) =+ e

u T %z du du \oz’

que nous avons integrée pour parvenir 4 la forme (5). Mais, méme pour
des variations continues, nous sommes obligés de supposer que les variables

x’y, z’ xl’yl’ zl’ xli, yll, zll

sont continues. Supposons également que z, y, # soient continues, mais que
*,y,2,x",y", 2" cessent de l'dtre et, par conséquent, qu'il existe des
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lignes de discontinuité sur la surface. Soit AB une

telle ligne et tragons autour de 4B un certain con- B
tour fermé CD sur la surface de fagon que dans l'in- D

térieur de ce contour il n’existe pas d’autre ligne de

discontinuité. Maintenant nous pouvons faire varier @

la surface de maniére que la partie au dehors de CD g

ne soit pas changée. Ensuite nous partageons l'inté-

grale (1) en deux parties; dans I'une l'intégration est étendue sur la partie
ABD de la surface, dans l'autre sur la partic ABC. Dans chaque partie
la surface est réguliére et nous pouvons, par conséquent, effectuer la
transformation de lintégrale & la forme (5). Ainsi:

oI = [ Gwdudv + ([ Gwdudv + (H + [H
A cetuto S ff et £ LA
oF oF oF oF , OF oF
=62+ + Fe?]d”“ (6 + 42 4 ¢ faw
Mais il est évident, que l'on doit avoir
G=o0

pour toute partie réguliére de la surface.
Ensuite, les variations &, %, ¢ s’annulent au contour CD. Alors
oI se réduit a

oL = [H + [H = [(H — 1),

: AB(

+ -
si nous désignons par H et H les valeurs de H aux deux cdtés de la
ligne de discontinuité. '

- —

(6~ G )E— ().~ 6 )% |

L o~

ol =

AB

(666~ )%]y
(-6 (-2

ds étant 1’élément de larc.
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Par les mémes considérations qu'au paravant nous trouverons, pour que
ol =o

que suivant la ligne de discontinuité

[oF oF dv oF aF\ 1du

— ) — (=) |+ — ) — (=) |5 =0,
| \oz'/ & 9% /_ | ds ® /. " /_ |ds
I~ [oF ?F dv oF 3F\ dn

— —_— o — ) = - == 0O,
| \9y / + oy /| ds /. ? lds

().~ @)z -GG =
%7/ . %) _|ds [5>+ 2"/ —

PV

ou en d'autres mots, que les quantités

aFdv oFdu oFdv 2aFdu aFdv 3aF du

(19) wds owds ' ayds ayds ' 7ds o7 ds
doivent rester toujours continues suivant chaque courbe tracée sur la
surface, pour que lintégrale (1) puisse étre un maximum ou un mi-
nimum.

Nous avons trouvé comme condition nécessaire a l'existence d'un
maximum ou d’'un minimum, que la surfacc ou au moins chaque partie
réguliére de la surface, doit satisfairc a l'équation aux dérivées partielles

G = o.

Il faut, maintenant, étudier les solutions de cette équation et distinguer
celles, qui pour toute variation possible donnent a A un signe invariable.
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II Partie.
Sur Véquation G = o.

Etant donnée une équation aux dérivées partielles du second ordre

1‘( 2 92 3 % 9% 83)__0
ToYs s 5m oy’ oa®’ dxdy ’ 9y’

on peut se demander s'il peut se présenter qu'une intégrale de cette
équation soit déterminée seulement par la condition de passer par un
certain contour fermé de l'espace. L’équation de LArrAce

3% + %
a® oAyt

en donne l'exemple, mais est elle la seule? M. Picarp' a résolu cette
question pour les équations linéaires, et il a donné des criteriums avec
lesquels on peut, d’avance, sans avoir intégré l'équation proposée, Juger
¢'il existe ou non une seule intégrale passant par le contour.

En nous appuyant sur les résultats de M. Prcarp nous allons étudier
la méme question pour les équations non linéaires. Nous nous bornerons,
pourtant, aux équations qui sont linéaires par rapport aux dérivées du
second ordre. Soit

dx ox
(1) 0(2)=AT54 2B2E 4 €25 Flu, 00,22, B) =0
I'équation proposée. A, B et C sont aussi des fonctions de u, v, z’
o 2 Soit
T’

v,z + &

deux intégrales de cette équation qui passent par le contour donné, on
a, évidemment,

(2) AP = 0+ & — O(z) =o.

' Journal de Math. 4 série, tome 6, pag. 145. Sur la théorie des équations
aux dérivées partielles et la méthode des approximations successives.
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Considérons Vintégrale double

(3) Jlelo(@ + &) — o(e))dudv.

L'intégration est étendue sur tous les points dans lintérieur de la courbe
fermée

flu,v) = o,

qui est la projection dans le plan («,v) du contour donné. En vertu
de (2) l'intégrale double (3) est nulle. On voit ensuite, immédiatement,
que & s’annulle sur la courbe

flu, v) = o.
Développons, maintenant, la différence (2) suivant la formule de Tavror.
On aura, en s'arrétant aux termes du second ordre
(4) <1’(fE + 5) — O(x)

203¢ 422 30 3¢
3u3v 7z ou oz’ av

%

ou H, renferme les termes du second ordre. Comme @ est linéaire par
rapport aux dérivées du second ordre, il n'y a pas de termes de la forme

() () G

GHI = EA;[LTIT/L

Alors, on peut écrire

o of .
o 7, et 7, sont les trois quantités &, —§ 5% et les A;, sont des fonctions

linéaires de & et de ses dérivées du premler et du second ordre.
Nous substituons la valeur donnée par (4) de la différence (2) dans
I'intégrale (3) et intégrons par partie les termes

3 e %
4635, 2B 2t el

en observant que £ s'annulle aux limites. Par cette intégration par
partie les termes sous les signes sommes, qui proviennent des termes du
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premier ordre de la différence (4) deviennent aussi une forme quadra-
tique des variables 7, 7,

H = EAA# T Tf,_

mais, ou les 4,, sont indépendantes de & et de ses dérivées. L'intégrale
double (3) prend ainsi la forme

(5) ﬁ”{Z[AM + 4;]nz,)dudy = o.

Supposons que
z = x(u, v)

soit une intégrale de l'équation (1). Substituons cette valeur dans les
coefficients 4,, et 4,,. Alors, si la forme quadratique

H = ZAAP- T3 T/l

dans la région considérée du plan est une forme définie, on peut toujours
fixer des limites supérieures de & et de ses dérivées du premier est du
second ordre, de facon que la forme quadratique

Z [Al,u. + Ai#] T TF

sera aussi une forme définie. Mais, si la forme sous les signes sommes
est définie, I’équation (5) est impossible, sauf pour

_%_%_

T =71, =7, =0 ou = = =
* € ou v

Cela veut dire, que I'on peut entourer le contour donné d’une aire telle
que dans cette aire il n'existe pas d'autres intégrales de I'équation (1),
qui passent par le contour donné, et qui différent trés peu de l'intégrale
déja trouvée. Ainsi pour démontrer l'existence d’'une telle aire, il suffit
d’établir, que la forme quadratique

H = EAA‘MT)_ Ty
qui provient des termes du premier ordre de la différence
Ad= Oz + & — O(z)

soit une forme définie,
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Ces résultats peuvent; facilement, étre étendus & une équation du
second ordre avec un nombre quelconque de variables dépendantes et
indépendantes, ainsi qu'a un systéme d’équations. Supposons, par exemple,
quil g'agisse du systéme:

@l(w,y,z)=o, Oy(x,y,2 =0, Py(z,y,2) =o0.

Alors, on considére l'intégrale double
[ieae, + 9A0, + ¢A®,}dudv = o.

Il y a, pourtant, une simplification importante, qu'on doit observer.
Nous avons supposé D'existence d'un certain systéme d'intégrales

= z(u, v), y =y(u,v), z=2z(u,v)

et nous voulons savoir 81l existe un- autre

r+&,y+9,2+<

qui passe par le méme contour. Mais alors, il n'est pas nécessaire que
les trois fonctions &, % et { soient indépendantes. En effet, cela revient,
au fond, a la question de faire correspondre 4 une surface primitive
une autre, qui en est infiniment voisine. Cela peut se faire d'une in-
finité de maniéres, mais, si la surface primitive est régulaire il suffit,
évidemment, de poser

& =al, n = bl, =cl

ol a,b,c, sont des cosinus directeurs de la normale de la surface pri-
mitive au point (z,y,2). Alors, la quantité sous les signes sommes
devient une forme quadratique de ! et de ses premicres dérivées, sur
laguelle nous pouvons employer notre méthode précédente.

Nous allons: employer ces principes sur notre équation

G=o0

maig, il vaut mieux considérer le systéme équivalent I (15)
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=y 2 peny_
L AN w\ez') ~ 7
R =2 F) 2 o)
P ey ouw \3y av \oy’

r=_2(m) 2
8 775z ou \o7 v \9z"

Notre intégrale double sera alors

i

O,

I

0.

[[{eAT, + AT, + ¢AT, Jdudv

ou, en nous bornant aux termes linéaires,

(6) [Jiear, + yor, + T, )dudv.

En vertu de la forme spéciale des coefficients des dérivées du second
ordre on peut aussi intégrer par partie les termes de H,, qui contiennent
les secondes dérivées de &, et {. Les fonctions 4;, ne contiennent pas
donc ces dérivées et, par conséquent, il suffit de fixer des limites supé-
rieures de &, z, { et de leurs premiéres dérivées seulement.
Pour montrer cela il suffit de considérer les termes de la forme
% %ok

udu® ' o’ ete.

car les autres termes sont immédiatement intégrables. On a

'F % 'F %

L= — s sayow
et, par conséquent
AT = °F 9y 0% 'F 3£9%
17 ay'oxtoudu’  oxtoy owou®
ou
°F 9 (ondf
AL =— 2l (BE)
L, 9y 0x * du \dudu

De la méme maniére on peut traiter tous les termes de cette forme.
On voit donc qu’ils sont intégrables.
Acta, mathematica. 16. Tmprimé le 2 fevrier 1892, 12
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Il sagit ensuite de former I'expression

gar, + 70T, + (o,

Dans ce but partons des formules données I (15)

vy G>._"E'-—-—3- (aF) 9 (91",) =T,

2 2|19 % " mw) —wer

g 2
G=T_2(F)_20ony_
x x oy ou \9y v \9y

VIl e F 3("’_’1‘)_3(?5)_1‘
vy T 9z ou\oz sv\ez’ )] %

On aura

Y
7 2 6G+0ﬂ 7 2 G aI_vl’
Z 7 -4
S eetall " la=or,

06 +2|" 7 lag=or.

! ’’

En multipliant la premiére équation par &, la seconde par 7, la troisiéme
par { et en les ajoutant on trouvera, parce que

G=o0

14 7 ' ’"?

r x

’ ’”

3 z Z + +¢ 6G = &, + 50T, + &T,

m' x'l

ou en employant la notation déja introduite

woG = &I, + ol + (T,
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Calculons en I'expression
eor,

ol aC

5611=§§'s’+ e+ ohert el 4 el g 2

+iel ety ety *s—+§i°’7+” 2%

ar, ,a% | ol 3% C 'y
+ o, ov* + oy v’ + az + 9z, E Judv + Yu 6 dudv + 9z, E auav
ou on a-

, o l v oz”

Y Iy = 30’
dx Pz
m' . 1 —_—
n = v du

etecet.

Le calcul des coefficients de cette expression se fait facilement; seule-
ment il faut observer que

2[00+ 560

ox [au o ]_az’az ou \ox’?

? g(g) _ a’F+_a_(a’F>

oy’ [au oz ]’_ax’ay ou \9x9y
etcet

mais que

&

K3 3(31«' 3( a’F)

ox [av o )] ) "ox’
3 <3F) _ 2 ( S’F)
y (2] ] T v \9x'dy

etcet.
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On trouvera ainsi
. _[@'F 2 (3F ? ([ 3'F 2
&r, = [@T T ou (99:'3:4:) Y (%'3:&)]5
?'F 2 /3'F ? 3’F 2 /3'F
+ [axay T ou (aa{ay> T o (az ay)]E” + 555— ou (ax az> T <3z'az)]€(
3 (9°F ) »F ) 3
+ [—B_u (37;) v (az o >]E + (ax 3:1;') Y (6:: ’)] v
+ CF ?*F 3 [/ W C}
| oz0y ~ 9xdy  ou (az'ay' ) v (

- 9% F I 9 [ 9°F 3
[ )~

)
| 03z 9z 9z ou \ox 9z ] %
+-9’F a’F____a_(a’F) 3( F)E
| 920y”  9x’dy  du \ox'ay” ) 3y ]
+ (9’11’ 'K ? ( 'F ) )
| 0202 2’9z du \3x'3s" B:c 97" ]
'F a"‘ OF 9% 9 L, 'F 9% 9'F L3 'F 93¢
h——E a PP Ny T g E ~——_—E P E E P
3y  ou oz 37 ' oz ay" Tovt 9293 T v
'F | 9% 'F 'F \ . @° ?’F 'F \ , 9(
— 2o b — (o + o) S — (s + 550 e
U 9y ox x 3y / " oudv 9200 . 2z 0z dudv

Multiplions les deux membres par dudv et intégrons par partie les termes
qui contiennent les dérivées du second ordre. On a, parce que &, 7 et
¢ gannulent aux limites

— [ e i [[ | () 2 ()
——ffmy a;’ udy = ff
— [ s = [

3'F 35377+ 9 (aF)an
2z 9y dudu ' du \9x'dy ou

dudv,

— 2 + Py dudv,

3'F of 93¢ 2 <3F>E
2z 92" du v
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_ ?'F ggae ~( ) 95
029" auav : aa: oz v ou oz oz au
5 o o7
- ay 27 T o ay auav ay i 3y> dudv

9 [ 'F 3'F \ L9y
+ 2u <3y’3x' + a:v"ay'> Ea—v

dudv,

dudv

etcet.

En traitant de la méme maniére les deux autres expressions

3 oF 3 (914’ 2 (oF 2 3 [oF (a[«’)
y  du SJ) v <3y')|’ a_z— 5&(5) v

et en les ajoutant & la premiére, nous aurons enfin

) ‘ ﬂ' wo Gdudv
[ () -5 (R + -2 65 - )

=) s Gk

3 9 [ 'F
+| a.cay T ou (a:e oy ay m) v (az”ay oy a.::)]e
i a’F 9 'F
+ ] 2 5w ( 3595 1 970z ) w (aw oz u”m)]et
- _3'F 2 ['F 3/ 3°F ?*F
255 (ay’az + 2 ay) v <9y”92 + 92'33/)]77:

F ' F 9 (a’F 6377+ ?*F  °F a( ?'F o
’ ] ou [am’ay oyoe  av \oy Sz)]vau

)
+“a’”F__a"F+_a_< F)]ézz_*_ a’”F_a:F+3<a:F))73§

| oy'oz  9x'0y oy oy'ox ' ou \oy'ax/ [’ ov

- 3'F 'F ? [ °F o'F o ([ 9'F \7,3
F[RE TR 3 (FEVIE (ZE S e %
| 02 9% ox 9z ov \ow oz 92 oz ox ov \9s 02 u
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+ [az"fz - 91"1; - (3z o7 )]5 ﬂaz:'gz o azgﬁ; %( = >]:3;
+[ G’,F __ai__( a:l«’,) 773—C+ B a’f’ _ afz«v ___( aﬁ’F}>] ]
oz 9y dy oz v \9y 2z u | oy oz 9z 9y v \9z 2y u
+[aray—wy Tou oyse) Jr o+ [y — 50y 3 (o) |50
R e i Rt
+ () +5R G 2amy et P T o)
+2 3y‘fz zz Zi (35)’ az’aI:: g% g—f:-*- (ay Fed + oz’ 3y )(:i :Z + :5 :Z)
+(azaz +azaz)(:—§a§§ gg)+2%gg

Transformons cette intégrale: En premier lieu on a, évidemment, les iden-

tités suivantes

0 = Eff w (%-‘ay' ay-ax'> s>_u(577 5 (axkay, + o ax) P (&%) i dudv,
! 3 (F ’F . 2 [ F . o'F .
=5[/ 5{’(93«"%' T o > O""‘(;{g‘l'az a.::) (&) {dudw,
! 3 ([ 'F ?'F 3°F 2
= 5/] 51—) <9y'32’ + 2z ay ) ( () <3y Py + Py 3_] > ( :) dudy.

En ajoutant ces identités & notre intégrale (7), les termes renfermant les
produits des variations avec leurs dérivées prennent une forme plus sym-
métrique, savoir
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P 9'F _Ei(a’F a’F) Eol
[ay'aaa oy  20v\%z'oy  oy'ow ] u
F 19 ( a*F 'F ) o
[ay oz awoy 200 \owdy oy ox ]77914
O'F  'F +_ (a'F 'F) &.3_17
[ay”aaz oz'ay ' 2ou\dz'0y oy ow s

__[aajF 'F _I___(a*zw _a_:ﬁ;>va_e

Yy ox oz’ oy 29u \ox'9y’  9y'ox v

etcet.

11 faut, maintenant, calculer les expressions

1_3_( *F *F ) 1 a_( 'F *F

7 i Fom T - 7 etcet-
29v \ez 0y  ?y'ox 2%u )’

'y dyom

et, dans ce but, nous pai'tons des quatre équations suivantes, qui se
trouvent parmi les équations I (6)

oF , O'F , R , O'F
5w = % 5w Y oy o + 7 e
F  , °F , °F , *F

L awam+y3y9w+zaz3z’

oF , o'F . OF , O'F
—— =2 — —
o 913z +y 3y'ox + %59z
oF , o' , o'F , 'F
% oz o + yaya:c + zam

Multiplions la premiére par + #, la seconde par — 2”, la troisiéme — ¢/,
la quatriéme par + 2” et ajoutons. Nous trouverons donc

1 aF 17, — YW J 4 azF Yl — I SQF
( = (y'7 —y'z )ay”ax’ + ' —y z)a—r”ay’
ou en introduisant les notations
ylzll _yllzl — a’ zlwll —_— zllxl —_— ‘8’ wlyll '—'xf’y’ f— r’
1 [ 3F 3F . ,F , oF
(8) —a(az”ay —a—ga) =&yt



96 Gustaf Kobb.
En différentiant (8) par rapport & v

I 3 /3'F ’'F ? nd [OF aF 92
E“%(az"ay’_ayaz)_ a< T3 <z>+azav

oF o5’ xaa( ?*F ?’F )
sx’ay oyox)’

o

oz v 29

or les valeurs de z,y et z satisfont a I'équation

F 3 (a ? <9F) —o
9  ou \oz w\ex'/ ™~ 7
oF oF 2 /3
ZII II_~<__’
31} (az) or 4 ou \3z' )’
ainsi

%/ *F ?’'F ? oF
) =R ) () e

1
27 3v \ow 3y oy ox ox v \ox ox Jv oz v

1%a / 9'F R
+-—“< 0 "——.—)

2 9v \9x oy oy oz

par conséquent

Parmi les formules I (6) et I (9) on trouve les suivantes

[aF , 'F , o'F , o'F
oz o Ty Yoz + 2 250w
a'F 'F F

O = S "

v ox ox +y Y oz + 7 X

aF , o'F ., 'F , 9'F
7w ¥ +y oy oz’ + 2 o'z

(9) ]

oF , 'F , o'F " 'F
2" wor Y Yy oz %2 %’

'F 'F 'F

O = ' = ! —— ! ——
T % +y9y8z T e

a'F 7 'F
O = "’ " .

ozt Ty ayaz + s 929z
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On a ensuite
O oy’ 8y °7" 94
u v’ du v’ u v

ot e oF .
En différentiant directement 55 PAr rapport & u et v, on a en vertu des

L. ( o'F a'F )
27w \oz'dy  oy'ox

2°F O°F 2'F , 'F O'F , F
= z"[a g g ——,———] — z’[m — 4y + 2 aTaT]

ox'ox Y5y oy’ 3 9z 0% CEACR 3J o

relations (9)

JF R )y oy 9'F oz o' 3y’ 'K o7
& — —3 P
+Z[ + o +Bxaz +3w‘9v +3mat/ v 9z dv

dx dw o’ 3_/
*F oz’ 'F 3y’ O 8] ¥y ,o°F *F F
R e s Ty Y s b
dx dx v dxdy v 220:" v | ov ox ox oy owdz
o afF o+ afF y + 2 a'F s+ a’{?a_w' + B,ZF, 3y a’/F/gz’
LAl o9y 2wz ° dx'*du | 9x9y ow | dw'dz du
O'F ox’ o' oy’ O°F 97" , °F °F . O°F
s S Yt
dedr ou oz oy’ du 2x'02" au‘ Bu dx oy dx oz
+3z_’ X O*F 4y O°F ez _ _T_+ o'r Y OF T
v o’ o2 ay"ax 37 00 v " v Oz/ o’ T % o2 0
19a [/ O°F o°F
290 \dz'9y  oy’ox
K , 35" 97 , 92" ,,af)
wld —F 22—z
l_ay w o ay] + A ( o + on o1t ou
,91/’ 95__1/,?_5_ ,,3'1)
’c):n Oy ou Y ou < ou on
o , 92 9z o
bl % A xl__— 9,11 ___)
Bxaac (Z ov + ov v Y v
?'F /9 , 08 ,, 0y 1%a [ 3*F - 'F
+~,——7 ?/+/,, y——ZI‘E“)————( T T T >
oy dw ov ov 20v \oz 2y dy dx

Acta mathematica. 16, Imprimé le 4 février 1892,
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ou en tenant compte des valeurs de a et

1 3 [/ 3F ?'F >
e Sl By u o
2 dv \9x 9y oy dx

a3y’

a 7 ;
9y dx 920y

dxou  oxoy ow | dxox ov

. [a’F a*F] 3’F 3f3 °F da 'F 973 1<:~>’F +
- 2

mais suivant T (8)
: ’F 3’F

= I = I a3
% * o, 9z 2y 197
°F . 3°F 3°F -
= Ia’ — == 2l af
o dx 3 v 9y oy dw E

et par conséquent

20v \ox oy éy o dy ox dxdy

De la méme maniére, on trouvera

29n \3x' 0y oy ox

2/ °F a'F *F e d oy
__( e ): L S l<

oz dx dx 0z

7

+ (a2 — 73,

ov ov
Io(’aF F N " 'F 'F +F<aa
(10) 200\00 07 0z dx ,-az”&c o9z "o

’ Ba__ 97
+ Ta <r3_u aBu)

, 9 ‘2’ ° 2 f 3 \
13< a,,FV"'—’?fF‘?) —_ a’F ~__97]:1+ < o — ”> + ]1:‘,(6(

/ 2 2 - o~ 2 2' 5 -
xa( 0*F aF)__ ii—££]+]v‘,<~“—~a

K
Y o

) 2 2 N 2y, 2 3
EN(DI’~ 3,,F—,)-—= D{___“—F +F1</91—‘ 93
20v \oy oz 9z dy 2z oy dy oz ou ou

o s 9/9
+ Is(\ﬁa,— T@)a
7 2 1 -~ 2F- 39
O N [ A (e
20u 0y 0z oz 0y 9z dy Y oz dv
a1 8‘9 GT
+ ﬁ3<raz¢ ﬂau>'

2
Jov?
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Nous introduisons maintenant ces valcurs dans les coefficients de notre
intégrale (7) en employant les abréviations

du du el C)¢]
! 113 s
ou’ & = B = £ =3,
?& , tl3 o7 ' 7
’ . ! = — ' = - ! == — etCet.
§ ou’ g v’ 7 ou’ 7 D)

Les termes contenant les dérivées des variations peuvent étre écrits de la
maniére suivante, si nous nous servons des formules I (8)

U= —[Faf — pa') + Fy(af’ — pa"))é7'
+ Fi(af — ) + (B’ — po) 7€
— [Fy(af" — po") + Fy(af — pa))&y”
+ [Fy(af” — o) + Fy(af — pa’)]
— [Filof — o) + Fylay” — ro")]
+ (o — o) + Fylay” — pa”))C€
— [Fy(ay”" —ya”) + Fylay — ))&
+ [Fylay” — ") + Filay’ — ya)ICE"
— [F gy —1B) + E@r" —rf)In¢
+ (Fy(fr —1B) + F By — 1810
—[F B — 18" + B8 — B¢
+ [F,@r —18") + F(br — iP)&y”
+ F(@’€? 4 7 + 7% + 2af87 + 20780 4 2fr9' ()
+ B’ + fy + P+ 208+ 200878 4 2fpC)
+ 2F, (a’€¢" 4 B’y + 17" 4 af(Ey" + &) + oy (§¢7 + €70
| + A + 7).
On voit immédiatement, que les trois derniers termes sont
Fya€ + fy + 10 + F,(&” + py" + 18"’
+ 2By (o€ + By + ) eE" + By )

(
( ng”
&’
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Nous allons ensuite former l'expression

W=F (aw>’+ Fg(aw>’+ 2 F aw aw,

du oY) 32w 20
ou w a la méme signification qu'auparavant gavolr

w=as -+ By + ¢,

alors
ou -y ] ’ s '
S=aof 4y aE+Fy
o sot p " ir 19 5= ’ 1
,T;Ursac + "+t S i+
et ensuite

F(2) = FG& +pr + 18 + 2F,6& + fr + 1)@+ By +77)
+ F(@E+ fy 10

S = B Bk ) B B O+ B+ )
+ F,@" ¢4 87+ 71°0)%

2w 1y

s ey = 2Ha(0€ + By + )€ + B+ )
+ 2F,@d + fy’ + 106+ F + 770
2By (@l By 1)@E+ By +70)
+2F, @6 + fy + rOEE + B9 + 170,

W= F(a& + By'+ 1) + F(a&" + 7" + 137)°
+ 2F (o€ + By + {00 + pr" + 1)

+ &€[2Fax’ +2F, a0+ yy'[2F,p8 + 2F,pR"1+ &'[2F 17 + 2F,7"]
+ &2 Foa” + 2F o] + 97 [2F,68° + 2F, 8] + & [2F,y” + 2Fuy]
+ &y[2F,pa + 2F a1+ 7€ [2F,af 4 2F,af"]

+ &' [2F,fa" + 2F,fa’] + 9 [2F,af"+ 2F,af]
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+ &'[2F pa’ + 2F "] + (& [2F 0y + 2F "]
+ &'[2Fpa” 4 2Fpa’ | + CE'[2F,ap" + 2F,ar' ]
+ 2B gf + 2Fy) + O [2F, By + 2T, fy]
+ 2 Fyf + 2Ff ] + Sf'[2 BBy + 2 F, 6]
+ W,

= §[Fa” + Fya* + 2Faa’] + 9'[F\f° + F,57° + 2F,f["]
+ C[Fy? 4 Fy* + 2Fyy]
+ &l2Faf + 2F a8 + 2F,(@f + o))
+ &[2F, a7 + 2F,a"y" + 2F,(a7" + o'7))
+ 2B 7 + 2F87 + 2F,(87" + F7)]
Formons maintenant la- différence
wW—U.

On trouve que dans cette différence les coefficients de & et de %€, de &
et  de (& etcet. deviennent égaux et, par conséquent, que la différence
peut sécrire

W—U-=
[Faa' + Faa"] S ( )+[Fﬂ/>”+Fﬂﬂ]au(>7’)+[1* 7 +Fsrr”]3u( )

+ [Fyaa” + Fyad) 2 (&) + [T, 59" +Fsﬂﬁ']3—,,(>7’) +Er + Fyr] 55 (&)

- 3 9

+| B3 @) + Fig @) 5, 60 + [ B 5 @) + B2 @) 5, (8)
+[F 5, (@) + Fsa%,(ar)]%@@ +[F 5 @) + g @) |5 60
+[ 5 60 + 39,,ﬂr)Jaqu)+i23( F, 2 (6| 55 0)

+ W,
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En intégrant par partie on aura
J[(W — U)dudv
:ﬂ{é’ Fo’+Fa'*+2F, ’a"———éz (Flaa'+ I aa")——%(lf’?aa”-{— Fsaa')\

+ 7| Bg B 2 F p— L (KB AR )— 5 (F, 88+ F,68)

2 14 F r”’+2Far’r"———( v ) — —(Fyrr"+1un)

.

+ &y 2B a2 B 2 F () — 5 [ )+ B (o e )]
— 5B +a'8) + (ap + <4 |

+&[ 2By 2l 2B (o) — 5 [ o+ 2) + B )]
— By + ') + Fy(ar + 7]

Hrl 2F 7 2B 2 F (B )~ 5 B+ )+ B+ A7)

— B+ B+ F G + 1) || dude

Nous introduisons maintenant les notations
3 hi ’ A n 3 A r _PY ’
A=a—u(1'la + F.a") +a_v(F7a + F,a),

(r2) | B=2(F.p + Fg) + (Ff + 1)

= (Fy + Fy) + (B + Fyp).

Alors on trouve, aprés avoir effectué les différentiations
[[(W — U)dudv

= — [ 1€ 4o+’ B+ ECr+ E9(Afi+ Ba) + & Ay + Ca) +7¢ (B + Cf)Jdudv
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et, par conséquent,

fUdudv—[f

+ 5v(A,8 + Ba) + &4y + Cu) 4 5(By + Cp)|dudv.

aw +F<IB+ > F awaw_l_s.,Aa_*_vgBﬁ_*_,‘,Cr

5 2u v

Mais
f Ududv

est la partie de lintégrale (7), qui contient les dérivées des variations.
En introduisant les notations suivantes notre intégrale double (7) peut
§'écrire

L _2F_ 3 <3’F

1n oz* du

)-365)
b= 32 - (5) +
)25

o'F I
Las = %
oyoz 2%u

oy du \dy 3y v \9Yy 9y
Loy = 5 = arae) e o) +
(13) :
Iny = %,_éaiu <aiz; + ;;'fw) _—é% (3:':3/ ¥ oyox > ME (A’@ + Ba).
Loy = zgz ___;;_u (:;g’z + af’i) “2;{; (ai’i + azjf:c) + “; (dr + Ca),
(

5 ) + 5 (B + ),
[ woGdudv
::f»/‘{Fl (g%)ﬁ <3w) + 2F, zfzw + L& + L,y" + L,

+ 2L,,&p 4 2L, 60+ 2L, %¢ jdudy.

Cette forme de l'intégrale (7) se simplifie encore. Nous pouvons démontrer
que, les coefficients L ont la forme

Ly, = Fa, kI’m = F.f’, Ls. = F,r’,
Ly, = F,af, L,, = Far, = F fr,

ou F, est un certain facteur commun.
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Pour démontrer cela il suffit évidemment de démontrer que les
coefficients L satisfont au systéme suivant des équations linéaires

'L, + yL,+ 2L, =o,
«"L, +y"L,, 4+ 2"L
L, + yL, + ¢L,, = o,
"L, +y'L,, +&'L,, = o,
L, + yL,, + 2L, = o,
o' L, +y'L,, + 2L, = o.

f

o,

C'est le méme systéme que nous avons déja résolu et dont la solution
se trouve parmi les formules I (8).

Pour déduire ces équations par exemple la premicre, partons des
deux équations

aF ’\ﬂ‘lﬂ a’F , 821;'
w = Ve T 9y92,+ e
'R OF
4
© Q" + v SJ ax + Z

qui se trouvent parmi les formules I (g9). Différentions la premiere par
rapport & u, la seconde par rapport & » et ajoutons. On trouve

o a*F ,  'F R Qx R dy ' 9z 2R
7 Y any Tam? Y aara Ty Taas s T s e
z dxdy Qudz xdx du wdy du | Qwls du | Cadx’ Om
PF 8y BF &, 0 [FF VRS R 8 [ 3F
" - 5 = e o o~ I, -~ ~ o~ ~ 7
+ Qxdy” Qe + Qxdz" du x ou <3;z; é‘a:) +vy Su <8g am,) t+ 2 dut (9z &v)
BF % DRF Oy | BF N, 2 [FF 9 /O ) ¥ 92F>
‘ A T AT ~_ » A tAa# Y Vs Z N #
+ e dw du Oy dk Qu 23z Qu + &P (3@ 31.) + v <9y e, + v (32 ox

YF % | FF Yy | OF e
+ or dxdy + 575 " dxdv ' owdv

W W
2| &
Wi W
[
-
Wi W
Pl
W W
=
Q6
-
ﬁ)' )
[
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on aura

D) -2 2D -6
[Gw“ du \ow' 9z oz 0w ] [Bmaj ou \3y 92:) av \9y 9w ]
JJo'F 2 [3'F 3 [ 9F
+ 2 : — = | ] = 0.
ooz du \o% ox oV \92 9%

Les coefficients de y' et 2’ peuvent s'écrire

(15) o'F 3(9”F> ® < a’F)_ O'F 13_(9“11’ a*F)
5 owdy  du \dyow ov\oy'dx)  oxdy  20u \dydow ' 9zdy

I *F ?*F 19 [/ 2°F ' o*F *F
_5%<8y"9m +3way>+5@<~~ ' >+__(___ )

x'dy dy'ox 290 \oz'dy  ay o

g ? 32F> 2 [/ F _92F 13»(3“F + 3"‘F>
%0z  ou \0z0x v \3z'9x/  dxdz 20u \9zox @ oxdz

12 /2°F ?F 19 /3*F A 19 /3F 'F
—Eﬁ(az”am+awez>+5£<ax’az~”' >+5‘a7,( “")'

oz 0% 29z 9o

Parmi les formules (10) nous trouvons les relations suivantes
°F R

' 7 " ’r °F
aw’ay—_ay’aw = Fl(aﬂ,_ﬂa) + F3(a18 ﬂa )_—_23,0( >

w'oy oy'ox)’

'K R ” y , 'F *F
e — e = alop — ) + Fy(af — ) + 20 (5, S

29w \ 029y oy 0w

Différentions la premiére par rapport & w, la seconde par rapport a v

et ajoufons ‘
9 (a’F 3’F>+?_(92F a*F)
du \ox'dy  dyomx dw\9x'3y  oy'om

= 2 VP, (o — ) + Folap"— ]+ SR — )+ Fifoff — )

En effectuant les différentiations on aura

;,; [Fl(aﬂ’—-ﬂa’) + F3(aﬁ"—-ﬂa")] = “;{L(Flﬂl + Fsﬂu) _1@5% (Fo' + F,a"),

2 [F(af'—pe") + Fy(af — fo')] = ane (F,f"+ F.f) — fo (Fya” + Fya).

14

Acta mathematics. 16. Imprimé le 15 février 1892.
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Ainsi avec les notations (12)

o [3'F 'R ol 'K
é?l(an'a —5 >+ < ) Ba — Ap.
x oY oy oz v \oz’ 91/ ey B

On trouvera de la méme maniére

o [ F ’F 2 (3'F o'F
CER R ¥ U N A M
on \9x 9z 9z 0x dv \%z 9z oz ox

En substituant ces valeurs dans les expressions (15) notre équation li-
néaire prend la forme

o 9 (9'F 9
(16) v [aa:' Y <9x'alv> Y (3@ 91)]

+y'[9“ﬁ’ N T )“’é‘%( °F 4 9:2/) + 5 (Ba— 4p) |

oxdy u \9y dx dx oy dy ox

> + 1 (Ca — A;-)]:o.

47 'R IG(’32F+82F 13(92F+3’
[Bwaz 20u \ 929z ' 920z 29v \ 9z 0z 29

Ensuite on a lidentité

a4+ yp 4 2y =o

ou de méme

Az'a + Ay'p + Ay = o.

En ajoutant cette identité & 1'équation (16) on aura
J'F 0 /9'F G
v [59:_’ T ou (8:1:'91:) Y <3z az) + AaJ
Jo'F 19 19 / o'F 3 F I -
+ y[a_xé?/_—é; <8y3x 3x8y> 55%)(83/"33: + 8@:"33/) + 5<Ba+Aﬁ)J

o[ (P I (T ) 4 (a4

010z 2 9u \9z 9z afc 9z 9z o dx 9z
ou aprés les notations (13)
«L, +yL,+ 7L 6 =o.

D'une maniére tout & fait analogue, on peut déduire les autres équa-
tions (14).
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Alors
Ll)'f2 + La'z’?? + L:«;3C2 + 2L12€77 + 2L13SC+ 2L2377C
= F,(a¢" + %" + 1" 4 20f8y 4 2078+ 2fp7C) = F(af + fy + ()’
= F,w’
En substituant ce résultat dans l'expression de

f w6 Gdudv

cette intégrale double prend la forme trés simple

(17) ‘/]dedchfu:ff{ﬁ‘,<g§>2 < ) + 2 F, ifzw+ Fow*ldudy.

Les coefficients I, F,, F,, F, sont des fonctions connues de x,y, z et
de leurs dérivées, mais ils ne dépendent point des variations &, 7, {
Supposons que nous ayons intégré l’équation

G=o
par les fonctions

r = x(u, v), y=yu,v), &= 2(u,v)

et que la surface représentée par ces équations passe par les limites
données. En substituant ces valeurs de z,y, 2 dans les coefficients I,
F,, F,, F, ces derniers deviennent des fonctions de w et v.
Il gagit de trouver si pour ces valeurs de z,y, 2 la forme qua-
dratique sous les signes sommes de (17)
E 2 2
F, <z—::’> + FQC:%U) + 2F, z—s%’ + Fw’

est une forme définie.
Cette expression peut s'écrire

I

| (B S+ BE) + (R F — F))<>+FF“"

Maintenant nous pouvons suivre la marche indiquée par M. PicArp dans
son mémoire déja cité.
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On voit immédiatement, que la forme est définie, si
Fle""Fg >0,

(18
) F,F,>o0.

La premiére de ces conditions est nécessaire.

Dans le cas, ou la seconde n'est pas remplie, il peut pourtant se
présenter que la forme peut étre transformée d'unc telle fagon, qu'elle
sera définie.

B

En effet, on a, quelles que soient les fonctions réelles et continues

B et B, de u et v,
a(Bw?) a(B w?)
o ov

I'intégration étant étendue sur tous les points dans lintérieur du contour
donné C. En ajoutant cette identité a D'intégrale (17) nous aurons

ffwo(zdudv h[[lF + F (aw) + 2F, g-:i:g%)-i- Bw~+ 2B, w—

+F)

dudv = 0,

dudv.

+ <8u +

La forme entre les crochets sera définie si 'on a
F,F,—F}>o0

et ensuite s'il est possible de déterminer B et B, de fagon que

(19) F,

(F,F, — F?) (au

+ ,4+ F) — F\B + 2F,B,B— F,B*|> 0

M. Picarp a montré que cela est toujours possible si le contour
est suffisamment petit. Si ’
F F, > o,

on peut évidemment poser
B=B, =o

et on retombe ainsi aux conditions (18).
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Si ces conditions sont remplies, 1’équation

f woGdudy = o

n'a pas d’autre solution que

ou
iz

y’ yll

Cela veut dire, que la projection & la normale de la surface donnée de
la distance au point correspondant de la surface variée est nulle, ou que
la surface variée coincide avec la surface donnée.

Les conditions (19) remplies, d’aprés le théoréme démontré au com-
mencement de ce chapitre, il est toujours possible de construire une aire
autour du contour donné dans l'espace, de fagcon que dans cette aire il
n'existe pas d’autres intégrales de 1'équation

G = o,

qui passent par le contour donné et dont les variations des dérivées du
premier ordre des coordonnées des points correspondants sont infiniment
petites. _
Dans ce sens nous disons qu’il n'existe qu'une seule surface, donnée
par 1'équation
G = o,

qui passe par le contour donné, ou bien que lintégrale trouvée est
unique.

Nous pouvons en tirer une conséquence extrémement importante.
Les quantités
nl A
F, 1 F. 27 F 37 F 4

sont des fonctions continues de z,y, 2 et de leurs dérivées. Par conséquent,
si les conditions (19) sont remplies pour la surface primitive, elle le sont
aussi pour toute autre surface qui differe trés peu de celle-la. Ainsi on
peut construire autour de la surface primitive une aire telle que les
conditions (19) soient remplies pour chaque surface dans lintérieur de
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cette aire qui différe trés peu de la surface primitive. Prenons ensuite
dans cette aire un contour fermé complétement arbitraire. Alors nous
pouvons énoncer le théoréme suivant:

»Y'il existe une surface ou une intégrale de I'équation

G=o0

qui passe par ce contour, et si, en outre, la surface est située tout a fait
dans laire susditc et différe trés peu de la surface primitive, il n'en
existe qu'une seule.y

Nous verrons plus tard l'extréme importance de ce résultat.

Il est facile de voir qu'il est nécessaire pour l'existence d'un maxi-
mum ou d'un minimum que la forme quadratique sous les signes sommes
de (17) soit une forme définie. En effet, nous avons pour des variations

spéciales.
k 2
2

ks

AT = kol + lga‘~‘1+...,

'\‘21‘ +
ou
ol = ﬂ Gwdudy
et, par conséquent,
1 = [[(woG + Gowydudv = [[wiGdudy

en vertu de l'équation

Ainsi

(20) Al = %‘[fwé‘Gdud‘v + ]A-; 20 B SRR
S
On pourrait toujours choisir & si petite que le signe de AZ soit le méme

que le signe de
[J[woGdudv

et pour que cette intégrale conserve toujours le méme signe, il est ab-
solument indispensable que la forme sous les signes sommes soit définie.
Par conséquent, cest une condition nécessaire si non suffisante pour
V'existence d’'un maximum ou d’un minimum,
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Il nous reste maintenant 4 étudier la condition (19)
F I(FF F2)< + 2 +F)__ F.B + 2F,B,B— F,B*|>
Posons
(21)  (F,F,— F;)(:—g % + F4> — F,B + 2F,B,B— F,B"
= (I F, — Fy)e,

o ¢ est un constant, qui a le méme signe que F,. Il sagit de résoudre
cette équation aux dérivées partielles. Dans ce but posons ensuite

14 Vv
B=7, B =q(-
On aura donc
OB _19V_VaU 9B, 13V _ Vol
ou  Uosuw  Utdu’ aw Uaw U
et I'équation (21) prend la forme
" IaV 19V’ . _Zif_l’_all
(22) (P Fy — F) w T T F Utou Ut ov

¥ v
1W+ s =

Puis nous déterminons ¥ et V' de facon que
o 1
— (F\F, — F})— U2 + F,

”
ST U
— (P F—F) 4 7 %I,—F V=0

d’ou résulte

F oU | F,3U
V=“U{ﬁsa T |
(23)
V — — U F, U Fﬂf- .

U v ' U su
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Alors Yéquation (22) se réduit a

19V 1 3V’
Uau+U + Fi—e=0
ou
1) 1ol 19U 19 , 13U’ 19U
() =gl B ve + B ||~ 7o V| + Fagrog |

+ F, —e¢=o0.

S'il est possible de trouver deux intégrales U et U’ de cette équation,
qui ne sannulent pas dans lintérieur de la courbe fermée

f(u”v)=0,

nous avons aussi trouvé deux fonctions B et B, qui remplissent les con-
ditions (19).

Il existe sur la surface des courbes, au dehors des quelles cesse né-
cessairement la propriété maximale ou minimale. Pour les trouver, posons
dans I'équation (24)

U=U=1U, € = 0.

On aura donc

(25) :“[ + 391}]—:17[ ’avl+F ]+FU == 0.
Soit U, une intégrale de cette” équation, telle que la courbe
U, =o0
soit fermée; alors elle sera une des courbes cherchées. En effet, soit
fu,v)=o0
un contour situé tout & fait dans l'intérieur de la courbe
U, =o0

on peut toujours trouver des fonctions B et B, pour lesquelles les con-
ditions (19) sont remplies. Il suffit de poser dans I'équation (24)

U=1T,
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onadonc
(26) [F, W] :[ Qav+ 382]+(F4——e)U=o.

Pour des valeurs trés petites de ¢, il existe certainement une Intégrale
U de cette équation, qui differe trés peu de l'intégrale T, de 'équation
(25) et qui, par conséquent, ne s'annulle pas dans I'intérieur de la courbe

flu,v) = o.
On peut donc poser
B =

SR
S|~

B =

ou V et V' sont déterminées par (23) en faisant U’ = U et la condi-
tion (19) sera remplie.

Il ne peut exister une autre intégrale U] de I'équation (25), telle
que la courbe

U =o0
soit située tout & fait dans lintérieur de la courbe

ﬁl == O,

Supposons qu'il en existe une, on a nécessairement

[ff]’

et en intégrant par partie, en observant que Uj sannulle aux limites

aU’ z U\ 2 al; al; .
[[ au 1@(——) +oF 4 R

v 5 ou v
La courbe

)i ?
ZH F, au F, av] 3,)[ 25y + ]+ F,U; '(hl(hv = 0

dudv = o.

est située dans l'intérieur de la courbe

Ul = Q.
Aota mathematica. 16. Imprimé le 2 mars 1892, 15
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On peut donc trouver des fonctions B et B,, telles que la condition (19)
sera remplie. Mais alors la forme quadratique sous les signes sommes
sera définie, d’'oul résulte nécessairement

U, ol
F v

U{‘__Oy

dans lintérieur du contour considéré. L'intégrale U] est identiquement
nulle.
De P'autre coté, si la courbe

T, =0
est située tout 4 fait dans l'intérieur du contour donné
f ('Il ] ’l)) = 0,

il est facile de voir qu'il ne peut exister ni un maximum ni un mi-
nimum pour l'intégrale considérée.
En effet, considérons la formule (20)

k2
AT = wo Gdudy + ‘3I + .
24 E

On a

2
ffwnGdurh' ——~f/"F S (BL:> 4+ 2 iziuz—u—)—}-Fw ldudv.

Comme w s'annulle aux limites, on aura, en intégrant par partie

ﬂwo“Gdudv

O R PN NN PO 2y BNy
ﬂl o P R =LA+ B R+ (1, — Yujwdud

4 lﬂw’dudv.

7 —g R+ R RE+ RG]+ E—Du=o

1ou 3 ov
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Pour des valeurs trés petites de /, il existe certainement une intégrale
de cette équation qui différe trés peu de lintégrale T, de 'équation
(25). Alors la courbe

w=0

est aussi située dans lintérieur de la courbe

flu, v).

Ainsi, en prenant pour w cette intégrale de 1’équation (27), et en variant
la surface seulement dans l'intérieur de la courbe

w = o,
nous aurons

[JwoGdudv =1 [['w® dudv

et
AI-———ﬂw’dudv + ¥ 331+

mais, pour des valeurs assez petites de %, le signe du second membre
dépend du signe de /, qui est arbitraire.

On peut donc varier la surface de facon que la variation totale
AI prend des signes différents et, par conséquent, l'intégrale I ne peut
pas étre ni un maximum ni un minimum,.

Ainsi les courbes
U, =o0

jouent pour les intégrales doubles le méme réle que les points conjugués
de Jacosr et de M. WEierRsTRASS pour les intégrales simples.
Il reste & intégrer I'équation (25).
Nous avons trouvé
3

Z[f ——9%‘ 19u+ 390] av[ ﬂ3v+ v +F4w

d’ou on peut conclure

_—_[ lsu 3917] :v[ “‘3v+ . +F4w'

ﬂwﬁGdudv

wdudv,
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Il est facile de vérifier cela, en faisant les calculs précédents d’'une ma-
niére un peu différente.
Si I'on a trouvé lintégrale générale de l'équation

G = o,

on peut, par conséquent, intégrer l'équation (25), qui maintenant se
réduit a

en suivant la méme marche que Jacosr c¢t M. WEiERsTRAsS, quand il
sagit d’intégrer I'équation correspondante dans la théorie des intégrales
simples,

III Partie.
Sur la fonction &.

Nous allons donner encore une condition pour 'existence d’'un maxi-
mum ou d'un minimum qui servira aussi a distinguer un maximum d'un
minimum. Aprés ccla nous démontrerons que, si toutes ces conditions
sont remplies, 'intégrale I (1) étendue sur la surface donnée par 1'équation

G=o0

sera dans le cas d'un maximum, plus grande, ou d'un minimum plus
petite, que la méme intégrale étendue sur toute autre surface réguliére
ou irréguliére passant par le méme contour et différant trés peu de la
surface primitive. Nous appelons chaque surface qui
est une intégrale de I'équation

G=o0

une surface G. Sur la surface &, qui passe par le
contour donné C, nous tragons un certain contour
fermé K et nous supposons que la tangente de ce
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contour ne change jamais brusquement sa direction. Par ce contour K
nous faisons passer une surface réguliére quelconque I' et sur cette
surface I' nous tragcons un autre contour K’ aussi régulier, trés voisin
du contour K, et qui ne le coupe pas. Supposons qu’il existe une sur-
face G' qui passe par le contour K. Par conséquent, le contour K’ n'est
pas tout a fait arbitraire, mais il existe toujours une infinité de contours
K’ qui ont la propriété demandée. Cette nouvelle surface G' nous l'ap-
pelons G..

Considérons Dintégrale I (1) étendue sur la partie extérieure du
contour K de la surface G, sur la partie de la surface I', qui est située
entre les contours K et K’ et sur la surface G,. Cette intégrale que
nous appelons I' peut étre considérée comme une variation de l'intégrale
I étendue sur toute la surface G.

Il faut alors pour lexistence d'un maximum ou d’un minimum, que

la différence
Ir—1

conserve toujours un signe invariable, quels que soient les contours K et

K’ et la surface [
Formons maintenant la différence

I'—1.

On voit, immédiatement, que l'on a
Ir—1 =[[de —ngudv +ﬂqudv
W, .

et comme K’ est trés voisin de K, on a selon la formule I (5), en tenant
compte de I (15)

1) Ir—I

oF oF oF or oF oF
:K[[Gwdudv +f’[55; + 73+ Ca—z;]dv — [557-;- 757+ C;—z,]du }
K

+ﬂqudv+(....),+....
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Mais, dans la premiére intégrale double l'intégration est étendue sur une
surface G; alors cette intégrale s'annulle et nous aurons

(2) I’——Iz'/

K

O oF |, ,3F7, LOF oF oF
[655'+7]z>_y'+"5 dv~[ +>79y.+(az.]dul

o

+ﬂqudv+(....)2+....

Nous allons transformer cette expression dans une forme plus simple.

Supposons, que A’ (fig. 1) soit le point du contour K’, qui corres-
pond au point 4 du contour K et projetons la distance A4’ sur le plan
tangent de la surface I" dans le point 4. En appelant ! la longeur de
la projection et a, b, ¢, ses cosinus directeurs, on aura

E=al+ (), + ...,
(3) =8+, +...,

La projection de A4’ fait avec la tangente de K en A4 un certain angle
. Ensuite nous appelons

cosa’ , cosf', cosy’
les cosinus directeurs de la tangente de K en A4,
cosa , co8f, cosy
les cosinus directeurs de la normale de la surface G' en 4,
cosa , cosf3, COSy
les mémes quantités pour la surface /|
cosa”, cosf’, cosf”

les cosinus directeurs de la normale de K en 4, qui est située dans la
surface I', ds 1'élément de 1'arc du contour K, et

xl’ yl, Z,, ml!, yll’ Z”,

&I, g_/l’ 21, iu’ z‘/n’ 2//
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les valeurs de
o¥ 9y 9z dx Yy 9z
du’ ou’ ou’ ov’ 9v’ B

pour les deux surfaces G' et I. On a donc

u v —~,ou -, %
cosa’ = ' — r — =z - z' —
s + 7 s T as’
ou Qv -, 0u —,, v
COS I — '] — ,’ 1 — i iy :_I —
‘6 yas+J 28 yas+y as’
u v -, du -, v .
Cosy = z' — " = O
7 zas+zas -Zas+zas’
‘ ?/’ yn zl z” xl m’
zV zll w! mr{ y/ :l/
CoS o == CoS 4 — ——u-— COoS ¥ =
(4) A b /B A ) r A H
’ 2 - 2 ’ 2
Aa . ?/’ y ’ + ﬁl Z" x xl’
- ’ 7] ’opalt v |
z 2 x ¥y
77 5 7 7 &

B ~ 7 & _ 7y
CoS g = N cos g = N ~ CO8y = ~
Y ?—/1 |2 5/ 2" 2 5},[ .’,E” 2
A = o T + el + =t 4

g z x y oy
cosa’ = cos g cosy — cos 3 cosy, cos @’ = cosycosa’ — cosy’ cosa,

cos;’ == cosa cos’ — cosa’ cosp.

Enfin on a pour les cosinus directeurs de la projection de 44’ sur le
plan tangente les expressions

a = cosw cosa’ - sinw cosa’,
(s) b = cosw cosf 4 sinw cosf’,

¢ = cosw cosy’ + sinw cosy”.
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ﬂ“ Fdudy
1

est étendue sur la partie de la surface I' qui est située entre les deux
contours K et K’ qui sont trés voisins. Alors on peut transformer l'inté-
grale double en une intégrale simple prise le long du contour K. On
a donc

L'intégrale double

dudy = (l Si_Alfm + (1), + . ..>ds

et par conséquent
6) ﬁqudv=fFﬁ¥£+(1),+...
K

en désignant par F, ce que devient F en remplacant 2, y', 2, 2", y", 2"
par «,y,z, 2", y", 2. Ensuite nous introduisons les valeurs de &, %, {
tirées de (3) et (5) dans l'intégrale (2). On aura

m  1—1=1

oF oF ,oF\ du
-—(cosa’g?+cosﬁ'5?7+cosr—,—,) ]

3F oF 9F\ v
e l "~ 4 cosfff — + co -,)—
08 W (cosa by ol s 3 Sfaz, 33

TR
. -, oF -, oF -, oF\ ov
sin cosa’ — cos B’ —. cos "——,>—
+ w[( a3m+ ﬂay+°79z 9s

“naF “ua__Fv_ ”‘Ilgp_ 21"
p— (cosa 5. T cosp e -+ cosy az") 9s:”ds
— 1 8in wds
+fp_—_-"__+(z)_) + ...
J A

Cette expression se simplifie beaucoup. D’abord on peut montrer que
le coefficient de cosw dans la premiére intégrale s'annulle identiquement.
En introduisant les valeurs

u ov

___+ zll__,

08 o8

ou o
cosa' = o' — + 2"

U v
— cosff =y — Yy’ — cosy == 2
9s ?s’ g Y3 +y 3s’ r
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on aura
| 3F’ LR du
(8) <coqa — +C05‘3, + ) 5 < —l—cocﬂ +co ) 5
,oF ,oF ,OF\ dudv ,oF ., oF ,,SF
*(“a?”@* a)a—séﬁ( wtryteR)E)

aF\ /ou\? oF du
£ — i — ./I/'” e ll —
( 22" +J oy + 0z )(33> ( ox + oy’ + >as os’

mais on a I (4)

OF , OF ,oF
- IIaF IlaF IlaF
0=z 5;‘{‘?/ ayr'f‘ﬁ Pl

oF oF oF
0= ' — Yy — ' =
CE +J3y +Zaz’

oF 3F oF
F :xn_&? +?/””~7 + 3”—

ox y o7

En vertu de ces relations, on voit que 'expression considérée (8) s'annulle.
Alors on peut écrire 1'équation (7)

N Qv

4 ) pls QF A aF N o GF
(9) Iz ———I:f{(cosa 5;-{— cos j ™ + cosy 5;)33
K

,, oF

(COSa T cos[}”——-}- 5 )93 —}-% Isinwds 4 (1), + ..

Pour la fonction entre les crochets sous le signe somme nous introduisons
la notation

’ ! " 0o T Tr Tt Ter T
(S(xsyrz,x;y’,'e’x Y 2wy 2 2y y2")

ou comme abréviation

A ’IaF
(10) 6 = (COSa : + cospg ——+ o8 ¥ 82)
_, oF ) " 3F> du F
— (cosa”’ = = s = .
(csa Py S[f —}-007 as+A

Actq mathematiea. 16, Imprimé le 2 mars 1892, 16
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Nous aurons donc

(11) I' —I=[8lsinwds + (1), +....

Pour que Tintégrale I étendue sur la surface ¢ soit un vrai maximum
ou un vrai minimum, il faut, que la différence

I'—1

conserve toujours un signe invariable, quelle que soit la surface sur laquelle
nous avons étendue l'intégrale I, c’est a dire, le signe — pour un maxi-
mum et le signe 4 pour un minimum.

Mais nous pouvons toujours choisir / si petite, que le signe du second
membre de (11) ne dépende que du signe de son premier terme. Donc
il est nécessaire que l'intégrale

(12 8l sin wds
) {

conserve toujours le méme signe pour chaque contour K et pour chaque
surface /. Mais alors il faut, que la fonction & conserve toujours le
méme signe, car si € peut changer son signe le long du contour K, il
existe certainement une partie de la surface G, ol & est positive et une
autre, ol & est négative. Done, en choisissant le contour K dans I'une
ou l'autre de ces parties, nous pouvons donner des signes différents a
l'intégrale (12). On peut, évidemment, toujours supposer

{ 8in wds > o.

I1 peut se présenter que la fonction & s’annulle, mais alors, il faut
qu'elle ne change pas son signe.
Aprés ces considérations, nous pouvons énoncer le résultat suivant.
»Pour que Tintégrale double

ffF(x Y, 2,2y 2 g, 2 dudy
by

étendue sur la surface donnée par l'équation

G=0
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soit un maximum, il faut que la fonction
6(1’ 2 Y5 @, fB', ?/,, 3'7 m”) .?/”) 3"7 :;;',‘ :’77 ;” ;,’ ?;”’ ;H)
pour chaque point ‘de la surface et pour chaque systéme de valeurs de
B 7 i
ne soit ja&nais positive, et pour que l'intégrale soit un minimum il faut

que la méme fonction & ne soit jamais negative.»
Nous allons transformer la fonction &

2 o e "lraF B~ oF . ~

G == <Losa P + cosp oy -+ cosy .

' - _,,3F\ du
_— ( ’ COS y 7) — +

Dans ce but partons des deux équations I (4)

,oF , ,3F | ,9F
F=u a7+y 5?/-'-'-2 3z’
IIaF r IIGF
0=z +J3y+ Pl

Multiplions la premiére par z”, la seconde par — z’ et ajoutons

oF

II_____‘_. ’II_ 1y Il_ (™}
Fy' = — (2'y ) +(zx x)az,

Ensuite la premiére par y” et la seconde par —y’
17 v Il ’ 2! ’l ’ aF
Fy' = — (" — ) "t @y — Y5

et enfin, la premiere par 2" et la seconde par — 2’

qu = - (Z,x” — zan)z_-_:_:’ + (yl 1; ynzr)



124

On aura ainsi le systéme

(13)

Fy"”

I’E’/”

Fz

En permutant . avec z”,

(14)

Fx

Fy

Fz

"

&

Gustaf Kobb.

avec &’ etcet. on aura un autre systéme

1
2

"

X

oF

rr3

oF

'

oF

2y

SR Y

x

kN

’

r

'

x
’’
Y
!l”
A
le

xl’

AoF
i)

oy

oF

é;_: b
oF
0w

ok

loF

2’

r)d
o’

oF &
02" + ‘ '

Y
oF v
2z + l ’

z
oF E2
5? + ' x

!
Multiplions les équations (13) par z—:, les équations (14) par %1: et ajoutons

les deux premiéres équations dans les systémes, ensuite les deux secondes
et enfin, les deux troisitmes, nous aurons, en tenant compte des valeurs
de cosa’, cosf, cosy,

~
~

oF |

Feosa' = ¢ 2 e v o
= — x oz y: yu ay' s
zr zn aF xl xl' 317' au
z oz" yl 2/” ay"J o8
Fcoqﬂ, _ xl w’l aF yl y/’ aF av
( ) b - yl :'/” oz 2 3 25 28
I5 - -
r x x' oF yl yu oF | au
y; yn oz z 2 2z" | a8 ?
[~ : 1 ’ 17 ]
ﬁw cos v y y ' oF & é oF v
r= g 2 ay' i oz 2s
[y v o |7 2" |oF | ou
7z 2| z x” |8 | os
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Multiplions la premiére par cose’, la seconde par cos/, la troisiéme par
cosy et ajoutons les équations nous aurons, en vertu des relations,

w' xl'
?/I Z/ll

z’* le
= A cosa, ] = Acosf, = Acosy,
xl

1 124

X

y oy
&z

cos’a’ 4 cos’ B + cos’y =

F = A[(cos B cos y’ — cos y cos ) g;; + (cosy cos o’ — cosa cosy’) 5

+ (cos acos§ — cos fcosa’) 214’] Z:

+ (cos a cos § -—cosﬂcosa)zﬁ—]::-

En changeant o, y/, 7/, 2", y", 2" en &, 4, ¥, z”, "', 7’ nous aurons, enfin,

en tenant compte de (4)
ou

- ?
(cosa + co ﬂ” i + cos ;" F) 75

F =

av —
<cosoc = 4 eosﬁ” F + CO8 7"55 ’

Substituons cette valeur de 7 dans l'expression de &, nous aurons

la formule symmétrique

) 9F oF -, (9F oF - (0F 9F\77ou
16) 8 — ( )+ . ~<__.___”> . ~<___,___”,) ou
( ) [COb o o cos 4 3" oy o8y \5 oz os

-, (7 oF -, (3F oF — [OF BF') v
— 1 o8 44 e — S A DA il 4 =z hadl
',b * ( > + co ( >+ Cosy (Qz oz Jas

3 9y
En employant les notations
no=0 +pE —), Y=y +pl —y) a=7+pF—2)
= =), g =y G ), = — )
et en appelant F,, F{”, F'{, F{ ce que deviennent ', |, F,, F, si'l’'on a
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Par &, Y, 2,2, Yy, 2 , on aura suivant

126
remplacé z', ¥y, 2, 2", y", 2
une formule connue du Calcul Différentiel:

Ly —y) + vy

GF 21"/5 _l i r) +
o ‘”ﬂ 3”# JxL
!14’ _ 92 '[.L _
; 14 xu v 1 " . - [ zll d
a.v,Laa:,, ( ) + 32:,‘31/# ( 4 ) + 9%, 92, (z ) #’
1
oF __oF _ [T 3K, ., 2F, -, , a?F, -
= = —— (& —r 7 —_ — (2 — 2
CT j ‘3J,‘3T,L =) + 3y, G y) + 91,02, (2
[0
"l"ll _u T 7] a’F;l- " ? EI- "o ’n }d
aJuazﬂ v+ 93/; 3/# &= 1) + ﬂazll & )|
F sF - 3'F, ', -,
P -— X — — —_Z
- / | T8 =)+ T ) + e — )
a’FFl 1 1" 32Iﬂﬂ- =’ I azF[L ~ 19 ldﬂ
7 77 - 7 77\ — 1 —_—2
02,02, (a: ’ ) + 02, Y, (y Y ) 34.92,, ( )
3 zl,r _' , . tl,tﬂ -, , F-
-—_F 7 5 — —
o’ j laz# z,L ZE ) + 9, oYy (y J) az,‘ Bzﬂ (z )
a?F, - *F, ', -, " }
—2A L —_— " — - - —Z d
+ oz, (" — ") + 3, 9, " —v) + oz, 02, * )|
F 9F ? F,L , 3’F, 'F, -,
—=57 ! — —_ 7 — 2
Y ay f {Byu ) + By,L ay,L (y J) ay,L 3z,L ( )
a’F, 'K, " " ”
77 77 w" -_ x" + _—— J + ( — 2 )
33};1. x}t( ) 33/# ( ) s I’~a (]
1
oF oF c ’,L , K, -, , 'F, -, ,
T T — — X N - N —%
oz [ [ 93, oz, S )+ 92, 9y, & —v) 92,92, < )
0
3’1‘7,‘ ~n (7] a'F ’ !
Lr @’ — o) + =5 (y" J')+ 2 — ") dp.
92,9y,

az,‘s M
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Introduisons ensuite ces valeurs dans I'expression (16)

(17) —f{ m ——a")(cos a,,"-l— oﬂ" ‘, ,,+cos

0z, 9 awﬂ azﬂ )

" ," rd 92[7”
+ (y ——y )(COS 77 17 + Osl@ /’o + cos ’>

L y;; azu ay!‘-
1 " ~n 77 'FIL
+ (Z —2 COS ¢ 77 + Ccos ﬂ L + COS ) a
axu Qzu Yy szﬂ 32, s

- -, 9'F, -, o'F, -, o'F,
—[(m’ ~—w’)(cosa' 5 £+ cos B ——£- 4 cos ¢’ — ",)

Ly, ayu azﬂ‘ az[u ax(L

- - R
+ (' — ) (cos a’ - cosﬂ” " + cosy” 2 ”,>

3”" yll Gzﬂ Yy
% - , °F,
+ G — &) oosa" T 4 cos b - cos 7 ZIE) |
awuazﬂ y,‘_ ZI’- azﬂ
3F, [, nou " o QU] ~
777 — ¥ )— — — ¥ }— | CO8
o2, 0, _(w )Gs (= ) 2s | a
azF [ 1 ’ ou \ VT —
—L5 | — ), — " — ") | cos g’
dyudy, L os %s |
?*F, - ou - v -
. ﬂ” (zr —_— Z') o~ zn R 5”) Zlcos TII
92,92, L o8 95 |
CX0 J n Ou — Nl
7 | CO8 (w '—x)—_COSa _(y — Yy )-——
0w, 3y, L o8 | 3s |
OF, . - du - v
77 .'l" CcOS a"(y, - y') -— —- COS8 ({C” — .’17") a_‘
9%, 3y, L 98 s ]
°F, v
3) IL” Il(m — ) A COS ( "o zu) i
CEACE) 98 |
n 9% L.

SQFH I o ) % ) “n{"n ll\av’
7| CO8ag (2 — &) —— CO8yaa —Z )=
8w, 92, | ( ) o8 7 ( s |
agFI‘- B at N o T o o]
owam L = %

F, ,
-1 cos g'(2 —-—z)———cosr( y’)a :”dp
9y, 0z, L s
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Pour simplifier cette expression on observe, d'abord, que les coefficients

azlpﬂ 9’I;'/l. I3 b
de — et ——; sont égaux. En effet, en les retranchant l'un de

1728 ]
0%, 9y, ox,, 9y,
l'autre on aura

Yy ’ ou =1l ’ v s ’ ov
cos §'(z' — 2') — — cos &”'(y"’" — Y'Y= — cos 'y’ -—J) +cosﬁ’( z'") —
os 9s o8
au ,, 0 , U oV
cosﬁ,( 8 — 5 o8 7 38)
- f~,%u -, v u ov
— O 7 l_ II_ —_— ’__ _—QII— — O
Co8a (y as+y 98 yas ¥ as>
suivant les relations (4).
A ryr . 321'7,‘
Par le méme procédé on trouvera que les coefficients de P et
m[L z;t
?'F, 3k, *F
L, sont égaux, ainsi que les coefficients de ——; et —">. On a
ox, 9z, 9Y. 0z, Oy 02,
donc
37F “n 1 av
——= | CO8 —X)— —CO8a (y — Yy ]
oy o8t @ — )] =15
2
F‘ - Py " ov
s [cosa (4 —1/)~———cos,;’(@ —x )~]
07, 3y, 1. o8

1/ 2°F 3'F, ” o - U
=5< 7 #//+ 77 >[cos‘3 [(2 —a‘)é‘s‘_'<’l,' —_‘T)B_SJ

CEAP oz, a'q,‘
- u — o OV
+ cosd [(u —¥)5, — W' —y )g;]]

et denx expressions analogues pour les autres dérivées.
Ensuite avec les notations

Y. Y z, 2, z, ©,

a‘u = , ﬂy = 1y rﬂ =
7 23 ¢ a‘il 2 7 1
z# 2# . w.u ® J# ?/,4
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on a aprés I (8)
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_ - ,, 9°F,
(m” -_— x”) co //2 + cosﬂ‘ 77 IL// + COs r’ r“//]
- oz CYPCEN azﬂamﬂ
t44 rr B 2F ,JI i
+ (y y")| cosd”’ —++ + cos
- 02, Y, 3 92,18./,1
-, - -, °F ’F,
+ (" — &")| cosa” ——5 + cos g’ —L7 4- cos 7 ,,2]
L. 'n 9% 9.//4 %y Zn

=FPle"— ") a, 4+ "'—y") B+ (="

et de la méme maniére .

—")r.)[eucosa” + f,cosg” + 1, cosy”]

(QEI . x:) FCO /2 + cos ﬂ" + COS - 3 o'k, -
- ?/;L Xy az,ﬁw,‘_
- , [~ » /l. , " 32F,4 —_
+ (y' — )| cosa +COSﬂ ,2 E + cosy pou
| Bwﬂayﬁ 95,9 Ye
2 4 [ ! l’« “n 321;1/1.—
+ (' — )| cos « + cosp + cosy —=L
. exﬂezﬂ yﬂa A oz, |
= I —2)a, + '—)B.+ (& —2)7.][@, cosa”’ 4 B, cos g’ + 1, cos 7]
et enfin
QQF,,_ [ (= nou =1 v
ol — % CO8 ¢/
o, 02, l_(m )3 — ]
29"1?/,L [ -, n O —, o OV -,
7 77 - T ——— — —1]cC
99,0y, ~@ Y) 3s (y )33] 083
B’FF - u - o oV —1
vl It~ CHa )| cos7
1/ 9'F, *F, u - Y
- 7 77 COS —_—)— — —_—)—
2 <awyayy o, eyu>[ B [(m ) s (= )as_]

W 0
+ cost [/ =) i

1 r v
' —y )38]]
’F, e’F,L

I
+ s < 7 77 + ) COs [m —x
2 \ow, 092, ax# azu 7’ )

+ cos&”[(}’——z’)zg + (" —2") ]J

Aeta mathematics. 16. Tmprimé le 5 mars 1892,
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1/ 9'F, a'F, ) —,,[ S A 9”]
- 7 77 7 (o} -_ _— =y - -

+3 (ay#azﬁ + 3y, 92, 76— — W=

+ 008,5"[(5'— z')z—f + (' —=z" 2—:]]
u

= FP G — 2 + & — 9B + ( — )5,

i I ~r ‘ 11 1 14 v
— (" — 2", + " —y)B + & — )l
* [aﬂ. cos ’_‘” + ﬁu COS‘E” + fu cos _7:”]'

Par conséquent, on aura

1
(18) 8= f {a,cosy” +f,cosg” +r,cos }”]" Fl(e"—2")a,+ (" —y")B.+ (" —2")r.]
Q0

— Fé‘“)[(é’ — x') a.,L + (’l—/' b .1/')}9/1. + (;, - ZI) r"]] g—:':

— |FOlE — @), + (' — ¥)B. + (F — )]

— PO — o+ G — 00+ (7 — )] = |
Cette forme peut se simplifier encore. On a
a, cosg” + fB,co8f’ + y,cosy”
| cosa”, & 4+ p(e’ — ), 27 + pl” — ") t
| = D.

I i 4 ! ! 144 i ’”
= jcosf, y Fpuly —¥), ¥ +ply"—9")
cosF, &+ p(E— 2), &+ p(e — ) |

En multipliant la second colonne par gl: et en ajoutant la troisiéme

multipliée par g—:, on trouve en vertu des relations (4)

cos (_l“, CcO8 al’ xu + /1@"—%")

’

9 ar 7’ 1 ’"
])=a—::1003§ , o8B, y' 4+ ply" —y")

cosy”’, cosy’, 2’ + p(z" — 2")
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mais D s'annulle identiquement pour g = 1. Donc,

cosq'’, cosa’, "

2 A ’
D=(1 ”“)55& cos3’, cosf, y

'’

cosy’, cosy’, 2

: - - - 98
= — (2" cosa + y" cos g + 2" cosy)(1 —-,1)5_“.
Nous introduisons maintenant les notations
W]
-y vy & 2 _lx
14 — ? ! —l_ !
p = = Z 3 + Y x % yr y"
" /4 y’ " —n Z' z” - x' x”
0 == P + Y xv' P + s yr yn
(19) . ., - . -
y/ y’l . z’ (44 ml w”
~ro o ’ !
. _10 =X - ’ + y ~r Tn + é ~r T
& Z &* y 'y
3‘/ yn ;I i ;;I ;n
D ™ 2" 2
- ‘0 - x -r 0 ‘ + y at) —n + z - i
2 z ¥y

Avec ces notations les relations
cosa’ cosq + cos F cos g -+ cosyp' cosy = O,
cosa’ cosa - cos§ cos B - cosy’ cosy =0
peuvent s'écrire
-, o ov

Pt e 55=09

(20)

, U 1 OV
P tr =0
d’on suit
=y 11 =, ___
(21) F0" — il = o.

Nous aurons ainsi

D=

B!
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et de la méme maniére
@ — Ve, + (¢ —Y)B + & — ). =p" + 20 — o)
(‘f_c“ ~_x;:) aﬂ + (:'_/” '—":’/“)ﬂﬂ, + (;ll—zll) rﬂ — Iou +/l(‘l;”_p”)-

Alors, la fonction & deviendra

1
2 ! =i —r 1 )| e e 1 iz nZi — '
&= ff{mv + (e — ) = FP|p " + ulo” — o)+ 5"l + '~ )]
0

+ O + G — 0 — i

On a ensuite si F{P, F{® et F{® sont des valeurs moyennes

1

() Tt ’ —r ’ ! () o0
JEORT + ul — o0 — pdn = g FPG + 2400,

0

1
SEO " + p(o — o0 — wdp = S FPE" + 2p7p"),
0

[F0 51 + 6" — o) + 5T + G — ) — i

l MY el ki —r 0’
= 3 F (0" + pp" + 0"0)-
On trouve aussi
(;12 + 2/;:p:)(;l:2 + 2‘;)1;‘0::) — (‘;;;,u + ‘;’p" + ;)“,0’)2 — e (;7’,0" — ;)upf)ﬂ = O.
Ainsi, en posant

1 W7t ’ T (4 ’
=/(e + 20) =7, p(p" + 20"y =77,

Bl -

nous aurons

1 e Ty 1 1t ’
f(”” + p0" + o) =77
et, enfin

(22) 8 = ({FP7* — 2FPrT + FP77).

Pour que & comserve toujours un signe invariable, il faut et il suffit que

(23) FP — FPFP < o.
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Nous avons ainsi retrouvé une condition analogue & II (18) mais plus
générale que celle-ci. On voit maintenant pourquoi la considération de
la seconde variation n’est pas suffisante pour distinguer un maximum ou
un minimum.
Supposons donc que la condition (23) soit remplie, il reste & étudier
fed

le cas, ou la fonction & s'annulle identiquement. Cela se présente seule-
ment, si 'on a le long du contour K toujours

7 = o, 7' = o.

Comme les deux facteurs ' et ,' + 2o’ ainsi que ,” et 5"’ + 20" sont
proportionels, en vertu des relations (20), il suffit &4 poser

17 ’

~
~
-~

|l
&‘
R

p g y v Y 2
—_— —_— == —= _ _ + = | _  _ + P o = O
AA AA |7 P AA T AA |y |
. /—)—»—- _ wn_— :;/ yn | + /'/—n_ —2’ ;u + zn %/ ’2‘:// } s
AA AA l ;; ;n AA ;/ ‘;n AA &/ @n

ou

" Ly oy _
—CO8 ~_ cos —CoSy =0
A CO8e g 084 Foosy = o,
T
—cos Z_cos ~.cosy = O.
A0St g eosf + L oosy

On aura donc

cos ¢ = k cos o cos 3 = k cos cos 7 = I; cO8
’ ’ 7 Ig

mais
cos’q + cos’g + cos’; = 1,

cos’a 4 cos® f + cos’y =

et, par conséquent,
(24) COS ¢ = coSa, cos 3 = cos f3, COS y == CO8 .

Dans ce cas la surface I" est tangente & la surface @ le long du contour K.
Supposons ensuite que les conditions II (19) soient satisfaites et que
la fonction & pour chaque courbe sur la surface G conserve un signe
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invariable. Alors dans unc certaine aire autour de la surface @, il
n'existe pour chaque contour arbitraire qu'une seule surface ¢, qui
satisfait & 1'équation

G=o

ct qui différe trés peu de la surface primitive G.

Prenons dans cette aire un contour K, trés voisin du contour K.
Faisons passer par le contour K, une surface G, et formons la fonction
& pour le contour K.

La fonction & a toujours le méme signe pour le contour K et
s'annulle pour

COS ¢ = COS a, cos g = cosfj, CO8y == COST,

mais sans changer son signe. Alors si le contour K, est suffisamment

voisin du contour K, & gardera le méme signe pour le contour K.

Ainsi, en resserrant, s'il le faut, notre aire, elle a les propriétés suivantes.
1) Sil existe dans cette aire une surface satisfaisante 4 'équation

G =o0

et qui passe par un contour donné, il n’en cxiste qu'une seule, qui différe
trés peu de la surface primitive.

2) La fonction & a toujours le méme signe ct sannulle sans le
changer.

On peut se demander, si dans l'airc considéréc la fonction & peut
s'annuler toujours sur une certaine surface, qui passe par le contour pri-
mitif C, et indépendante du contour d'intégration K (fig. 1). On voit
que cela n’est possible que pour

COS ¢ == COBQ, cos 3 = co8 f3, CO8 7 == COBJ.
Dans ce cas la surface serait toujours tangente aux surfaces G, et, par
conséquent, elle serait l'enveloppe de ces surfaces. Mais, on voit immé-
diatement que cette enveloppe ne peut pas étre située dans I'aire con-
sidérée, car dans cette aire, il ne peut exister un contour qui est le lieu

d’intersection de deux surfaces G infiniment voisines les unes des autres,
et de la surface primitive.
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Maintenant nous allons démontrer que §'il existe une telle aire A4,
Iintégrale I (1) étendue sur la surface donnée par l’équation

G = o,

dansg le cas d'un maximum est plus grande, et dans le cas d’'un mini-
mum plus petite que la méme intégrale étendue sur toute autre surface
réguliére ou irréguliére, qui est située dans l'aire 4 et qui passe par le
contour donné C.

Imaginons d’abord une surface réguliére /" passant
par le contour C et située dans l'aire 4. Sur la sur-
face I" nous tragons un certain contour K, de fagon
qu’il existe une surface G dans Vaire 4, qui passe
par K, et qui différe trés peu de la surface primitive
G, et, ensuite, un autre K’, qui a les mémes propri-
étés et qui est trés voisin de K.

Considérons l'intégrale I, étendue d'abord sur la partie de /" au
dehors de K, puis sur la surface G, qui passe par K. La somme de
ces deux intégrales goit:

S(2 + 289)

si nous appelons £ la partie de la surface /" dans l'intérieur de K et
22 la partie entre K et K. De méme, l'intégrale I étendue sur la partie
au dehors de K et sur la surface G, qui passe par K soit

S(L).
On aura donc

KI
S(2 + 29) — 8(2) = [[ Faudv — [[ Fdudv — [[ Faud.
K’ K K

Dans les deux premiéres intégrales l'intégration est étendue sur des sur-
faces @, dans la derniére sur la surface [" entre K et K.
On voit facilement que le second membre n’est autre chose que

—-f@’lsinwds—l—(....),—l—...
K

(25) S(8 +22) — 8(Q) = — [Blsinwds + (....),
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et comme 6 a toujours le méme signe

26) Slsinwds = &, [l sin wds = 6,08,
( / /

si 6, est une valeur moyenne. Par conséquent

S(2 409 — S(8) = — 8,08+ (....), +...
et
imS@+22—8@) o
1=0 28 "
a8 (L
(27) QFQ ) == ——6m'

Supposons done qu'il s'agisse d’un maximum; alors
8,<o0
et, par conséquent, S(&) croit toujours avec £ et atteint sa plus grande
valeur quand K atteint le contour primitif C. Mais alors
S(Q) = || Fdudv
o=y
et d’autre part

8, = ﬂ Fdudv,

ou dans les deux intégrales l'intégration est étendue jusqu'au contour C.
Par conséquent

(28 Fdudv> || Fdudv.
) I i)
C. Q. F. D.

Nous avions supposé que la surface I' fat réguliére, mais, il est facile
de voir, que l'inégalité (28) subsiste encore, si la surface I est composée
d’'un nombre fini de surfaces réguliéres.

En effet, pour former la fonction & nous avons supposé que les
deux contours K et K' sont réguliers. Mais, cela n’est pas indispensable,
ils peuvent bien étre composés d'un nombre fini de parties réguliéres.
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Il suffit de partager l'intégrale dans un certain nombre d’autres et donner
a langle w des valeurs différentes dans chaque intégrale. Ainsi pour
une telle surface I” I'équation (25) devient

n

S(2 429 — §(8) = — D [69l,sinwds,+ (.- )y + - .
K,

p=1 "

Dans chaque intégrale les fonctions sous le signe somme sont continues.
Alors, si 8% est une valeur moyenne

S(0 +39) — 8(8) = — > &% [l sinw,ds, + (o), + ...
p=1 Kl‘

mals

”n
E ‘/‘l,. sin w, ds, = 08,
p=1 K/’-
n

26;5> [1,sinw,ds, = &,20
K,

p=1 [

il en résulte que
25(2)
a9

= - gm’

d'on suit que l'inégalité (28) subsiste encore
[[Fdudv > [[Faua.
a I

Dans le cas d'un minimum on a
>0

et donc, évidemment

g Fdudy < [f Fdudy.

Supposons, enfin, que la surface I soit tout a fait irréguliere. Alors,

en général, l'intégrale
J Fua
1

Acta mathematica. 16. Imprimé le 6 avril 1892. 18
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n'a pas de sens. Dans le cas, ou I'intégrale conserve un sens nous pouvons
toujours construire une surface polyédre /™ trés voisine de la surface I’
et telle que

(29) ﬂqudv — rf Fdudv < o

ou ¢ est une quantité arbitraire, dont on peut choisir la valeur absolue
81 petite que I'on veut. Maintenant nous construisons autour de la surface
I' une aire 4', qui est située dans l'intérieur de 4, mais, de telle sorte
qu'au moins une partie de la surface G soit au dehors de l'aire 4’
Pour chaque surface polyédre dans I'aire A’ nous aurons (28)

Jqudv —ﬂ‘qudv >o0
1

g'il g'agit d'un maximum. Cette différence, n’étant jamais zéro, a, certaine-
ment, dans A4’ une limite inféricure. Alors, en choisissant une quantité
positive h plus petite que cette limite, nous aurons

(30) [[Faudv — [[ Faudv > h
G 1

pour chaque surface I” dans l'aire A’. Fixons maintenant
(31) [0 <h

et choisissons {” telle que (29) soit remplie.
Alors il s'en suit de (29) et (30)

ngu(lv >ﬂqudv + h—20
[

et en vertu de (31)

ngudv >ﬂqudv.
1

Dans ce seul cas le raisonnement serait en défaut, si la surface I
dans chacun de ses points était infiniment voisine de la surface G, car,
alors, il serait impossible de construire l'aire A4’

Examinons un peu le principe de cette démonstration pour nous
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rendre compte du résultat, auquel nous sommes parvenus. Elle repose

sur le fait que la fonction
S(2)

est complétement définie, quand nous avons fixé le contour K. Mais
elle I'est seulement, si nous nous bornons & considérer les surfaces G qui
passent par K et qui différent trés peu de la surface primitive G. Cela
veut dire que non seulement les valeurs des coordonnées dans les points
correspondants mais aussi les valeurs de leurs premiéres dérivées sont trés
voisines. Avec cette restriction S(f) est complétement définie et, en
faisant croitre £, nous arrivons toujours & la méme limite, & savoir,

[ Fauav.
G

Nous faisons, enfin, un résumé des résultats obtenus:
»Pour que l'intégrale double,

[F@,y,2,2,y,7, 5" y", &) dudv,
c

ou F remplit les relations I (4), soit un maximum ou un minimum, si
lintégration est étendue sur la surface

x=zxw,v), y=yu,v), z=2z(u, v),
il faut
1) que z, ¥y, 2z satisfassent & I'équation I (18)
G = o,

2) qu'elles satisfassent aux conditions II (19)
F\F,—F;>o,
- *B 9B,
FI:(F,F,, — F;)(a-17 +20 4 1%;) — F,B* + 2F,BB, — F,B}|> o,

3) quelles donnent & la fonction & définie par III (10) un signe
invariable, savoir, le signe — pour un maximum et le signe -4 pour
un minimum, |

Si- ces conditions sont remplies, en nous bornant a considérer telles
variations, - o non seulement les variations des coordonnées mais aussi
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les variations de leurs premiéres dérivées sont infiniment petites, nous
avons démontré que lintégrale double, étendue sur la surface

z = z(u, v), y=yu,v) z2=2(u,v)

dans le cas d’'un maximum est plus grande et dans le cas d’'un minimum
plus petite, que la méme intégrale étendue sur toute autre surface ré-
guliére ou irréguliére, qui passe par le méme contour et qui n'est qu’une
variation infiniment petite de celle-la.»




