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ZUR THEORIE DES KRUMMUNGSMAASSES DER FLACHEN

VON

R. vox LILIENTHAL
in MUNSTER yw.

Im 14%" Bande der Acta mathematica, S. 95 ff., fuhrt Herr Ca-
SORATI ein neues Krtimmungsmaass ein, das er dem Gauss'schen an die
Seite stellt. Indem ich die Beantwortung der Frage, welches von beiden
vorzugsweise den Namen »Krtimmungsmaassy verdiene, dahingestellt sein
lasse, glaube ich die Wichtigkeit des CasorATr'schen Satzes darin erkennen
zu durfen, dass er einen, unabhingig von der analytischen Darstellung
der Flache, ausdriickbaren Begriff, somit etwas fur die Kriimmung der
Flache Characteristisches liefert. In diesem Sinne haben dann auch ana-
loge Begriffe mit derselben Eigenschaft Interesse, die sich in Bezug auf
das Casorarrsche Krimmungsmaass #hnlich bilden lassen, wie ich dies
beztiglich des Gauss’'schen in meiner Arbeit Uber eine besondere Art wvon
Strahlensystemen (Mathematische Annalen, Bd 31, S. 86) gethan habe.
Um den folgenden Entwickelungen grossere Einheitlichkeit zu geben, werde
ich die gedachten Resultate auf einfachere und directere Weise, wie am
angefithrten Orte, herleiten und sodann mit denselben Mitteln dem Ca-
sorATr'schen Satze analoge Satze begriinden.

Die Coordinaten z,y, z der Punkte einer Flache, welche weder eine
Kugel noch abwickelbar sei, betrachten wir als regulire Functionen der
unabhiéngigen Variablen p und ¢. Die Hauptkrimmungsradien seien p,
und p,; die Richtungscosinus der Tangenten der zu p, resp. p, gehoren-
den Krimmungslinien mégen mit 4,, B,, C, resp. 4,, B,, C, bezeichnet
werden. Da jede durch den betrachteten Punkt (x,y, 2) gehende Flachen-

tangente in derselben Ebene liegt, wie die Tangenten der Krimmungs-
Acta mathematics. 16. Tmprimé lo 6 aveil 1892, ’
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linien, miissen Darstellungen der Differentiale dz, dy, dz von folgender
Form existiren:

dr = A K, + A,K,,

dy = B K, + B,K,,

dz = C\K + C,K,,

wo K, und K, lineare Formen von dp und dg bedeuten. Um dieselben
zu bestimmen fihren wir die Winkel ¢ und ¢ ein mittelst der Gleich-

ungen:
°Z

lap
- . °Z
VL sing = 2319+B,, +0,5,

7
+ 015;

VL cos g = lap+B +

lap

VN cos (o — ¢) = 4, ag + Bl 5 ,

— . 3z
VN sin(o — ¢) = ’aq +B2 +025§.

Hier bedeuten X, ¥, Z die Richtungscosinus der Normalen der Flache
und ausserdem ist gesetat:

59X\ 2 oX\*
L=%() ¥=X(,)
Nimmt man: ~
H, = /T, cosadp + /N cos(oc — ¢)dq,
H, = \JL sinadp + (N sin(c — ¢)dq,
so entsteht:
dX = A H + A,H,
dY = B,H, + B,H,,
dZ = C,H, + C,H,.
Hieraus ersieht man, dass sowohl H, = o wie K, = o die Gleichung der
zu p;, und H = o0 wie K = o die Gleichung der zu p, gehdrenden

Krimmungslinien ist. Daher konnen sich H, und K,, cbenso H, und
K, nur durch von dp und dgq unabhangige Factoren unterscheiden. Um
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dieselben zu finden, bemerken wir, dass der Krimmungsradius eines Nor-
malschnitts der Flache gegenwirtig durch die Gleichung:

___R4m
P = THEK, + LK,

bestimmt wird, welche fur K, =o0 den Werth p,, fir K, = o den Werth
p, von p liefern muss. Daher ergiebt sich:
K =—pH, K, = —p,H

27
und hieraus:

dv = — A,p,H, — A,p,H,,

dy = — B,p,H, — B,p,H,,

dz2 = — Cp,H — C,p,H,.

Im Folgenden haben wir &hnliche Darstellungen der Differentiale
dd,, dd, ete. nothigz. Um diese zu erhalten, projiciren wir die Gerade,
9dB 2dC
oH, >m, 1 oH, A, find,
und welche durch den Punkt m1t den Coordmaten z— ,o2A2 H,,y—p,B,H,
2 — p,C,H, geht, auf die Tangentialebene. Die Projection schneidet die
Gerade (4,, B,, C,) in einem Punkte, dessen Abscisse in Bezug auf den
Punkt (z,y,7) E, sei. Man hat dann:

deren Richtungscosinus 4, + —=* adA , B, +—72

- T . S

1 add,’
EA” aHl

2

und shnlich ergiebt sich:

]

2 adA
-7 B

R, und R, sind die geodstischen Kriimmungsradien der Krummungshmen
Aus den Glelchungen

Sxip=—n Tafp-e  Tafp-—%

Acta mathematica. 16. Imprimé le 13 avril 1892. 19
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folgt:

add, _ Py
oH, X R,A

99

und aus den Gleichungen:

odd, add, 3dd, _ p,
XX Y A ZAI o, ZA? °H, ~ R,

folgt:
Wdd, 4 &
o, — ik,
Man erhilt somit:
dA, = — (g—:A, + X)H, + £e4,H,,
dB, = — (%:B, + Y)H, + £ B,H,

und analog:

dc, =L, H, — (ﬁs C, + Z)H,.

Demselben Werthsystem p, ¢ entspricht ein Element — O — der Flache
(®,y,2), ein Element — P, — der Kugel (X, ¥, Z), ein Element — P, —
der Kugel (4,, B,, C,) und ein Element — P, — der Kugel (4,, B,, C,).

Die entwickelten Formeln zeigen nun, dass das Verhaltniss % durch den

absoluten Werth von - , das Verhaltniss %" durch den absolufen Werth

i’

! das Verhaltniss 1(—.;9 durch den absoluten Werth von —_ dar-

von

o B’ PR,
gestellt wird. Sowie nun Gauss den Ausdruck PIP als das Krommungs-
1's
maass der Flache bezeichnet, kann man die Ausdriicke ! und —
lel P'RI
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als die Maasse der tangentialen oder geodatischen Hauptkriimmungen der
Flache ansehen. Die Verschiedenheit der Vorzeichen bezieht sich dann
auf die Art und Weise, wie die Kriimmungslinien einer Schaar langs
einer Kriitmmungslinie der anderen Schaar gelagert sind, und diese Lagerung
bestimmt sich durch die Angabe, dass die Tangenten der ersten Schaar
sich auf der einen oder anderen Seite der betrachteten Linie der zweiten
Schaar treffen, eine Unterscheidung, welche hinfallig wird, wenn die der
ersten Schaar entsprechende Kriummungsmittelpunktsfliche abwickelbar ist.

Gehen wir nun zu dem von Herrn Casorati aufgestellten Kriim-
mungsmaass iber. Man denke sich um den betrachteten Flachenpunkt
P einen unendlich kleinen Kreis beschrieben, dessen als constant betrach-
teter Radius das Linearelement ds ist, dessen Flacheninhalt somit durch
zds® gegeben wird. Jedem Radius dieses Kreises entspricht eine Nach-
barnormale, und wenn man den Winkel 7z, den eine solche mit der Nor-
malen in P bildet, von P aus auf dem entsprechenden Radius auftragt,
so entsteht eine neue geschlossene Fliache, deren Flicheninhalt:

I21r

2
- 4T
: [ean
0

ist, wo a den Winkel des radius vector mit einer festen, sonst beliebigen
Tangentialrichtung bedeutet. Herr CasoraTI bezeichnet nun das Verhalt-
niss des letzteren Flicheninhalts zum ersteren als Kriimmungsmaass, so-
dass fur dasselbe sich der Ausdruck:

2

I 7?
Efa‘;—,'da

0
ergiebt, oder da: 7* = dX* + dY* + dZ*:

ar
L (H+H,
27 ds? @
0

Rechnet man den Winkel a von der Curve H, = o aus, so wird:

..__—lex : ___'-peHs
cosq = —Hi=t, sing = — 72—,
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und far jenes Kriimmungsmaass, das mit C bezeichnet werde, ergiebt sich:

1/1 1
0= (5+ ;:)‘

Man kann nun, um zu ahnlichen Ausdriicken zu gelangen, an Stelle
von 7 andere Winkel nehmen, die ebenfalls mit ds unendlich klein von der
ersten Ordnung sind.

Zunichst bietet sich der Winkel dar, den die Tangenten zweier be-

nachbarter Krimmungslinien derselben Schaar mit einander bilden.
Setzen wir:

2 2

1 [d4' + dB! + dC! 1 (44l + dB: + dC?
=7z ds? da, C, = s’ da,

[ 0

1

so liefert eine einfache Rechnung die Werthe:
I I 1 1 1 I 1 I
G=imtmtn) G-ilmtmtp)

Betrachtet man ferner die Radien des oben erwshnten unendlich
kleinen Kreises als die Anfangselemente einer sich von P aus nach allen
Seiten tiber die Flache hinerstreckenden Curvenschaar, so entsprechen den
Endpunkten jedes Radius zwei benachbarte den betreffenden Fortschreitungs-
richtungen conjugierte Tangenten, die sich unter dem Winkel  schneiden
mogen. Es fragt sich, welchen Werth alsdann der Ausdruck

2r

1 o’
K=— | —da
2z ) ds*
¢

besitzt. Fur den Winkel o erhalt man die Gleichung: (S. Mathema-
tische Annalen, Bd. 31, S. 88)

deHs - HadHt
H: + H ’

—Pg __ Py
w—R’Hl 31H2

woselbst der Ausdruck H,dH, — H,dH, durch das Gesetz, welches die
gewshlte Curvenschaar beherrscht, bestimmt wird.

Es seien zunachst die fraglichen Curven solche, deren conjugirte Tan-
genten mit den Tangenten der Krtimmungslinien constante Winkel bilden,
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Dann ist: :
HdH, — HdH, = o

und, falls hier der Werth von K mit K, bezeichnet wird, folgt:

I 1 1
K=+ m)
Man hat daher den Satz:

C+ 2K, = C, + C,.

Zweitens legen wir den in Rede stehenden Curven die Bedingung
auf, isogonale Trajectorien der Kritmmungslinien zu sein. Dann bilden
ihre Tangenten mit denen der Kriimmungslinien constante Winkel und
dies liefert die Differentialgleichung:

H,dH, — H,dH, — Dlesde —pidp,)
P13

Es werde nun:
dp, = PuH; + PnHz’
dp, = py,H, + p,,H,

gesetzt. Aus den Integrabilitatsbedingungen der Differentiale dz , dy , ds
folgt dann:

lol = _____l_..__.L_l_’
( — )
Dl pl ‘pﬁp!.

Dadurch nimmt die Gleichung fir  die Form an:

e 1 P q73 Pl'_ZPn__Eg) 2
0 = H + H? R’HI'I"( R o, HIH2

1

+ (P ) B — )

Bei der Berechnung von K treten 7 bestimmte Integrale auf, von denen
3 Null sind. Bei den ubrigen 4 Integralen macht sich der Umstand
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bemerkbar, dass sie verschiedene Ausdricke erhalten, je nachdem die
Flache im Gauss'schen Sinne positiv oder negativ gekriimmt ist.
Man erhalt bei positivem Werth des Produkts p,p, die Gleichungen:

/‘ ‘O,ﬂ(P\ + 3P1p| + Pl) ,
H + H’)'ds* o + oo
f HiH; Pyt
ETF B k)
H}H; I L.
(#: + H’)’ds (P‘ + p’)s’
__ ool + 3p1ps + 3
Ty H )’ds o+ o)

und aus diesen ergeben sich die bei negativem p,p, statthabenden Gleich-
ungen durch Ersetzten von p, durch — p,.

Bezeichnen wir nun den Werth von K mit K, oder Kj, je nachdem
p,0, Positiv oder negativ ist, so erhalten wir: "

K — 1 pslp, + pi)' + 4ot | pilo, + o))’ + 40
T s e

+ 4,01Pn + 4,02£u + P;lﬂ! + Pnﬂll

] ! 405 — Py | Py — 4p1> 4 (p,pu le’u)
ZK == ( T
? £y — P B + R; + (4 _Px)’ R,p, + R.p,

+ gy (- 252).
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Endlich mogen die betrachteten Curven die Eigenschaft haben, geo-
datische Linien zu sein. Die Gleichung der letzteren ist: (Mathema-
tische Annalen, Bd. 31, S. 92)

Hl‘Ha(padpl —‘lo1d102) + 101:02<HadH1 - H‘.dﬂn) + ds2<j% H, _"'"I%Ha> =0,

2

und dies liefert fir o die Gleichung:

_ D1pfx Hi‘ - (P2P11 - 2/’1/021) HIH, — (2/02,012 -_ ,01/022) H, H; — P20 Hg
w = : .
po(HY + HY)

Nennen wir den hier auftretenden Werth von K, je nachdem p, p, positiv
oder negativ ist, K; oder K;, so folgt:

3

I
= m{(%m + pap)(pl + 3010 + 03)

+ phps — 2011000102 — 2P1PuP1P: + ,032,0”;

1

= m{ (0102 — 05,0)(p1 — 110,05 + p))

8

+ ,0?1/02 - 6P11P2101P2 -+ 6,012.022,03102 - ,032,0?}-

Wenn von den beiden Hauptkrimmungsradien der eine eine Func-
tion des anderen ist, was durch die Gleichung:

Py = f(p)
bezeichnet werden moge, so finden die Bezichungen statt:

— Ps(lol _Pr)
P = TR

092 = __Pl(px "_Rpi)f (Px)
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Dies liefert:

I

K, = mﬂlé[ﬂa(ﬂx + p,)" + ,0?<2 _M&Y]

£y

+ 2::2 [)01(,01 + .02)2 + P:(z + w)’]},

)

o.f (p,)

’

K= sl =) =] -

1 T g)’ I | y 2
K= “““z(& +'},r1 i lealey + 0 + ooy — i (0)]]

+ 72‘1;7 [Px(pl + )" + p, (”* ‘“f’fr31>> ]l ’

(4

1 I . ) .
K = 2(p, —Pl)l Ript {oa(0, — p,)" — p,[30, — p.f (0:)%)

1 e \?
= [.ol(pl — )’ —p (3/11 — f’fm) | l
Speciell far Minimalfischen ergiebt sich:

I/ I

K=i(m+m) K=zt

Santiago de Chile, September 1890.




