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ZUR THEORIE DES KROMMUI~GSMAASSES DER FL~CHEN 

YON 

R. vo~ LILIENTHAL 
in M ~ N S T E R  l/W. 

Im I4 te~ Bande der Acta mathemat ica ,  S. 95 ft., fahrt Herr CA- 
SORAT: ein neues Krilmmungsmaass ein, das er dem GAuss'schen an die 
Seite stellt. Indem ich die Beantwortung der Frage, welches von beiden 
vorzugsweise den Namen )Krtlmmungsmaass~ verdiene, dahingestellt sein 
lasse, glaube ich die Wichtigkeit des CASORAT:'schen Satzes darin erkennen 
zu dtlrfen, dass er einen, unabhangig von der analytischen Darstellung 
der Flache, ausdriickbaren Begriff, somit etwas far die Krt~mmung der 
Flaehe Characteristisches liefert. In diesem Sinne haben dann auch ana- 
loge Begriffe mit derselben Eigenschaft Interesse, die sich in Bezug auf 
das C.r KrQmmungsmaass ahnlich bilden lassen, wie ich dies 
bezaglich des GAuss'schen in meiner Arbeit Uber eine besondere Art vor~ 
Strahlensystemen (Mathematische Annalen,  Bd 3 I, S. 85)gethan habe. 
Um den folgenden Entwiekelungen grSssere Einheitlichkeit zu geben, werde 
ich die gedachten Resultate auf einfachere und directere Weise, wie am 
angefahrten Orte, herleiten und sodann mit denselben Mitteln dem CA- 
SORATI'Schen Satze analoge Satze begranden. 

Die Coordinaten x ,  y ,  z der Punkte einer Fl~che, welche weder eine 
Kugel noch abwickelbar sei, betraehten wir als regulare Functionen der 
unabhangigen Variablen p und q. Die Hauptkrflmmungsradien seien Pl 
und P2; die Richtungscosinus der Tangenten der zu Pl resp. p~ gehsren- 
den Krammungslinien mSgen mit A1, B 1 , C1 resp. A~, B~, C 2 bezeichnet 
werden. Da jede durch den betrachteten Punkt (x, y, z) gehende Fl,~chen- 
tangente in derselben Ebene liegt, wie die Tangenten der Krammungs- 

~ l ~  r~th6m~ti~. 16. Imprim6 le 6 avril 1892. 
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linien, miissen Darstellungen 
Form existiren: 

dx = A, Aq + A,K,, 

dy ----- B, KI-{- B,K,, 

d~ = q ~ i  + c ,g , ,  

wo K, und K~ lineare Formen yon dp und dq bedeuten. 
zu bestimmen f(ihren 
ungen: 

R. yon Lilieuthal. 

der Differentiale dx, ely, dz yon folgender 

Um dieselben 
wir die Winkel a und ~ ein mittelst der Gleich- 

~X ~Y ~Z ~ r = ,q~  + B ~  + c , ~ ,  

~X ~Y ~Z 

-- ~X ~Y ~g ~ c o s ( ~ - -  ~) = .% ~ + B~ ~ + q vq' 

aX ~Y oZ 
~/~ sin (# - -  ~,) ---- A~ ~- + B~ ~ + C~ -~. 

Hier bedeuten X,  Y ,  Z die Richtungscosinus der Normalen der Flache 
und ausserdem ist gesetzt: 

Nimmt man: 

so entsteht: 

//1 = 4Z cos ~dp + ~/~ cos (o - -  ~ )dq,  

H 2 = ~/Z sin adp + ~/~ sin (a ~ ~)dq, 

dX = A,H~ + ~,H,,  

dY = B~H~ ..[- B,H~, 

Hieraus ersieht man, dass sowohl 1/2 ~ o wie K~ = o die Gleiehung der 
zu p~, und //1 = o wie K~ = o die Gleichung der zu p~ gehorendeu 
Kr~mmungslinien ist. Daher ksnnen sieh H~ und K~, ebenso H~ und 
K 2 nur dureh yon dp und dq unabhangige Factoren unterseheiden. Um 
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dieselben zu finden, bemerken wir, dass der Krfimmungsradius eines Nor- 
malschnitts der Flitche gegenwartig durch die Gleichung: 

P 
K~ + K~ 

H1Kt "-I- H~K~ 

bestimmt wird, welche fiir K~ = o den Werth p~, fiir K~ = o den Werth 
P2 yon p liefern muss. Daher ergiebt rich: 

und hieraus: 

K~ = - - p , H ~ ,  Ks = - - p ~ H , ,  

au = - -  BIp~H~ - -  B~p~H~, 

d~ = - -  c ' , , o , ~  - -  r  

Im Folgenden haben wir 'Ahnliche Darstellungen der Differentiale 
dA1, dA~ etc. nsthig. Um diese zu erhalten, projiciren wit die Gerade, 

~dB, ~dC, 
8dAt J~, B 1 + H, ,  CI + 1t 2 ~ind, deren Riehtungscosinus A~ + ~H~ 3, ~ - ~ ,  

und welche durch den Punkt mit den Coordinaten x--p2A~H2, y --p2.B~H2, 
z wp2C~H 2 geht, auf die Tangentialebene. Die Projection schneidet die 
Gerade (A~, t? 1 , C1) in einem Punkte, dessen Abseisse in Bezug auf den 
Punkt (x, y,  z) R~ sei. Man hat dann: 

und ahnlich ergiebt sieh: 

. a  2 

Pl 
Z A~ odAl 

P~ 
Z A I vdA~" 

R 1 und //3 sind die geodatischen Krtimmungsradien der Krthnmungslinien. 
Aus den Gleichungen: 

ZxadA• Z.A~ adA~ A adA, pt 

A~ta ~ .  16. Imprim6 le 13 arril 1892. 19 
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folgt: 

und aus den Gleiehungen: 

. 3dA, 
Z 2i. H ' --- o r 

folgt: 

Man erhMt somit: 

und analog: 

R. yon Lilienthal. 

OdA, p, 
= R, A~, --x--- 

Z A 1 ~dA, -~2 :'~ or Z.A~ adA, __ p, 

odAl p, ~,, =A,<. 

P' X)g~ P' dA~ = - -  (~ ,A  2 + + ~ a,  tt,, 

P' Y) H i P' aB, =- - (~B,  + + EB, H,, 

P~ 

dA 2 = ( '~  Al + _ . ,  , , ) . , ,  

=P, Y)//~, 

~c~ + 

Demselben Werthsystem p ,  q entspricht ein Element - -  0 - -  der Flrtche 
(x, y, z), ein Element - -  P0 - -  der Kugel (X, Y,  Z), ein Element - -  P1 - -  
der Kugel (A1, BI, 6'1) und ein Element - -  P2 - - d e r  Kugel (A~, B, ,  C~). 

Po Die entwickelten Formeln zeigen nun, dass das VerhMtniss -0- durch den 

Po absoluten Werth yon I das Verhaltniss -0- durch den absoluten Werth p,p, ' 
I Po I 

yon ~o,R,' das Verhllltni~ ~- dutch den absoluten Werth yon ~ dar- 

gestellt wird. Sowie nun GAuss den Ausdruek ~ als das KrQmmungs- 
PiPs 

! I 
maass der Flache bezeiehnet, kann man die Ausdrt~eke ~ und p,R, 
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als die Maasse der tangentialen oder geodatisehen Hauptkrtimmungen der 
Fl~che ansehen. Die Verschiedenheit der Vorzeichen bezieht sich dann 
auf die Art Und Weise, wie die Krtimmungslinien einer Schaar langs 
einer Krtimmungslinie der anderen Schaar gelagert sind, und diese Lagerung 
bestimmt sich durch die Angabe, dass die Tangenten der ersten Schaar 
sich auf der einen oder anderen Seite der betrachteten Linie der zweiten 
Schaar treffen, eine Unterscheidung, welche hinfMlig wird, wenn die der 
ersten Schaar entsprechende Krtlmmungsmittelpunktsfl~tche abwickelbar ist. 

Gehen wir nun zu dem yon Herrn CASOI~ATI aufgestellten Kriim- 
mungsmaass tiber. Man denke sich um den betraehteten Flachenpunkt 
P einen unendlich kleinen Kreis beschrieben, dessen als constant betrach- 
teter Radius das Linearelement ds ist, dessen Flacheninhalt somit durch 
~rds ~ gegeben wird. Jedem Radius dieses Kreises entsprieht eine Nach- 
barnormale, und wenn man den Winkel r, den eine solche mit der Nor- 
malen in P bildet, yon P aus auf dem entsprechenden Radius auftrl~gt, 
so entsteht eine neue geschlossene Fli~che, deren Flacheninhalt: 

0 

ist, wo a den Winkel des radius vector mit einer festen, sonst beliebigen 
Tangentialrichtung bedeutet. Herr CASORATI bezeichnet nun das VerhMt- 
hiss des letzteren Fl'~cheninhalts I zum ersteren als Krtimmungsmaass, so- 
dass fiir dasselbe sich der Ausdruck: 

dot 
2 ~  

o 

ergiebt, oder da: r ~ = d.X ~ + d Y  ~ + dZ2:  

z f ~ +  H~da" 
2~ d d , '  

0 

Rechnet  man den W i n k e l  a von  der Curve H 2 -~ o aus,  so wird:  

COS~ ~ d s  ~ s i nc t  ~ d s  " 
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und ftir jenes Krtimmungsmaass, das mit C bezeichnet werde, ergiebt sich: 

2 

Man kann nun, um zu ~hnlichen Ausdri~cken zu gelangen, an Stelle 
yon r andere Winkel nehmen, die ebenfalls mit ds unendlich klein yon der 
ersten Ordnung sind. 

Zunachst bietet sieh der Winkel dar, den die Tangenten zweier be- 
nachbarter KrQmmungslinien derselben Schaar mit einander bilden. 

Setzen wir: 

c, = ~* t,f ~A: + ,z..d': + a%,., c, = ~' _flaa: + dB:~.. + ~c: da, 

0 0 

so liefert eine einfache Reehnung die Werthe: 

c~=  ~ + R ~ +  , q = ~  + ~ +  . 

Betrachtet man ferner die Radien des oben erw~,hnten unendlieh 
kleinen Kreises als die Anfangselemente einer sieh yon P aus naeh allen 
Seiten tiber die Flttehe hinerstreekenden Curvenschaar, so entspreehen den 
Endpunkten jedes Radius zwei benachbarte den betreffenden Fortsehreitungs- 
richtungen eonjugierte Tangenten, die sieh unter dem Winkel to sehneiden 
mt~gen. Es fr~gt sich, welchen Werth alsdann der Ausdruek 

2tr 

I F g/Jr ~ 
K = ~ j Tii,,a~t 

0 

besitzt. Far den Winkel w erhMt man die Gleichung: (S. Mathema-  
t ische Anna len ,  Bd. 3x, S. 88) 

co = p, p, H, dH, - -  tt, d~, 
~-- H, - -  R--, H,  n~ + H: ' 

woselbst der Ausdruek HldH 2 - - H 2 d H  ~ durch das Gesetz, welches die 
gewahlte Curvenschaar beherrscht, bestimmt wird. 

Es seien zun~chst die fragliehen Curven solche, deren eonjugirte Tan- 
genten mit den Tangenten der Krtimmungslinien constante Winkel bilden. 
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Dann ist: 
n, dH2 - -  H2dH~ = o 

und, falls bier der Werth yon K mit K a bezeichnet wird, folgt: 
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K ~ = ~  + . 

Man hut daher den Satz: 

c +  . K , = C ,  + c , .  

Zweitens legen wir den in Rede stehenden Curven die Bedingung 
auf, isogonale Trajeetorien der Krt~mmungslinien zu sein. Dann bilden 
ihre Tangenten mit denen der Krfimmungslinien constante Winkel und 
dies liefert die Differentialgleichung: 

E~ werde nun: 

gesetzt. 
folgt dann: 

H l d H  ' _ H ,  d H  1 = ~t,H,(t, ,dt,,  - -  p ,dm)  
P,P, 

dp, =- p,  lH,  + p,~H~, 

dp,= p,,H, + p,,H, 

Aus den Integrabilit~tsbedingungen der Differentiale dx, dy, dz 

(p, -- p,)p, 

P~x _..(P,--Pt)P, 
1~ 

Dadurch nimmt die Gleiehung far eo die Form an: 

I I j91 ][:jr3 / p  - -  2p, P , '~  ~r2 T-~ 1 ~ / a l l  ~t~ 

P. ~ P, s ?p,-p, + --~H,H,--~-~,] 

Bei der Bereehnung yon K treten 7 bestimmte Integrale auf, yon denen 
3 Null sind. Bei den t~brigen 4 Integralen maeht sieh der Umstnnd 
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bemerkbar, dass sie verschiedene Ausdr~cke erhalten, je nachdem die 
Fl~che im GAuss'schen Sinne positiv oder negativ gekriimmt ist. 

Man erhMt bei positivem Werth des Produkts P~P2 die Gleichungen: 

2~ 

f z~? ( H', -t: ~,')'d,' d~ = 

p , . ( f  + 3p,p, + pi) 
f,(p, + p,)" 

~rr 

f (  .tt' HI d~, = - -  
H~ + H;Cd,'-- 

P,= 

(P, + p,)"  

H~ H, = 

H' ( , +  
0 

(p, + p,)' ' 

f H'~ . (H[ + Hl)'ds 'aa = 
0 

:,~(pl + 3p,p, + pl) 
f(p,  + p,)' 

und aus diesen ergeben sich die bei negativem P~P2 statthabenden Gleich- 
ungen durch Ersetzten von Pl durcl} --p~. 

Bezeichnen wir nun den Werth yon K mit K~ oder K~, je nachdem 
P~P2 positiv oder negativist, so erhalten wir: 

[p,(p, + p,)' + Col + P,(P, + p,)' + 4o] 
K~ = 2(p, + p,)' ltl RI 

P;'P' [ 4r ~ I p .  r + 
+ R~, + /~,p, + pl pl ' 

: K ; -  ~ (4p, p, p , ~ , , ~ +  4 {p,p,, p,p.') 
p. -p ,  ~ + , ,  / (p,-p,), \R=-~ + ~-~-.., 

+ (p, _ p,), \ p: ~ ,i" 
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Endlich mOgen die betrachteten Curven die Eigenschaf~ haben, geo- 
datische Linien zu sein. Die Gleichung der letzteren ist: (Mathema- 
tische Annalen, Bd. 3z, S. 9~) 

H~/=/~(p~dp, - -p ,  dp,) -[- pzp,(H2d//, - -  I/~d/12) -[- ds {P' H~--P~ ~ l : \R, Rj 2/ o, 

und dies liefert ft~r eo die Gleichung: 

= p , p , ( ~  + H,') - - "  

Nennen wir den hier auftretenden Werth yon K, je nachdem pxp~ positiv 
oder negativ ist, K8 oder K~, so folgt: 

K 3  
I 

2p,p,(p, + p2{( 2 

. . •  2 $ 2 2 $ 

1 

Wenn von den beiden Haui)tkrtlmmungsradien der eine eine Func- 
tion des anderen ist, was durch die Gleichung: 

= f(p,) 

bezeichnet werden mSge, so flnden die Beziehungen statt: 

p,(p, --p,) 
p1~----- R,f ' (p , )  ' 

p,(p, -- p,) f ' (p,)  



152 R. yon Lilienthal. 

Dies liefert: 

K~ - -  2(e,~p,)' N ~(P' + P,)' + p~ 2 (p, -e,)r(e,)~ 
F, / 

2 (p~ 

K~ 

'] 
(P, - p , ) ~ '  I 

I [ I I 

- e,~p,}/-- R,' 

D +P,P+ (P P'  ~'11 -I- RIp1 

~(p, _p,) ~{p~(p, - -  p,)'-- p, E3p, - -  p,f'(p,)]'} 

' t 
~',. [ ' . ( , . - , , ) ' - , . ( ~ , .  r ~ ) ' ]  �9 

Speeiell ftXr Minimalfl~ehen ergiebt sich: 

'(~ ~) (~ ~) K ; ~  + , K ; =  2 + . 

Santiago de Chile, September x89o. 

p,f '(p,)~'  11 
~, / - -  PuI' 


