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SUR LES DI~TERMINANTS I N F I N I S  

ET LES I~QUATIONS D I F F I ~ R E N T I E L L E S  LINl~AIRES 

P A R  

HELGE YON KOCH 
~t ~ T O  C K H O L M .  

Dans une note r~eente, ~ j 'ai appeld 1'attention sur le parti qu'on peut 
tirer des d~terminants infinis pour la th~orie g~ndrale des ~quations diff~- 
rentielles lin~aires et, particuli~rcment, pour la r~solution du probl~me 
suivant. Etant donnde une 4quation diffdrentielle lin4aire homog~ne dont 
les coefficients sont holomorphes ~ l'int~rieur d'un certain anneau circu- 
laire: obtenir pour ce domaine un syst~me fondamental d'int~grales sous 
ia forme analytique qui, d'apr~s les recherches de M. FucHs, ~ caract~rise 
touj0urs les int~grales ~ l'int4rieur d'une telle partie du plan. 

Grace aux travaux de MM. Fucus, HAMBURGEr, PIC.~RD et MITTAG- 
LEFFLnR, 3 on possdde des m~thodes pour r~soudre implici tement  le pro- 
blame, c'est-~-dire, on peut trouver certaines formules analytiques qui 
donnent les int~grales pour le domaine consid6r~ sou~ une forme qui est, 
toutefois, essentiellement diffdrente de celle signal~e primitivement par 
M. FUCHS. 

1 Sur une aTplication des ddterminants infinis d la thdorie des dquations diffdren- 
tielles lindaires, Acta mathematica~ t. 15. 

FVCHS, Zur Theorie der linearen Differentialgleichuugen mit verdnderlichen Coeffl- 
cienten, Journal fiir Mathematik, t. 65. 

s FUCHS~ Journal ftir Mathematik, t. 75; HA~BURGER~ Journal ftir Mathe- 
matik~ t. 83; PXCAlU)~ Comptes rendus des s(!ances de l'aeaddmiedes sciences 
de Paris: Mars I879; MXTTAG-LEFFLER~ Acta mathematiea~ t. 15. 

Acta r~ath~mat~a. 16. Imprim6 le 5 mai 1892. 2~ 
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Le probl6me direct, qui consiste ~ obtenir les int6grales sous leur 
forme explicite, a 6t6 robjet de recherches nombreuses, parmi lesquelles 
il convient de rappeler ici celles de M. Fvcns d6j~ cit6es et celles de 
M. THoM]~. ~ Ces auteurs ne se sont pourtant occupds que de certains cas 
particuliers. De plus, on sait que les recherches profondes et extrgme- 
ment remarquables qu'a publi6es M. PorscAR]~ 2 au sujet des int~grales 
irrdguli~res, n'ont pas eu pour but d'obtenir actuellement ces int4grales, 
mats de les representer asymptotiquement au moyen de certaines s~ries 
divergentes. 

Duns la note cit~e, j 'ai indiqu6 comment on pourrait traiter le pro- 
blame d'une mani~re g~n~rale ~ l'aide des d~terminants infinis, mats je 
n'ai donn6 la solution d~finitive que sous eertaines restrictions. Dang 
le m~moire present, le probl~me sera r~solu dans toute sa g6n~ralit~. 
Pour atteindre ce but, il faut d'abord s'oceuper un peu de la th~orie des 
d6terminants infinis. En effet, cette th~orie nouvelle dont l'introduction 
duns l'analyse est due ~ MM. HmL a et PoIscAa~, ~ n'a pus encore, ~ ce 
qu'il paralt, captivd rattention des g~om~tres tant qu'elle le mdrite et, 
naturellement, il dolt rester bien des lacunes ~ combler et beaucoup de 
th~or~mes s ~tablir. Duns ce qui suit nous nous bornerons s d6velopper 
(I, w ~) ce qui parait n~cessaire pour pouvoir appliquer l 'instrument 
nouveau d'une manidre absolument rigoureuse au probl~me que nous nous 
sommes propose. 

Le w ~ contient une application des d~terminants infinis ~ la r~solu- 
tion de certains syst~mes d'~quations Iin6aires off le hombre des inconnus 
de m~me que celui des ~quations est infini. 

Duns la partie II se trouvent les appliquations qui se rapportent 
la th~orie des ~quations diff~rentielles lin~aires. 

i T E o ~  Zur Theorie der linearen Differenticdgldchungen, J o u r n a l  fl ir  Ma the -  
matik~ t. 74 et suiv. 

I:)OI/qCAR]~ Sur l~s in~gra~e8 irrdguli~res des dquatlons lin~aires, Acta  m a th e -  
matiea~ t. 8. Voir aussi: Sur les dquations lindaires aux diffdrentielles ordinaires et aux 
diffdrences finies~ A m e r i c a n  J o u r n a l  of  M a t h e m a t i c s ,  t. 7- 

HILL, On the part of the motion of the lunar perigee which is a function of the 
mean motions of the sun and moon, Cambridge~ Wilson 1877; Acta  ma themat i ca~  t. 8. 

4 POINCAR~, Sur les ddterminants d'ordre infini, B u l l e t i n  de la Soeidtd  mathd-  
ma t ique  de France~  t. 14. 
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If} 

w !. Sur quelques propri~t~s des d~terminants inflnis. 

I. Soit A~ (i ,  k ----- - -  0o . .  4- r une suite doublement infinie de 
hombres donn~s et d~signons par 

.Dm --_-_. [Ai$]i ,k=_m.,  + m 

le d~terminant des quantit~s A~e (i ,  k ---- - -  m .. 4- m); si, pour des valeurs 
ind~finiment croissantes de m, la quantit~ D,~ a u n e  limite d4termin4e D,  
on dit que le d~terminant infini 

[ ' ~ t k ] i , k  = - -  ~ . .  -t- 

est convergent et a D pour valeur. ~ Dans le cas oh la limite D n'existe 
pas, le ddterminant en question sera dit divergent. En d'autres termes, 
le d~terminant infini 

[A, , ] , , ,  . . . . .  

est  convergent, si k chaque quantit6 positive ~ correspond un nombre positif 
entier n' tel qu'on ait 

< O 

pour toute valeur de n supdrieure ~ n' et pour des valeurs quelconques 
de l 'entier positif p;  Ie d4terminant est divergent, si un tel hombre n' 
n'existe pas. 

Convenons d'adopter les d~nominations suivantes. La diagonale prin- 
ci~ale du ddterminant D est l 'ensemble des ~l~ments A ,  (i = - -  co . .  4- c~); 
la ligne i e s t  constitute par les ~l~ments A,, (k - - - - - -  c o . .  4- cxv) et la 
colonne k par les ~l~ments A,k (i ~ -  axe. .  4- co). Un dldment quel- 
conque A~ s'appellera 61~ment diagonal ou non-diagonal suivant qu'on a i ~ k 
ou i > k .  Enfin, l '~l~ment Ao0 sera nomm~ l'origine du d~terminant con- 
sid4r4: e'est eelui des 41&nents diagonaux qui appartient  k la lois aux 
deux diagonales de chacun des d~terminants D , .  
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II est clair qu'on peut former avec les ~l&nents A;~ une infinit~ de 
d~terminants infinis ayant les mdmes diagonales principales mais des ori- 
gines diff~rentes; rien ne permet d'affirmer a prior$ qu'ils sont convergents 
ou divergents en m~me temps ou, s'ils convergent, que leurs valeurs sont 
les mdmes. Un d~terminant infini n'aura donc en g~n~ral aucun sens 
d~termin6 que quand on connalt sa diagonale prineipale et son origine. 

: .  Soit donn~ un d~terminant infini D; pour que D converge, il 
suffit que le produit des dl&nents diagonaux converge absolument et que 
la somme des dl~ments non-diagonaux converge absolument. 

Posons, en effet, A ~ a ~ k  (pour i ><k) ct A , ~  x ~ a,: par hypo- 
th~se, la s~rie 

est convergente, d'oh l'on conclut imm~diatement qu'il e n e s t  de m~me 
du produit 

Formons les produits 

-t-ra ~-m ~-ra 4-m 

?,,,  = ] - [  ( ,  + 2: II  (, + 5: 

si, dans le d~veloppement de P.~, on remplace certains termes par z~ro et 
change les signes de certains autres refines, on obtiendra D . ;  par conse- 
quent, ~ chaque terme dans le d~veloppement de D~ correspond un terme 
dans le d~veloppement de Pm de telle mani~re que celui-ci n'est jamais 
plus petit que lu valeur absolue de celui-lk; de plus, en rempla~ant eer- 
taines quantit~s a~ par zdro, certains termes s'annulleront dans les d& 
veloppements de Dm+p et ~.,+p et, parmi les termes de P-~+p qui s'~vanouis- 
sent, on trouvera ~videmment ceux qui correspondent aux termes annull~s 
de D~+~; or, en rempla~ant les quantit~s a,, [ i , k=  • ~),.., + (m-{-p)] 
par z6ro, D,.+r et ~ + r  deviennent 6gaux h /)~ et ~,. de sorte que, dans 
ce cas, D~+~ ~ D~ et ~ + ~ -  P~ repr6sentent respectivement les termes 
de D~+~ et ~+p  qui s'annullent. Par  cons6quent, on a 
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En vertu de la convergence du produit ~, on peut faire correspondre 
chaque quantitd positive ~ un entier positif n' tel qu'on air, pour n > n' 

et pour des valeurs quelconques de l'entier positif p, 

ce qu'il fallait d6montrer. 
Pour le cas oh les 616ments diagonaux sont tous 6gaux ~ l'unit6, ce 

th6or6me est d~ ~ M. POINCAa~ ( B u l l e t i n  de la Soc i6 t6  m a t h 6 m a -  
t i q u e  de F r a n c e ,  t. I4, p. 77). 

L'6tude des d6terminants infinis d~ les 616ments reinplissent les 
conditions 6nonc6es plus haut et dont la convergence vient d'6tre 6tablie, 
sera l'objet principal des pages suivantes. :Nous convenons de dire que 
ces d6terminants sont de la forme normale. 

3. Dans le n ~ I nous avons d6fini un d6terminant convergent comme 
la limite D vers laquelle tendent les d6terminants D ,  pour des valeurs 
ind6finiment croissantes de m. Dans le cas des ddterminants de la forme 
normale, on voit facilement qu'un mode de g6n6ration plus g6n6ral con- 
duit au m~me rdsultat. D6signons par D,,,~ le d&erminant [A**],,,=_...+, 
et par ~.,~ le produit 

+ m  + m  

si 29 d6signe le plus grand des nombres m e t  n, il est clair que tousles 
termes de Dm,n se trouvent dans le d5veloppement de D~,v et que chaque 
terme de ~m,. est aussi un terme de ~,p, d'oh il suit, cn raisonnant comme 
plus haut, que 

or, pour des valeurs ind6finiment croissantes de m et de n, les quantit& 
Pplp, P~,- tendent vers la m6me limite ~; donc Dp,v et D,,. tendent vers 
une limite commune et, comme Dp,v d&igne le m6me d&crminant que 
nous avons d~sign~ auparavant par Dp, cette limite est ~gale ~ D. Donc, 
pour d~finir le d&erminant D, on peut faire usage des d&erminants D,.~ 
tout aussi bien que des d&erminants D ,  d u n  ~ I. 
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Appliquons ce r6aultat k un cas particulier. Soit ~ un entier quel- 
conque, mais d6termin6, et poaons, pour un moment, 

D . , .  = D . ,  = A . ;  

lea deux suites infiniea 

(D) Do,  D1,  D 2, . . ,  D ~ ,  . . 

(A)  Ao ,  A~ ,  A ~ , . . ,  Am, . .  

auront la mgme limite D; or nous savons, d'aprds le n ~ I, que la suite 
(D) d6finit le d6terminant [A,k],,~ . . . . .  +~ et que (A) d6finit le d6terminant 
[Aa+~,x+,]~: . . . . .  +~ c'est-k-dire celui qu'on obtient en choisissant l'616ment 
A~ pour origine dana la table des 616ments 3,.,. Par eons6quent, dana 
un d6terminant de la forme normale, on peut prendre un 616ment dia- 
gonal quelconque pour origine: la valeur du d6terminant reste toujours 
la m~me. 

4. Un d6terminant de la forme normale reste convergent si l'on 
remplace les 616menta d'une ligne quelconque par une suite de quantit6a 
qui sont toutes plus petites en valeur abaolue qu'un nombre positif donn6. 

Remplagons, par exemple, lea 616merits de la ligne num6rot6e o: 

par des quantit~s 

v6rifiant l'in6galit6 

�9 . Ao,_m . .  Aoo .. Ao,,~ .. 

�9 . i t - . . .  P o  . .  I t . . .  

Ir ,l < z ,  : > o ,  

et soient D" et D' ce que deviennent D ,  et D. D~signons de plus par 
p,'~ et ~' les produits obtenus en supprimant dana Pm et P le facteur 
correspondant ~ l'indice o; on voit imm6diatement qu'aucun terIne de D~, 
ne peut dtre plus grand en valeur absolue que le terme correspondant 
du d6veloppement de /z~, et, en raisonnant comme dans le n ~ 2, on obtient 

- - !  - - !  

I D=+,  - -  D : I  - -  : em, 

ce qui d6montre la proposition 6nonc6e. 
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Ce th~or~me, d~montr~ par M. POI~TCAa~ pour le cas oh toua lea 
~l~menta de la diagonale principale sont ~gaux ~ I ,  peut facilement ~tre 
g~n~ralis~. En se servant d'un mode de d~monstration parfaitement ana- 
logue au precedent, on peut prouver qu'un d6terminant de la forme 
normale reste convergent si l'on remplace lea ~l~menta d'un hombre quel- 
conque de lignes ou de colonnes par des quantit~s qui sont, en valeur 
absolue, inf~rieures k une quantit~ donn6e. 

En conservant les notations du num6ro pr6c6dent, il est clair So 
qu'on a: 

IDI< ; 
En effet, les in,guilt,s ou ~galit~a 

subsistent pour toutes les valeurs de m et, pour des valeurs ind~finiment 
croissantes de re,D,,, et D" ont pour limites D et D'. 

6. Si l'on change, duns un d6terminant de la forme normale, l'une 
duns l'autre deux lignes ou deux colonnes, le ddterminant change de 
signe; il est nul, si deux lignes ou deux colonnes sont identiques. 

En effet, soient D' et D~ ce que deviennent D et D~ en changeant 
l 'une duns l'autre deux lignes quelconques; on peut toujours choisir m 
assez grand pour que ces lignes appartiennent toutes deux au d6termi- 
nant D~. On a donc 

Or, en fixant arbitrairement une quantit~ positive 3 aussi petite qu'on 
veut, on peut trouver un entier n' tel que, pour n > n', 

ID--D, ,]<3,  ID'---D'I<3; 

par cons6quent on aura, en choiaissant n strffisamment grand, 

D + D'[ = I D - - D n  + D ' - -  D'[ < ] D - -  D~[ + [ D ' - -  D:[ < 23, 

ce qui conduit k l'~galit~ 

D' ----- - -  D. 
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La seeonde partie du th6or6me 6nonc6 est une eons6quenee imm6. 
diate de eette 6galit& 

7- Le d6veloppement d'un d6terminant de la forme normale peut 
gtre pr6sent6 sous beaueoup de formes diff6rentes. 

a) Partons de l'identit6 

a,~+, = a ,  + ( a , -  a , )  + .. + ( a , . + , -  a , . )  

a~,+, = [a,,],,,~ a , ,  = [.a,,],,,o_,,_,,..+,; 

A** = a~,, M . =  I + a . ;  

A2~+1 ~ A~, ---- V~,+I, A 2 , . -  A.2,-1 = V ~  

a_~,_,. A_,.,_,.+I �9 �9 A_,v. 

A_,.+~,_~ A_,+~,_,.,1 �9 �9 A_,.+1,,. 

~r,--r d~r,--r+ 1 

oh 

posons 

V 2 r + l  : 

" ~ - - r + l , - - r + l  

~ ,  ~-- 
2~r--l,--r+l 
~r,--r+ 1 

�9 Q 

�9 �9 

�9 �9 A - - r +  l , r - -  1 

�9 �9 

�9 , A r - - l , r _ l  

�9 " "~r)r - - I  

et faisons croitre m au delk de route limite. 
terminant donn6, on aura 

A ver 

A---r+l,r 

A r - l , r  

arpr  

Si D est la valeur du d6- 

(a) D = V ,  + V ~  + . .  + V.  + . . .  

La sdrie du second membre est convergente, puisque A~+~ et A2~ ont la 
m&ne limite /)  (n ~ 3); elle est aussi absdument convergente, ce qu'on voit 
en la comparant k la s6rie k termes positifs 

(a,) ~ = ri, + ( n , -  rq) + . .  + ( n , -  n._,)  + . . ,  
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+ r  + r  + r  + r  

r~,+, = H , ( ,  + _Z'_,.la,,I); I-i~,. = =II+,(, +,=Z+,la,,.I) 

et en remarquant que 

a") m 

IA,.--ma_,l<na--n~,_,. 

b) Chaque expression H a - - H a _ ,  peut s'dcrire comme une somme de 
termes positifs dont aucun n'est plus petit que le terme correspondant du 
d6veloppement de Va. Si donc on 6crit, de la mani6re ordinaire, le d6- 
terminant Va comme une somme de I__m----M termes et qu'on remplace 
ensuite chacun de ces termes par sa valeur absolue, la s6rie (a) restera 
encore convergente. En d'autres termes, si l'on a 

la s6rie double 

M 

k ~ l  

(b) D --  Z a Z ,  Va~ 

est absolument convergente. 
c) On peut conclure de l~ que le d~terminant D peut se mettre 

sous la forme 

(e) D = E + . .  A_a,_~. �9 A0,o. �9 A~,m.., 

les termes indiqu6s par le signe ~ s'obtenant en permutant de toutes 
les mani6res possibles les premiers (ou seconds) indices du terme principal: 

�9 . A_a,_m .. A0,0 .. A m , a  �9 �9 

et en attribuant ~ chaque terme ainsi obtenu le signe + ou le s l g n e -  
suivant la parit6 ou l'imparit6 du hombre des transpositions n6ccssaires 
pour passer du terme principal au terme consid6r6. 

En effet, chaque terme du d6veloppement (c) n'est qu'une combinaison 
de certains termes du d6veloppement (b); ce dernier 6tant absolument 
convergent, l'expression du second membre de (c) aura une valeur d6ter- 
min6e et absolument ind6pendante de l'ordre des termes. Et comme, de 
plus, chaque terme du d6veloppement (b) se pr6sente aussi dans le d6ve- 
loppement (c), l'6galit6 (c) se trouve d6montr6e. 

Acta math~ativa. 16. Imprim~ le 6 mai 1892. 29 
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d) Chaque terme du d6veloppement (c) contient comme facteur un 
616ment et un seul d'une ligne ou d'une colonne quelconque. Par cons6- 
quent, le d6terminant D peut s'6crire eomme une expression lin6aire et 
homog6ne des 616ments d'une ligne ou d'une colonne quelconque. Si, par 
exemple, nous voulons le d6velopper suivant les 616ments de la ligne 
numdrot6e i, le coefficient de A~k s'obtiendra en annullant, dans le d6ter- 
minant D, t o u s l e s  616ments de cette ligne except6 A,k, qui doit dtre 
remplac6 par l'unitd. Ddsignons par 

. ,  (,) 
a d j A , k = ~ A , ~ =  k =a ,~  

le d6terminant ainsi obtenu, de sorte qu'on ait 

(d) D : ~--,,Aa~t,,. 

Les d6terminants a~,, auxquels nous donnerons le nom de mineurs ou sous- 

ddterminants du premier ordre, satisfont d'ailleurs aux relations suivante8 

(d9 o = E . a , . a . . ,  

qui ddcoulent immddiatement du thdordme (6). 
logues conduiraient aux 6galit6s 

D = ~,A,~a, , ,  

Des considdrations ana- 

I1 est clair que le mineur a~ peut, outre de la mani~re dt;jh indi- 
qu6e, s'obtenir aussi en supprimant dans D la ligne i et la colonne k, 
et en attribuant au d&erminant rdsultarit le s i g n c ( - -  I) '-*. En effet, 
on n'a qu'~ se rappeler que les deux modes de gdn6ration conduisent 
des r6sultats identiques dans le cas des d6terminants finis et ~ raisonner 
ensuite comme dans le n ~ 3. 

e) Le d6terminant D dtant lin6aire par rapport aux dl~ments de 
chacune de deux lignes quelconques i et m, si Yon veut le d~velopper 
suivant ces 615ments, le coefficient de AaAm . s'obtiendra en rempla~ant 
les 61&nents A~., Am. par l'unitd et les autres 51dments des llgnes i e t  m 
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par z6ro. Le d6terminant ainsi obtenu s'appellera un mineur du deuxidme 
ordre et sera d6sign6 par  l 'une ou l 'autre des notations 

At, A,. 
~Ai,~A,~n k n 

il est facile de voir qu'on a 

O*D agD m m 

d'oh l 'on conclut que 

f) Plus g6n6ralement, si l 'on d6signe par 

aai 

A~h 

�9 �9 Ailk~ 

�9 �9 a 

�9 �9 Airkr 

le d6terminant obtenu en remplaqant dans D chacun des 616ments 
Ah~,.. Ai,~, par l 'unit6 e t ' t o u t  autre 616ment des lignes i 1 . .  i r OU des 
colonnes k~ . .  kr par z6ro, on aura 

( f )  -D -~~ Z k l Z k  . ,  Z k  r �9 �9 (~kll �9 " 2 : )  �9 

�9 ~ 

Le d6terminant 

A~rh A~rk, 

sera nomm6 un mineur ou sous-d~terminant de l'ordre r; on peut l 'obtenir, 
comme il est facile de le voir, en supprimant  dans D les lignes i l . .  i~ 
et les colonnes k l . .  k~ et en attribuanr au r6sultat le signe 

( ~I) (fi-kO§ 
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En r~sum6, un d6terminant D de la forme normale peut dtre d~- 
velopp5 suivant leo d~terminants form6s par les 61&nents appartenant 
une combinaison queleonque de lignes ou de colonnes. On voit facilement 
qu'il ne faut pas n~cessairement que le hombre de ces lignes ou de ces 
colonnes soit fini. Le th~or~me de LArLACE sur le d~veloppement des 
ddterminants ordinaires peut donc ~tre g~n~ralisd de mani~re k embrasser 
compl6tement le cas des d~terminants infinis de la forme normale. 

g) I1 est clair que le d~terminant D peut dtre d~velopp~ suivant leg 
61~ments d'une ligne et d'une colonne queleonque. Prenons, par exemple, 
la ligne o et la colonne o. Le coefficient de A00 est %0 et celui de 
A~o Ao~ est 

(o 
ce qui nous permet d'$r 

-= ooooo-  ~ (f ,k= L 1),. ~ oc) 

h) Enfin, on peut ddvelopper le d~terminant D de I ,  aniSre & mettre 
cn ~vidence les dimensions de ses termes successives par rapport aux quan- 
tit~s %. En effet, on peut d~montrer d'une maniSre absolument analogue 

celle employee pour le cas des dSterminants finis, que l'5galit~ suivante 
a lieu: 

(h) D----- i + 
6q~ aqq 

aqp aq~ 

(~rp arq 

a•r 

a~r + . . ,  

art 

les indices p ,  q ,  r ,  . .  pareourant tous les  hombres entiers positifs et n~ga- 
tifs qui satisfont aux conditions 

p < q < r < . . .  

8. De cette derni~re formulc ou de la formule (c) on peut tirer 
une consSquence importante. On volt en effet que la valeur de D n'est 
pas alt4r~e par des d~placements quelconques entre les lignes et entre 
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les colonnes, pourvu toutefois que ces changements soient tels que les 
616ments diagonaux et les 616ments non-diagonaux restent respectivement 
diagonaux et non-diagonaux. 

Pour cette raison nous dirons que les d6terminants de la forme nor- 
male sont absolument convergents. 

9. Etant donn6 un d6terminant D de la forme normale, si l'on 
remplace les 616ments d'une ligne quelconque par de~ quantit6s /2k dont 
les valeurs absolues n'exc6dent pas un nombre positif donn6, le nouveau 
d6terminant D' jouira des m~mes propri6t6s que l'ancien et pourra, en 
particulier, ~tre d6velopp6 suivant les quantit6s /2,. 

Rempla~ons, par exemple, les 616ments de la ligne o par des quan- 
tit6s/2k v6rifiant l'in6galit6 

]/2,] </2,  

et soient A:,, et V~ ce que deviennent respectivement les d6terminants A 

et V,,~ d u n  ~ 7. Soient de plus fi' et l-I:,, les produits obtenus en suppri- 

mant dans ~ et IIm le facteur correspondant k la ligne o. Dans la s6rie 
convergente 

o o  _ _  

chaque terme #(II~ - -  II:~_l) est une somme de termes positifs dont aucun 
n'est plus petit que la valeur absolue du terme correspondant darts le 
ddveloppement du d6terminant 

M 

d'ofl l'on conelut que la s6rie double du second membre de l'6galit~ 

converge absolument. On voit par lk que la ligne o dans 16 ddtermi- 
nant D' joue le m6me r61e que toutes les autres lignes et que, par cons6- 
quent, les th6or6mes des num6ros pr6c6dents subsistent sans aucune alt6ra- 
tion pour les d6terminants de la forme D'. 
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Un raisonnement analogue s'applique au cas o~1 l'on remplaee 
les 616ments d'un nombre quelconque de lignes ou de colonnes par des 
quantit6s inf6rieures en valeur absolue k un nombre positif donn6. 

xo. Dans un d6terminant D de la forme normale, rempla~ons les 
616ments d'une certaine ligne, par exemple la ligne o, par des s6ries 
finies ou infinies /~k, 

telles qu'on air 

/~ d6signant un nombre positif donnd. Le nouveau ddterminant s'6erira 
ainsi: 

X,~o,m = X~o,a. = X , ( X , ~ o , m , ) ,  k,A 

c'est-k-dire eomme une somme d'un hombre fini ou infini de d6termi- 
nants infinis. 

I z. Soit D" un ddterminant de la forme normale; soient ca une 
suite de quantit6s dont lee valeurs absolues restent inf6rieures k un 
nombre donn6. Si l'on suppose c o = o et qu'on remplace lee 616ments A0k 
de la ligne o par les quantit6s 

Ah = Ao~ + ~c~A~,  

le nouveau d6terminant D' pourra 6tre mis sous la forme 

D' ---- Zao~Aok = D + Z~c~. Zkao, Aa~ = D 

et ne diff6rera pas, par cons6quent, de D. 

z2. Soient deux d6terminants de la forme normale: 

A = [ & ] , . ,  . . . . .  + . ,  B = [ B , , ] , , ,  . . . . .  + . ;  

si l'on d6finit des quantit6s Q~ par la formule 

+ ~  

E , =  Z ~ B . .  
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le d6terminant infini 

c = [c,~],:,. . . . . .  +~  

sera de la forme normale et l'on aura: 

A B  ---- C. 

Posons, en effet, 

Atk - - - -  atk 

Ai~----- I + a~i , 

par hypoth~se, les s6rles 

S. = X i X ,  la,,I; 

sont convergentes. Or, en posant 

c',~=c,~ (i~k), 

o n  a 

B~k--- bik; 

B .  = I + b,;  

s~ = x , x ,  lb,,I 

ci, --'-- a ,  + b,, + ~..~a o b~s 
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@ m  

j ~ - - m  

A o  = [,4,~],  B o  = [B,~] ,  

v,k ---- Qk - -  Pi~; 

c ~  = [~,~], c .  = [c,,.] 

B=B,~+fl,., C=C.,+r,~; 

(~,~t'=--m..+m) 

suivante. 
Posons 

ce qui, en vertu de la convergence des s6ries S, , ,  Sb et 

Sab = Z,.~Z. la,jb,j l ,  

suffit pour d4montrer la convergence de la s6rle ~[c,~ ]. Par cons6quent, 
le d6terminant C est de la forme normale. 

Pour mettre en 6vidence l'exactitude de l'6galite A B  --- C, il suffirait 
d'adopter un mode de ddmonstration analogue ~ celui employ6 dans la 
thdorie ordinaire; mais il paralt plus simple de proc6der de la maniSre 
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le d~terminant 6'~ peut ~tre exprim~ de la mani&e suivante eomme 
une somme de 2m q- 2 d~terminants: 

e~ = Oo,-~..po, ,)  + (~,-~..p~,~-,~,, ,) + (~,-~..po,,~_,,o,,,_,Co,,) + ..  

. .  + ~ _ . ~ 0 _ . + , C : , _ . + , . .  C,.) + (~0_.C0_.+, . .  Co~), 

les lignes num~rot&s o des ddterminants respectifs ~tant seules repr&ent~es. 
Or, dans chacun de ces d~terminants, tousles mineurs correspondant aux 
~l~ments ~:, sont, pour des valeurs quelconques de l'entier m, infdrieurs 
en valeur absolue au produit 

4 - ~  -1- c:o 

Par consequent, en remarquant que 

= ~0, - . , . .  m,~), 

o n  a u r a  
4 - ~  q-m 

mais, en choisissant m suffisamment grand, le second membre de cette 
in6galit6 deviendra aussi petit qu'on veut; c'est ce qui arrive, en effet, 
pour le second membre de l'in6galit6 

+ m  + m  ~ + r a  

k = - - m  - -  J 1 - -  ' - -  ' - -  

Donc, en se donnant une quantit~ 
dgterminer l'entier m' de telle mani&e 
absolues 

positive quelconque 3, oil peut 
que, pour m > m', les valeurs 

[ A - - A . , I ,  [B--B,, ,] ,  ]C--C~I ,  ]C,,,--C~[ 

soient routes plus petites que 3. Soit Q une quantit6 positive suffisam- 
ment grande; on aura 

l A B - -  A,~B.,[ = I A.,.flm -F a.,B,,, + a,,,[t,,,! < 30 Jr- ,)2, 
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ce qui, d'aprSs le th6orSme de multiplication des d6terminants finis: 

AmBm--- C,~, 

conduit k 6crire 

ou enfin 

l A B - - C ]  < 3(Q q- ~ q- ~) 
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AB ---- C. 

z3. Soit D--~ [A~];,~ . . . . .  +~ uh d~terminant infini de la forme nor- 
male; si l'on dSsigne par a~, ses mineurs du premier ordre, on a 

( ~ )  . .  = b~_ ~ q . .  i r  

k 1 kr ' 
~irkl �9 . ~irkr 

i I . .  i , ;  k l . .  k r d~signant d e s  e n t i e r s  quelconques. 
En partant du th~orbme de multiplication d~montr5 dans le num~ro 

pr4c6dent, la d~monstration de ce thSorSme devient identique k celle de 
la th6orie ordinaire ~ et pourra ~tre omise. En revanche, nous allons 
4tablir quelques autres formules qui se rattachent k celle-lk et dont nous 
aurons besoin dans ]a suite. 

( i ~ . .  i~) d~signant toujours le mineur ob- Rappelons d'abord que, k~ k~ 

tenu en rempla~ant dans /9 les ~l~ments A,,~... A~.k ~ par l'unit6 et les 
autres ~l~ments des lignes i~. .  i, ou des colonnes k~.. k~ par z~ro, ce 
d6terminant sera nul si deux i ou deux k sont 5gaux et changera de 
signe si deux i ou deux k se changent l'un dans l'autre. 

Cela pos~, formons la s6rie double: 

i 1 . .  i r m 

cette sdrie est absolument convergente, car les quantit6s 

(m=--~..+ ~) 

1 Voir p. ex. ]3ALTZER~ Theorie und Anwendung der Determinanten, 5 te Aufl.~ p. 63. 
A c t a  m a t h ~ n a t l v a .  16. Imprim~ le 7 mai 1892. 3 0  
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sont toutes plus petites en valour absolue qu'un certain nombre positif, 
et 1,~ s~rie 

�9 

converge absolument puisqu'elle n'est autre chose que le d(~veloppement 

du ddterminant obtenu en rempla?ant  dans le d6terminan~ ( <i1"" i t )  - 
~kl kr 

chaque ~l~ment de la colonne k par l'unit6. 
On a donc le droit d'~crire 

mais 

@ 

et 

(r) 

�9 . ~ r  

�9 * i r  

l! {~ ~ ' o, si m > i  

. .  i r 

k 1 kr, 

_ _ ( / 1 - .  i~_, i~ i~+1 ..  i~) si~-----k~; 
kl k~_l k k~+l k~ ' 

o ,  si 2 < k , k l , . . , k , . .  

On a donc d'une part  

8--~ kl "" k~ �9 

d'autre part  

S 
k. k 1 k, ,-1 \ k , ' \ k l  k,_l k k~+l kr ' 

(~ = l . . r )  
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ce qui en~raine l'identit~ suivante: 

(3) \k /  \k~ k~ ~ = ~  k~ k~ k~_~ k k~+~ k ~ k~ k, 
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En particulier, si i e s t  ~gal ~ l'un des indices i~. .  i~, par exemple 

(il~176 Jr ik) i = i~, le d6terminant k~ k~ s'~vanouit et ron a: 

\k, /  \k 1 k,._l 

De plus, en remarquant que les colonnes peuvent ~tre regardSes 
comme des lignes et vice-vers4, on obtient l'identit6 

r �9 �9 

(~ )  ( ~ k ) ( ~ 1  ~ ~ g;r ) ~ ~_ (i:)(~: ~ iu-1 ku i~,_l_l , i;) "~ (il ~ i rkr 

qui, pour k - ~  k~, prcnd-la forme 

. .  i ,  . .  . .  

14. Jusqu'ici nous n'avons ~tudi~ les propri~t~s des d~terminants infinis 
que sous Ia supposition que ces ddterminants fussent de la forme normale. 
I1 est facile de voir qu'on peut" ramcner K ce cas une classe plus g6nd- 
rule de d6terminants infinis. Supposons, cn effet, que les quafitit~s A~k 
satisfassent aux conditions suivantes: I ~ le produit H,A~ converge ab- 
solument; 2 ~ il existe une suite de quantitds x~ (k -~ - -  ~ . .  -~ cx~) telle 
que la s6rie double 

converge absolument. Je dis que le d6terminant infini 

D ~ [.4,k]~,k ..... +o. 

converge et jouit des m~mes propri~t~s qu'un d6terminant de la forme 
normale. 
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En effet, posons 

71,, = A, ,  ~ 

et formons lc d6terminant infini 

cc ddterminant &ant de la forme normalc, on peut lui appliquer la for- 

mule (b) (n ~ 7); d&ignons par V., et V.,k ce que deviennent V,,, et V,,,, 
en remplaqant les A~k par les ]~,; on aura 

/ ) =  V, + V~ + . . +  V . , +  .. 

or on volt aisdment que 

V,,, ~ V m ,  V . , ,  = V,,,~, 

m et k d6signant des entiers quelconques. Par consdquent, le d6termi- 
nant D converge, a la mdme valcur que 3 et peut, de plus, dtre repr& 
sent6 par la formule suivante: 

/) = V, + V2 + . .  + V~ + . .  

= Z . , Z , V , ~ .  

En prenant cette formule pour point de d6part, on voit, tout ~ fait 
comme dans le cas des d6tcrminants de la forme normale, que les th6o- 
r6mes d u n  ~ 7 ainsi que ceux des n ~ 8, i2 et I3 s'appliquent aussi au 
cas du ddterminant D. Au contraire, le th6or&ne d u n  ~ 9 subit la 
]6g6re modification que voici. 

Rempla~ons dans le ddterminant ~ les dl6ments de la ligne i: 

par des quantit6s 

Aik (k=-- oo..+ ~) 

/~, = # , z -  (* . . . . .  +| 
wk 
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dont les valeurs absolues sont inf6rieures '~ un nombre donn6, et soit ~ '  
le nouveau d6terminant; on pourra 6crire 

D' - VD 

or, en vertu des remarques du n ~ 9, et d'apr~s ce qui vient d'6tre d6- 
montr6, il est clair que la valeur de D' ne change pas si l'on multiplie 

les 616ments .de chaque ligne i par i_ et ceux de ehaque colonne k par 
xf 

xk; en d'autres termes, si l'on d6signe par D' le d6terminant obtenu en 
remplagant dans D l e s  616ments de la ligne i par les quantites/~k, on aura 

~D 

Le th6orbme suivant se trouve done d6montr6. 
Soit un d6terminant dont les 616ments A~, satisfont aux conditions 

6nonc6es plus haut; si l'on remplace les 616ments d'une ligne i quelconque: 

par des "quantit6s 

.Aik (k=-  ~.. + ~) 

~ k  (~=- -~ , ,+  ~) 

telles que ies valeurs absolues des quantitds 

~k =/-Lk ~-k (k . . . . .  + 00) 

n'exc6dent pas toute limite, le nouveau d6terminant convergera et pourra 
dtre d6velopp6 suivant les quantitds /1~ de la mani6re ordinaire. 

Par exemple, s'il existe une quantitd x telle que la s6rie 

converge absolument, on peut prendre 

x~ ~ x ~ (k=-~..+| 

et, en remplagant dans le d6termlnant D l e s  616ments A~, de la ligne i 
par les quantit6s/~k ---- x~, on voi~ que le nouveau d6terminant s'exprime 



238 ttclgc yon Koch. 

commc une sSrie ordonndc suiwmt les puissances de ,x, dont les coefficients 
sont les mineurs du premier ordre appartenant k ladite ligne. 

15. Avant de terminer ce paragraphe, il convient de dire quelques 
roots sur les ddterminants infinis dont les dldmcnts sont des fonctions 
analytiques d'une variable inddpendante p. 

Soit 

D ( ? )  = [A,.(p)], , ,  . . . . .  +~ 

un d~terminant infini off les A~k(p) sont de telles fonctions, et posons, 
comme plus haut, 

D.(p)-- [A,,(p)],,,=_...+~; 

soit T un certain continuum dans le plan reprdsentatif de la variable p 
en dedans et sur la limite duquel les fonctions A~ sont finics et continues. 
Nous dirons que le ddterminant D est uniformdment convergent dans le 
domaine T si, apr6s avoir fixd arbitrairement la quantitd positive 0, on 
peut trouver un entier positif n' tel que l'on ait 

J D . + . ( ? ) - -  D . ( p ) I  < 

d~s que n > n', pour des valeurs quelconques de l'entier posi t i f / )e t  pour 
toute valeur de [ en dedans ou sur la limite de T. 

Cela posd, si le ddterminant D converge uniformdment dans T, il 
repr6sente dans ce domaine une branche uniforme d'une certaine fonction 
analytique. 

En effet, la s6rie du second membre de l'dgalit6 

D=D, + (D,-- D,) + .. + (D~-- D~_,) +. 

converge uniform6ment en dedans de T. 
Supposons maintenant que les fonctions A~k(p)satiss ~ la condi- 

tion suivante: si l'on pose A,k(p)= a,,(p), A , ( p ) =  i -k a,,(p), la s6rie 
double 

:E,:Z.I ~,.(p)i 
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converge uniform~ment duns T. ~ I1 est clair d'abord que le d~terminant 
D sera de la forme normale pour chaque point p de T. De plus, il est 
facile de voir qu'iI eonvergera uniform4ment en dedans de ce domaine. 
En effet, le d~veloppement ((a), n ~ 7) est uniform~ment convergent puis- 
que l'in~galit~ (a") a lieu pour toute valeur de p appartenant ~ T et que 
le d5veloppement (a') de ~ converge uniformdment en dedans de ce domaine. 

Mais le d~veloppement (a) n'est pas le seul dont la convergence est 
uniforme; cette propri~t~ appartient ~ tous les autres ddveloppements du 
n ~ 7. Considdrons d'abord la formule (d). Puisque tons les mineurs du 
d~terminant D(p) sont plus petits en valeur absolue qu'un certain nombre 
positif et que la s~rie 

converge uniform~ment dans l'int~rieur de T, i l  en sera de m~me de la 
sdrie 

Z~,]A,.(p)a,~,(p)l 
et par suite de 

D(p). 

La mgme chose se d6montre d'une mani6re analogue pour les d6- 
veloppements (e), (f) et (g), et il ne reste qu'k examiner la formule (h). 
Ecrivons cette formule ainsi qu'il suit: 

(h) a9----, + S " + S " ' + . . + S ( ' ~ ) + . .  

' Une s6rie double ~o~ ~o~ ~ o~ les ~g~ son6 des fonetions finies et continues d'un 

nombre queleonque de variables~ laquelle converge pour ehaque point d'un certain domaine 
T~ sera dlte uniformdment convergentc daus ce domaine~ si ~ chaque quautit~ positive 
correspondent deux entiers m'~ n'~ tels que l'on ait 

d~s que m ~ m ' ~  n ~ n '  et pour chaque point en dedans ou sur la limite de T. D e  

mSme~ pour le cas des s~ries d'ordre de multlplleitd 3~ 4~ etc. nous adopterons I des d~fini- 
tions analogues. 
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oh 

8 , , = ~  % % 
p,q aqp aqq 

posons, pour 1111 moment, 

Helge yon Koch. 

p,q,r  

, , =  Z 1",~1 k ~ - -  oa 

app (gpq 

aqp (lqq 

( l  rp (~ rq 

apt 

Olqr , . . ; 

a r t  

( t = ~ . . +  | 

et ddveloppons le pro&fit ~ = ]-[,(I + u,) de la mani$re suivantc: 

| ~ =  I + Z '  + Z "  + :Z'" + . .  + Z~') + . .  

o~ 

Z '  = E , u , ,  Z "  - -  Z u ,  u,, Z'" = X u , u , u , . .  ; 
p,q p,q~r 

il est clair d'abord que 

I 

et que, par consequent, il suffit pour notre but de d6montrer quc la s6rie 
(h--) converge uniform6ment. Si, h cet effet, nous dcrivons ~ sous la forme 

| = p, + ( p ~ -  p,) + . .  + (p~--p~_~) + . .  

oh 
- ~ r  ~ - r  

p,,+, = I I ( x  + u,), p,t = H (i + u,), 
~ - -  t =  - - r  -{-,  

nous savons que la s6rie ~ ( p ~ - - p ~ _ l )  converge uniform6ment en de- 
dans de T. Donc, k chaque quantit~ positive 3 correspond un entier n' 
tel que l'on ait 

d~s que n > n' et pour toute valeur de p e n  dedans de T. Or l'expres- 
sion P,,,--P,~-I se compose de termes positifs form,s en multipliant cer- 
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taines des quantitds u~, le degr6 de ces termes par rapport aux u~ 6tant 
au plus 6gal k m. Done tous l e s  termes de l'expression 

~ (  m) 

c'est-k.dire tous les termes de ~ dont le degr6 par rapport aux u~ exc~de 
n ~ I ,  se trouvent aussi dans la somme 

d'oh l'on volt que 

done la sdrie (~) et a for t ior i  lu s~rie (h) convergent uniform~ment ~ l'in- 
t~rieur de T. 

Mais il y a plus: routes les sdries S (~ qui composent la s6rie (h) 
convergent aussi uniform6ment en dedans de T. Pour le volt, d~montrons 
d'abord que chaque s~rie ~(~) converge uniform~ment. La s~rie 

s'obtient en rempla~ant certains termes de 

par zdro; cette derni~re sdrie qui n'est autre chose que le produit 

est dvidemment uniform~ment convergente puisque la sdrie ~ u ~  converge 
uniform~ment; il e n e s t  done de m~me de ~:("). Or on a 

valeur absolue de �9 �9 ~ u~ u~  . .  u~o~; 

aIL,~II l . .  a ~ ,~ ,~  

done lu sdrie S (~) est uniform~ment convergente en dedans de T. 
Avta math~mat~ca, 16. Imprim~ le 10 mai 1892. 31 
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16. Supposons, comme dans le num6ro pr6e6dent, que les fonetions 
A,~ soient telles que la s6rie double X,]Ek]a;~(p)l converge uniform6ment 
cn dedans de T. Soient /Lk une suite de eonstantes ou de fonctions qui 
sont routes, pour chaque point p de T, infdrieures en valeur absolue "~ 
un hombre donn6. Si l'on remplace dans D l e s  dldments A~ d'une ligne 
i queleonque par ees quantit6s /~k, on sait d'apr~s le n ~ 9 que le ddter- 
minant nouveau converge dans ce domaine et peut &re repr6sent6 par 
la s6rie 

]EdJ~k; 

d6montrons que cette s6rie converge uniformdment en dedans de T. Puis- 
que le mineur ai, s'obtient en remplaqant dans D l'616ment A** par 
l'unit6 et les autres 61dments de la colonne k par zdro, il est clair que 
dans ce d6terminant l'616ment diagonal de la ligne k est nul et que, par 
consdquent, on a, d'apr6s le n ~ 5, 

Ja,, I < T,. X ,  la, ] 

pour tout point p du domaine T. Or la s6rie XkXa]a~] 6tant uni- 
form6ment convergente dans ee domaine, il en sera de m&ne de ~k]a,,I; 
donc 1~ s6rie ~/~a ,k  est a fortiori uniform6ment convergente en dedans de T. 

z 7- Supposons maintenant qu'il existe une suite de quantit6s x~. qui 
rendent la s6rie double 

uniform6ment convergente en dedans de T. Dans ce cas, le d6terminant 

D = [Aa],., . . . . .  +| 

appartient ~ la classe &udi6e dans le n ~ I4; tous les  d6veloppements en 
s6rie dont il a dr6 question dans le n ~ 7 sont done valables k l'int6rieur de 
T et il est facile de voir, d'apr6s les n ~ 14 et. 15, que ees ddveloppe- 
ments convergent uniform6ment en dedans de ee domaine. 

18. Si l'on remplace dans D los 616ments d'une ligne i quelconque 

I t (k = - -  + oo) par des quantitds/~, telles que les valeurs absolues ~uk~ .. 
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song toutes plus petites qu'un nombre donn6, on sait (n ~ ~4) que le d~- 
terminant ainsi obtenu est repr6sent~ par la s6rie ]~/**a~, et que cette 
s6rie converge pour chaque point p de T, Comme dans le n ~ ~ 6, on d6- 
montre ais6ment que cette s6rie converge uniform~ment en dedans de T. 

I9. l~evenons au cas oh la s~rie ~.~la~kl converge uniform~ment 
dans T et proposons-nous de former la d~riv~e du d~terminant D. I1 est 
clair d'abord que la s~rie double 

dA~ 

est absolument et uniform~ment convergente k l'int~ricur de T; cn effet, 
puisque ccs propri~t~s appartiennent k ~:~:ka,k, elles appartiendront aussi 

k ~ z_k dp ' et les a~ sont, pour routes valeurs de p en dedans ou sur 

la limite de T, infdrieurs en valeur absolue ~ un certain nombre positif. 
Ceci pos~, je dis qu'k l'int4rieur de T la sdric S repr~sente la d6.rivde 

de D. En effet, en conservant les mdmes notations qu:auparavant, on 
peut exprimer D par la s~rie 

t o  

D --- D o + ~ :_ , (D~-  D~_,), 

qui converge uniform6ment dans T; il suit de lk qu'ori peut ~crire 

dD dD o ~ (dDm dD,~_a~ 

et: que la s~rie du second membre de cette ~galit~ converge uniform~- 
ment. Donc, en choisissant arbitrairement une quantit~ positive 3, on peut 
d~terminer n' de telle mani~re que 

eD.I 
@ Tel 

d~s que n > n' et pour routes valeurs de p e n  dedans ou sur la limite de T. 
D'un autre c6t6, en d~signant par al~ ) les mineurs du premier ordre 

du d~terminant D,, on a 
+n +n dD. (.) dA~, 
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Posons 
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+" +'+ dA+k s-=E Z',+ 
i = - - n  k ~ - - n  

8 =  8. + E,; 

puisque S converge uniform6ment, on peut ddterminer n" de sorte que 
rin6galit6 n > n" entraine celle-ci: 

I s - s . I < ~  
pour toute valeur p de T. 

Or Oil 

dD,+ +'+ +" - -  a " dA,+ 

et l'on peut trouver une quantit~ /~ telle que les in6galit6s 

(a) 
I +,,~ - -0+,+ 1 < t, (+' - -  ~',,) 

aient lieu partout k l 'int6ricur de T. Done il cxiste un entier n"' tel 
qu'on ait 

[dDn [ Idp s, <~ 

pour n > n'" et dds que p se trouve en dedans ou sur la limite de T. 
Par suite on a 

ou enfin, pour tout le domaine T ,  

dp = ~ - . '  

en introduisant une notation employ6e plus haut, cettc 6galit6 prend la 
forme 

dD ~D dA++ 

g6n6ralisation d'une formule bien connue de la th6orie des ddterminants 
finis. 
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w 

20. Posons 

u~ ~ ~.. A~kx k 

et supposons que le d~terminant 

D " -  [A,.],,~ . . . . .  +~ 

S u r  l a  r d s o l u t i o n  d e s  s y s t ~ m e s  t n f l n i s  d ' d q u a t i o n s  1 , fnda ires .  

( i ~ - - *  . .+ 00) 

d~o~ �9 

(3 )  ~ , .  D = ~ , . ,  = O~ 

soit de la forme normale. Proposons-nous de trouver toutes les valeurs 
des ineonnus x~ (k-- - - - -  o,9..  + cxv) qui satisfont aux 6galit6s 

( , )  . , = o  (, . . . . .  + ~ ,  

et qui "ont, de plus, la propri6t6 de ne pas d6passer en valeur absolue 
ehaque hombre fini: 

Supposons d'abord D =!= o. Pour toutes les valeurs des xk qui satis- 
font ~ (i'), on a 

(2) X, lA~llx~l< u, . . . . . .  + o ,  

U d6signant un nombre positif fini. Donc la s6rie 

8 

converge absolument et l'on peut 6crire 

(') (;) s =  E, k Z,  
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c'est.k-dire 
X t -~- O; ( t= - |174  

en d'autres termes, le syst6me (i, i') n'a aucune solution. Done: 

Pour que le systbme (x, i') air une solution, il faut 9ue le ddterminant 
D soit dgaI ?t z~ro. 

Supposons D = o. Avant d'examiner ee cas de plus pr+s, il faut 
6tablir quelques propomitions pr61iminaires. 

Formons le mineur ( Z  m . .  + m) et d6signons par ( - - m . .  + m) 
m + m  

le produit obtenu en supprimant dans le produit 

= I~,(I + Zla, , [)  

les faeteurs qui correspondent ~ i = - -  m . .  + m. Dans le d6veloppement 

( ~ m . .  + m )  de marne que du p rodu i t ( - -m . .  + m )  du d6terminant 
m "4- m 

se trouve le terme + i, et aueun terme du ddveloppement de celui-lk 
n'est plus grand en valeur absolue que le terme correspondant du d6- 
veloppement de celui-ci. Done on a: 

( - "  +~ I - -  I < ( - - m  . . - ~  m ) - -  I .  (4) \ - -  m + m = 

Choisissons arbitrairement une quantit6 positive 5 plus petite que l'unitd; 
il existe un entier positif m' tel que, pour m ~> m', le second membre de 
(4) est plus petit que d. Pour de telles valeurs de m on aura par 
cons6quent i(-o +o) 

m + m  

.. +o,) 
donc le mineur m' + m' est eertainement diff6rent de zfro e t  il 

existe dans la suite 

( Z :  +m "~- ~ )  (m=0,t,=,..) 

un premier mineur qui n'est pas nul. 
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I1 est donc possible de d~terminer les indices i~ . .  i,; k~ . .  kr en fa~on 

que le mineur k~ kr ne soit l, pas nul ;  de plus, s i r  > i ,  nous sup- 

poserons que ces indices soient choisis de mani6re que les mineurs 

( ) ~ "" ~ d ' o r d r e  inf6rieur ~ r et form,s  en prenant  pour ~ . .  ~, et z~.. z, 
7"1 Xv 

re~ec t ivement  toutes les combinaisons possibles des nombres i ~ . .  ir et 
k~ . .  k~, soient tous figaux ~ zfiro. 

Cela posfi, si r ) i ,  t o u s l e s  mineurs de D d'ordre I sont nuls. 
En effet, puisque D est nul, l ' identitd ((3), n ~ I3) prend la forme 

d'oh l'on volt que les mineurs suivants: 

(1) - o  ( f ~ i l , . / r  ; k = - - ~ . . - ~ a r  

et, par suite, le second membre de l'6galit4 ((~), n ~ I3): 

. = 1 1 k ) ~ , k  I k._l ~',. k._Fl k r) 

s'6vanouissent pour i ,  k = - -  cxv . .  ~- axe; donc on a 

- _ o .  (i,k=--~o ..-I- o~) 

Des raisonnements analogues suffisent pour d6montrer qu'aussi les 
mineurs d'ordre 2 , 3 ,  . .  r - -  i sont tous  nuls. 

Appliquons ces r6suItats aux probl6me que nous avons en vue et 

(i~ . .  i , . ) e s t  quel- consid~rons le eas gfn6ral  oh l 'ordre r du mineur k~ kr 

conque. D'abord on volt facilement que les 6quations 

Ui l  ~ 0~, Ui~ ~ 0 ~, �9 . '~,f.. = 0 
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sont superflues, c'est-k-dire qu'elles sont une cons6quence des autres ~qua- 
tions u, ~ o du syst~me conaid6r& Soit en effet i~ l 'un des indices i~ .. i~; 
puisque lu s4rie double 

(i~ ..  i~_~ m i~+, . .  i , )  A,,~x~, 

est absolument convergente, on a: 

(i~ .. i~_~ m i,+~ ..  i , )  (i~ .. i,_~ m i,+~ .. i~)A,,~; 
Z "  k, k~_~ k, k,+~ k,. u ' =  Z ~ x ~ ' Z "  k~ k~_x k~ k,+~ k, 

or la s6rie 

(i 1 ..  i~_1 m i,+1 .. i , )  Am~ 
~ "  k 1 k~_l k, k~+l k, 

eat identiquement nulle  si 2X k~, k 2 , . .  k,; elle est nulle aussi si 2 eat 
figal k l 'un des hombres k l ,  ~ , . .  k~ puiaqu'elle rcprfisente, dans ce cas, 
un certain mineur d'ordre r - - I .  Done: 

(i~ ..  i ,~  m i,+~ .. i , )  
S" 
~- ' '  k x k,_x k, k,+l k~ 

dana cette dgalit6 le coefficient de u~ n'est pas nul, maia lea coefficients 
des quantitds us,..u~,_lu~+ 1 ..u~, sont tous nuls. Donc chaque 6galit6 
u,~ = o (~--= i ,  2 , . .  r) sera satisfaite si lea inconnus remplisaent celles 
des 6quations u~----o oh l'indice i > i~, i 2 , . .  L. 

La s6rie double 

i x . .  i,. m 

est absolument convergente et, si les ineonnus x~ satisfont aux 6quations 
u~ = o, on a S = o; de lk et en vertu des identit6s ((D, n~ x3) on conclut 
que lea relations suivantes doivent avoir lieu entre les inconnus: 

kr--1 
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Ces relations qui sont n6cessaires sont d'ailleurs suffisantes puisque 
toutes les s6ries 

sont nulles. Donc: 

Soit D un d~terminant infini de la forme normale; algr~s un certain 
rang m; qu'on peut toujours ddterminer, tous les mineurs dans la suite 

. .  , oo, , 

m + m  
I 

sont diff~rents de a~ro et l'on pent, par cons~q~wnt, toujours trouver un mineur 
' (il .. i~) 

est diffdrent de d'ordre fini qui n'est pas nul; si 1) est nul, si kl kr 

zdro et si, de plus, les indices i~ . .  i~; k ~ . .  k~ sont tels que les mineurs 

- (e 1 . .  l,) d'ordre v---- i ,  2 , . .  r w i ,  formds en prenant pour ~1..  ~ et 
X 1 X~ . ,  

x l . .  x(  res2ectivement routes les combinaisons possibles des hombres i l . .  i~ 
et k ~ . .  k~, sont ~gaux 5 z~ro, tons les mineurs d'ordre z ,  2 , . .  r - - z  
sont nuls. 

Soit (z) un syst~me infini d'dquations lin~aires dont le d~terminant D 
est de la forme normale et a la v a ~ r  nuUe, et d~terminons les hombres 
r ,  i~ . . i~ , k~ . . k~ de ladite maniOre; si l'on assu]ettit les inconnus dt la 
condition de ne loas ddpasser en valeur absolue route limlte finie, les ~quations 

, r  

u~, ----- o ,  u~, = o , . .  u~ = o seront superflues, les inconnus xk~ , xk~ , �9 �9 x,. 
~'esteront ind2termin~s et les autres x~ se pr~senteront ne'cessairement par 
la formule (6) comme des fonctions lin~aires homo#nes de x~,, x , , , . ,  x~. 

Pour lecas  d'un syst~me infini d'6quations lin6aires non-homog6nes: 

oh les quantit6s c~ sont plus petites en valeur absolue qu'un nombre 
donn~, on pourrait, par des consid6rations analogues, facilement 6tablir 
un th~or~me correspondant. 

~ a  ~ ,  16, ImprimE le 11 mai 1892. ~ 
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HO 

w 3. S~tr les int~grales des ~q~atb~ns diff~r~nttelles l i f t ,aires .  

2t. Consid6rons une 6quation diff4rentielle lin6aire homog6ne d'ordre n 

(~) 
dlt--*$ y 

r(v)=_ d'y + P,(x) + + Po(x)v = o 

oh les coefficients P2(x), P 3 ( x ) , . .  P,,(x) sont des fonctions holomorphes 
l'int6rieur d'un certain anneau circulaire dont le centre coincide avec 

l'origine du plan des x et dont les rayons R et /~ '  satisfont aux in6galit6s 

(2) I t <  i < R'. 

Repr6senton~ les fonetions P,(x)  k l'int4rieur de l'anneau (RR') par 
des s6ries de LAUaENT: 

(3) g ( ~ )  = X = .~ ;  ,~=,.~, ~) 

nous avons vu, dans la note cit6e plus haut, que, pour qu'une s6rie de la 
forme 

y----- ~ g~af +~ 

repr6sente une int6grale de l'6quation (i), il faut que p e t  ga satisfassent 
aux 6quations en nombre infini: 

(4) 

oh 

G.(p) ~ e(p + re)a= + 
+oa 
~.,' Am~g~ ----- o 

~(p) = p G o - - ~ ) . .  Go-- ,~+ ~) +pGo- -  , ) . . ( a - - ~  + 3)~,-~ + . .  + =.,-~ 

A.~ = (p + a)(p + a -  x) . .  ~o + a -  n + 3)=,,=-~-~ + . .  + =.,.-~-.; 
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et, en 6tudiant les propri6t6s du d6terminant infini 

251 

( s )  

off 

~ ( p )  = [r . . . . .  § 

Alk 
r  = ~,(p + ~), r  = i ,  

nous sommes parvenus b~ former un syst6me fondamental d'int6grales de 
l'6quation consid6r6e. Toutefois, comme nous rayons d6jk fait remarquer, 
cette solution ne s'est pr6sent6e que sous certaines restrictions. Pour nous 
affranchir comp16tement de ces restrictions, qui provenaient principalement 
de ce que les exposants des int6grales peuvent ~tre, darts certains cas, 
des points singuliers pour la fonction ~(p),  il convient d'introduire un 
nouveau d6terminant D(p) qui se comporte r6guli6rement pour toute va- 
leur finie de la variable p. 

D6signons par Pl,P~, ' .  P. les racines de r6quation 

(6) ~(p) = o 

de sorte qu'on ait 

~(p) = Go -- p,)Go -- p~).. r -- p.); 

posons 
P--Pi P--P2 P'-P'J 

' I 

ho(p)  = i ;  h , . ( p )  = ~ e  - . e  " . .  e " 

et multiplions les dquations G,~(p)= o par les facteurs respeetifs h~(p); 
le syst~me nouveau: 

(7)  h , ( , o )  a . ( p )  = o ,  ( .  . . . . .  +..) 

qui est 4videmment 4quivalent k l'aneien puisque les h,,,(p)ne deviennent 
ni nuls ni infinis en dedans d'un domaine fini quelconque, prend, en posant 

h , . ( p ) - ~ , . ,  = z , , ( p ) ,  h , . ( p ) ~ , O  + ~ )  = z o , , ( p ) ,  

la forme 
+a, 

(7') E z .~ (p )g~  = o .  (m=-- ~..+**) 
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Le d6terminant de r syst~me infini: 

(S) D(,o) = h',.],,. . . . . .  +- 

est de la formc normale ~ l'intdrieur de tout domaine fini; en effet, ~i 
l'on pose 

h ' ( : )  = , , , -h . (p )  

Am~ ht I 
~0~, ~ -  "~0~ 

de sorte que 

et qu'on assujettisse la variable p ~ u-st-iv ~ la condition de rester en 
dedans d'un domaine fini T, il existe un nombre positif h plus grand 
que les valeurs que prennent les fonctions [h~(p) I en dedans de ce do- 
maine; on peut donc dcrire 

J X.~ i < h - ~  ; ( . 9 )  

or, en se servant du m~me mode de d~monstration que pr6c~demment 
(Sur une application des d~terminants infinis etc. p. 5 6) il est facile d'6tablir 
que la s6rie double 

converge et converge uniformgment en dedans de T; la m~me chose, ayant 
lieu pour la s~rie ~a [A0a I, il en sera de mdme de 

~m~;IX--'I" 
De plus, puisqu'on a 

il est clair que la s~rie 
+| 

.~.  Ir..(p)-~ i 
converge uniform6ment k l'int~rieur de T. Donc le d6terminant D(p) 
est de la forme normale, converge uniform6ment en dedans de tout 
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domaine fini et repr4sente, par consequent, une fonction enti~re de p 
(voir w I, n ~ I5). 

Pour trouver la re]ation qui lie les d6terminants D ( p )  et ~2(p), 
formons le produit 

z..(p); 

puisque le second faeteur est un produi~ absolument convergent, le r6- 
sultat de la multiplication s'obtiendra en multipliant ~ pour chaque 
indice m ~ les 616ments de la ligne m par le facteur Z,,.~(P)" On aura 
dOIIC 

(9) 9 ( p )  l-I_| = [Z,k],,~ . . . . .  +| = D(p )  

ou, en posant 

V = I  

(ii) D ( p )  = 

Dans la note citde, nous avons dit, sans insister sur la d6monstration, clue 
la fonction B(p )  est p6riQdique et de p6riode I; il est facile maintenant 
d'en donner la preuve rigoureuse. En effet, puisqu'on a 

si l'on remplace dans l'6galit6 

p par p -1- i ,  on aura 

dam cette 6galit6, le second membre est le d6terminant obtenu en choisis- 
sant l'616ment r pour origine dans la table des 616ments r ce 
d6terminant ayant la mgme valeur que eelui qu'on obtient en ehoisissant 
~b00(p) pour origine (voir w i, n ~ 3), on aura 
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Done, la fonetion ~(p) 6tant p6riodique de p6riode i, on voit par 
la formule (I ~) que ron a 

(I3) + (-- DCo + D(p) 

et que, par cons6quent, D(p) est p6riodique et de p6riode i ou de p~- 
riode 2 suivant la parit6 ou l'imparit6 de l'entier n. 

Puisqu'on a 

(I4) lim ~2(p) = I 

il faut, en comptant un p61e ou un z~ro autant de lois qu'indique son 
ordre de multiplicitY, que le hombre des p61es incongruents ~ de B(p) 
soit ~gal au hombre des z~ros incongruents; done le hombre des z~ros 
incongruents de D(p) est ~gal k n. En d~signant un syst~me de z~ros 
incongruents de cette fonetion par p', p",.. p<.O, on pourra ~crire 

O(p) --- V. _Z."llml P 

pour d~terminer la constante C, remarquons que les ~galit~s (io), (i i), 
(I4) nous donnent 

ee qui montre que.la diff6rence ~p(") ~ ]~p. est n6eessairement un hombre 
entier; en choisissant le syst+me p', p " , . .  p("> de mani6re g donner k cet 
entier la valeur nulle, C prend la valeur i et l'on a 

(I 5) D(p) ----- ~I  sin (p - -  p<~))z 

1 Dans ce qui suit, nous dirons que deuz quantit~s complexes quelconques .4 et B 
sont ine~ngruentes si leur difference n'est ni nulle ni ~galc ~ uu uombre cutler; daus le 
cab coatrairc~ A c t  B seront ditel conffruenles. 
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De plus, puisque le coefficient de p'-~ dans 9'(P) est ~gal 

- - ~ n ( n - - i ) ,  la valeur de ~p~ et par suite aussi de ~p(~), est un 
2 

hombre entier: 

(I6) Xp(0 Xp~ --  ~ n(n - -  x). 

22. Soit maintenant x un point quelconque k l ' int6rieur de l 'anneau 
eirculaire (R/~') et posons 

il est facile de voir que la s6rie X ~ E ' , ] Z ~ ]  convergera uniform6ment 
par rapport  ~ p en dedans de tout domaine fini (of. loe. eit. p. 6x) et 
que, par suite, les th6or~mes des n ~ 1 7, 1 8 sont applieables au eas qui 
nous oeeupe. En partieulier, nous pouvons dire que: 

si, dans le ddterminant D(p) ou dans un de ses mineurs, on remplace 
les dldments d'une lone quelconque par les puissances x*, le d~terminant ainsi 
obtenu pourra su comme une s&ie ordonnde selon ces puissances; et 
cette s&ie, convergeant par rapport ~ x e~, dedans de (RR'), convergera par 
rapport ~ p absolument et uniformdment • l'int&ieur de tout domaine fini. 

23. D6signons par 

les mineurs d'ordre i ,  2 , . .  du d6terminant D(p) de sorte que, d'une 
�9 ' g~ mamere ndrale, 

(;/';) 
repr6sente le mineur d'ordre v qui dobtient en rempla~ant dans D(p) 
ehacun des 616ments Zi,~,.. Z,~k~ par l 'unit6 et les autres 616ments des 
lignes i x . .  iv ou des colonnes k I . .  k~ par z6ro. 
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Soit p' un z6ro quelconque de D(pl; d'apr6s ce que nous avons vu 
(w 2), il existe toujours un mineur qm ne  s'annulle pas pour p----#'. 
Supposons done que, pour p----p', le mineur 

soit diffdrent de z6ro. Formons les mineurs suivsnts: 

(:, : ) ,  t 
v = l , t , . ,  r \ 
t~, t~, .. t~ ffi ~ ,  t2, . . ~ , }  
xl,z~..z~ = k i , ~ . , k ,  / 

c'est&-dire tous ceux des mineurs d'ordre i ,  2 , . .  r dont les indices t et 
x sont des nombres dans les suites respectives i l . .  i~ et kx. .  kr. Pour 
abr6ger le language, d6signons par M l'ensemble de ces mineurs, par 
M ~1), 2d ~ ,  _M~3), . .  les ensembles de ceux des mineurs M dont l'ordre 
est respectivement 6gal h i ,  2 ~ 3 . . .  NOUS supposerons que les indices 

( i , . .  i~) soit le seul des i~ . .  i~, k~.. k~ soient ehoisis de mani6re que k~ k~ 

mineurs M q u i n c  s'annulle pas pour p = p'. 
S i r  = I,  c'est-~-dire s'il existe un mineur du premier ordre qui ne 

s'annulle pas, on n'aurs pas besoin d'aller plus loin; mais supposons r > I. 
Soit (p--p ' )~ la plus haute puissance de p ~ p '  qui divise ~ D(p); soient 

(,o - -  - -  p ' ? , ,  . .  60  - -  ? ' ) " - '  

les plus hautes puissances de p -  p' qui divisent respectivement tous les  
mineurs M r tous les mineurs ~P~, . .  tous]es  mineurs _M ~r-1). 

On a n6cessairement p ~ p~ ; en effet, si l'on avait fl < p~, on pour- 
rait conclure de l'identit6 ((e), n ~ 13) que les mineurs suivants 

0 (~=-~..+ to; ~=~..~,) 

Soient G(p) ,  H(p) deux fonctions entiSres; nous dirons que G(p) est di~sible 
par H(o) ou que H(p) div/s~ G(p) si le quotint Gt(p) : H(p) est une fonction entiSre. 
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et pa r  suite, en vertu de l'identit6 ((~), n ~ I3) , que tous les mineurs du 
premier ordre seraient divisibles par (p--p')! ' ;  ce qui est impossible, 
puisque (p ~p ' )~-~ est la plus haute  puissance de p -  p' qui divise le 
premier membre de l'6gMit6 

dD (~)dzik" 

Par le raisonnement pr6c~dent on volt d'ailleurs que tousles mineurs 
du premier ordre sont divisibles par la puissance ( p -  p')~'~ au moins. 

On a #1 > #2" En effet, iI existe parmi les mineurs M (~) au moins 

r  e e  un qui est divisible par la puissance (p ~ p ' ) ~  au plus; soit kl 

r  mineur. Si l'on avait; /~ =<#~, en appliquant au d6terminant kl et "k 

ses mineurs les relations du n ~ 13, on verrMt que les mineurs suivants 

i i (~= . . . .  + ~3 ) 
k 1 k ~ ~k . . . . .  + ~ ]  

( il ) du premier ordre, seraient divisibles c'est-~-dire tousles  mineurs de kl 

par ~ o -  p')~', ce qui n'est pas possible. 
On voit en m6me temps que tous les mineurs de D du deuxi~me 

ordre sont divisibles par ( p -  p')"~ aumoins. 
De plus, parmi les mineurs suivants: 

i i r =i~..~ ) 

il existe au moins Ula qui n'est pas divisible par une puissance de p -  p' 

pour lequel l'ordre de multiplicit6 de la racine ,o' est prficis6ment ~gal 
~ /12; supposons que #'2 et #'2' soient les exposants des plus hautes puis- 

Aeta mathematica, 16. Imprim6 le 11 raai 1892. 8 3  
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sances de p - -  p' qui divisent respectivement les mineurs (a 
x 

Soit d'abord ,,~; < / 4 ' ;  dens les idenfit~s 

' ~ X ~ k 1 ~ X k 1 

par (p--p ' )e :  au moins, mais (a fl),)par Go--p')r~: au plus; donc ( a )  
x kL 

(/')" sont dlvisibles par p - - p '  au moins 1.,-~ . ; - - / ~  lois. Or le et )~:l 

premier membre de l'identit4 

dtant, au pins, divisible pL + p'.o fois par p ~ p', on en eonclut qn'il n'est 
pas possible que les mineurs 

(~)~, -- -(i:, ~) ~t (; i:)-(i:, ~ 
soient tous deux divisibles par une puissance plus 61evde que (p - -  p')~,. 

J t l  Si ron suppose en second lieu 11; >/1.,, on volt p'tr un raisonnement ana- 
logue, qu'tm nmins un des mineurs 

(i' ~) 0 ~ et k] ~) 

est, au plus, divisible par (p wp'),',~. Done notre assertion se trouve tou- 
jours justifi6e. 
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Supposons, en vertu de ce rdsultat, que les indices i~ . .  i,. et k~ . kr 
(i~i~) 

soient rangds dans un ordre tel que le mineur k~ k~ soit divisible par 

p ~ ' p '  prdcisdment #~ fois. D'une mani6re parfaitement analogue h la 
pr6c6dente, on pourra d6montrer que /~2 > / ~  et qu'il existe parmi les 
mineurs suivants: 

i 1 i 2 i 

k) 
au moins un pour lequel p' est une racine d'ordre de multiplicit6 pr6- 

(i, i 2 i ~ ) s o i t  ce mincur ct l'on cis6ment 6gal k /~ .  On supposera quc k~ k.~ k~ 

eontinuera ainsi de proche en proche jusqu'k ce qu'on arrive au mineur 

I1 est facile de voir qu'on a /, > r ;  en effet, tous ]es mineurs d'ordre 
r - - i  prenant, pour p = p', la valeur nulIe, t o u s l e s  mineurs d'ordrc 
r - - 2  s 'annulleront d'ordre 2 au moins, tous ceux d'ordre r - - 3  s'anul- 
leront d'ordre 3 au moins, . . . ,  tous ceux d'ordre i s 'annulleront d'ordre 
r -  I au moins; donc p' est pour D(p) unc racine, multiple d'ordre r 
au moins, c'est-k-dire on a # > r. 

De plus, puisque le second membre de l 'identit6 

k 1 \k./ 

tie s 'annulle que d'ordre [z + [z2, tandis que le premier devient nul d'ordre 
2#~ au moins, on a n6ccssairement 2pl < / ~  + / ~  ou, ce qui revicnt au 

A 

�9 ~ e m e ~  
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et de mdme, puisque le second membre dc 

( ik' 1 ilc: ) ( ik~l k ~ ) 

i: i~ i 1 i~ 

ne s'annulle que d'ordre /z: + / l ~  et que le premier dcvient nul  d'ordre 
2#~ au moins, on dolt avoir 2/~ < / ~  + / t~  ou 

/L 1 - - / l  2 > # ~  - -  ,u a , 

et ainsi de suite. 
Done, nous sommes parvenus au thdorbme suivant: 

8oit p' une racine multiple d'ordre /~ de D(?) ,  il existe to~jours un 
mineur d'or~b'e 1~ qui ne devient pas nul; soit 

un mineur d'ordre r (r < #) qai ne s'dvanouit pas po~r p = p' et supposons 
que les indices i2 . .  i , ,  k~ . .  k~ soie~zt choisis de teUe maniOre que tousles  
a~ttres mineurs M s'annullent pour p = p'; soient 

les exposants des plus hautes puissances de p -  (/  qui divisent tous les mi- 
neurs M (~), tousles mineurs M(~),. .  tous les mineurs M(r-" : /~j,/~.~ , . . /~,_~ 
seront les exposants des plus hautes p~dssances de p -  p' qui divisent tous 
les mineurs du premier ordre, t o u s l e s  mineurs du deuxidme ordre, , .  tous 
les mineurs d'ordre r ~ ~ ; on aura 

I ~ > #i > �9 �9 > t1~-1 

t , - -  > - -  t , ,  > . . > t , r _ ,  
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et l'ou pourra, de l)lus, toujours ranger les indices il . .  ir et kl . .  k~ clans un 

ordre tel que p' soit pour les mineurs respectifs: 

�9 . i t_  1 (ik11)' (i; ~k12) '~ (ikll kr_i ] 

une racine d'ordre de multi_plicit~ [~,/~.2, . . /~ -~ .  

Nous donnerons d~sormais aux d~terminants 

le nora de mineurs caractdristiques et aux noinbres p ,  # 1 , . .  fir-1 le nora 
de hombres caractdristiques corrcspondant ~t la racine p'. 

I1 r~sulte de cette ddfinition et des thdor+mes prdc~dents que les 
nombres caract~ristiques correspondant k une racine quelconque sont en- 
tiSrement d~termin~s, quand bien m~me on pourrait trouver plusieurs 
syst~mcs de ddterminunts caract~ristiques. 

Pour trouver actuellement le mineur caract~ristique k~ kr ' 

suffit d'examiner un certain nombre fini de mineurs. En effet, apr~s avoir 
ddtermin~, par la m~thode donnde duns le w 2, un entier m' tel quele mineur 
- ( _ o ,  = , 

m' + m' /  ne s'annulle pas pour p p', les hombres i~ i, k~. k, 

se trouveront duns lu suite ~ m ' . . - b  m' et l'on n'aura qu'~ envisager 
ceux des mineurs d'ordre I , 2 , . .  2m' --}- I qui se d~finissent par des 
nombres duns cette suite. 

z4- Les th~or~mes pr5c~dents nous donnent le moyen d'obtenir duns 
le cus g~n~ral les int~grales de l'~quation diff~rentielle (I). 

Pour clue la s~rie 
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repr6sentc g l 'int6rieur de l 'anneau circuhdrc (RR') une intdgrale de (~), 
il ne faut  pas seulement que les ga satisfassent aux 6quations 

mais aussi, puisque par hypoth6se le point i est situ6 g l ' intdrieur de 
(RR'), que les valeurs absolues des g~. ne ddpassent pas toute limite finie; 
en d'autres termes, on doit avoir 

Iv,,I < G,  . . . . .  

G ddsignant un nombre positif fini. 
Or nous avons vu que le ddterminant D(,o') du syst6me (XT) est de 

la forme normale pour toute valeur finie de p'; pour trouver les valeurs 
des ga nous pouvons, par cons6quent, avoir recours aux th6or6mes du w 2. 

Pour que lc syst6me (x7, I7') ait une solution, il faut  que la valeur 
du ddterminant 

[Z,,(P')]~., . . . . . .  +~ ==- D(p') 

soit nulle. 
P r e m i e r  cas:  / /  est une racine simple de D(p). Parmi les mineurs 

du premier ordre, il existe au moins un qui n'est pas nul pour p - - / / ;  

r  est ee mineur et qu'on pose si k~ 

los quantitds g~(p') repr&entcront  la solution du syst~me (I7), l ' inconnu 
gk,(t,/) restera inddtcrmind; ct la s~rlc Eag~(p')x ''+~, convergeant en dcdans 
de (RR') (n ~ 22) et n'dtant point identiquement nulle, repr&entera une 
int~grale de l '~quation (x). 

Second  cas:  p' est une racine multiple d'ordre /~ (/z > I) de D(,o). 
Soient 
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un SystSme de mineurs caract6ristiques et 
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# ,  # l ,  #~, . �9 

les hombres caraet6ristiques eorrespondant ~ la racine p'. 
pour abr6ger, les notations suivantes 

En introduisant, 

Oil  a :  

# > r ;  # > ,u~ > .. > ~u~.~; 

La solution du syst~me (I7) est donn6e par les relations 

il . .  i,_1 ir (kli' .. ink) g~--'--(~" i,k~ "" k~in) g', + "  + (k, k~'l 2) g'r' 
1 1 1 

( : t=--~ . ,  + ~)  

le signe I indiquant les valeurs que prennent les mineurs pour p ~ p', et 
.q,., 9,~,.. 9k, d6signant des constantes arbitraires. La s6rie ~.g~x p'+~ ainsi 
obtenue converge k l'int6rieur de (////'); en effet, cette s6rie est une somme 
de d6terminants infinis qui s'obtiennent en rempla~ant dans certains mineurs 
les 616ments de certMnes lignes par les puissances de 5. 

Donc, cette s6rie repr6sente une int6grale de (i) et, puisqu'elle eon- 
tient r eonstantcs arbitraires, il existe r int6grales lin6airement ind6pen 7 
dantes de (i) de la forme 

l'expression entre les crochets d6signant une s6rie proc6dant selon les 
puissances entiSres positives et n6gatives de x et convergeant en dedans 
de (RR'). Donc, dans le cas particulier oh r ~  #, le hombre des int6- 
grales ainsi obtenues est 6gal k l'ordre de multiplicit6 de la racine p'. 

Consid6rons le cas g6n6ral: r ~ p .  Posons 

+ ~  

v,(x p ) =  X: 
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cn ddsignant une constante arbitraire; en remplagant y par yl(x,  p)dans 
. 

l'expression /)(y)~ on trouve 

oll 

PO,(z, 0)) = Z.a.(p)x~+'-" 

G.(a) = r + ~)g,.(P) + :g; a~,g,,(p) 

I ~ ; t X . i  (P)  fill (P) ;  = h ~ - ~  

en remarquant qu'on a 

si m = i~ 

s i m  > i, 

cette dga,lit6 prend la forme 

puisque leo 
racine multiple 
fonetions 

p(y,(~, p}), ~ p(y,(x 

ou, ce qui revient au mdme~ 

D(p) Xp+G_.; 

fonctions h , , ( p )  n'ont pas de zdros, on voit que p' est une 
d'ordre p du second membre. On en conclu~ que les 

, p ) ) ,  . .  ~p,,__, P(,,A ( z ,  p)) 

P(yl) P{~Y'~ PLY" lY'~ 
' \ a p  / ' "" \ a p " - ' /  

S'' a " ev nomssent pour p ~--p'; en d'autres terme.% si l'on pose 

a~y, (~, p) -_ .vi~, @, p), 
ap ~ 

les fonctions y~(x p')  y'~(oc p ' ) ,  . .t~ . p')  satisferont ~ l'dquation (I). 
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Si /h = o, on aura g,~,(p') =4= o et les /~ int~grales que nous avons 
obtenues ne seront pas identiquement nulles. Si /~ > o,  les fonctions 
ya(x,p'), yi(x,p') ,  . .  y~'-a)(x, p') seront identlquement ~gales k z~ro reals 
y~"')(x, p) ne s%vanouira pas identiquement pour p -----p'. 

La s~rie y~(x, p) ~tant par  rapport  k p uniformdment convergente 
en dedans de tout domaine fini (n ~ 2~), on obtiendra ses d~riv~es succes- 
sives en la diff~rentiant terme par terme; et les sdries ainsi obtenues 
convergeront aussi uniformdment en dedans de tout  domaine fini. Donc, 
en effectuant les differentiations, on trouve que les s~ries 

(I') 

,.~- clo 

�9 . -k- (t~ - -  ~)'" (y' + x)g]'~')(p')(logx)~'-a]x~"+~ 
I P 1 ~  I 

repr~sentent ~ l 'int~rieur de (RR') certaines int~grales de l '~quation (I). 
Yl.: n'est pas identiquement nulle et, dans chaque int~grale YI.~ (i < p~p] ) ,  
la plus haute puissance de log x ,  (log x) ~-:, se trouve multipli~e par y:.: 
et par un n o m b r e  entier qui n'est pas nul ;  donc ces integrales Y~.I,Yl.~, 
�9 y~.~ sont lin4airement ind4pendantes. 

Soient c~:, c~2 deux constantes arbitraires et posons 

A~a mat~t~. 16, Imprim6 le 12 ma! 1892. 84 
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puisqu'on a identiquement 

+ k~ ' si m = i ~  

(') k2 ' si m is 

o , s i m  > i l , i ~  

r - -  k~ ' s i  m - - - ~ i  1 

o , s i m  > i ~ , i .  

i 9 

on obtiendra, en posant 

l'identit~ suivante: 

(;) G,, (p ) = + c~, - -  c .  kl 

r r G~, ( p )  = ~ c21 k= "4-c2~ k ,  ' 

G~, (p) xp+~,_. G~Jp) x O+~._.. P(y2(x , p)) = h , , (~  " + h,~(p) 

En remarquant  que le second membre de cette dgalit6 s 'annulle d'ordre 
/~1 au moins pour p ~ p ' ,  tandis que Y2(X, p) ne s'annulle que d'ordre/1~, 
et en raisonnant comme tout ~ l'heure, on volt que les sdries 

+ =  

( r , )  . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. .  + ([,t t - -  I ) . . ( H ,  + i)gy(p,)(logx)~,_,]  xp+x 

repr6sentent v 2 int6grales lin6airement ind6pendantes. 
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Jusqu'ici nous avons obtenu ~ int6gra]es: g~.l, Y~.2, . .  Yl.~, et ~ int6- 
grales: Y2a, Y.~.~,.. Y~.~; en proc~dant de la m~me mani~re, nous obtien- 
drons successivement v 3 , v4, �9 �9 int~grales. Enfin, soient crl, cr2, �9 �9 c,r 
r constantes arbitraires et posons 

en tenant compte de ce que chaque s~rie de la forme 

(il .. i,_~ i, i,+~ .. i~) 
Z ;~ kl k,_l ~ k,+l kr Z,,,;~ (,=a,~,..~) 

est identiquement nulle si m > i ~ .  it, mais 4gal ~ un certain mineur 
d'ordre r ~ i si m est dgal ~ l 'un des indices i l . .  i,, on obtient 

G,,(p) xp+~,_ . _1_ + G~.(p) xp+~._ . ~ ( y , ( x ,  p)) = h,,(p) "" ~ , 

oh G~,(p), G~(p),  .. G,,(p) d6signent des fonctions lin6aires ~ coefficients 
constants de certains mineurs d'ordre r -  [;  et puisque, pour tous ces 
mineurs, p" est une racine multiple d'ordre /zr_~ au moins, tandis que 

(it . .  i~) ne s'annulle pas, on arrive, en raisonnant comme plus haut, 
kl kr 

au r~sultat que les s~ries 

Yr.1----~ Z ~')'(Pt)~P"{-~" 

4-o 

(I {r ) )  . . . . . . . . . . . . .  

y,.,, =~_~ (Z-'-l'(#) +/~-i_ ~ ~e~,-,-')(#)logx + . .  

. .  + g~(p ' ) ( logx) ' - ' -~]x  p'+~ 

repr~sentent ~ int~grales lin~airement ind~pendantes. 
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En rdsumd, nous avons obtenu ~, + ~ + 
tagdes entre r sous-groupes: 

�9 . -4- ~,. =- tt intdgrales par- 

et telles que  les ~ int6grales du  k l~me sous-groupe sont l in6ai rement  ind6- 

pendantes. Pou r  que  toutes l e s #  int6grales soient l in6ai rement  ind6pen- 

dantes, il suffit de f ixer lea valeurs  des constantes arbi traires  comme il suit: 

cu * o;  c,~ ---~ cu ---~ . .  ----- cu_~ -~-- o.  (k=l,~,..r) 

En effet, dana cea conditions, on voit  d 'abord  que les int6grales  

Y,.I, Y,.1, ". Yr.1 

sont l in6ai rement  inddpendantes ;  car,  si l 'on avai t  une relat ion l in6aire 

homog6ne ~ coefficients constants:  

KlYL1 + K2y2.1 + . . + KrYr .  1 = o ,  

les 6galit6s suivantes devraient ,  en t re  autres,  avoir  l ieu: 

KI[y,.,],, J r  K2[Y2.1],, -}- . .  -}- K,[y~.,],. _ o ,  

g ,  Ey,.,],, + g~Ey~.,],~ + . .  + K~[Z~.,] , ,  = o ,  
(~s) 

~[y,.,],~ + K~[y~.,],. + . .  + K~[y~.,],. = o, 

[Y~.I]~. d6signant le coefficiont de x p'+~' dans la s6rie Y~.I; et puisqu 'on a 

[Y~"]~.!=~ pour s<,~, 

! . o  pour s ~ p ,  
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de sorte que le d~terminant du syst~me (~8) est different de z~ro, ce 
syst~me ne saurait dtre satisfait que pour 

K~=K~= . .  = K~ = o. 

De plus, dans chacune des # int~grales que nous avons obtenues, le 
coefficient de la plus haute puissance de log x est ~gal ~ l'une des int4- 
grales Y H ,  Y2.~, . .  Yr.i multipli~e par un factcur constant; donc toute fonc- 
tion lin~aire homog~ne des # int~grales Yk.s: 

peut s'~crire comme une fonction enti~re rationnelle de log x dans laquelle 
le coefficient de la plus haute puissance de log x est lin~aire et homogSne 
par rapport aux fonctions Y1.1, Y2.~, �9 �9 Yr.~; or on salt qu'une fonction u de 
cette nature ne saurait dtre identiquement nulle ~ moins que tous ses 
coefficients ne soient identiquement nuls. Donc, le coefficient de ia plus 
haute puissance de log x devant dtre identiquement nul, il faut donner 
certaines des constantes K~.s la valeur nulle; dans la forme nouvelle que 
prend la fonction u, le coefficient de la plus haute puissance de log x 
devient, comme il est facile de le voir, lin~aire et homog~ne par rapport 
aux fonctions Y~.I, Y~.I, �9 �9 Y,..1, ce qui nous oblige k remplacer de nouveau 
certaines constantes Kk.s par z~ro, etc. 

Donc, k la racine multiple d'ordre # correspondent # int~grales 
lin6airement ind6pendantes: yl.~., yr.~; la m~me chose ayant lieu pour 
chaque racine de D ( p )  et le nombre des z6ros incongruents (en tenant 
compte de leur ordre de multiplicit6) 6tant 6gal ~ n, on volt qu'on ob- 
tient par cette m6thode n int6grales lin6airement ind6pendantes, ou, en 
d'autres termes, un syst6me fondamental d'int6grales de l'6quation diff6- 
rentielle propos6e. 

Comme nous avons vu, les int6grales correspondant k une racine 
multiple p' se partagent entre un certain hombre de sous-groupes. Voyons 
maintenant comment se comportent les intdgrales d'un de ces sous-groupes 
lorsque la variable ind6pendante d6crit ~ l'int6rieur du domaine ( R R ' )  

un chemin ferm6 quelconque. D6signons par y la valeur qu'aquiert une 
fonction y de x apr6s que x a d6crit compl6tement et une seule fois un 
chemin L,  qui est contenu tout entier en dedans du domaine (R//') et 
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qui ne se coupe pas soi-m4me. Pour abr~ger, d~signons par ~19~2:~** ~]u 
les int~grales appartenant ~ un sous-groupe de ~ ~l~ments; par les formules 
(I) on voit imm~diatement qu'on aura: 

�9 o o . , . 

oh co' ~ e :~*p' et off les coefficients ~-~ sont certains mult iples de la quan- 
t i t~  2rd ou de ses puissanees, ]esquels seraient faciles k d~terminer; en 
d'autres termes, les int~grales ~ ,  ~ ,  .. ~]~ subiront une substitution lin~aire 
de la forme: 

~'~1~ ~' 

~ ' ~ 1 9  ~ ' ~ 2 9 "  " ~ n  

En r~sum~, les r~sultats suivants se trouvent ~tablis: 

Soit (I) une dquation diffdrentieUe lin~aire dont les coefficients sont des 
fonctions qui, d l'intdrieur de l'anneau circulaire (R//'), peuvent ~tre repr~- 
sent~es par des s~ries convergentes proc~dant selon les puissances enti~res, 
positives et n~gatives, de x; soient (3) ces s~ries et formons le ddterminant 
infini D(p);  soient p ' ,  p " , . .  p~P) p racines incongruentes de D(p)  d'ordre de 
multiplicitd s',  s", . .  scp), et soit s' T s" T .. ~- s(P) -~ n; il existe n int~grales 
lindairement ind~pendantes de l'dquation (z) qui, 5 l'intdrieur du domaine (R~'),  
se partagent entre p groupes contenant respectivement s ' , s " , . ,  s ~p) intdgrales 
et appartenant res~ectivement aux racines p ' ,  p" ,  .. p(P). 

Soit p' l'une desdites racines et s ' : / ~  son ordre de multi_plicitd; 
soient 

/ ~  9 [-/1 ~ [~2 9 * "  / 'L r - -1  

les nombres caractdristiques correspondant d la racine p' et 
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un syst~me de mineurs cctract~ristiques; les int~grales appartenant h la racine 
p' se 1oartageront entre r sous-groupes contenant respectivement # - - l h ,  
lt~ - -  #2 , �9 �9 intggrales et se rew~senteront analytiquement par les formules 
(I', I" ,  . .  I(~)); ces formules font voir, de plus, que les intdgrales d'un sous- 
groupe quelconque subissent une substitution lin~aire de la forme (2o) lorsque 
la variable inddpendante d~crit le chemin L d l'int~rieur du domaine (RR'). 

Si /~ ~ o ,  on dol t  avoi r  aussi /t 2 ~ / ~ 3  . . . .  #,._~----o ou,  ce qui  

est la  m~me  chose, v ~ : / ~ , v ~ 3  . . . .  ~ o .  Dans ce cas, e t d a n s  
�9 * e 

ce cas seu lement ,  tou tes  les mteg ra l e s  c o r r e s p o n d a n t  k la racine p '  appar-  

t l end ron t  k un  seul sous-groupe.  Donc:  

_Pour que les intdgrales correspondant ~ la racine p' forment un seul 
sous-groupe, il faut et il suffit qu'il existe un mineur du premier ordre qui 
ne s'annulle pas pour p --~ p' ou, e~, d'autres termes, que # soit le seul 
hombre caractdristique correspondant ~ cette racine. 

P a r m i  lea int~grales  a p p a r t e n a n t  k la racine p ' :  

YH,  Y~.:, �9 �9 Y~.~,; Y2.~, Y.~.~, �9 �9 Y~.~.,; �9 . ; Y~.~, Y~.2, . �9 Y~.~, 

il n ' y  en a que  r, savoir, Yl . I ,Y~ . t , . .Y  ..... qul  ne con t iennen t  pas de 
loga r i thmes ;  donc,  p o u r  que les l oga r i t hmes  disparaissent  de toutes  les p 

int~grales,  il f au t  et  il suffit  que  l 'on ait  r - - - - # ;  mais  pu i squon  a 

l '~galit~ r-----# en t ra lne  les re la t ions  suivantes:  

/21 ~ - -  I ,  /A2 ~ / A - - 2  , . . /~,. 1 ~ / 1 - - r - ~ -  I ~--- I ;  

donc:  

_Pour que les~# int~grales appartenant ~ la racine p' ne contiennent 

pas de logarithmes, ou, ce qui revient au m~me, pour qu'il existe une intd- 
grale de la forme 
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contenant p constantes arbitraires, il faut et il suffit que les hombres carac- 
t~ristiques correspondant it p' aient les valeurs: 

2 5. Dans ce qui pr6c6de, nous avons suppos(! que l'dquation dif- 
f~refitielle proposde soit, par un changement convenable de variable ind6- 
pendante, ramen6e k une forme telle que les rayons de l'anneau circulaire 
(RR') remplissent les conditions 

(2~) R < i  < R ' ;  

il est facile de voir que cette supposition n'est pas ndcessaire. 
effet, 

(22) 
n--2 d. y d y ,~. + Q , ( ~ ) ~  + . .  + Q.(~)y = o 

Soit, en 

l'dquation donn6e et supposons que les d6veloppements 

( r =  2,S,..n) 

soient valables h l'intdrieur de l'anneau cireulaire (R~R;), R 1 et R'~ d6" 
signant des nombres positifs quelconques; soit R~ < R't et posons 

R' 
--~ Y R ~  ' 

il est clair que les sdries 

convergeront en dedans de l'anneau circulairc (RR') et qu'on a R < I < R'; 
donc, en conservant les notations d u n  ~ 2I, nous savons que la s6rie 
~ Z ~  converge absolument et uniformdment k l'intdrieur de tout 
domaine fini. O r ,  en d~signant par ~ ce que devient Z,,~ en 6crivant 
partout /~ au lieu de a, on aura 

Z ~  ----- ~ K~-~,  Xm. ---- Zam ; 
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par eonsgquent (n ~ 17), le d6terminant infini 

re(p) = [ 2 , . ] , .  . . . . .  + .  

converge absolument et uniform6ment k l'int5rieur de tout domaine fini 
et l'on a 

~ ( p )  = 1 ) ( p ) .  

De plus, d'apr~s le n ~ 22 nous savons que la s6rie ~ m ~  ]Z,~x '~-~ ] con- 
verge par rapport k x en dedans du domalne (RR'); donc ~.,,,Z'~I2,~x"-zl 
converge en dedans du domaine (R1R~). Donc, en remplaqant dans D(p) 
les ~16ments d'une ligne quelconque par les puissances de x, on obtient 
un ddterminant qui, par rapport ~ x, converge en dedans de (R,R~) et, 
par  rapport k p, en dedans de tout domaine fini (n ~ '4). 

De la m6me mani6re, on voit qu'aussi les autres r6sultats obtenus 
t q subsistent si l'on remplace partout les a par les ft. Donc les theoremes 

pr6c6dents subsistent pour le cas oh les rayons de l'anneau circulaire con. 
sid6r6 ne satisfont pas /~ la condition (2 I). 

26. Pour appliquer ce qui pr6cgde k un exemple facile, consid6rons 
le cas partieulier et bien connu oh les P,(x), dans le voisina.ge du point 
x---~ o, se pr6sentent sous la forme 

p ~ ( ~ )  = x - " ~ , , ( ~ ) ;  (r=2,8,..n) 

dang ce csS 011 I~1 

d 'O i l  ." 

-~@(p) = [r . . . . .  + .  

r  - -  o ,  z , . ( p )  = o ( p o . r  k > i ) ,  

= x, D ( p )  = ~,~],,~ . . . . . .  +~ = I ~ I  

A~a m a t ~ / o a .  16, Imprim~ le 18 me[ 1892. 

(~=--I,--s 

sin (p - -  p~)7r 

(v=l,~, . .~) 

85 
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I1 est clair d'abord qu'on aura identiquement 

(~) = o  pour k < i ;  

plus g6n6ralement, en d6signant par i~, i2, . .  i~ et k~, k2, . .  k~ des entiers 
quelconques remplissant les in6galit6s 

il <i2 < . .  < i , ,  

k l < k ~ < . . < k ~ ,  

on aura identiquement 

i l  . .  i ~ )  
= o  pour k~<i~ ;  

kl k~ 

en effet, on parvient ~ cette identit6 en appliquant  au cas consid6r6 le 
th6or6me g6n6ralis6 de LArr.ACE (n ~ 7)" 

Par  l/t, en se rappelant  la forme donnde aux intdgrales dans le n ~ 24, 
on retrouve le th6or~me de M. FUCHS: toutes les int6grales sont r(qulidres 
clans le voisinage du point x = o. 

S6parons les racines de F(P) en groupes tels que chacun d'eux com- 
prenne, et comprenne seulement, routes celles des racines dont les diff6- 
fences r6ciproques soient ou nulles ou enti6res. Soient p , ,  p ~ , . .  p~ les 
racines de l 'un de ces groupes, rang6es dans un ordre tel que l'on ait 

p ,  ~-- p . + ~  - -  a ---- P~+I  - -  b . . . .  p~.+l ~ 1 

a < b < . . < l ,  

a, b , . .  I ddsignant~ certains hombres entiers et posilif~. II est clair que, 
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parmi les fonctions 9 ( p T  m) ( m : o ,  + I ,  +__ 2 , . . ) ,  il n 'y a que les 
suivantes: 

+ + + 

qui s 'annullent  pour p = PI. On en eonclut que le mineur 

(o  a b . .  1 ) =  II(p) 

o a b 1 Zoo ZaaZbb " " Zll 

est, pour p = Pl, diff6rent de z6ro. Done, pour trouver les mineurs ca- 
ractdristiques correspondant k la racine p', on n'a qu'k examiner ceux des  

mineurs ,x(e" . .  x~ ~'~/ dont les indices ~, . .  ~, et x~. .  7.., sont des hombres dans 

la suite o,  a ,  b , . .  1. Donc, afortiori ,  il suffit d 'examiner les mincurs 
dont les indices e et x sont contenus dans la suite o ,  x , 2 , . .  1. 

Posons 

A = 

Xoo X o l  �9 �9 Xo~ 

XIO XI1 " " X ] l  

X l o  X I1  �9 �9 Xz~ 

et d6signons, d~une mani6re g6n6rale, par 

;(1 �9 �9 X~, I 

le mineur de A d'ordre v qui s'obtient en remplagant  dans A chacun 
des 616ments Z, ,~ ,"Z,~ par 1'unit6 et tout  autre 616ment des .lignes e~ .. e~ 
ou des colonnes x l . . x ,  par z6ro. 

Dans le cas part iculier  dont il s'agit, on a (n ~ 7, (f)): 

xl �9 x,  xl x, JZooXn . .  X , '  
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Its t et les x 6tant des hombres quelconques dans la suite o ,  I , . .  1 et 
&ant  au plus 6gal ~ 1. 1)onc, pour trouvcr les indices qui d6finissent 

les mineurs caract6ristiques correspondant g p~, il sufi]t d'envisager les 

mineurs du d6terminant fini A.  Supposons que le mineur kl k,. I 

soit different de z6ro pour ,o -----p~; soit ( , o -  ,o~) ,'~' la plus haute puissance 
de p - / ) 1  qui divise t.ous les mineurs de A d'ordre I,  ~ -  p~)", la plus 
Mute  puissance de p ~ ,o~ qui divise t o u s l e s  mineurs de A d'ordre 2, 
et ainsi de suite. Les nombrcs /~, [~1 , ~ 2  , " ~  [J'r--1 seront les nombres ea- 
raetfristiques correspondant ~ la racine ,o~, et il scra toujours possible de 
ranger les indices i l . .  i, et k~ . .  k~ dans un ordre tel que 

Go - -  ? , y * , ,  Go - -  ? , ) ' = ,  . .  ~ - -  ? , )~ ' - '  

soient respectivement les plus hautes puissances de p -  p~ qui divisent 
les mineurs suivants 

lil ! lil '12 lil " " St--1 I 
Ik, l ' l k ,  k, ' " Ik, . .  k , - , l"  

Donc 

(~1) ' (~1 ik: ) ' ~176 
forment un syst&ne de miueurs caract6ristiques correspondant ~ la ra- 
cine Pl" Par lg la s6paration des int6grales en sous-groupes sc trouve 
enti6rement effectu6e. 

Ajoutons quelques remarques. Les entiers i l . .  ir st k l . .  kr 6tant 
certains hombres dans la suite o ,  i , . .  l, on sait que chaque d6terminant 
de la forme 

cst identiquement nul si 2 < o. Ceci pos~, les formules (I'), (I"), . .  (I (~>) 
(n ~ 24) mettent imm6diatement en 6vidence qu'il existe r int6grales lin6aire- 
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ment ind6pendantes qui, dans le voisinage du point x-- - -o ,  se pr6sentent 
sous la forme 

x~ o + g ,z  + g~z ~ + . . ) ;  

je dis qu'il existe parmi ces int6gralcs au moins une pour laquelle on a 

go = gl . . . .  gl-1 ~ O, g~ :4= o. 

En effet, les indices i~ . .  i~, k~ . .  k~ peuvent 6tre choisis de la mani6re 
suivante. Soit i~ le plus petit des hombres o ,  t , . .  l tel qu'il  existe dans 
la suite 

I i11 (k--0~l,../) Ikl 

au moins un mineur pour lequel p' est une racine pr6cis6ment d 'ordre /~;  

soit i~l' le premier mineur dans cette suite qui satisfait k cette condition. 
kl J 

Soit i 2 le p lu s  petit des nombres o ,  I , . .  l tel qu'il existe dans la suite 

(k=O,1,..I) 

au moins un mineur pour lequel Pl est une racine pr6cis6ment d'ordre #~; 

i, i~ I soit kl k~ I le premier mincur qui satisfait ~ cette condition, ct con- 

tinuons ainsi de proche en proche. Parmi  les nombres k l ,  k : , . .  k,. ob- 
tenus par cette m6thode, il existe un qui est 6gal h l; en efl'et, si ces 

. .  i,. [ ne saurait 

~tre diff6rent de z6ro pour p ~ pl .  Soit donc k~ = l (~ < r), le mineur 

i 
~k~ k~ I sera le premier dans la suite 

(k=O,l,..g) 
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qui, pour p - =  p~, devient nul pr6cis6ment d'ordre #~; done l'int6grale 
d6sign6e par y~ dans le n ~ :4 se pr6sentera n6cessairement sous la forme 

y = + .o * o 

et la proposition se trouve d6montr6e. 
Soient 

les nombres a , / ~ - -  a ,  . . ,  rangSs par ordre de grandeur d6croissante; 
puisqu'il existe un mineur du premier ordre qui, pour p - =  p~, ne s'an- 
nulle que d'ordre # - - a ' ,  on doit avoir: /~ < # - - a ' ;  et de m~me, puis- 
qu'il existe un mineur du deuxi6me ordre ne s'annullant que d'ordre 
p -  a ' - - a " ,  on a /~ < / 1 -  a ' - - a " ,  et ainsi de suite. Or, nous savons 
que, pour que les int6grales appartenant k la racine p~ ne contiennent 
point de logarithmes, il faut et il suffit que l'on air 

r = / u ,  P - - P 1  = / ~ l - - P 2  . . . .  #~-1 = I; 

donc, pour que des logarithmes n'apparaitront pas, il faut qu'on ait 
a'----- I ,  c'est-~t-dire 

en d'autres termes, des logarithmes apparaitront toujours dans certaines 
int6grales si la fonction ~(p) a des racines multiples. 

Enfin, voyons quelle est la condition pour que les int6grales appar- 
tenant ~ la racine p~ fomen t  un seul sous-groupe. Cette condition est, 

nous le savons :#~ = o; or il est clair que tous eeux des mineurs k 

dont rindiee k > i > o, s'6vanouissent pour p = ,o~, puisque, dans ehaeun 

01~1 

(o) 
o < k < l,  l est le seul qui p ~ t  ~tre different de z6ro, puisque, dans 

tous les autres, l'616ment Zt~ entre comme faeteur; done, pour que les 
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int6grales appartenant k la racine p~ forment un seul sous-groupe, il 

faut et il suffit que le mineur , ou, ee qui revient au m~me, le d~ter- 

minant suivant: 

Z10 Zll 

Zl-l ,o  Zt- l , l  - .  gz-l ,z-1 

Zzo Zn - .  Zz~-I 

soit, pour p = p~, diff6rent de zero.' 

w 4. Su~" les invariants  des dquations diffd~'entieUes lindalres: 

2 7 .  Voyons d'abord comment se rattachent les r6sultats pr6eddents 
la th6orie ordinaire des dquations diffdrentielles lindaires. Soient y~, 

y~ , . .  y, un syst6me fondamental d'int6grales de l'6quation (I); s ix  ddcrit 
le chemin L, ces int6grales subiront une substition lindaire de  la forme 

f l .  fl,  . .  fl,. 

fl , f l .  . .  fl . 

fl., A . . . .  fl.,, 

et l'dquation fondamentale de M. Ft~cHs relative k l'anneau circulaire 
(RR') prendra la forme 

i l l  - -  (.D 

A, (~3) F ( m ) =  

A, 

fll"~ " " f l l n  

~ O .  

Cf. FUCHS~ Zur Theorie der linearen Differentialgleiehungen mit ver&~derliehen 
Coeffieienten, J o u r n a l  f a r  M a t h e m a t i k ,  t. 68; FRO~E~WS, Ober die fl~tegration der 
linearen Differentialgleiehungen dureh Reihen, m~me journal, t. 76. 
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Cherchons la relation entre eette fonetion F ( w )  et le d~terminant 
D(p)  ~tudid dans le paragraphe pr&~dent. En posant 

b~ a~p (~, ~mP(a) (.O(D 

l'~galit~ (x 5) ( no 2 x) devient 

D ( p ) .  K .  e ~p = ( c o -  r162 - -  r ( o 2 -  ca("'), 

m(n--1) r~/ n(n--1)  

K =  (2ri)"e ~ = ( - -  i) ~ (27ri) n . 

Or, en ehoisissant pour yx, Y 2 , . .  Y,~ le syst~me fondamental ob tenu  dans 
le n ~ 24, on a, d 'apr& les formules (I9), 

(24) F ( , , , )  = ( , , , '  - -  , , , ) ( , , , "  - -  , , , )  . . ( o , ' " '  - -  , , , ) ,  

d'ofi 

F ( ~ )  = ( - -  , ) ' K :  ~ D(?) .  

Cette formule est ]a relation cherch~e; elle fair volt, en particulier, 
que les ~galit~s F(e ~'',~ = o et D ( p ) =  o ont les m~mes racines, ce qu'on 
aurait  pu pr~voir. 

Le d~terminant de la substitution lindaire que subit un systSme 
fondamental d'int~grales en f-tisant parcourir ~ x le chemin L e s t ,  comme 
on salt, ind~pendant du choix de syst~me fondamental;  or en choisissant 
celui obtenu dans le n ~ 24, le d~terminant substitutionnel devient ~gal au 
produit 

~'~".. eo (n) ~ e~mzp(') 

dont la valeur est I (voir formule I6, n ~ 22). Donc, s i x  parcourt le 
chemin L ,  n int~grales lin6airement ind6pendantes subiront toujours une 
substitution lindaire dont le d6terminant est 6gal h l 'unit& 

Solent y~, y : , . .  y, lea int6grales appartenant ~ Fun des sous-groupes 
I', I" ,  . .  I (r). I1 est facile de voir qu'en remplacant ehaque int6grale y,. 
par une certaine fonction lin~aire homog~ne et i~ coefficients constants de 
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y~, y~, .. y~, on obtient un soua-groupe d'int~grales u~, u2, .. u~ ~lles 
qu'on ait 

~, = o~ 'u , ,  u~ --- o y ( u ,  + u.~). . . ~_, --= ,,'(u,_, + ~,,); 

done il existe un syst@me fondamental d'int@grales pour lequel les coeffi- 
cients substitutionnels /~k prennent lea valeura 

fl~k ~ o ,  si k > i ;  fl~,----o, si k < i ~ I ;  

fl~, = f l ~  - - . . = f l ~  =,o ' ;  .. 

fi~, = f l~  . . . .  f l ~ , , , _ ~ - - ~ , ' ;  . .  

f l , , §  = f l , , + , ~ ,  = . .  = fl~.+~. = o ;  . .  

Ceci poa~, on ddmontre aia~ment que les diviseurs dldmentaires ~ du 
dSterminant F(eo), relatifs au facteur co ' - -eo,  sont les suivants: 

( ~ ' - -  ,,,)~,, ( , , ' - -  ,,,)~--, . .  (,,,' - -  ,,)~.; 

en effet, en d~signant par les symboles 

les mineurs d'ordre ~ de F(eo) et en introduisant lea valeurs (26) des 
constantes fl~,, on volt que tous les  mineura du premier ordre sont divi- 
sibles par ~o'--w/1~ lois au moina, mais que le mineur suivant: 

[~ (_  ~,')~,-~ F(~) 

est divisible par e o ' - - ~  pr~cisdment ]al lois; on voit de plus que toua les 

Cf. HAMBtraQEa~ Bemerkung i~ber die Form der Integrale der linearen Differential- 
gleichungen mlt ver~inderlichen Coefficienten, J o u r n a l  ft ir  M a t h e m a t i k ,  t. 75. : 

W•maSTRASS, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen, Monat~- 
b e r i e h t e  der  Akademie  der  W i s s e n s c h a f t e u  zu B e r l i n ,  i868. 

Acf~z ~ .  16, Imprim6 le 13 mai 1892. 86 
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mineurs du deuxifime ordre sont divisibles par co ' - -~o /z~ fois au moins, 

mais que le suivant: 

est divisible pr~cis~ment P2 lois; et ainsi de suite. 
Or on salt que les diviseurs ~lfimentaires du d~terminant F(eo) sont 

absolument ind(~pendants du choix de systfime fondamental d'int~grales. 
Donc, le syst+me fondamental d'int~grales obtenu dans le w 3 se divise en 
sous-groupe~ de la mani~re prfivue par la th~orie ordlnaire, a 

28. Par ]a formule (25) on voit que l'6tude de l'6quation fonda- 
mentale de M. FucHs se ram~ne s l'fitude du d6terminant infini D(p). 
Dans le n ~ 21 nous ~vons vu que ce d~terminant est une fonction enti~re 
de p si les s~ries P~(x) convergent h, l'intfirieur d 'un anneau circulaire 
(RR') remplissant la condition (2); et dans le n ~ ~5 nous avons ~tendu ce 
th~or~me au cas g~nfiral oh les P~(x) convergent k l'intfirieur d'un anneau 
circulaire quelconque. Il reste s rechercher maintenant quel est le caractfire 
de la fonction D(p) par rapport  aux paramb~tres a,~. 

Consid~rons d'abord le cas oh la condition (2) se trouve satisfaite, 
et commengons par l'fitude du dfiterminant ~ (p) .  Si routes les racines 
p~, p 2 , . .  p. de F(p) sont ineongruentcs, nous avons vu (note citGe p. 59) 
que ce d~terminant peut ~.tre reprfisentfi par la formule 

oh les _kI~. sont certaines constantes qui v~rifient la relation 

• ~-~- O. 
/ t= l  

1 0utre la note de M. IJA~BUROER, voir: ST~CKELBEReER, Zur T~orie derlinearen 

Differentialgle@hu~gen (Akad. An t r i t t s seh r i f t ) ,  Leipzig, Teubner~ 1881 ; CXSOR~TI~ Sur 
la distinction des intdgrales en sous-groupes, Comptes r e n d u s  des  s ~ a n e e s  de l 'aca- 
d~mie des ~cieuces de Paris~ Janvier 1881. 
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Consid6rons maintenant le cas ggn6ral oh p l ,  p ~ , . .  p.' (n'~< n) sont 
les racines incongruentes de ~(p); soit s~ le nombre des racines de ~(p) 
congruentes g pa; on aura 

s~ + s= + . .  + s., ----- n .  

Le point p = pa &ant pour B(p) un p61e d'ordre de multiplicit6 au 
plus (igal ~ sa, on pourra 6crire, dans un certain voisinage de ce point, 

~(p) = ~ ( p -  z,) + 
sj.--1 

M~ 
+ ,_.,~ ,do P --P~ ,=l 

donc ~2(p) se repr&ente par la formule suivante: 

(271 ~2(p)-----I + ~ ~r cot (p - -  p,) rr. + ~ M,,g-~p~(ucot(p--p,,)lr ) 

oh les M~ et les M,,~ sont certaines combinaisons de certains d6terminants 
infinis. En particulier, on a n&essairement entre les M~ la relation 
suivante: 

n' 

(=7') 5:M~ = o. 
i t= l  

I1 s'agit d'~tudier le caract6re de ces eonstantes par rapport aux para- 
m&res de l'~quation diff6rentielle propos6e. 

Vu que les 61&nents diagonaux du d~terminant ~2(p) sont tous 6gaux 
g l'unit6, en appliquant la formule (h) (n ~ 7) k ce d6terminant, on aura: 

(=8) 

o n ;  

m = 2  m = 2  p|, .pm 

(29) ,q('~) 2E ~(~) ~ 7 ~  
Pp.T~ 

o G,~, . -  r  

�9 . 

r r . . o 

les indices p~ .. p= parcourant tous les entiers qui satisfont aux conditions: 
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Soit, dans le plan des p ,  B une aire finie ou infinie situ6e entre deux 
droites verticales et telle qu'aucune des racines des fonctions 9(p + m) 
ne se trouve dans son int6rieur ou sur sa limite; la s6rie ~,~'~#;~ 6rant 
uniformdment convergente en dedans de B (voir: Sur une applica- 
tion des d6terminants infinis etc. p. 57), il en sera dc mdme de la s6rie 
.q(z) (no i5); done cette s6rie repr6sente une fonction analytique uniforme 
de p, holomorphe en dedans de tout domaine tel quc B. Cette fonction 
est de plus p6riodique et de pdriode i ; en effet, cn changeant p e n  p + i, 
~,,~(p) devient r de sorte que ~2 (''~ devient ~2~:'~.r.,+ ~ ce qui ne 
peut alt6rer la valeur de ~").  Enfin, pour la loner, ion p6riodique [2 (m), P2 
est un p61e d'ordre de multiplicit6 au plus 6gal k s~. Done ~(2 (~) pourra 
s'6crire eomme une fonction lin6aire des fonctions zcot~o--p~,)z et des 
d6riv6cs de ces fonctions jusqu'k celle d'ordre s~_~ (), = 1 , 2 ,  .. n'); dans 
cette expression, le terme constant est nul, puisque, pour des valeurs in- 
d6finiment croissantes de la partie imaginaire de p ,  $t") prend la valeur 
nulle. Ecrivons done: 

, a)~--I ] 
(3o) -e ~'~- ~ [ M ~ " I r e o t ( p -  p,),~ + Z "~'(m) dv x = ,  , _  ,~,,_,,, ~ (# cot (p - -  p2) zr) , 

I t '  

_ ~ ' )  = o ,  Mi.;' ---- 2t~ ",. 
2=1 

m) Le d6termlnant ~,..p. 6tant de I degr6 m par rapport aux fonctions 
#,k (i > < k) et ees fonctio~s 6tant lin6aires et homog6nes par rapport aux 
param6tres 

( 3 i )  = , . , -~ ,  =3,,-3, . .  ~ . , , - . ,  . = •  ~ 

il est clair que les M~2~ ) peuvent 6tre exprim6s par des sdries proc6daht 
selon les puissances et les produits de degr6 m par rapport s ces para- 
m6trcs. 

Ces s6ries sont absolument convergentes et darts celle qui reprdsente 
M~z~ ), chaque cSefficient peut s'expr~mer camme une fonction entiOre ration- 
ndle de 

i cot  ( p ~  - -  Pa)": ~=~'"~-~'~+'"'"') (32)  ,~ ,  p~ ,  - - - ,  = 
p2 - -  p,~ 

dans laquelle les coefficients sont des nombres rationnels. 
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Afin d'6tablir ce th6or6me, d6montrons d'abord la proposition auxi- 
liaire que voici. Soient f : (p) ,  f : ( p ) , . ,  fk(p) k fonctions enti6res ration- 
nelles de p de degr6 N - - 2  au plus clans lesquelles les coefficients sont 
des entiers; soient F I (p ) ,  E~(p), . .  F~(p) k fonctions enti6res rationnelles 
en p de degr6 N, dans chacune desquelles le coefficient de la plus haute 
puissance de p est 6gal. ~ I, et supposons que ces derni6res fonctions 
ne s'annullent que pour certaines valeurs de p congruentes aux p~. 
(,~= 1 , 2 , . . n ' ) ;  soient enfin q ~ , q ~ , . . q ,  k entiers positifs. La s6rie 
multiple 

N-" f~(? + p') f,(p + p~) �9 f*(p + pk) 
S = ~ F - ~  + p,) F,(? + p,) "" F~(? + rk) 

dans laquelle les p , . .  Pk parcourent tous les  entiers remplissant les con- 
ditions 

sera une fonction p6riodique de p repr6sentable par une expression de la 
forme suivante: 

n' , s)--I ~ ] 

- , 

s~ d~signant l 'ordre de multiplicit6 du pb!e p~ et  K~., une fonction enti6re 
rationnelle des quantit6s (3 2) dans laquel!e les coefficients sont des nombres 
rationnels. 

Cette proposition est dvidente dans le cas off k = I;  en effet, S se 
r6duit dans ce cas ~ une s~rie simple qui converge abs01ument et uni- 
form~ment en dedans de B et qui ne change pas de valeur en remplaqant 
p par p + : ;  donc cette s6rie repr6sen~e une fonction de la forme (33); 
et comme, de plus, il n 'y a qu 'un nombre fini de termes de S qui de- 
viennent infinis pour p = p~, en d6veloppant S selon les puissances en- 
ti6res, positives e t  n6gatives, de p - - p ~ . ,  les coefficients seront des fonc- 
tions enti~res rationnelles, ~ coefficients rationnels, de p~. et de 

(~ = 1,..~.--1,). q- 1,..n') 
p~ -- pp 
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Considdrons le eas g4ndral. Evidemment on pourra dcrire 

(34) S =  Z f'(p + P') ~ f'(p + P') ~r~ f~(p + pt) H,  

:P~ , P 2 , . .  P~ parcourant inddpendamment l'un de l'autre tous les entiers 
positifs et n6gatifs et H ddsignant une expression lin~aire et homog6ne, 

coefficients entier~s, de certaines sdries multiples de la m~me forme 
que S mais d'ordre de multiplicitd inf~rieur ~ k. Or le premier terme 
du second membre de (34) 6tant le produit de certaines expressions de 
la forme (33), S - 1 - H  sera aussi une telle expression. Donc, si la pro- 
position est vraie pour k =  i ,  2 , . . z - -  i ,  elle subsiste pour k = x ;  or 
elle est vraie pour k = l ,  donc elle est toujours vraie. 

Arrivons k la ddmonstration du thdor6me dnonc6 plus haut. Rap- 
pelons d'abord (n ~ 7) que la s~rie ~(') est absolument convergente par 
rapport aux 61(~ments r c'est-k-dire qu'elle reste convergente m~me en 
remplagant, dans le d~veloppement de chacun des ddterminant ~(2 (~) �9 P l . . P m  ~' 

chaque terme par sa valeur absolue; on a done le dr(fit de ranger les 
termes de $2 (') dans un ordre queleonque. ]~crivons ~,~ sous la forme 

(35) r  <:' + ~)"72H,(~--k) + <e + ~)"-~ (? + ~) ~(? + 0 H 3 ( i -  k) + . .  + - -  
I 

~(p + i) H , ( i - - k )  

H~(i--- k) , II3(i - -  k) , . . H,(i - k) ddsignant certaines fonctions enti6res 
rationnelles, k coefficients entiers, de i -  k et de a:,~_~_2, a3,i_~-a, .. a,,~_~_, 
(voir: Sur une application des ddterminants infinis etc. p. 56). La sdrie 
~m) pourra s'dcrire comme une s6rie absolument convergente ordonn6e 
selon les puissances et les produits des fonctions H 2 ( i -  k), H~(i ~ k ) , . .  
H , , ( i - - k ) ;  en effet, en ddsignant par r ce que devient r en rempla- 
9ant, dans l'expression du second membre de (35), chaque termc par sa 
valeur absolue, la sdrie ~ ,~ ' ,~ , ,  sera convergente. 

D'aprSs la formule (29), .q(") peut dtrc regarde comme la somme 
d'une infinit6 de termes de la formc 

~ . r r . . r  

Pa, P~ ..  P~, dtant une permutation des nombres PIP2.. P,, et e ddsignant, 
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suivant les eas, + I ou - -  I .  Done B(~) peut dtre regard~ comme la 
somme de termes de la forme 

�9 + p , )  " '  

f l~. .  fl~ d~signant des nombres dans la suite 2 , 3 , . .  n. 
Soient k ~ , k 2 , . ,  k,,, m entiers diff~rents de z(~ro qui v~rifient l'~galit~ 

k~ + k 2 + . .  + k,,, = o ,  

et posons 

(36) .Pl--P, , ,  = kr,, P2- -P .~  = k~., �9 �9 Pr,,--P,, .  ----- kr.., 

i ' ~ . .  i'M d~signant une permutation des nombres i ,  2 , . .  m.  I1 est clair 
que l'expression 

(37) 

ne contient que les param~tres suivants 

(38) a,,~,_,, a~,,,_,, . .  a~,,~_~; (,.=2,8,..,) 

done l 'ensemble de ceux des termes de ~ )  qui, outre les a~_2, a3._8,.. 
an_,,  ne contiennent que les param~tres (38), s'~crira comme la somme 
d'un certain hombre fini de s~ries de la forme 

r  (p + p,),-z, (p + p,)n-~.., (p + p,)n-z- 
~ ( p + ~ , )  ~o+~,~)  "" ~ o + ~ , )  , 

K d~signant l 'expression (37) et p ~ . .  p~ parcourant routes les valeurs 
remplissant les dgalit4s (36) et la condition 

done, d'apr~s le lemme d4montr~ tout  ~ l 'heure, ledit ensemble de termes 
prendra l~ forme (33), dans laquelle Kz~ d6signe une fonction enti~re ra- 
tionnelle, k coefficients rationnels, des quantit6s (3 2) et des param~tres 
(3I). Done la proposition se trouve d6montr6e. 
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29. D'apr6s les formules (i~) et (28) on a 

(39) 
QO 

1)(/,) = II(p) I I (p)g- ,  

Puisque 

I I ( p ) =  1-[ xo.(p), 
f/l = - - ~  

_ p , )  z==(p)= ~+  p ~  e 
P--Pl p--pn np "~(n--l) 

. + 

en d6veloppant I I ( p )  suivant les puissances croissantes de p, il est clair 
que les coefficients de la s6rie ainsi obtenue sont des fonctions enti6res de 

(40) ~'~,--2 , OiS,--3 , ' "  ~n,--n~ 

dans ces fonctions, les coefficients sont des polyn6mes en r,, dont les coeffi- 
cients sont des nombres rationnels. 

En vertu de l'6galit6 Z,, = ~(P + i)~,,t, la fonction ]-[(p)s 
ainsi: 

(4') H ( p ) ~ : m ) = ~  II(p) D(,~ ) 

, .  ~(m) en remplagant les r par l e sz .  Or /)P') demgnant ee que devient -v,.p- Jo I. .pro 

nous savons que la s6rie ~=~'aZm~ est une fonction enti6re de p; en 
l'dcrivant comme une s6rie ordonn6e suivant les puissances croissantes 
de p, les coefficients dana cette s6rie auront la forme de s6ries absolu- 
ment convergentes ordonn6es suivant lea parambtres ar~; de plus, si l'on 
6crit la fonction enti6re: 

II(p) 
A~fP, P l  " " )~'pm Pm 

comme une s6rie ~ ordonn6e suivant les puissances de p, les coeffi- 
cients seront des fonctions enti6res des param6tres (40) telles que, si 
ron remplace dans ehacune d'elles ehaque terme par sa valeur ab- 
solue, la s6rie ~ restera encore convergente. Done, la s6rie du second 
membre de (4 I) s'6crira comme une s6rie ordonnde suivant les puissances 
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de p dans laquelle chaque coefficient est une s~rie absolument conver. 
gente, ordonn~e suivant les puissances des paranl~tres a,k; par rapport 
ceux des a~ oh k > ~ i ,  les termes de ces s~ries seront de d~gr~ m, 
puisque le ddterminant D (~)p~..p~ est de degr5 m par  rapport aux Z~k et 
que lea Z,~ (i > k) sont lin~aires et homog~nes par rapport auxdits para- 
m~tres. 

Or la s~rie ~ l - [ ( p ) ~  (~) est, par rapport h p, uniform4ment con- 
vergente ~ l'int~rieur de tout domaine fini (cf. n ~ I5); donc D(p) 
prendra la forme d'une s~rie enti~re en p dont les coefficients sont des 
s~ries absolument convergentes, proc~dant selon les puissances des para- 
m4tres a~.' 

Je dis que, dans ces s~ries, chaque coefficient s'exprime comme une 
fonction enti~re rationnelle de ~ o f i l e s  coefficients sont des hombres 
rationnels. I1 suffit ~videmment de le dgmontrer pour le cas oh les 
racines p ~ , p ~ , . ,  p, de ~(p) sont incongruentes; en effet, deux ou plu, 
sieurs de ces racines ne seront congruentes que quand les param~tres (40) 
satisfont ~ certaines conditions; or, les autres param5tres ~,.~. ~tant regar- 
d~s comme des constantes, D(p) sera une s~rie entiSre toujours conver- 
gente par rapport h ceux-l~; donc, si la proposition est vraie dans le 
cas g~n~ral oh ces param(~tres ne satisfont ~ aucunes relations, elle sera 
toujours vraie. 

Les racines p~, p~,..  p, 4tant suppos~es incongruentes, si ron 4crit 
~2 (~) comme une s~rie ordonnde selon les param~tres (3~), chaque coeffi- 
cient dans cette sdrie se mettra sous la forme 

n 

K(p) ---- ZK~zccot (p - -  p~) ;r, 

Ka d~signant une fonction enti~re rationnelle, k coefficients rationnels, des 
quantit~s 

;rcot (p~ - -  pp) ~r; (~=1,..~-1,;.+1,..,) (42) ~r, p~, P~--P , 

il est clair d'ailleurs que Ka se change en K~ si p~ se change en p,. 
La fonction I-[(p)K(p) est une fonction entiSre de p; si on la ddve- 

loppe selon les puissances croissantes de p, chaque coefficient dans ce 
Aeta math~matloa. 16. Imprim~ le 14 mai 1892. 37 
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d6veloppement sera une fonction enti~.re rationnelle en ~r, dont les coeffi- 
cients seront des fonctions entiSres rationnelles, s coefficients rationnels, 
des quantit6g (42) et de plug, en les consid6rant comme fonctions de 
p~, p2, �9 �9 p. ,  sym~triques par rapport  k ces variables. Or nous savons 
que - l - l (p)K(p)  est une fonction enti&re de p e t  de p l ,  p ~ , . .  p . ;  donc, 
en d6veloppant cette fonction selon leg puissances croissantes de p,  chaque 
coefficient s'6crira comme une s6rie enti6re, toujours convergente ct sy- 
m6trique par rapport ~ p , ,  p ~ , . .  p . ,  dans laquelle les coefficients geront 
entierg et rationnels, h coefficients rationnels, par rapport  au nombre 7r; 
chaque s6rie de cette forme peut  dtre exprim6e comme une s6rie enti~re 
toujours convergente par rapport aux param6trcg (4o) dang laquelle 
chacun des coefficients est entier et rationnel, ~ coefficients rationnelg, 
par rapport  "~ ~r; donc la d6monstration se trouve achev6e. 

Pour arriver h ce r6sultat, nous avons suppos6 la condition (2) satig- 
faite; il egt clair qu'on peut l '6tendre imm6diatement au cas g6n6ral en 
ge servant de la m6thode employ6e d a n s l e  n ~ 25. Donc nous pouvong 

6noncer ce th6or6me: 

Si les ddveloppements (3) des fonctions P , ( x )  convergent en dedans 
d'un anneau circulaire quelconque, le d~terminant infini D(p)  peut s'~crire 
comme une s6rie entidre tou]ours convergente de p; chaque coefficient de cette 
sgrie se repr~sente par une s~rie absolument convergente procddant selon les 
puissances et les produits des paramdtres a~; dans chacune de ces s6ries, les 
coefficients sont des polyn6mes en ,'r dont les coefficients sont des hombres 

rationnels. 

30. M. PolscAak a donn6 le nora d'invariants de l '6quation (I), 
relatifs ,~ l 'anneau circulaire (RR'), aux coefficients I t dang le d6veloppe- 
ment du d6terminant F ( w )  de M. Fucrls: 

(-- i )nF(o)  _--- + + . .  + + 

(oh le terme ind6pendant de to est 6gal k l'm.it6, d'apr$8 ce qui a 6t6 
d6montr6 dang le n ~ 27). Le probl6me de repr6genter analyt iquement  ces 
invariants a g~t6 r6solu, comme on gait, dans des cas assez 6tendus par 
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MM. FucHs ~ et HA~BURG~.R 2 et, dans le cas g6n6ral, par MM. PoI~cx~u~ ~ 
et MITTAG-LErrLER 4. Les expressions analytiques qui  ont 6t6 employ6es 
par ces auteurs pour reprdsenter les I , ,  contiennent certains param6tres 
dont les invariants eux-m~mes sont absolument ind6pendants; l'emploi des 
d6terminants infinis conduit ais6ment ~ des expressions plus simples, li- 
b6r6es de tout 616ment arbitraire. 

En effet, posons F ( t o ) =  f(p);  d'apr6s la formule (25), on volt que 
les quantit6s f(o), f ' (o) ,  . .  f ' ) (o) ,  divis6es par (2~'/) ", s'expriment comme 
des fonctions lin6aires homog6nes de D(o) ,  D ' ( o ) , . .  D(~)(o) darts lesquelles 
les coefficients sont des expressions enti6res rationnelles, ~ coefficients ra- 
tionnels, en ~ri. Done, en posant p = o dans les formules 

= f ( p ) ,  
@ 

F ( , o )  = f ' (p )  . 

, F(.)(to)__ # . , ( p ) ( d p ~ +  ..  + f,(p) d.p 
"" , \ d r  deo" ' 

on obtient F ( I ) ,  F ' ( I ) ,  . .  F(')(I) sous la mgme forme. 
Or on a 

F , . ) ( o )  
= Iz__ 

et les Fz)(o) peuvent s'6crire comme des fonetions lingaires homog5nes, 
coefficients rationnels, de F ( I ) ,  F ( I ) ,  . .  ~ ' ) ( i ) ;  done: 

Les invariants de l'dquation (i), relatifs h l'anneau circulaire (tlR'), 
peuvent toujours s'exprimer comme des fonctions lindaires homog~nes de 

1 FUCHS~ ~)ber die DarsteUung de~" Functionen complexer Variabeln, insbesondere der 
Integrale linearer Differentialgleichungen, J o u r n a l  f a r  M a t h e m a t i k ,  t. 75. 

HAMB~JI~GER~ ~'ber ein Princip %ur Darstdlung des Verhaltens mehrdeutiger Func- 
tionen einer complexen Variabeln, insbesondere der Integrale linearer Differentialgleichungen 
in der Umgebung singulgirer Punkte, J o u r n a l  f a r  M a t h e m a t i k :  t. 83. 

s POI~CAR1~ Sur les groupes des dquations lindaires, Acta  mathemat ica~ t. 4; 
voir aussi: VOGT~ Sur les invariants fondamentaux des dquations diffdrentielles lindaires d~c 
second ordre, th~se~ Paris I889. 

4 MrrrA(~-LI~F~E~ Sur la reprdsentation analytique des intdgrales et des 6wariants 
d' une dquation di ff drentielle lindaire et homog~ne, Acta  mathemat ica~  t. 15. 
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D(o),  D ' ( o ) , . .  1)(")(o); dam chacune de ees fonctions, les coefficients sont 
des polyn6mes en ~ dont les coe#icients sont des hombres rationnels; 

et, d'aprds ce que nous avons d6montr6 plus haut: 

chacune des quantit~s D(o),  D ' (o) , . . /~") (o)  peut s'dcrire comme une 
s~rie absolument convergente ordonnde selon les param~tres a~. dans laquelle 
les coefficients sont des polynSmes en ~r ; et, dans ces polyn6mes, les coeff'wients 
sont des nombres rationnels. 

3 I. Appliquons ees ggn6ralitds k un exemple. Soit 

dz,+ ~ -{--- + y-----O 

l'6quation diff6rentielle propos6e; on aura identiquement 

(44) 

~(p) = p ~ o - -  ,) + fl, r ~ o  + ~)' 

si k < i - -  , 

__ r 
tb~'~-' ~(p + i)" 

Premier cas: I -  4fl n'est le carr6 d'aucun cntier. 
tines Pl ,  P~ de ~(p) seront incongruentes: 

I - - r  --4~ I + I I - - 4 ~ .  

Les deux ra- 

donc ~2(p) preudra la forme 

~2(p) = ,  + M , ~ o t ( i , - - p , ) ~  + M,~cot  (p - -  p~) ,= 

ou, cn vcrtu dc l'6galit6 /~1 "4" M~ ~ o ,  

~ ( p )  = ! nt " 2 M  1 s i n 2 p ,  lr 
7t cos  2/}t n - -  Cos 2p 
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Pour calculer 21/1, faisons usage de la mdthode employde dans le n ~ 28. 
D'apr6s  (29) , en 6crivant B(p) sous la forme 

~o ov 

.,~(p)= ~ + Z d "  = ~ + Z 5: ~7'.,., 
m ~ $  ~'t=2 Pl..Pm 

la s6rie ~q:a) sera identicluement nul le  pour toute valeur impaire de m; 
et en posant, pour abr6ger les formules, F(p) ---- ~(p)~(p + i), on aura: 

I 

g~') ( - -  ~)~(~rY ~ ~o  + ~,)p(p + ~,). V~o + r ,) '  
p ~ < . . < ~  

En repr6sentant ~2 (2k) par une expression de la forme suivante: 

~ )  ___ 2/3/ (2 , )~  r s i n  2p ,  
c o s  2p~ ~r ~ c o s  2 p  rr ~ 

nous savons que l a  constante M~ ~) peut ~tre exprim6e comme une fonc- 
tion enti6re rationnelle, ~ coefficients rationnels, de 

a ' ,  P l~  
P l  ~ P $  
- - ,  ~cot(p,  - -  p~)rc 

ou, ce qui revient au mgme, de 

I 
7t~ P l  : zp'-~-- I t ~cOt2P1~r; 

bornerons-nous k calculer M~ :) et M~ 4). 
Parmi les fonctions F(p + m)(m = o,  +_ ~, ..), F(p) et F ( p -  ~) 

sont les seules qui s 'annullent pour p = Pl;  donc le r6sidu de la fonc- 
tion ~2 (:), relatif  au pble Pl ,  aura la valeur:  

[, , ] 
- ~ )  = - - ~ r  ~ +  (,o,) ~'(~,- ~ )  �9 

Pour trouver la valeur de M~ 4), 6erivons ~2 (4) sous la forme 

I 2 I [ 
' +--,) 
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pour abr6ger, d6signons par le symbole R ( A )  le r6sidu, relatif au p61e pl, 
d'une fonction quelconque A; posons 

, , 

= H =  F ( p + m ) F ( , p + m + I )  G F ( p + m  ' F ( p + m )  ' K------ 

on obtiendra ais6ment 

R ( H )  = 
r'(/,,) r ' ( p , -  ~) 

[r(p,)]' IF'O,-- ~)]', 

I 

.~(K) = f ( p , - -  2) F '~o, - -  I) 
I 

+ F(p,)F~o, + ~ ) -  

x r ' ( p ,  - -  O t ' ( p , )  + F " ( p , ) ~ ( p ,  - -  O.  

[ r ~ ,  - -  0 ] '  [ t - " (p,) ] '  

de plus, puisque (ar)~G = [~(~)]~, on a: 

(~q*)~R(G) ~ - - -  2 [2~l~)]~Ttcot 2pl 7/", 

et la quantit6 21~ 4) se trouve d6termin6e par la formule 

Ces  quantit6s une fois ealcul6es, le r6sidu M 1 s'obtiendra par la formule 

M ,  = 2 d 7 ) +  ,r ~) + . .  + M i  TM + . .  

S e c o n d  e a s :  i ~  4fl est le carr6 d'un 
p~, p~. de ~(p) seront congruentes: 

entier p. Les deux racines 

t - - 1 '  t + p  
Pl ----- P2 ~ ' 2 ) 2 

Donc, en vertu des formules (27) et (27'), la fonction $2(p) pourra s'6crire 

$ 2 ( p ) =  I-4- M n ~ p [ ~ ' c o t ( p - l L P ) ~ ' ]  = I - - M n  S i n ( p T P )  ; 
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d'apr~s ce que nous avons vu dans le n ~ 28, chacune des fonctions ,t~m 
prendra la forme 

sin + 

M~] ~) d~signant le produit de (at) * par un polynbme en 7:, k coefficients 
rationnels. Donc Mn se repr6sentera par une s6rie de la forme 

~ ,  = R,~r + R~(~r) ~ + . .  + R,(~r)~ + . .  

oh les R, sont des polyn6mes en Ir .dont les coefficients sont des nombres 
rationnels. 

Dans tous les deux cas, le d6terminant D(p)s'obtiendra par la 
formule 

sin(p - -p , ) ,  sin(p + p,)~ ~(p~.,, D(p) 

Ajoutons que les formules pr6e~dentes mettent en (~vidence ce fair 
que les invariants de l'~quation (43), consid4r~s comme fonctions des 
param6tres a ,  fl ,  7", ne d6pendent que de fl et du produit a T. 

Une pattie des recherches qui ont fait l'objet de ce m~moire, a 4t6 
publi6e auparavant dans les Comptes  r e n d u s  de l ' A c a d 6 m i e  des 
Sciences  de Su6de ( 0 f v e r s i g t  af  Kongl .  V e t e n s k a p s - A k a d e m i e n s  
F S r h a n d l i n g a r ,  189o). 


