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SUR LES DETERMINANTS INFINIS

ET LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
PAR

HELGE von KOCH

4 STOCKHOLM,

Dans une note récente,’ j’ai appelé 'attention sur le parti qu'on peut
tirer des déterminants infinis pour la théorie générale des équations diffé-
rentielles linéaires et, particuliérement, pour la résolution du probléme
suivant. Etant donnée une équation différentielle linéaire homogéne dont
les coefficients sont holomorphes 4 lintérieur d'un certain anneau circu-
laire: obtenir pour ce domaine un systéme fondamental d’intégrales sous
la forme analytique qui, d’aprés les recherches de M. Fucms,® caractérise
toujours les intégrales & lintérieur d’une telle partie du plan.

Grace aux travaux de MM. Fucms, HaMBURGER, PicArRD et Mirrac-
LerrLer,” on posséde des méthodes pour résoudre implicitement le pro-
bléme, c'est-a-dire, on peut trouver certaines formules analytiques qui
donnent les intégrales pour le domaine considéré sous une forme qui est,
toutefois, essentiellement différente de celle signalée primitivement par
M. Fucas.

Y Sur une application des déterminants infinis & la théorie des équations différen-
tielles linéaires, Acta mathematica, t. 15.

* Fucns, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verdnderlichen Coeffi-
cienten, Journal fiir Mathematik, t. 66.

* Fucns, Journal fir Mathematik, t. 75; HAMBURGER, Journal fiir Mathe-
matik, t. 83; PicArp, Comptes rendus des séances de 1'académie des sciences
de Paris, Mars 1379; MITrAG-LEFFLER, Acta mathematica, t. I5.

Acta mathematics. 16. Imprimé le 5 mai 1893, 28
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Le probléme direct, qui consiste a obtenir les intégrales sous leur
forme explicite, a été l'objet de recherches nombreuses, parmi lesquelles
il convient de rappeler ici celles de M. Fucus déja citées et celles de
M. Tuome.! Ces auteurs ne se sont pourtant occupés que de certains cas
particuliers. De plus, on sait que les recherches profondes et extréme-
ment remarquables qu'a publiées M. PoiNcaRE® au sujet des intégrales
irréguliéres, n’ont pas eu pour but d’obtenir actuellement ces intégrales,
mais de les représenter asymptotiquement au moyen de certaines séries
divergentes.

Dans la note citée, j’ai indiqué comment on pourrait traiter le pro-
bléme d’une maniére générale & l'aide des déterminants infinis, mais je
nai donné la solution définitive que sous certaines restrictions. Dans
le mémoire présent, le probléme sera résolu dans toute sa généralité.
Pour atteindre ce but, il faut d’abord s'occuper un peu de la théorie des
déterminants infinis. En effet, cette théorie nouvelle dont lintroduction
dans lanalyse est due & MM. Hirn® et Poincarg,* n'a pas encore, & ce
quiil parait, captivé lattention des géométres tant qu'elle le mérite e,
naturellement, il doit rester bien des lacunes & combler et beaucoup de
théorémes a établir. Dans ce qui suit nous nous bornerons a développer
(I, § 1) ce qui parait nécessaire pour pouvoir appliquer Vinstrument
nouveau d'une maniére absolument rigoureuse au probléme que nous nous
sommes proposeé.

Le § 2 contient une application des déterminants infinis a la résolu-
tion de certains systémes d’équations linéaires out le nombre des inconnus
de méme que celui des équations est infini.

Dans la partie II se trouvent les appliquations qui se rapportent a
la théorie des équations différentielles linéaires.

! TrOME, Zur Theorie der linearen Differenttalgleichungen, Journal fiir Mathe-
matik, t. 74 et suiv. ,

* POINCARE, Sur les intégrales irréguli¢res des équations linéaires, Acta mathe-
‘matica, t. 8. Voir aussi: Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux
différences finies, American Journal of Mathematics, t. 7.

* HiLL, On the part of the motion of the lunar perigee which is a function of the
mean motions of the sun and moon, Cambridge, Wilson 1877; Acta mathematiea, t. 8.

* PoINCARE, Sur les déterminants d'ordre infini, Bulletin de la Société mathé-
matique de France, t. 14,
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1.
8§ 1. Sur quelques propriétés des déterminants infinis.

1. Soit 4y (i, % = — 00 .. + o) une suite doublement infinie de
nombres donnés et désignons par

Dm == [-Aik]i, =—m.tm

le déterminant des quantités 4,, (¢, k¥ = — m .. + m); si, pour des valeurs
indéfiniment croissantes de m, la quantité D, a une limite déterminée D,
on dit que le déterminant infini

[Aik]i,k=—m..+ ®

est convergent et a D pour valeur.. Dans le cas ou la limite D n'existe
pas, le déterminant en question sera dit divergent. En d’autres termes,
le déterminant infini

[Aik]i,k= —w.t o

est convergent, si a chaque quantité positive ¢ correspond un nombre positif
entier »' tel qu'on ait

!Dn+p_Dn‘ <d

pour toute valeur de n supérieure & n' et pour des valeurs quelconques
de lentier positif p; le déterminant est divergent, si un tel nombre n’
P > gent,
n'existe pas.
Convenons d’adopter les dénominations suivantes. La diagonale prin-

cipale du déterminant 1) est 'ensemble des éléments 4; (i = — 00 .. 4+ c0);
la ligne ¢ est constituée par les éléments 4, (k= — 00 .. 4 o0) et la
colonne k par les éléments 4, (i =-—co .. 4 o0). Un élément quel-

conque 4, gappellera élément diagonal ou non-diagonal suivant qu'on a i =k
ou ¢Zk. Enfin, Pélément 4, sera nommé lorigine du déterminant con-
sidéré: c'est celui des éléments diagonaux qui appartient & la fois aux
deux diagonales de chacun des déterminants D

m*
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Il cst clair qu'on peut former avec les éléments A4, une infinité de
déterminants infinis ayant les mémes diagonales principales mais des ori-
gines différentes; rien ne permet d’affirmer a priori qu'ils sont convergents
ou divergents en méme temps ou, s'ils convergent, que leurs valeurs sont
les mémes. Un déterminant infini n'aura donc en général aucun sens
déterminé que quand on connait sa diagonale principale et son origine.

2. Soit donné un déterminant infini D; pour que D converge, il
suffit que le produit des éléments diagonaux converge absolument et que
la somme des éléments non-diagonaux converge absolument.

Posons, en effet, 4, = a, (pour ¢2%) et 4,= 1 4 a,: par hypo-
these, la série

Zi Zk’ au‘ (e — 0. 4 )

est convergente, d'ot l'on conclut immédiatement qu’il en est de méme
du produit

P= H‘(I + 2;!“& ,) (ik=—.. + )
Formons les produits
4+m +m +m +m
’Pm ::isn—m(l +k=§maa); T)m =i£m(l +k=z_m'a'* D;

sl, dans le développement de P,, on remplace certains termes par zéro et
change les signes de certains autres termes, on obtiendra D, ; par consé-
quent, 3 chaque terme dans le développement de D, correspond un terme
dans le développement de P, de telle maniére que celui-ci n’est jamais
plus petit que la valeur absolue de celui-la; de plus, en remplacant cer-
taines quantités a, par zéro, certains termes s'annulleront dans les dé-
veloppements de D,,, et P,,,, et, parmi les termes de P,,, qui s'évanouis-
sent, on trouvera évidemment ceux qui correspondent aux termes annullés
de D,,,; or, en remplagant les quantités a, [i, k= +(m+1),.., + (m -+ p)]
par zéro, D, ., et P,,, deviennent égaux a D, et P, de sorte que, dans
ce cas, D,,, — D, et P,,, — P, représentent respectivement les termes
de D,,, et P,., qui gannullent. Par conséquent, on a

‘Dfnﬂ’ - Dﬂ“ _S_— ?M+p — Pp.
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En vertu de la convergence du produit P, on peut faire correspondre
a chaque quantité positive ¢ un entier positif #’ tel qu'on ait, pour #n > #’
et pour des valeurs quelconques de lentier positif p,

Pyp,—P,<d .. |D,,,—D,| <0,

ce qu’il fallait démontrer.

Pour le cas ou les éléments diagonaux sont tous égaux a l'unité, ce
théoréme est dit a M. PoincArRg (Bulletin de la Société mathéma-
tique de France, t. 14, p. 77). )

L’étude des déterminants infinis dont les éléments remplissent les
conditions énoncées plus haut et dont la convergence vient d’étre établie,
sera l'objet principal des pages suivantes. Nous convenons de dire que
ces déterminants sont de la forme normale.

3. Dans le n° 1 nous avons défini un déterminant convergent comme
la limite D vers laquelle tendent les déterminants D, pour des valeurs
indéfiniment croissantes de m. Dans le cas des déterminants de la forme
normale, on voit facilement qu'un mode de génération plus général con-
duit au méme résultat. Désignons par D, , le déterminant [4,])iic_p 1m
et par P,, le produit

+m +m

T)m,n =i=I!:”(I +k=z_nlailc l);
si p désigne le plus grand des nombres m et n, il est clair que tous les
termes de D,,, se trouvent dans le développement de D,, et que chaque
terme de P, , est aussi un terme de P,,, d’ou il suit, en raisonnant comme
plus haut, que

I‘Dp,p - Dm,ﬂ‘ é Pp,p — Ppuns

or, pour des valeurs indéfiniment croissantes de m et de n, les quantités
P,,s Pn. tendent vers la méme limite P; donc D,, et D, , tendent vers
une limite commune et, comme D,, désigne le méme déterminant que
nous avons désigné auparavant par D,, cette limite est égale & D. Donc,
pour définir le déterminant D, on peut faire usage des déterminants D, ,
tout aussi bien que des déterminants D, du n° 1.
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Appliquons ce résultat & un cas particulier. Soit A un entier quel-
conque, mais déterminé, et posons, pour un moment,

D,.=D,, Dpiimr= Ap;
les deux suites infinies
(D) n,pn,D,,..,D,,..
(a) AL,A LA, A, ..

auront la méme limite D; or nous savons, d’aprés le n° 1, que la suite
(D) définit le déterminant [A,]i;-— . ;. et que (A) définit le déterminant
[4ivipir)ite—w 4+ Cest-a-dire celui qu'on obtient en choisissant I'élément
4,, pour origine dans la table des éléments A4,. Par conséquent, dans
un déterminant de la forme normale, on peut prendre un élément dia-
gonal quelconque pour origine: la valeur du déterminant reste toujours
la méme.

4. Un déterminant de la forme normale reste convergent si l'on
remplace les éléments d'une ligne quelconque par une suite de quantités
qui sont toutes plus petites en valeur absolue qu'un nombre positif donné.

Remplagons, par exemple, les éléments de la ligne numérotée o:

v Ay e Ay o Ay
par des quantités
R TR TR I
vérifiant l'inégalité
| <p,  nzo,

et soient D) et I’ ce que deviennent D, et D. Désignons de plus par
P,, et P’ les produits obtenus en supprimant dans P, et P le facteur
correspondant a l'indice o; on voit immeédiatement qu’aucun terme de D;,
ne peut étre plus grand en valeur absolue que le terme correspondant
du développement de pP,, et, en raisonnant comme dans le n° 2, on obtient

| Dy, — Dip| < pPuyy — pPis

ce qui démontre la proposition énoncée.
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Ce théoréme, démontré par M. Porvcarf pour le cas o tous les
éléments de la diagonale principale sont égaux & 1, peut facilement étre
généralisé. En se servant d'un mode de démonstration parfaitement ana-
logue au précédent, on peut prouver qu'un déterminant de la forme
normale reste convergent si 'on remplace les éléments d'un nombre quel-
conque de lignes ou de colonnes par des quantités qui sont, en valeur
absolue, inférieures & une quantité donnée.

5. En conservant les notations du numéro précédent, il est clair
qu'on a: ‘ o B
|Dl=P; | D[ pP.

En effet, les inégalités ou égalités
|Dnl SPusP; | Du| S pPo S pP

subsistent pour toutes les valeurs de m et, pour des valeurs indéfiniment
croissantes de m, D,, et D, ont pour limites D et D'

6. Si l'on change, dans un déterminant de la forme normale, I'une
dans lautre deux lignes ou deux colonnes, le déterminant change de
signe; il est nul, si deux lignes ou deux colonnes sont identiques.

En effet, soient I’ et D, ce que deviennent D et D, en changeant
lune dans l'autre deux lignes quelconques; on peut toujours choisir m
assez grand pour que ces lignes appartiennent toutes deux au détermi-
nant D,. On a donc

D,=—D,.

Or, en fixant arbitrairement une quantité positive ¢ aussi petite qu'on
veut, on peut trouver un entier n’ tel que, pour n > ’

|D—D,|<¢, |D—D,)|<d;
par conséquent on aura, en choisissant % suffisamment grand,

D4+D|=|D—D,+ D —D,|<|D—D,|+ | —D,

< 20,
ce qui conduit & I'égalité

D = —D.
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La seconde partie du théoréme énoncé est une conséquence immé-
diate de cette égalité.

7. Le développement d’un déterminant de la forme normale peut
étre présenté sous beaucoup de formes différentes.
a) Partons de lidentité

A'2m+1 = A] + (A2 - Al) + ..+ (A2m+1 - A?m)

A2r+1 = [Aik]l,t=-——r..+r7 Azr = [Afk]f,k==—(r——l)..+r;

posons
A, = a,, A, =1+ a;
A?"+l - A?r = V2r+1) A?r - A'lr—-l = V?r

a—"'r-" A—r,—r+1 .. A—r,r
V _ 'A——r+l,—r A~r+l,;—r+l M A-——r+l,r

2r+1 T

A, A_., .. A,

A-—r+1,—r+1 . A—r+1,r——1 A-—r+1,r
V?r ==

Ar~1.—r+1 * Ar—l,r—l 'A'r——l,r

Ar,~—r+1 . Ar,r—l a,..,

et faisons croitre m au dela de toute limite. Si D est la valeur du dé-
terminant donné, on aura

(a) D=V, +V,+..4+ V. +...

La série du second membre est convergente, puisque A,,,, et A, ontla
méme limite D (n° 3); elle est aussi absolument convergente, ce qu'on voit
en la comparant & la série 4 termes positifs

(a)) P=I, 4, —1)+ ..+ 0, — ) + ..,
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ou

. +r d . +7 +r

I, = i=1_£-(1 +k=z__r ’ @ I )3 IL,, =1=g+1(1 +k=§+1 I @iy |)
et en remarquant que
(a'”) l Am - Am—-ll é ﬁm - ﬁ-m—~1'

b) Chaque expression II, — II,,_; peut s'écrire comme une somme de
termes positifs dont aucun n'est plus petit que le terme correspondant du
développement de V,. Si donc on écrit, de la maniére ordinaire, le dé-
terminant V, comme une somme de |m = M termes et quon remplace
ensuite chacun de ces termes par sa valeur absolue, la série (a) restera
encore convergente. En d’autres termes, si I'on a

M
Vm = zvmk ]
k=1
la série double
(b) D= Zmzkvmk

est absolument convergente.

¢) On peut conclure de 13 que le déterminant D peut se mettre
sous la forme

(c) D=Ei..A_m,_m..Ao,o..Am,m..,

les termes indiqués par le signe X sobtenant en permutant de toutes
les maniéres possibles les premiers (ou seconds) indices du terme principal:

Ay Ay A

et en attribuant & chaque terme ainsi obtenu le signe 4 ou le signe —
suivant la parité ou limparité du nombre des transpositions nécessaires
pour passer du terme principal au terme considéré. |

En effet, chaque terme du développement (c) n’est qu'une combinaison
de certains termes du développement (b); ce dernier étant absolument
convergent, I'expression du second membre de (c) aura une valeur déter-
minée et absolument indépendante de l'ordre des termes. Et comme, de
plus, chaque terme du développement (b) se présente aussi dans le déve-
loppement (c), 'égalité (c¢) se trouve démontrée.

Acta mathematica. 16. Imprimé le 6 mai 1892, 29



226 Helge von Koch.

d) Chaque terme du développement (c) contient comme facteur un
élément et un seul d'une ligne ou d'une colonne quelconque. Par consé-
quent, le déterminant D peut s'écrire comme une expression linéaire et
homogéne des éléments d’'une ligne ou d’une colonne quelconque. Si, par
exemple, nous voulons le développer suivant les éléments de la ligne
numérotée ¢, le coefficient de A4, s'obtiendra en annullant, dans le déter-
minant D, tous les éléments de cette ligne excepté A,, qui doit étre
remplacé par l'unité. Désignons par

a;dj A, = g; == <;) =

le déterminant ainsi obtenu, de sorte qu'on ait
(d) D = z,,Aaa,,.

Les déterminants a,, auxquels nous donnerons le nom de mineurs ou sous-
déterminants du premier ordre, satisfont d'ailleurs aux relations suivantes

(d) 0=2, A0, =1

qui découlent immédiatement du théoréme (6). Des considérations ana-
logues conduiraient aux égalités

D= Ei Aihau )

0 =X, 4,0, r=h

Il est clair que le mineur a, peut, outre de la maniére déja indi-
quée, g'obtenir aussi en supprimant dans D la ligne i et la colonne %,
et en attribuant au déterminant résultart le signe (— 1)*. En effet,
on n'a qu'a se rappeler que les deux modes de génération conduisent a
des résultats identiques dans le cas des déterminants finis et & raisonner
ensuite comme dans le n° 3.

e) Le déterminant D étant linéaire par rapport aux éléments de
chacune de deux lignes quelconques i et m, si I'on veut le développer
suivant ces éléments, le coefficient de 4,4,, sobtiendra en remplacant
les éléments A, , 4, par lunité et les autres éléments des lignes ¢ et m
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par zéro. Le déterminant ainsi obtenu s'appellera un mineur du deuxiéme
ordre et sera désigné par I'une ou l'autre des notations

4, 4, 324 <7, M)
A, A4, | 24addm  \E /)’

adj

il est facile de voir qu'on a
?’D 3*D i m i m>
040 A - 0439 Anm, T <'ﬂ, k> - <k n ’

d'ou Yon conclut que

© p=2.2.

k<n

in

Alk A
Amk Amn

G ")

f) Plus généralement, si Von désigne par

A, .. A, o
adj| - o =<z1 ..z,>
4 A o

irky irkr

le déterminant obtenu en remplacant dans D chacun des éléments
Ay - Ay, par l'unité et tout autre élément des lignes i .., ou des
colonnes k, .. %, par zéro, on aura

Ailkl . Ail"r . .
% . 2
f D = . . . 1 ).
(f) 2 :h 2 :kz .. 2’; <k1 . k)
by <y oo < Br . A

irky
Le déterminant
(@1 .. z,)
k ..k,
sera nommeé un minewr ou sous-déterminant de Uordre r; on peut I'obtenir,

comme il est facile de le voir, en supprimant dans D les lignes i, .. i,
et les colonnes %, ..k, et en attribuant au résultat le signe

(___ I)(i,—l;,)+..+(ir—kr).
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En résumé, un déterminant D de la forme normale peut étre dé-
veloppé suivant les déterminants formés par les éléments appartenant a
une combinaison quelconque de lignes ou de colonnes. On voit facilement
quil ne faut pas nécessairement que le nombre de ces lignes ou de ces
colonnes soit fini. Le théoréme de LAPLACE sur le développement des
déterminants ordinaires peut donc étre généralis¢é de maniére a embrasser
completement le cas des déterminants infinis de la forme normale.

g) Il est clair que le déterminant D peut étre développé suivant les
éléments d'une ligne et d'une colonne quelconque. Prenons, par exemple,
la ligne o et la colonne o. Le coefficient de A4, est «,, et celui de

AyA, est
G W=—0 ¥

ce qui nous permet d'écrire

&) D= 4,9, — Z A, 4, (Z 2) . (k=11 L o)
ik

h) Enfin, on peut développer le déterminant D de maniere a mettre
en évidence les dimensions de ses termes successives par rapport aux quan-
tités a,. En cffet, on peut démontrer d’'une maniére absolument analogue
a celle employée pour le cas des déterminants finis, que I’égalité suivante
a lieu:

0 D=1+

les indices p, q,r, .. parcourant tous les nombres entiers positifs et néga-
tifs qui satisfont aux conditions

[{

7

Gpp Uy
Ggp  Qgq

a, a, a,

pLg<r<...

8. De cette derniére formule ou de la formule (c) on peut tirer
une conséquence importante. On voit en effet que la valeur de D n'est
pas altérée par des déplacements quelconques entre les lignes et entre
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les colonnes, pourvu toutefois que ces changements soient tels que les
éléments diagonaux et les éléments non-diagonaux restent respectivement
diagonaux et non-diagonaux.

Pour cette raison nous dirons que les déterminants de la forme nor-
male sont absolument convergents.

0. Etant donné un déterminant D de la forme normale, si l'on
remplace les éléments d'une ligne quelconque par des quantités yp, dont
les valeurs absolues n'excédent pas un nombre positif donné, le nouveau
déterminant I’ jouira des mémes propriétés que l'ancien et pourra, en
particulier, étre développé suivant les quantités ;.

Remplagons, par exemple, les éléments de la ligne o par des quan-
tités g, vérifiant l'inégalité

] < s
et soient A, et V, ce que deviennent respectivement les déterminants A,

et V,, du n° 7. Soient de plus P’ et I, les produits obtenus en suppri-

mant dans P et IT, le facteur correspondant & la ligne o. Dans la série
convergente

P=pl + Zp(l, — 10, ),
chaque terme p(II,, — II,,_,) est une somme de termes positifs dont aucun

n'est plus petit que la valeur absolue du terme correspondant dans le
développement du déterminant

M
V= AL — AL, =XV,
d'olt Ton conclut que la série double du second membre de Végalité
= zmzk v;nk

converge absolument. On voit par la que la ligne o dans le détermi-
nant I’ joue le méme réle que toutes les autres lignes et que, par consé-
quent, les théoremes des numéros précédents subsistent sans aucune altéra-
tion pour les déterminants de la forme D,
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Un raisonnement analogue s'applique au cas ou l'on remplace
les éléments d'un nombre quelconque de lignes ou de colonnes par des
quantités inférieures en valeur absolue &4 un nombre positif donné.

10. Dans un déterminant D de la forme normale, remplagons les
éléments d'une certaine ligne, par exemple la ligne o, par des séries
finies ou infinies p,,

P = zlﬂth

telles quon ait
z). Iﬂn‘ < M (k= —-..4 )

p désignant un nombre positif donné. Le nouveau déterminant s'écrira
ainsi:
Zkaotllt = gaokﬂkl =2, (ZkaOk,ubl)’

cest-a-dire comme une somme d'un nombre fini ou infini de détermi-
nants infinis,

11. Soit D+ un déterminant de la forme normale; soient ¢, une
suite de quantités dont les valeurs absolues restent inférieures a un
nombre donné. Si I'on suppose ¢, = 0 et qu'on remplace les éléments 4,
de la ligne o par les quantités

o = Ao + EACA-AAH
le nouveau déterminant I’ pourra étre mis sous la forme
D = Xaydy =D + X6, Zapdy = D

et ne différera pas, par conséquent, de D.

12. Soient deux déterminants de la forme normale:

‘A' = [Ail‘]i,k=—m..+aa7 B = [Bit]i,k=—-cn..+cn;

si Uon définit des quantités C, par la formule

+ ®
Cu =j___§QA0‘Bkj’
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le déterminant infini
C= [Cik]i,k=—w..+m
sera de la forme normale et l'on aura:
AB = C.
Posons, en effet,

A4, = ay, B, = by; (iZh

A4, =1+ qa,, B, =14 b;
par hypotheése, les séries

S, =22 |aul; 8 = 2.2,|b]

gont convergentes. Or, en posant

Cp =cy ((2F), Ci= 1+ ¢,

on a

Cp = @y + by + zj%' by,
Ci = Gy + by + zjaij bij
ce qui, en vertu de la convergence des séries §,, S, et
Sp = zi,lw', |%~ bkjl?

suffit pour démontrer la convergence de la série 2.|c,|. Par conséquent,
le déterminant C est de la forme mnormale.

Pour mettre en évidence 'exactitude de 'égalite AB = C, il suffirait
d’adopter un mode de démonstration analogue a celui employé dans la
théorie ordinaire; mais il parait plus simple de procéder de la manicre
suivante.

Posons

M = z AijBkj’ Vi = La = Has

Jj=—m

4, = [Ailt]7 B, = [Bilc]7 Om=[pa], Cn= [Ca] (= —m..m)
4 =4, + an, B = B, + 8., C=0C,+ 7
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le déterminant C, peut étre exprimé de la maniére suivante comme
une somme de 2m -4 2 déterminants:

07" = ()UO,—-M M ﬂ'ﬂ,m) + (/‘0,—»: . ﬂo,m—ly()m) + (f‘(),—m . ﬂo,m—'zyo,m-——l OOm) + ..
ot (/%,—m”o,~m+1oo,—m+2 .. COm) + (Vo,—mCo,-m+1 .. OOm))

les lignes numérotées o des déterminants respectifs étant seules représentées.
Or, dans chacun de ces déterminants, tous les mineurs correspondant aux
éléments v, sont, pour des valeurs quelconques de l'entier m, inférieurs
en valeur absolue au produit

“+ o>

to
P =._=I;[w(I +k=§m } cik‘)'

Par conséquent, en remarquant que

0: = (ﬂo,—m A ,uo,m))

on aura
+m

+m
|Co—Ca|<PX X |u;

t=—m r=-—

mais, en choisissant m suffisamment grand, le second membre de cette
inégalité deviendra aussi petit qu'on veut; c'est ce qui arrive, en effet,
pour le second membre de l'inégalité

+m o

+m +m
>z X anIS:j:Z th,k{[aijbl‘/l + |a, ;i)

k=—m r=—m m+1 —

Donc, en se donnant une quantité positive quelconque ¢, on peut
déterminer Ventier m’' de telle maniére que, pour m > m', les valeurs
absolues

|4 —4,], | B— B,|, |C—C,l, |C, — Cn|

soient toutes plus petites que 6. Soit @ une quantité positive suffisam-
ment grande; on aura

,AB— AmBmI = IAm‘ﬂm + amBm + amﬁm! < ()O + (?2)
C—Cn| < 24,
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ce qui, d'aprés le théoréme de multiplication des déterminants finis:
A,B, = Cn,
conduit a écrire
‘AB—C’]<6‘(Q+ é+ 2)

ou enfin
AB = C.

13. Soit D = [A,] i——w.1+. uh déterminant infini de la forme nor-
male; si 'on désigne par a, ses mineurs du premier ordre, on a

ailh .e ailk, . .
2, e 2
—1 1 r
(a) . . . — _D" (k ) ,
1 ¢« Ny

Aik, -+ O,
oo t,5 k, ..k, désignant des entiers quelconques,
En partant du théoréme de multiplication démontré dans le numéro
précédent, la démonstration de ce théoréme devient identique a celle de
la théorie ordinaire’ et pourra étre omise. En revanche, nous allons

établir quelques autres formules qui se rattachent & celle-l14 et dont nous
aurons besoin dans la suite.

Y

ho Z') désignant toujours le mineur ob-
k.. T

tenu en remplagant dans D les éléments 4, .. 4., par l'unité et les
autres éléments des lignes ¢, ..4, ou des colonnes %, ..k, par zéro, ce
déterminant sera nul si deux 4 ou deux k sont égaux et changera de
signe si deux ¢ ou deux % se changent I'un dans l'autre.

Cela posé, formons la série double:

Rappelons d’abord que, <

' 4 .. G, M\ /i
S = (1 . " )( >Am 5
2.2 [ T VAV YA
cette série est absolument convergente, car les quantités

m(e

! Voir p. ex. BALTZER, Theorie und Anwendung der Determinanien, 5t Aufl., p. 63.
3 s P
Acta mathematioa. 16. Imprimé le 7 mai 1892, 306
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sont toutes plus petites en valeur absolue qu’un certain nombre positif,

et la série
Z i ..t m)
"‘(k ook k

1 r

converge absolument puisqu'elle n'est autre chose que le développement

. ..,
du déterminant obtenu en remplagant dans le déterminant (l k)

Wy e . r

chaque élément de la colonne % par l'unité.
On a donc le droit d’écrire

i, .. m ')
S=Z"‘<k11 .k k>z‘</1>A'“

@ 8 .t M
Z*sz(kl .k, k> m
mais
; D, st m=1
? ’
4,, =
@ Z‘<A> ’ { 0, sim3i
et

1 r’
== % by B Byy o 8 ]
— _ ) sid=1Fk; v=1.r)
1 v—1 v+1 r

NV AV WAV AP AP iy AR &

‘v—1 r
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ce qui entraine l'identité suivante:

A 0 o () A R (R )

1 y=1 1 7
. s » . ’ 1 + - » . -
En particulier, si ¢ est égal a l'un des indices 4, ..+¢,, par exemple

! g > s’évanouit et I'on a:

i = i,, le déterminant <k e
1 P

O L B L R T () T

1"

De plus, en remarquant que les colonnes peuvent étre regardées
comme des lignes et wvice-versd, on obtient l'identité

@ 6D =ZO6 L DG )
qui, pour & = k,, prend la forme

@ GG D=6 6

1 1 1 i

14. Jusqu'ici nous n’avons étudié les propriétés des déterminants infinis
que sous la supposition que ces déterminants fussent de la forme normale.
Tl est facile de voir qu'on peut ramener & ce cas une classe plus géné-
rale de déterminants infinis. Supposons, en effet, que les quantités 4,
satisfassent aux conditions suivantes: 1° le produit II, 4, converge ab-
solument; 2° il existe une suite de quantités z, (k = — 00 .. + o) telle

que la série double .
’ g
Zi Zk A"‘,;;; t=h
converge absolument. . Je dis que le déterminant infini

D= [Aik]i,k=——m..+m

converge et jouit des mémes propriétés qu’'un déterminant de la forme
normale,
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En effet, posons

— £
Ay = Au?
g
et formons le déterminant infini

D= [Zik]i,t=—m..'¥°°;

ce déterminant étant de la forme normale, on peut lui appliquer la for-

mule (b) (n° 7); désignons par vV, et V.. ce que deviennent V et V,,
en remplagant les 4, par les 4,; on aura

or on voit aisément que

Vm = Vm’ mG = lec’

m et k désignant des entiers quelconques. Par conséquent, le détermi-
nant D converge, a la méme valeur que D et peut, de plus, étre repré-
senté par la formule suivante:

D=V, + YV, +..+ V. +..
=zmzkvmk'

En prenant cette formule pour point de départ, on voit, tout a fait
comme dans le cas des déterminants de la forme normale, que les théo-
rémes du n° 7 ainsi que ceux des n* 8, 12 et 13 sappliquent aussi an
cas du déterminant D. Au contraire, le théoréme du n° 9 subit la
légere modification que voici.

Remplacons dans le déterminant D les éléments de la ligne ¢:

(k=—o00.,4 ®)

Al
»

par des quantités

— ;i
iy, = — k=—o,.4
e = M ( )
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dont les valeurs absolues sont inférieures 3 un nombre donné, et soit D’
le nouveau déterminant; on pourra écrire ’

— — 9D
D’ = z -
kﬂkaAik)

or, en vertu des remarques du 1n° 9, et d'aprés ce qui vient d'étre dé-
montré, il est clair que la valeur de D' ne change pas si I'on multiplie
les éléments -de chaque ligne i par :—; et ceux de chaque colonne % par
z;; en d'autres termes, si l'on désigne par D’ le déterminant obtenu en
remplagant dans D les éléments de la ligne ¢ par les quantites y,, on aura

¢ T — 3D
D = = E;ﬂkm.

Le théoréme suivant se trouve donc démontré.
Soit un déterminant dont les éléments A, satisfont aux conditions
- énoncées plus haut; si 'on remplace les éléments d’une ligne i quelconque:

A(k (b=, + »)
par des ‘quantités
M (=t )

telles que les valeurs absolues des quantités

— r;

= —_ (k=—00.,+4 ®)
P ﬂkwk

n'excédent pas toute limite, le nouveau déterminant convergera et pourra
étre développé suivant les quantités p, de la maniére ordinaire.
Par exemple, §'il existe une quantité x telle que la série

zi Z; A2 (=h
converge absolument, on peut prendre

Xy = & (b=—o..+ )

et, en remplagant dans le déterminant D les éléments A4, de la ligne i
par les quantités 4, = 2*, on voit que le nouveau déterminant s'exprime
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comme une séric ordonnée suivant les puissances de x, dont les coefficients
sont les mineurs du premier ordre appartenant a ladite ligne.

15. Avant de terminer ce paragraphe, il convient de dire quelques
mots sur les déterminants infinis dont les éléments sont des fonctions
analytiques d'une variable indépendante p.

Soit

D(p) = [Ail:(aa)]t,t=—ao..+m

un déterminant infini ou les 4,(p) sont de telles fonctions, et posons,
comme plus haut,

Do(p) = [Aa(p))t=—m.+m3

soit 7' un certain continuum dans le plan représentatif de la variable p
en dedans et sur la limite duquel les fonctions 4,, sont finies et continues.
Nous dirons que le déterminant D est unmiformément comvergent dans le
domaine T si, aprés avoir fixé arbitrairement la quantité positive ¢, on
peut trouver un entier positif »’ tel que l'on ait

an-H’(:o) - Dn(p)l <d

dés que n > »', pour des valeurs quelconques de l'entier positif p et pour
toute valeur de p en dedans ou sur la limite de T.

Cela posé, si le déterminant D converge uniformément dans 7, il
représente dans ce domaine une branche uniforme d’une certaine fonction
analytique.

En effet, la sériec du second membre de 1'égalité

D=D 4+ (D,— D)+ ..+ (Do— Do) + .

converge uniformément en dedans de 7.

Supposons maintenant que les fonctions A, (p) satisfassent a la condi-
tion suivante: si l'on pose 4,(p) = a,(p), 4u(p) = 1 + a,(p), la série
double

Zcztlau(ﬂ)‘
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converge uniformément dans I.' Il est clair d’abord que le déterminant
D sera de la forme normale pour chaque point p de T. De plus, il est
facile de voir qu'il convergera uniformément en dedans de ce domaine.
En effet, le développement ((a), n° 7) est uniformément convergent puis-
que l'inégalité (a”) a lieu pour toute valeur de p appartenant a T et que
le développement (a’) de P converge uniformément en dedans de ce domaine.

Mais le développement (a) n’est pas le seul dont la convergence est
uniforme; cette propriété appartient & tous les autres développements du
n° 7. Considérons d’abord la formule (d). Puisque tous les mineurs du
déterminant D(p) sont plus petits en valeur absolue qu’un certain nombre
positif et que la série

Z, | 4u(p)|
converge uniformément dans Vintérieur de T, il en sera de méme de la

série
zk l Ay (p)an (p) l

et par suite de
zkAik(p)aik(p) = D(p).

La méme chose se démontre d'une maniére analogue pour les dé-
veloppements (e), (f) et (g), et il ne reste qu'a examiner la formule (h).
Ecrivons cette formule ainsi qu'il suit:

(h) D=1 4+ 8 +8" 4.4 84 ..

to o ~
! Une série double Zo:;z %v @uw ou les @,, sont des fonctions finies et continues d'un

nombre quelconque de variables, laquelle -converge pour chaque point d’un certain domaine
T, sera dite uniformément convergente dans ce domaine, si 3 chaque quantité positive &
correspondent deux entiers m/, n’, tels que l'on ait

‘ %ﬂ- ?v ow| <8
dés que m > m', m > n' et pour chagque point en dedans ou sur la limite de T'. De
mwéme, pour le cas des séries dordre de multiplicité 3, 4, ete. nous adopterons' des défini-
tions analogues.
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ou
a aPP am aP"
Q
o __ 4 re I __
S ""Z ’ 8 = Qpp Ay Qp | ’
P a?ﬂ aqq Pg.r
arp (qu arr
posons, pour un moment,
4w
U = k=§w | @] )

et développons le produit P = II,(s+ 4+ %) de la maniére snivante:

(E) 1—)=I+z;+zn+2ul+..+z(m)+..

A

ou

! 14 1
2=2u, Z ==’§upuq, = T,

P,

il est clair d’abord que
'Snl é zn’ IS",,___<__ Em’ .. ]S(m)l é Z(m)’ ..

et que, par conséquent, il suffit pour notre but de démontrer que la série
(h) converge uniformément. Si, & cet effet, nous écrivons P sous la forme

(ﬁ) P"—:p]+(p2~p1)+"+(pm"—pm~l)+"
ou
+r +r
DParp1 = igr(l -+ ui)’ Doy = =E,[+1(I + ui))

nous savons que la série 2, (p,— p,_,) converge uniformément en de-
dans de 7. Done, a chaque quantité positive ¢ correspond un entier »’
tel que I'on ait

mgn(pm e pm—-l) < 0

dés que n > n’ et pour toute valeur de p en dedans de 7. Or l'expres-
gion p,—p,_; se compose de termes positifs formés en multipliant cer-
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taines des quantités u,, le degré de ces termes par rapport aux u, étant
au plus égal a m. Donc tous les termes de l'expression

o0
X",
m=n

c’est-a-dire tous les termes de P dont le degré par rapport aux u, excéde
n — 1, se trouvent aussi dans la somme

Z (P~ D))
d'ot Yon voit que
X<
m=n
donc la série () et a fortiori la série (h) convergent uniformément a l'in-
térieur de T
Mais il y a plus: toutes les séries 8™ qui composent la série (h)

convergent aussi uniformément en dedans de 7. Pour le voir, démontrons
d’abord que chaque série ™ converge uniformément. La série

@)
2= X, Y

g T e
<ty <o <fh

s'obtient en remplacant certains termes de
zl’-x z#z . E#mumuﬂz Uy
par zéro; cette derniére série qui n’est autre chose que le produit

Z#x Uy, - Z/"zu’f‘z * z#ﬂ“ﬂm’

est évidemment uniformément convergente puisque la série 2,u, converge
uniformément; il en est donc de méme de X™. Or on a

aﬂll‘l ° al‘ll‘m
valeur absolue de | -+ .- . <ty Uy, oo Uy
Cpmpy >+ o

donc la série 8™ est uniformément convergente en dedans de 7.
Acta mathematica. 16, Imprimé le 10 mai 1892, ) 31
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16. Supposons, comme dans le numéro précédent, que les fonctions
A, soient telles que la série double 2,3, |a,(p)| converge uniformément
en dedans de 7. Soient y, une suite de constantes ou de fonctions qui
sont toutes, pour chaque point p de 7, inférieures en valeur absolue &
un nombre donné. Si T'on remplace dans D les éléments A4, d'une ligne
i quelconque par ces quantités g, on sait d’aprés le n° 9 que le déter-
minant nouveau converge dans ce domaine et peut étre représenté par
la série

zkﬂkaﬂ;

démontrons que cette série converge umiformément en dedans de 7. Puis-
que le mineur «, sobtient en remplacant dans D I'élément A, par
P'unité et les autres éléments de la colonne k par zéro, il est clair que

dans ce déterminant 1’élément diagonal de la ligne % est nul et que, par
conséquent, on a, d’aprés le n° g3,

|ax] < P. 2; 0]

pour tout point p du domaine 7. Or la série 2,2,|a,| étant uni-
formément convergente dans ce domaine, il en sera de méme de Zk]a,-fl;
donc la série 2,10, est a fortiori uniformément convergente en dedans de 7.

17. Supposons maintenant qu'il existe une snite de quantités x, qui

rendent la série double
2
z.- Zk } aﬂ(P);k

uniformément convergente en dedans de 7. Dans ce cas, le déterminant

D = [Aik]i,k=—-ao..+ ®

appartient & la classe étudiée dans le n° 14; tous les développements en
série dont il a été question dans le n° 7 sont donc valables a 'intérieur de
T et il est facile de voir, d'aprés les n™ 14 et. 15, que ces développe-
ments convergent uniformément en dedans de ce domaine.

18. Si l'on remplace dans D les éléments d’une ligne ¢ quelconque

par des quantités g, telles que les valeurs absolues l/,ek? (k =—o00..+ )
73
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sont toutes plus petites qu'un nombre donné, on sait (n° 14) que le deé-
terminant ainsi obtenu est représenté par la série X o, et que cette
série converge pour chaque point p de T. Comme dans le n° 16, on dé-
montre aisément que cette série converge uniformément en dedans de T

19. Revenons au cas oh la série 2,Z,|a,| converge uniformément
dans T et proposons-nous de former la dérivée du déterminant D. Il est
clair d’'abord que la série, double

dAtk
8= z Zk %ix dp
est absolument et uniformément convergente & lintéricur de T en effet,
puisque ces propriétés appartiennent & 2,X,a,, elles appartiendront aussi
da;
Z Z “", et les a, sont, pour toutes valeurs de p en dedans ou sur

la limite de T, inférieurs en valeur absolue & un certain nombre positif.

Ceci posé, je dis qu'a lintérieur de T la série S représente la dérivée
de D. En effet, en conservant les mémes notations qu'auparavant, on
peut exprimer D par la série

D= -Do + mgl(Dm- Dm—l)’

qui converge uniformément dans T; il suit de la qu'on peut écrire

D
dp

et que la série du second membre de cette égalité converge uniforme-
ment. Donc, en choisissant arbitrairement une quantité positive 4, on peut
déterminer ' de telle manitre que

@D __ dD,
dp dp

8
b

dds que m > n’ et pour toutes valeurs de p en dedans ou sur la limite de T
D'un autre coté, en désignant par off les mineurs du premier ordre
du déterminant D,, on a

+n +n
an — z ag;‘) dAik .
dp = = O
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Posons
+n +n

S.=Y YaTt  S=S+ 5

puisque S converge uniformément, on peut déterminer n” de sorte que
lI'inégalité n > n” entraine celle-ci:

|[§— 8, |<é

pour toute valeur p de T.
Or on a
+n  +n

dD dA;
s — 2 Z (m __ i
dp S, (aik aik) dp

i=—n k=—n
et I'on peut trouver une quantité p telle que les inégalités
lay — o | < p(P— P,)

aient lien partout a lintéricur de T. Donc il existe un entier n” tel
quon ait
|dD,

|"dp "

a

<0

pour 7 > 2" et dés que p se trouve en dedans ou sur la limite de 7.
Par suite on a
J|dD \

ou enfin, pour tout le domaine 7,

dD - dAy

E‘; = Zi Zkau dp ’
en introduisant une notation employée plus haut, cette égalité prend la
forme

ab oD ddy

7;; - Zi ka dp ’

généralisation d’une formule bien connue de la théorie des déterminants
finis.
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§ 2. Sur la résolution des systéemes infinis d’équations linéaires.
20. Posons
+ oo
ui = 2 Aikxk (i=—w.,+>)
S OO
et supposons que le déterminant

D= [Aik]i,k=—-°°--+ ®

soit de la forme normale. Proposons-nous de trouver toutes les valeurs
des inconnus x; (k = — co ..+ o0) qui satisfont aux égalités

(1) #, = O V (i=—ut o)

et qui ont, de plus, la propriété de ne pas dépasser en valeur absolue
chaque nombre fini:

(I‘) lﬂ?kl é X. (k=—o0,,4 )

Supposons d’abord D == o. Pour toutes les valeurs des z, qui satis-
font & (1), on a

(2) zk!Af&l lz,| < U, tim— oo, 4 )

U désignant un nombre pogitif fini. Donc la série

8§ = zi ZA (;\) Ay,
converge absolument et 'on peut écrire
S=Y.(Ju=2,0X,(,) 4
d’ou:

(3) o . D = Z¢<;;) U, = O,
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c’est-a-dire
x, = 0; (ko 0. )

en d'autres termes, le systéme (1, 1’) n'a aucune solution. Donc:

Pour que le systéme (1, 1') ait une solution, il faut que le déterminant
D soit égal a zéro.

Supposons D = o. Avant d’examiner ce cas de plus prés, il faut
établir quelques propositions préliminaires.
—m .. +m
—_—m .. +m
le produit obtenu en supprimant dans le produit

P=1IL(1 + Z|a.])

Formons le mineur < ) et désignons par (—m .. + m)

les facteurs qui correspondent 3 i = — m .. 4 m. Dans le développement

—m .. +m

du déterminant ( ) de méme que du produit (— m .. + m)

—m .. 4+ m
se trouve le terme 4 1, et aucun terme du développement de celui-la
n'est plus grand en valeur absolue que le terme correspondant du dé-
veloppement de celui-ci. Donc on a:

(4) ‘<~m"+m)—-x

. 4w <(—m..+ m)—1.

Choisissons arbitrairement une quantité positive & plus petite que I'unité;
il existe un entier positif m’ tel que, pour m > m', le second membre de
(4) est plus petit que ¢. Pour de telles valeurs de m on aura par
conséquent

g o< | il

donc le mineur ( ,) est certainement différent de zéro et il
m

—m' .. +
—m .. 4

existe dans la suite

(m=0,1,3,..)

Co i

—m .. 4+ m

un premier mineur qui n'est pas nul.
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Il est donc possible de déterminer les indices i, .. 4, %, .. &, en fagon
) By ey
que le mineur (
ko ..k,
poserons que ces indices soient choisis de maniére que les mineurs

G .. b\ L, PV )
d’'ordre inférieur & » et formés en prenant pour ¢..¢ et x,..
2o X
1 v

) ne soit! pas nul; de plus, si » > 1, nous sup-

respectivement toutes les combinaisons possibles des nombres i, .. ¢, et
k, ..k, soient tous égaux a zéro.
Cela posé, si r> 1, tous les mineurs de D d’ordre 1 sont nuls.
En effet, puisque D est nul, lidentité ((¢), n° 13) prend la forme
AR TN A S S
>(k vk kR k)

v 1

r

AR

1 y=1 k

d’ott I'on voit que les mineurs suivants:

)
( ) == 0 (f=dy,.0r; k=-—o00., 4 @)
k

et, par suite, le second membre de V'égalité ((¢), n° 13):

AT ED 3 CR

g'évanonissent pour 7,k = — 00 .. 4 oc0; donec on a
()
= O. (h=—w .t ®)
k .

Des raisonnements analogues suffisent pour démontrer qu'aussi les
mineurs d’ordre 2,3,..7— 1 sont fous nuls.

Appliquons ces résultats aux probléme que nous avons en vue et
.. 4,

.ok,

i

considérons le cas général ou lordre r du mineur (‘

h ) est quel-

1
conque, D’abord on voit facilement que les équations
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sont superflues, c’est-d-dire qu’elles sont une conséquence des autres équa-
tions u, = o du systéme considéré. Soit en effet ¢, I'un des indices ¢, .. ,;
puisque la série double

Zmz ( e Z‘:H N ;{r) Amﬂ?).

.. l‘~1 ky ]vH_l s

est absolument convergente, on a:

2 (il . iu——l m iv+l P 7',,)“ . 2—: z z (il .. z.——1 m iv+l ‘. 21'
A L m FRat
VRN TN N S 3 LAVENS TN T W %

1

) 4,35

yv—1

or la série
z (il co g M by .. i,)A }
AV SN A TR VA
est identiquement nulle si AZ %, k,,..k,; elle est nulle aussi si A est
égal & l'un des nombres £, , %,, ..k, puisqu'elle représente, dans ce cas,
un certain mineur d’ordre » — 1. Done:

by v Gy MGy . 0
Z:m(l ; " r)um = 03
koo ko R k. k,
dans cette égalité le coefficient de u, n’est pas nul, mais les coefficients
des quantités w,..%,_ w,  ..%, sont tous nuls. Donc chaque égalité
#;, =0 (y=1,2,..r) sera satisfuite si les inconnus remplissent celles
des équations %, = o ou l'indice ¢ 24, %, .. i,.
La série double

S=2. Z( Lk 7Z>A’"‘x‘

est absolument convergente et, si les inconnus z, satisfont aux équations
#; = 0, on a § == 0; de la et en vertu des identités ((y), n° 13) on conclut
que les relations suivantes doivent avoir lieu entre les inconnus:

1° r l
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Ces relations qui sont nécessaires sont d’ailleurs suffisantes puisque
toutes les séries

}:*(kl - k,)A""" & Z"(kl, . k,_l, k)A”'" e
gont nulles. Donc:

Soit D un déterminant infini de la forme normale; aprés um certain
rang m' quwon peut towjours déterminer, tous les mineurs dans la suite

(m=0,1,2,.)

(i

—_—m.. +m

sont différents de zéro et lUon peut,'par conséquent, toujours trouver un mineur
¢ B .. by ,

dordre fini qui west pas nul; si D est nul, si ( kl ) est différent de

ok
1 .
Zéro et si, de plus, les indices i, ..i,; k, ..k, sont tels que les minewrs

r

6oLt
(‘ ") dordre v =1,2,..vr— 1, formés en prenant pour ¢ ..t et
x ..,

2 .. x, respectivement toutes les combinaisons possibles des nombres i, .. i,
et k ..k, sont égaux & zéro, tous les mineuwrs dordre 1,2,..7r— 1
sont nuls. ,

Soit (1) un systéme infini d'équations linéaires dont le déterminant D
est de la forme normale et a la valewr nulle, et déterminons les nombres
38 -0,k ..k de ladite maniére; si Uon asswjettit les inconnus d la
condition de ne pas dépasser en valeur absolue toute limite finie, les équations
Uy == o: U, == O, .. u, = O seront superflues, les inconnus w, , % ,.. %,
resteront indéterminés et les autres x, se présenteront nécessairement par
la formule (6) comme des fonctions linéaires homogénes de =, , , , . . @,

Pour le cas d'un systéme infini d’équations linéaires non-homogénes:
u‘ = Ci (i=— 0.4 »)

ou les quantités ¢, sont plus petites en valeur absolue qu'un nombre
donné, on pourrait, par des considérations analogues, facilement établir
un théoréme correspondant.

Adta mathematios, 16, Imprimé ie 11 mai 1892. 32



250 Helge von Koch.

IL.

§ 3. Sur les intégrales des équations différentielles linéaires.

21. Considérons une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre n
dr an—2
(1) P)=32 + P(@) b + - + P(z)y = O

ou les coefficients P,(z), P,(z), .. P,(z) sont des fonctions holomorphes
a lintérieur d'un certain anneau circulaire dont le centre coincide avec
Yorigine du plan des z et dont les rayons R et R’ satisfont aux inégalités

(2) R<1<R.

Représentons les fonctions P,(x) & lintérieur de I'anneau (RR') par
des séries de LAURENT:
‘ .
(3) Pr(a:) =A=2—:<n a,lwl; (r=2,3,..7)

nous avons vu, dans la note citée plus haut, que, pour qu’une série de la

forme
+ =

Yy =12 gxxp“

représente une intégrale de 'équation (1), il faut que p et g, satisfassent
aux équations en nombre infini:

pae
(4) Gu(p)=plo + m)gn + 2" Augi =0  O=mim=—c.te

Al
ou

elp)=plo—1)..(p—n+1)+plp—1)..(0—n+ 3w+ ..+t

Am)\ = (p + A)OO + A— I) . (‘0 + A—n + 3)“?,m—--1~2 + .. + %y, m—d—n?
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et, en étudiant les propriétés du déterminant infini

(5) ‘ 'Q(P) = [¢ik]‘,k=—oo-.+°°

A _
Sbik(p) = m7 Sbﬁ(,o) =1,

nous sommes parvenus & former un systéme fondamental d'intégrales de
I'équation considérée. Toutefois, comme nous l'avons déja fait remarquer,
cette solution ne s'est présentée que sous certaines restrictions. Pour nous
affranchir complétement de ces restrictions, qui provenaient principalement
de ce que les exposants des intégrales, peuvent étre, dans certains cas,
des points singuliers pour la fonction 2(p), il convient d’introduire un
nouveau déterminant D(p) qui se comporte réguliérement pour toute va-
leur finie de la variable p.
Désignons par p,, 0,, .. p, les racines de I'équation

©6) ¢(p) = o
de sorte qu'on ait

2(p) = (0 —p,)o —0,) - - (0 — pu);

posons
a1 N o B

hy(p) = 13 h,,,(,o)=;i;e~ e ™..e ™

et multiplions les équations &, (o) = o par les facteurs respectifs %, (p);
le systeme nouveau:

(7) ha(p) Gu(p) = 0, (m=—w.4x)

qui est évidemment équivalent & l'ancien puisque les %, (p) ne deviennent
ni nuls ni infinis en dedans d'un domaine fini quelconque, prend, en posant

ha(p) A = xm(p)y  hu(p)p(o + M) = Yuu(p),

la forme
Y

(7') i z Xinl(p)gl = 0. (= ..+ )

Azm—oo
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Le déterminant de ce systéme infini:

(8) D(p) = [Xa]a,k=—w..+m

est de la forme normale a lintérieur de tout domaine fini; en effet, si
Ton pose
ha(p) = m*h,(p)

de sorte que

Ans,,
Xor = ‘,,E,Tth P)’ Xor = 4,

et qu'on assujettisse la variable p = u + iv a la condition de rester en
dedans d’'un domaine fini 7', il existe un nombre positif % plus grand
que les valeurs que prennent les fonctions |4,(p)| en dedans de ce do-
maine; on peut donc écrire

A
;n-'";l 5 (m==0)

[xm| <h

or, en se servant du méme mode de démonstration que précédemment
(Sur une application des déterminants infinis etc. p. 56) il est facile d’établir

que la série double
Zm 2 2

converge et converge uniformément en dedans de T; la méme chose ayant
lieu pour la série X,|4,,|, il en sera de méme de

Am

. (m=0 ; 2Zzm)
mﬂ

Zn 2 tml- Ozm)
De plus, puisquon a
= p—pn
— PO\, Tm L —Pn\ _~m
xmm(p)_'<l+—m—>e "(I+ m )8 !
il est clair que la gérie
+ o

u 2 tmm(0) — 1]

converge uniformément & lintérieur de 7. Donc le déterminant D(p)
est de la forme normale, converge uniformément en dedans de tout
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domaine fini et représente, par conséquent, une fonction entiére de p
(voir § 1, n° 15).

Pour trouver la relation qui lie les déterminants D(p) et £2(p),
formons le produit

+ o
2(p). H yualp);
puisque le second facteur est un produit absolument convergent, le ré-
sultat de la multiplication s'obtiendra en multipliant — pour chaque
indice m — les éléments de la ligne m par le facteur y,,(p). On aura
done
4o
() L(p) m__:_qm)(mm(ﬂ) = uditeea.s= = D{p)
ou,‘en posant
+ ® n .
8 - Py
(10) mgwx”‘?"(p) = Eﬂl_(&;z__ﬂ.f =TI (p),
(11) D(p) = I(p)2(0)-

Dans la note citée, nous avons dit, sans insister sur la démonstration, que
la fonction £(p) est périodique et de période 1; il est facile maintenant
d’en donner la preuve rigoureuse. En effet, puisqu'on a

ialo + 1) = dirennlo),

si Ton remplace dans 1'égalité

Q(P) = [¢'u1:,t=—»..+:»

o par p -+ 1, on aura

Lo 4+ 1) = [Pir1041(0)Jitmmw.t 3

dans cette égalité, le second membre est le déterminant obtenu en choisis-
sant D'élément ¢,(p) pour origine dans la table des éléments ¢, (p); ce
déterminant ayant la méme valeur que celui qu'on obtient en choisissant
&u(p) pour origine (voir § 1, n° 3), on aura

(1) 0 + 1) = 8(p).



254 Helge von Koch.

Donc, la fonction £(p) étant périodique de période 1, on voit par
la formule (11) que l'on a

(13) Dlp + 1) = (— 17 D(p), Dlp+ 2) = D(p)

et que, par conséquent, D(p) est périodique et de période 1 ou de pé-
riode 2 suivant la parité ou limparité de l'entier «.

Puisqu'on a
(14) lim &(p) = 1

PR

il faut, en comptant un péle ou un zéro autant de fois qu'indique son
ordre de multiplicité, que le nombre des poles incongruents®’ de 2(p)
goit égal au nombre des zéros incongruents; donc le nombre des zéros
incongruents de D(p) est égal a n. En désignant un systéme de zéros
incongruents de cette fonction par p’, p”, .. p™, on pourra écrire

n . - (V)
D(p) =, nﬂ‘i”_’_t_f’__)_”;

pour déterminer la constante C, remarquons que les égalités (10), (11),
(14) nous donnent

Ceini(Ep(”)—Ep,) =1,

ce qui montre quela différence Zp® — Zp, est nécessairement un nombre
entier; en choisissant le systéme o', p”, .. o™ de maniére a donmer a cet
entier la valeur nulle, C prend la valeur 1 et l'on a

n

1 — "
(15) D) = [T

9°%
y=1

' Dans ce qui suit, nous dirons que deux quantités complexes quelconques A et B
gont incongruentes si leur différence n’est ni nulle ni égale 3 un nombre entier; dans le
cas oontraire, 4 et B seront dites congruentes.
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De plus, puisque le coefficient de p"' dans ¢(p) est égal &

—-%n(n— 1), la valeur de 2p, et par suite aussi de Xp®, est un
nombre entier:

(16) oW = o, = n(n — 1).

I
2

22. Soit maintenant z un point quelconque & lintérieur de 'anneau
circulaire (RR') et posons

m—2k,

Xmh = Yma® ’

il est facile de voir que la série 2,2 }|7,,| convergera uniformément
par rapport & p en dedans de tout domaine fini (cf. loc. cit. p. 61) et
que, par suite, les théorémes des n™ 17, 18 sont applicables au cas qui
nous occupe. En particulier, nous pouvons dire que:

si, dans le déterminant D(p) ou dans wn de ses mineurs, on remplace
les éléments d'une ligne quelconque par les puissances x*, le déterminant ainsi
obtenu pourra sécrire comme unme série ordommée selon ces puissances; et
cette série, convergeant par rapport & x en dedans de (RR'), convergera par
rapport & p absolument et uwiformémeni & Uintériewr de tout domaine fini.

23. Désignons par
@ G ) -

les mineurs d'ordre 1, 2,.. du déterminant D(p) de sorte que, d'une
maniere générale,

(il .. i,)

k ..k,

représente le mineur dordre » qui s'obtient en remplacant dans D(p)
chacun des éléments y;; ..y, par lunité et les autres éléments des
lignes 4, .. ¢, ou des colonnes k, ..k, par zéro.
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Soit o’ un zéro quelconque de D(p); d'aprés ce que nous avons vu
(§ 2), il existe toujours un mineur qui ne sannulle pas pour p = p'.
Supposons donc que, pour p = p’, le mineur

G o)

1

soit différent de zéro. Formons les mineurs suivants:

‘l oo L v=12,.r
) (‘l;‘a»-~‘v“‘lv‘2:~~">
Xy .. XyyXg, o Xy = Ky kgy o ke

c’est-a-dire tous ceux des mineurs d’ordre 1, 2, .. r dont les indices ¢ et
x sont des nombres dans les suites respectives ¢, .. ¢, et k, .. k,. Pour
abréger le language, désignons par M lensemble de ces mineurs, par
MO, M® M®, .. les ensembles de ceux des mineurs M dont 'ordre
est respectivement égal & 1,2, 3... Nous supposerons que les indices

. . . .. o h i .
& .. %,k ..k soient choisis de maniére que (k k’) soit le seul des
1 ¢ r

mineurs M qui ne s'annulle pas pour p = p'.

Si r = 1, clest-d-dire &'il existe un mineur du premier ordre qui ne
g'annulle pas, on n’aura pas besoin d’aller plus loin; mais supposons » > 1.
Soit (0 — p')* la plus haute puissance de p — p’ qui divise' D(p); soient

b—pY, o=, - =o'y~

les plus hautes puissances de p — p’ qui divisent respectivement tous les
mineurs M®, tous les mineurs M, .. tous les mineurs M"7,

On a nécessairement p > 4 ; en effet, si I'on avait g < u , on pour-
rait conclure de l'identité ((¢), n° 13) que les mineurs suivants

%
( ) (t=—w, 4 o ; b=k, k)
k

' Soient G(p), H(p) deux fonctions entidres; nous dirons que G(p) est divisible
par H(o) ou que H(p) divise G(p) si le quotient G(p): H(p) est une fonetion entitre.
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et par. suite, en vertu de lidentité ((6), n° 13), que fous les mineurs du
premier ordre seraient divisibles par (o — p')*; ce qui est impossible,
puisque (o — o')*" est la plus haute puissance de p — p’ qui divise le
premier membre de Végalité

dD N\ dy;
EF=Z"Z'¢(7¢>7%'

Par le raisonnement précédent on voit d’ailleurs que fous les mineurs
du premier ordre sont divisibles par la puissance (o — o’y au moins.
On a y >py,. En effet, il existe parmi les mineurs M@ au moins

¢
un qui est divisible par la puissance (o — o'y au plus; soit <k]> ce
1
(3 3 ) . . » . il A
mineur. Si lon avait g, < p,, en appliquant au déterminant N et a
1
ses mineurs les relations du n° 13, on verrait que les mineurs suivants

(21 ;) ; - (zzeete

c’est-a-dire fous les mineurs de (1> du premier ordre, seraient divisibles
) R 1
par (o — p')", ce qui n'est pas possible.
On voit en méme temps que fous les mineurs de D du deuxiéme
ordre sont divisibles par (o — p')" au moins.
De plus, parmi les mineurs suivants:

il g | 1=t iy
(kl k> : (=i

il existe au moins un qui n'est pas divisible par une puissance de p — o'
s i . a . .
plus élevée que la p,*™. En effet, soit ( f) celui des mineurs M®
x

pour lequel Vordre de multiplicité de la racine p’ est précisément égal

& p,; supposons que g et ' soient les exposants des plus hautes puis-
Acta mathematica, 16. Imprimé le 11 mai 1892. 33
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. a o
sances de p — p’ qui divisent respectivement les mineurs ( f > et <A f) .
x k e A

(}';)(i i) BG D+ QG
GGY=CG 0 +0C )

ﬁ « o . Y3 i * ﬂ
(/1) sont divisibles par (o — o'y au moins et (kl A)

+

I

00 i)

par (o — p')** au moins, mais ('a f ) par (o — p’)= au plus; done <Z)
‘x ™

1

et <f ) sont divisibles par p — p' au moins g + p; —py, fois. Or le
1
premier membre de l'identité

GIGR) =G0+ GG

étant, au plus, divisible g, + p, fois par p — p’, on en conclut qu’il n'est
pas possible que les mineurs

CR) == 0 e C)=( 3

soient tous deux divisibles par une puissance plus élevée que (o — p')=.
Si on suppose en second lieu gy > gy, on voit par un raisonnement ana-
logue, qu’au moins un des mineurs

G e (%)

est, au plus, divisible par (» — p')*. Done notre assertion se trouve tou-
jours justifiée.
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Supposons, en vertu de ce résultat, que les indices 4, ..4¢, et k.. k,

solent rangés dans un ordre tel que le mineur <l “‘) soit divisible par
‘ 1 Y

p—p' précisément g, fois. D'une maniére parfaitement analogue a la

précédente, on pourra démontrer que p, > p, et qu'il existe parmni les

mineurs suivants: E

('Ll by 7’) : (i=f,..i,
. E=ky.dy
k, &, k

au moins un pour lequel p’ est une racine d'ordre de multiplicité pré-
i, i, i,
ky K, k,
continuera ainsi de proche en proche jusqu'a ce quon arrive au mineur

(z'l .. ',._1>
ky ook

Il est facile de voir qu'on a g > 7; cn effet, tous les mineurs d'ordre
r— 1 prenant, pour p = p', la valeur nulle, tous les mineurs d’ordre
r — 2 s'annulleront d’ordre 2 au moins, tous ceux d’ordre r — 3 sanul-
leront d'ordre 3 au moins, ..., tous ceux d’ordre 1 s'annulleront d’ordre
r— 1 au moins; donc p’ est pour D(p) unc racine. multiple d'ordre

au moins, cest-a-dire on a pu > 7.
De plus, puisque le second membre de l'identité

cisément égal a p,. On supposera que ( ) soit ce mincur et on

ne s'annulle que d'ordre g 4 g, tandis que le premier devient nul dordre
2y, au moins, on a nécessairement 2/ < g -+ g, ou, ce qui revient au
"méme,

[ 2 5
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et de méme, puisque le second membre de
G
kl k? kl k3
AN
k k/J\k Ek,

ne sannulle que d'ordre s, + p, et que le premier devient nul d’ordre
241, au moins, on doit avoir 2p, < g, 4 p; ou

- (ED0)
kl k? k'a‘ kl

By g 2y My

et ainsi de suite.
Donc, nous sommes parvenus au théoréme suivant:

Soit p' une racine multiple d'ordre p de D(p), il existe toujours un
mineur d'ordre p qui me devient pas nul; soit

(il .. i,)

.k,

un minewr dordre v (r < p) qui ne sévanouit pas pour p = p' et supposons

que les indices 4, ...,k ..k, soient choisis de telle maniére que tous les
autres minewrs M sannullent pour p = p'; soient

lu'l)#i.’"‘;u'r—l

les exposanis des plus hautes puissances de p — p' qui divisent tous les -
neurs M©, tous les mineurs M® | .. tous les minewrs M=y, pyy oo pro_y
seront les exposants des plus hautes puissances de p — p' qui divisent tous
les mineurs du premier ordre, tous les mineurs du deuxwiéme ordre, .. tous
les mineurs d'ordre v — 1; on aura

Y7 TE D G TR

P2y 2 2 ey
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et Uon pourra, de plus, toujours ranger les indices i, .. ¢, et ky .. k, dans un
ordre tel que p' soit pour les mineurs respectifs:

(il) (il il) <il v By )
k77 \ky By Ny L B
une racine dordre de mulbiplicité pu, 1, 5 - . -

Nous donnerons désormais aux déterminants

(z’l> <z’, z'2> [ - i,)
k) \ky By Ry L E,

le nom de mineurs caractéristiques et aux nombres g, g, .. g, le nom
de mombres caractéristiques correspondant a la racine p’.

Il résulte de cette définition et des théorémes précédents que les
nombres caractéristiques correspondant & une racine quelconque sont en-
tiérement déterminés, quand bien méme on pourrait trouver plusieurs
systémes de déterminants caractéristiques.

. . Goee b,
Pour trouver actuellement le mineur caractéristique <k k’), il
1 ¢« Mr

suffit d’examiner un certain nombre fini de mineurs. En effet, aprés avoir
déterminé, par la méthode donnée dans le § 2, un entier m’ tel que le mineur
—w .. Fw
(— m .. +m
se trouveront dans la suite — m’ .. 4 m’ et l'on n’aura qu'a envisager
ceux des mineurs dordre 1,2,..2m 4 1 qui se définissent par des.
nombres dans cette suite.

) ne s'annulle pas pour p = p’, les nombres é,..4,, &, .. &,

24. Les théorémes précédents nous donnent le moyen d’obtenir dans
le cas général les intégrales de l'équation différentielle (1).
Pour que la série

y = X,g,2"
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représente & l'intérieur de l'anneau circulaire (BE') une intégrale de (1),
il ne faut pas seulement que les g, satisfassent aux équations

(17) 21;(,,,1(,0')9,1 = O, T (mm—t @)

mais aussi, puisque par hypothése le point 1 est situé a lintérieur de
(BR), que les valcurs absolues des g, nc dépassent pas toute limite finie;
en d'autres termes, on doit avoir

(17’) ]gll < G, A=—>..4 )

G désignant un nombre positif fini.

Or nous avons vu que lec déterminant D(p’) du systéeme (17) est de
la forme normale pour toute valeur finie de p’; pour trouver les valeurs
des g, nous pouvons, par conséguent, avoir recours aux théoremes du § 2.

Pour que l¢ systéme (17, 17’) ait une solution, il faut que la valeur
du déterminant

Utk sb e = D(p)

soit nulle.
Premier cas: o’ est une racine simple de D(p). Parmi les mineurs
du premier ordre, il existe au moins un qui n'est pas nul pour p = p’;

. [t .
si ( ) est cc mineur et qu'on posc
1

(:‘) () = (;') 9u()s

les quantités ¢,(p") représenteront la solution du systéme (17), Pinconnu
g:,(p’) restera indéterminé; et la séric X,g,(p")2"+*, convergeant en dedans
de (RR) (n° 22) et n'étant point identiquement nulle, représentera une
intégrale de I'équation (1).

Second cas: o’ est ume racine multiple d'ordre p (2> 1) de D(p).

Soient
Go) Ge)ee G k)
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un systéme de mineurs caractéristiques et

Byl Pay e e

les nombres caractéristiques correspondant a la racine ¢. En introduisant,
pour abréger, les notations suivantes

Yt = Vi Py o = Vg, . Moy = Vpy
on a:

M2 pE > R T T

La solution du systéme (17) est donnée par les relations

6 oee f\ O R T

<k; . k)lg“' (/1 s .. k,,>1g" toet (kl - z)lg*"

) . (A= —o00,,+4 o)
le signe 1 indiquant les valeurs que prennent les mineurs pour p = g/, et
92 Yu» + - Jr, désignant des constantes arbitraires. La série X,g;,47** ainsi
obtenue converge a lintérieur de (RR'); en effet, cette série est une somme
de déterminants infinis qui 'obtiennent en remplacant dans certains mineurs
les éléments de certaines lignes par les puissances de z.

Donc, cette série représente une intégrale de (1) et, puisqu'elle con-
tient # constantes arbitraires, il existe » intégrales linéairement indépen-
dantes de (1) de la forme ’

g

Bo) + . (2)

’

Iexpression entre les crochets désignant une série procédant selon les
puissances entieres positives et négatives de z et convergeant en dedans
de (RR’). Donc, dans le cas particulier oil 7 = p, le nombre des inté-
grales ainsi obtenues est égal a Tordre de multiplicité de la racine p'.

- Considérons le cas général: » < p. Posons

Iu(p) = ey (2> ’

4+

yl(x ’ P) =l=§mgll(/’)xp+l:
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¢, désignant une constante arbitraire; en remplacant y par y,(z , p) dans
I'expression P(y), on trouve

Ply,(x, p) = ZaGu(p)or*""

Gm(lo) = ¢(ﬂ + m)glm(p) + Z; AmAglA(p)
=,;"‘(170‘)‘ZAZM(P)%A(P);

en remarquant quon a
5 (g = |20 =
)zml |0, stom 2 4

cette égalité prend la forme

D(p) opi—
P(y](x , /))) — cuzi.l_(ﬁ_)wp-!-i; ﬂ;
puisque les fonctions k,(p) n'ont pas de zéros, on voit que p’ est une
racine multiple d'ordre g du second membre. On en conclut que les
fonctions

or
P, o), 55 Plsles ), - g P 0)

ou, ce qui revient au méme,

P(y,), PG—%‘), . P(?a’?_lj’,)

g'évanouissent pour p = p'; en d'autres termes, si I'on pose

'y, (2, p)

9p* = (x » P)s

les fonctions y,(z, ") , ¥i(x,p"), .. ¥y "(z, p’) satisferont & I'équation (1).
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Si g, = o0, on aura g,;,(0') == 0 et les p intégrales que nous avons
obtenues ne seront pas identiquement nulles. Si g, > o, les fonctions
(@, o), vi(z,0), .. ¥ V(x,p") seront identiquement égales & zéro mais
¥ (x, p) ne évanouira pas identiquement pour p = p'.

La série y,(x, p) étant par rapport & p uniformément convergente
en dedans de tout domaine fini (n° 22), on obtiendra ses dérivées succes-
sives en la différentiant terme par terme; et les séries ainsi obtenues
convergeront aussi uniformément en dedans de tout domaine fini. Donc,
en effectuant les différentiations, on trouve que les séries

A +oo
Yo = Z 95‘/‘1')(,0') Pt

A=—w

2 JZAE B ¢ ,
o= Y [0t0e) + g () log w0

A=—wo

) CoL

+o |
—_1 ,
Y1, = Z [ (") £ 952 (pN logz + ..

A=—w E

p—n..(p + 1)

T (e log ) {2

représentent a l'intérieur de (RR') certaines intégrales de I'équation (1).
9,1 D'est pas identiquement nulle et, dans chaque intégrale y,, (1 <v <w),
la plus haute puissance de logz, (logz) ™, se trouve multipliée par ¢,
et par un nombre entier qui n'est pas nul; donc ces integrales y,;, ¥,.,,
.. ¥, sont linéairement indépendantes.

Soient ¢y, , ¢;, deux constantes arbitraires et posons

92A(P) = Cyn (:l ;:2) + (;‘7]1 ;2) ’

4+ 0
yz(m ’ ,0) =1=2_:u.9n(,0)xp+l;

Acta mathemation. 16. Imprimé le 12 mai 1892, 84
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puisqu’on a identiquement

i . .
+< , 8L M =1,

. . k2
NI

*\XE, Am =1 _ 1), siom o= 1,
k,

o , simZ i,

o —(Z), sl m =1,
4 1
21 (kl, ;)Xm = +<

21) . .

st m =1
’ 2
k

O , SlmZi,i

on obtiendra, en posant

=+ es) —nl?).
)

G.,(p) =—021< ) + "‘n<

I'identité suivante:

G'i, i,—n G'z( a 1—n
P( a(x,p))=kil((ﬁ)) AR (/’:)) e

En remarquant que le second membre de cette égalité s'annulle d’ordre
4, au moins pour p = p’, tandis que y,(z, p) ne s'annulle que d’ordre 4, ,
et en raisonnant comme tout & I’heure, on voit que les séries

(")

y21 —_— Z g xp+/1

A=—o
E-Y

Yor = Y [gsf:.z+”<p')+ ot i o) og z]at
A=—o

> [go«—n s ol oge o+

A=—o

ol D g (o) log o)~ | 0P+

|1

représentent v, intégrales linéairement indépendantes.
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Jusqu'ici nous avons obtenu v, intégrales: y,,,¥,,, .. ¥y, et v, inté-
grales: ¥,1, ¥aas .« Yo} €0 procédant de la méme maniére, nous obtien-
drons successivement v,,v,,.. intégrales. Enfin, soient ¢, , ¢4, .. C,
r constantes arbitraires et posons

iy iy .. 2, & e by @,
grl(p) = Cp (Al k2 k) + . + Crr<k1 k ' A)’
7 o0 By 1 B

4w

U@, 0) =, = _galp)

en tenant compte de ce que chaque série de la forme

Z)' ( 1 SR ' > xml (s=1,2,..1)
kl . ks—l A k.g+] . kr

est identiquement nulle si m Z4, .., mais égal & un certain mineur
d’ordre r — 1 si m est égal & l'un des indices i, .. 7,, on obtient

_ G (P) _

Py (x “(p)x”’“' L T L et ie—n

(yr( ’p)) h (P) + + hl,(,o) ’

ou G, (p), G (p),.. G.(p) désignent des fonctions linéaires a coefficients

constants de certains mineurs d’'ordre r — 1; et puisque, pour tous ces

mineurs, p’ est une racine multiple d'ordre p._, au moins, tandis que
boee G, , . .

(k k> ne gannulle pas, on arrive, en raisonnant comme plus haut,
I A

au résultat que les séries

Yrp = Z grl mp+l

A=—o

4o
Yoo = 3 [90(0") + gu(0)logz] 22+

A=—om

() o

Yo, z [g Hr—l—l) ,0) + /‘r-ll—' I (r,i,_l—m ( p') 108% +.

A=—am

+ + 9 (p')(log w)""‘“‘] o+

représentent y, intégrales linéairement indépendantes.
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En résumé, nous avons obtenu v, -+ v, -+ .. + v, = p intégrales par-
tagées entre r sous-groupes:

Yers Yea s« Yim (k=1,2,..r)

et telles que les y, intégrales du A*™° sous-groupe sont linéairement indé-
pendantes. Pour que foutes les p intégrales soient linéairement indépen-
dantes, il suffit de fixer les valeurs des constantes arbitraires comme il suit:

Cu ¥ O; €y = Cp == ..= Cy_ = O. U=1,3,..1)
En effet, dans ces conditions, on voit d’abord que les intégrales

Yias Ya1sr - Yra

sont linéairement indépendantes; car, si I'on avait une relation linéaire
homogeéne a coefficients constants:

Ky, + Ky, + ..+ Ky., = o,

les égalités suivantes devraient, entre autres, avoir lieu:

Ifl[yl.l]t, + Kz[ym]/q + .+ Kr[yr.l]h = 0,

I(l[yl‘l]kz + K2[y2.1]k, + ..+ Kr[yr.l]k, = 0O,
(18)

I(l[yl.l]b + Kz[?/z.l]k. + -+ Kr[yr.l]k.- = 0,

[4,.])., désignant le coefficient de z°** dans la série y,,; et puisqu'on a

=0 pour s<y,

[yv.!]i. {

£ 0 pour s=y,
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de sorte que le déterminant du systéme (18) est différent de zéro, ce
systéme ne saurait étre satisfait que pour

K=K —=..=K =o.

De plus, dans chacune des p intégrales que nous avons obtenues, le
coefficient de la plus haute puissance de logz est égal a I'une des inte-
grales 4, Y51, - - ¥,, multipliée par un facteur constant; donc toute fonc-
tion linéaire homogéne des x4 intégrales y,

U = Zk,s K. .y,

peut s'écrire comme une fonction entiére rationnelle de log # dans laquelle
le coefficient de la plus haute puissance de logz est linéaire et homogéne
par rapport aux fonctions 4,;, ¥s;, - . ¥,,; or on sait qu'une fonction » de
cette nature ne saurait étre identiquement nulle & moins que tous ses
coefficients ne soient identiquement nuls. Donc, le coefficient de la plus
haute puissance de logz devant étre identiquement nul, il faut donner a
certaines des constantes K,, la valeur nulle; dans la forme nouvelle que
prend la fonction u, le coefficient de la plus haute puissance de log
devient, comme il est facile de le voir, linéaire et homogeéne par rapport
aux fonctions y.,, #,1,..9,1, ce qui nous oblige & remplacer de nouveau
certaines constantes K,, par zéro, etc.

Donc, & la racine multiple d'ordre g correspondent p intégrales
linéairement indépendantes: y,,..y,,; la méme chose ayant lieu pour
chaque racine de D(p) et le nombre des zéros incongruents (en tenant
compte de leur ordre de multiplicité) étant égal & », on voit qu'on ob-
tient par cette méthode #» intégrales linéairement indépendantes, ou, en
d’autres termes, un systéme fondamental d'intégrales de I'équation diffé-
rentielle proposée.

Comme nous avons vu, les intégrales correspondant & une racine
multiple o’ se partagent entre un certain nombre de sous-groupes. Voyons
maintenant comment se comportent les intégrales d’'un de ces sous-groupes
lorsque la variable indépendante décrit & lintérieur du domaine (RR’)
un chemin fermé quelconque. Désignons par y la valeur qu’aquiert une
fonction y de x aprés que x a décrit complétement et une seule fois un
chemin L, qui est contenu tout entier en dedans du domaine (RR') et
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qui ne se coupe pas soi-méme. Pour abréger, désignons par 7,,%,,..7,
les intégrales appartenant & un sous-groupe de y éléments; par les formules
(I) on voit immédiatement qu'on aura:

m= w’m
(19) 7= @ (2’21771 + 72)

7, = w'(rﬂ))l + ..+ + ﬂv):

ol @ = €™ et ou les coefficients y,, sont certains multiples de la quan-
tité 27 ou de ses puissances, lesquels seraient faciles a déterminer; en
d’autres termes, les intégrales 7, , 7, , .. 3, subiront une substitution linéaire
de la forme:

(20)

’ ’
DTy @y, .. @

En résumé, les résultats suivants se trouvent établis:

Soit (1) une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont des
fonctions qui, & Uintérieur de Uannmeaw circulaire (RR'), peuvent étre repré-
sentées par des séries conmvergemtes procédant selon les puissances entiéres,
positives et mégatives, de x; soient (3) ces séries et formons le déterminant
infini D(p); soient p', p”, .. pP p racines incongruentes de D(p) d'ordre de
multiplicité s', 8", .. sP, et soit 8 4 s + .. + s = n; il existe n intégrales
linéairement indépendantes de Uéquation (1) qui, a Uintérieur du domaine (RR'),
se partagent entre p groupes contenant respectivement s',s”,..s? intégrales
et appartenant respectivement aux racines p', p”, .. p®.

Soit p' Ulune desdiles racines et s = p son ordre de multiplicité;
soient

Mo s Moy oo M

les nombres caractéristiques correspondant a la racine p' et

GGG
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un systéme de mineurs caractéristiques; les intégrales appartenant a la racine
o' se partageront entre r Sous-grouwpes contenant respectivement p— p,
M= Moy .. M.y ntégrales et se représenteront analytiquement par les formules
(', I, .. 1I9); ces formules font voir, de plus, que les intégrales d'un sous-
groupe quelconque subissent une substitution linéaire de la forme (20) lorsque
la variable indépendante décrit le chemin L d Uintériewr du domaine (RR').

Si g, = o0, on doit avoir aussi p, = p, =..=p._, =0 oun, ce qui
est la méme chose, v, = p,y, =y, = .. =y, =o0. Dans ce cas, et dans
ce cas seulement, toutes les intégrales correspondant & la racine p’ appar-
tiendront & un seul sous-groupe. Donc:

Pour que les intégrales corrvespondant & la racine p' forment un seul
sous-groupe, il faut et il suffit qu'il existe un minewr du premier ordre qui
ne Sannulle pas powr p = p' ou, en dautres termes, que p soit le seul
nombre caractéristique correspondant & cette racine.

Parmi les intégrales appartenant a la racine p’:

Yiis Y2 - Yiws YeasYoos - Yous - o5 YeasYras oo Yoo,

il n'y en a que 7, savoir, #,;,%.,,..¥..,. qui ne contiennent pas de
logarithmes; donc, pour que les logarithmes disparaissent de toutes les p
intégrales, il faut et il suffit que T'on ait » = p; mais puisquon a

Yy

v

322.._2_11,, vtnt.. 4y, =p
Tégalité r = p entraine les relations suivantes:

m=p—1I, | /12:;1.—2, e ey, =p—r 1 =1
donc:

Pour que les p intégrales appartenant & la racine p' ne contiennent
pas de logarithmes, ou, ce qui revient au méme, pour qu'il existe une inté-
grale de la forme

y = | %) + %, ()]
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contenant p constantes arbitraires, il faut et il suffit que les nombres carac-
téristiques correspondant & p' aient les valeurs:

Hoypp— 1, p—2,..1.

25. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que l'équation dif-
férentielle proposée soit, par un changement convenable de variable indé-
pendante, ramenée & une forme telle que les rayons de I'anneau circulaire
(RR’) remplissent les conditions

(21) BR<1<PR;
il est facile de voir que cette supposition n'est pas nécessaire. Soit, en
effet,

(22) T4 Q@T Y+ Qa)y=o

I'équation donnée et supposons que les développements

Q. (z) = 2 ﬁrxfl’l (r=2,3,..n)

solent valables & lintérieur de l'anneau circulaire (R, R;), R, et R; dé-
signant des nombres positifs quelconques; soit B, < R| et posons

R, R; - ,
R—_—\/—%, R = R’ K_—_\/RlR;a A2 =,3MK+A;

il est clair que les séries

4+ o
P.(x) =1:§£m a,, (r=2,3,..n)
convergeront en dedans de I'anneau circulaire (RR') et qu'on a R <1 < R’;
donc, en conservant les notations du n° 21, nous savons que la série
)ID I ¥m converge absolument et uniformément a lintérieur de tout
domaine fini. Or, en désignant par y,, ce que devient y, en écrivant
partout g au lieu de a, on aura

Zml\ = 2m}.Km—A7 Xmm = imm;
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par conséquent (n° 17), le déterminant infini

D(p) = [iik]i,k=—oo..+ =

converge absolument et uniformément & l'intérieur de tout domaine fini
et l'on a

B(p) = D(p).

De plus, d’aprés le n° 22 nous savons que la série 2, ;| y,,,4™*| con-
verge par rapport & # en dedans du domaine (RR'); done X, 2 y,,2™ "]
converge en dedans du domaine (R, R]). Donc, en remplagant dans D(p)
les éléments d'une ligne quelconque par les puissances de x, on obtient
un déterminant qui, par rapport & x, converge en dedans de (R, R)) et,
par rapport & p, en dedans de tout domaine fini (n° 14).

De la méme maniére, on voit qu'aussi les autres résultats obtenus
subsistent si l'on remplace partout les a par les 8. Donc les théorémes
précédents subsistent pour le cas ou les rayons de I'anneau circulaire con-
sidéré ne satisfont pas & la condition (21).

26. Pour appliquer ce qui précéde & un exemple facile, considérons
le cas particulier et bien connu oh les P,(z), dans le voisinage du point
x == 0, se présentent sous la forme

P,,(.T) == x*TSBI,(.T}); (r=2,8,..7)
dans ce cas on a:
U2 0—9 = Agp—g = o = Upp—n == o, Q=—1,~2..— )
d'ou:
Pul(p) = o, Xu(p) =0 (pour k>4,

n o ( — o)
"Q<10> = [¢’1k]i,k=—m..+ao =1, D(p) = [Zik]f,k:_m.rf'm :‘H”‘L Pz__ﬁ) ’
v=1

p(v) = 0,. v=1,2,..m)
Aeta mathemation. 16, Imprime le 13 mai 1892, 85
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I1 est clair d’abord qu'on aura identiquement

(;) =0 pour k<i;

plus généralement, en désignant par i,,4,,.. 14, et &k, k,, ..k des entiers
quelconques remplissant les inégalités

i<y <..<i,

E<kE<..<Ek,

on aura identiquement

B .. 8, .
<7:1..k,>:0 pour Kk < ij;

en effet, on parvient & cette identité en appliquant au cas considéré le
théoréme généralisé de Larrace (n° 7).

Par la, en se rappelant la forme donnée aux intégrales dans le n° 24,
on retrouve le théoréme de M. Fuchs: toutes les intégrales sont réguliéres
dans le voisinage du point z = o.

Séparons les racines de ¢(p) en groupes tels que chacun d'eux com-
prenne, et comprenne seulement, toutes celles des racines dont les diffé-
rences réciproques soient ou nulles ou entiéres. Soient p,, p,,..p, les
racines de l'un de ces groupes, rangées dans un ordre tel que I'on ait

O == P2 7 -0 T 005 Pyl = Page = - =P85 - o5 Pyl = g = .o = 0,

/’xzﬂa+1—a=ﬂﬁ+1"“b=-' '—/’z+1'—]

a<bhb<.. <,

@,b,.. 1 désignant: certains nombres entiers et positifs. 1l est clair que,
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parmi les fonctions ¢(p 4+ m) (m=o0, + 1, + 2,.), il v'y a que les
suivantes:

?(p),¢(xo+a),¢(p+b),--so(p+l)}

qui s'annullent pour p = p;. On en conclut que le mineur

(Odb..l)z i)
oabd ..l XooXaaXos - - Xu

est, pour p = p,, différent de zéro. Donc, pour trouver les mineurs ca-
ractéristiques correspondant a la racine p’, on n'a qu'a examiner ceux des.

. o ¢ T
mineurs ( ") dont les indices ¢, .. ¢, ¢t x; .. », sont des nombres dans
Ay e X,

la suite o,a,b,..1. Donc, a fortiori, il suffit d’examiner les mineurs
dont les indices ¢ et x sont contenus dans la suite o, 1, 2, ...
Posons

Xo XYoo - - Yu
Xwo Yu - - XYu

. . CRY .

Xo XYoo -+« Xu
s . 4 os .y
et désignons, d'une maniére générale, par

q ..

X .. x,,l

le mineur de A d'ordre y qui sobtient en remplagant dans A chacun
des éléments X+ Xopx, PAT V'unité et tout autre élément des lignes e, ..,
ou des colonnes x,..x, par zéro.

Dans le cas particulier dont il s’agit, on a (n° 7, (f):

(cl .. e,)
X 0. X,

h ..t

I (p)
YooXu .. Yu’

X .. X,
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les ¢ et les x étant des nombres quelconques duns la suite o, 1,..17 et
v étant au plus égal & I. Done, pour trouver les indices qui définissent
les mineurs caractéristiques correspondant a p,, il suffit d’envisager les
i .. iy
k .. k,.l
soit différent de zéro pour p = p;; soit (o — p,) la plus haute puissance
de p — p, qui divise tous les mineurs de A d'ordre 1, (p — p,)* la plus
haute puissance de p — p, qui divise tous les mineurs de A d’ordre 2,
et ainsi de suite. Les nombres g, o, g, .. pr,_, seront les nombres ca-
ractéristiques correspondant a la racine p,, et il sera toujours possible de
ranger les indices 4, .., et k; ..k, dans un ordre tel que

mineurs du déterminant fini A. Supposons que le mineur

e —pyrs (o—p)s -« (p—p)

solent respectivement les plus hautes puissances de p — p, qui divisent
les mineurs suivants

[} (i i - iH]'
N AR AN R I A N

Donc
(i,) (il i2> <i1 - i,)
) y e
k, ky k, ky ..k,
forment un systéme de mineurs caractéristiques correspondant a la ra-
cine p. Par la la séparation des intégrales en sous-groupes se trouve
entiérement etfectuée. :
Ajoutons quelques remarques. Les entiers ¢, ..4, et &, ..k étant

certains nombres dans la suite o, 1,..7, on sait que chaque déterminant
de la forme

(tl . ?"J——l lv zy+1 .« ZP\
by o Ky A by s Ky

est identiquement nul si A <o. Ceci posé, les formules (I'), (I"), .. (I")
(n° 24) mettent immeédiatement en évidence qu'il existe r intégrales linéaire-



Sur les déterminants infinis et les équations différentielles linéaires. 277

ment indépendantes qui, dans le voisinage du point # = 0, se présentent
sous la forme

(g, + 9,2 + 9,2* + . .);

je dis qu’il existe parmni ces intégrales au moins une pour laquelle on a

90 =6, = .. = i1 = 0O, g, =+ O.

En effet, les indices i, .. 4, , &, ..k, peuvent étre choisis de la maniére
suivante. Soit ¢, le plus petit des nombres o, 1, .. tel qu'il existe dans
la suite

||
(k=0,1,..0)

]

au moins un mineur pour lequel p’ est une racine précisément d’ordre p,;

. 'ix . . . . o poso .
soit lk le premier mineur dans cette suite qui satisfait a cette condition.
1

Soit i, le plus petit des nombres o, 1, ..1 tel qu'il existe dans la suite

(A l k=0,1,..0)

by k]

au moins un mineur pour lequel p, est une racine précisément d’ordre pu,;

T R . . . < gy .
goit k’ : | le premier mineur qui satisfait a cette condition, et con-
1 1Py

tinuons ainsi de proche en proche. Parmi les nombres %, %,, .. k, ob-
tenus par cette méthode, il existe un qui est égal a I; en eﬂ'et, si ces

nombres etaient tous plus petits que I, le mineur } I ne saurait
l te r
étre différent de zéro pour p = p,. Soit donc k, =1 (v <), le mineur

[i zl

I l sera le premier dans la suite
1

{z, R z,} tmon

by b K
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qui, pour p —= p,, devient nul précisgément d'ordre pu,; donc lintégrale
désignée par y,, dans le n° 24 se présentera nécessairement sous la forme

y=a""{c, + 2P(a)}, ¢ *+oO

et la proposition se trouve démontrée.
Soient

a,a’,..

les nombres a,3—a,.., rangés par ordre de grandeur décroissante;
puisqu'il existe un mineur du premier ordre qui, pour p = p,, ne san-
nulle que d'ordre p— a’, on doit avoir: g, < p— a’; et de méme, puis-
qu'il existe un mineur du deuxiéme ordre ne s'annullant que d’ordre
p—ao —a”’,on ap < p—a —a”, et ainsi de suite. Or, nous savons
que, pour quec les intégrales appartenant a la racine p, nc contiecnnent
point de logarithmes, il faut et il suffit que l'on ait

r=p, Py = —fy = .. =l =1;

donc, pour que des logarithmes n'apparaitront pas, il faut qu'on ait

’

o = 1, Cest-a-dire
a=f—a=r—f=..=p—2=1;

en d’autres termes, des logarithimes apparaitront toujours dans certaines
intégrales si la fonction ¢(p) a des racines multiples.

Enfin, voyons quelle est la condition pour que les intégrales appar-
tenant a la racine p, forment un seul sous-groupe. Cette condition est,

) i

nous le savons :p, = 0; or il est clair que tous ceux des mineurs ( )
k
dont Vindice k¥ > i > o, g'évanouissent pour p = p,, puisque, dans chacun

» » O J
d’eux, I'élément entre comme facteur; et, parmi les mineurs ou
Xoo ; €t

o
o<k<l, <l> est le seul qui peut étre différent de zéro, puisque, dans

tous les autres, I'élément y, entre comme facteur; donc, pour que les
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intégrales appartenant 4 la racine p, forment un seul sous-groupe, il
: o
faut et il suffit que le mineur ( Z)’ ou, ce qui revient au méme, le déter-

minant suivant:
X Xu

Xi—10 XYi-11 -« Yi—1041
X Xn o« Yua

soit, pour p = p,, différent de zéro.!

§ 4. Sur les invariants des équations différentielles linéaires.

27. - Voyons d'abord comment se rattachent les résultats précédents
a la théorie ordinaire des équations différentielles linéaires. Soient y,,
Y25 .. ¥, un systéme fondamental d’intégrales de l'équation (1); si z décrit
le chemin L, ces intégrales subiront une substition linéaire de la forme

ﬂu ,812 .o ﬁln
ﬁ21 ﬂzz .o ﬁmr

Bu B -+ P

et l'équation fondamentale de M. FucHs relative a l'anneau circulaire
(BR') prendra la forme

ﬂu—w ,312 .. ﬂln

(23) F(w)z ,3.21 ,‘igz—w ﬂ.w: — o,

ﬂnl ﬂnz .o ﬂrm — o

' Cf. Fucws, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verinderlichen
Coefficienten, Journal fur Mathematik, t. 68; Frosenws, Uber die Integration der
linearen Differentialgleichungen durch Reihen, méme journal, t. 7O.
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Cherchons la relation entre cette fonction F(w) et le déterminant
D(p) étudié dans le paragraphe précédent. En posant

i
e — o, et 0P,

I'égalité (15) (n° 21) devient

D(p). K. = (0 — )0 — 0") .. (0 — 0o™),

u(n—l)m_ n{n—1)

K = (2mi)"e * =(—1) ?* (2m)".

Or, en choisissant pour y,, 9., ..y, le systéme fondamental obtenu' dans
le n° 24, on a, d’aprés les formules (19),

(24) Flo)= (o — o) —o).. (0" —o),
d’ou
(25) F(o) = (— 11 Ke™ D(p).

Cette formule est la relation cherchée; elle fait voir, en particulier,
que les égalités F(e’*) = o et D(p) = o ont les mémes racines, ce qu'on
aurait pu prévoir.

Le déterminant de la substitution linéaire que subit un systeme
fondamental d'intégrales en faisant parcourir & x le chemin L est, comme
on sait, indépendant du choix de systéme fondamental; or en choisissant
celui obtenu dans le n° 24, le déterminant substitutionnel devient égal au
produit

Zo0)
0o .. 0" = m*

dont la valeur est 1 (voir formule 16, n° 22). Donc, si « parcourt le
chemin L, n intégrales linéairement indépendantes subiront toujours une
substitution linéaire dont le déterminant est égal a Vunité.

Soient y,, y,, ..y, les intégrales appartenant & l'un des sous-groupes
I,I, .. 19, 11 est facile de voir qu'en remplacant chaque intégrale y,
par une certaine fonction linéaire homogéne et 4 coefticients constants de



Sur les déterminants infinis et les équations différentielles linéaires. 281

Y15% 5 -+ Yu, on obtient un sous-groupe d'intégrales w,,w,,..wu, telles
quon ait’

u = ', Uy = ' (0, + w,)). .. U_,= U, + u);

done il existe un systéme fondamental d’intégrales pour lequel les coeffi-
cients substitutionnels 3, prennent les valeurs

B
Bn =pfr =..=f, =o;..
fn =f =..=f,a=0..
Botin = Brir, = ++ = Py, = o3 ..

Ceci posé, on démontre aisément que les diviseurs élémentaires® du
déterminant F(w), relatifs au facteur «’— w, sont les suivants:

I

o, si k>4 fa=0, sik<i—r1;

(0 — o), (0 — o), .. (0 — o)
en effet, en désignant par les symboles
i ..
[kl .. k,]
les mineurs d'ordre » de F(w) et en introduisant les valeurs (26) des

constantes f,, on voit que tous les mineurs du premier ordre sont divi-
sibles par ' — w g, fols au moins, mais que le mineur suivant:

! _. RPN At | __E.(g)__
[VI:I - ( w ) (w' _ w)”’

est divisible par ' — w précisément p, fois; on voit de plus que tous les

Cf. HAMBURGER, Bemerkung iiber die Form der Integrale der linearen Differential-
gleichungen mit verinderlichen Coefficienten, Journal fiir Mathematik, t. 76.
* WemERsTRASS, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen, Monats-
berichte der Akademie der Wissensehaften zu Berlin, 1868.
Acta mathematicn. 16, Imprims le 13 mai 1892, 86
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mineurs du deuxiéme ordre sont divisibles par @' — w u, fois au moins,
mais que le suivant:

[I yl + 1 ] — (_ (U’ vl—l(__ w’)l‘g—l F(w)

I A -+ Y, (0 — w)i(e — w)*

est divisible précisément u, fois; et ainsi de suite.

Or on sait que les diviseurs élémentaires du déterminant F(w) sont
absolument indépendants du choix de systéme fondamental d'intégrales.
Done, le systéme fondamental d'intégrales obtenu dans le § 3 se divise en
sous-groupes de la maniére prévue par la théorie ordinaire.’

28. Par la formule (25) on voit que l'étude de I'équation fonda-
mentale de M. Fucms se raméne 4 1'étude du déterminant infini D(p).
Dans le n° 21 nous avons vu que ce déterminant est une fonction entiére
de p si les séries P,(z) convergent & lintérieur d'un anneau circulaire
(RR') remplissant la condition (2); et dans le n° 25 nous avons étendu ce
théoréme au cas général on les P (x) convergent a l'intérieur d’un anneau
circulaire quelconque. Il reste & rechercher maintenant quel est le caractére
de la fonction D(p) par rapport aux paramétres a,,.

Considérons d’abord le cas ol la condition (2) se trouve satisfaite,
et commencons par l'étude du déterminant £(p). Si toutes les racines
D1y P2y -+ pa de ¢(p) sont incongruentes, nous avons vu (note citée p. 59)
que ce déterminant peut étre représenté par la formule

Lp) =1 +A§Ml7z‘cot(’o — )T
o les M, sont certaines constantes qui vérifient la relation

ZMA = 0.
A=1

! QOutre la note de M. HAMBURGER, voir: STICKELBERGER, Zur Theorie der linearen
Differentialgleichungen (Akad. Antrittsschrift), Leipzig, Teubner, 1881; CasoraTi, Sur
la distinction des intégrales en sous-groupes, Comptes rendus des séances de l'aca-
démie des sciences de Paris, Janvier 1881,
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Considérons maintenant le cas général ou p,, p,, .. px (W < m) sont
les racines incongruentes de ¢(p); soit s, le nombre des racines de ¢(p)
congruentes a p,; on aura

St st sy =

Le point p = p, étant pour £(p) un poéle d’'ordre de multiplicité an
plus égal & s,, on pourra écrire, dans un certain voisinage de ce point,

51

1
- )v dp (P — Pv)

donc £(p) se représente par la formule suivante:

(o) =Bl — p)

5n—1

(27) L(p) =1+ }: [M,n-cot(p — )74 z MM 7z'cot(,o p;)ﬂ')]

y=1
ou les M, et les M,, sont certaines combinaisons de certains déterminants
infinis. En particulier, on a nécessairement entre les M, la relation
suivante:

(27') %Ml —o.

i} sagit d’étudier le caractére de ces constantes par rapport aux para-
métres de I'équation différentielle proposée.

Vu que les éléments diagonaux du déterminant £(p) sont tous égaux
& l'unité, en appliquant la formule (h) (n° 7) & ce déterminant, on aura:

w

() %=1 +EeY =1 +E T an,
m=2z py
ou:
° SbP]I‘z ¢ S‘bPLPm
(2 9) (2(m) z ‘Q;':A)Pm’ ‘Qg:')pm —_— Sbl’zl'l o A ¢P2Pm ,
¢Pm]’l ¢Pmpz ¢ o

les indices p, .. p, parcourant tous les entiers qui satisfont aux conditions:

H<P<.. < Pu-
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Soit, dans le plan des p, B une aire finie ou infinie située entre deux
droites verticales et telle qu'aucune des racines des fonctions ¢(p + m)
ne se trouve dans son intérieur ou sur sa limite; la série >:,.>:;¢,.k étant
uniformément convergente en dedans de B (voir: Sur une applica-
tion des déterminants infinis etc. p. 57), il en sera de méme de la série
£ (n° 15); donc cette série représente une fonction analytique uniforme
de p, holomorphe en dedans de tout domaine tel que B. Cette fonction
est de plus périodique et de période 1; en effet, en changeant p en p + 1,
¢u(p) devient ¢,,,,,,(p) de sorte que £, devient 2", . .., ce qui ne
peut altérer la valeur de £™. Enfin, pour la fonction périodique 2, p,
est un pole d'ordre de multiplicité au plus égal a s,. Donc £ pourra
sécrire comme une fonction linéaire des fonctions wcot(p — p,)7 et des
dérivées de ces fonctions jusqu'a celle d'ordre s,, (A =1, 2,..n); dans
cette expression, le terme constant est nul, puisque, pour des valeurs in-
définiment croissantes de la partie imaginaire de p, &™ prend la valeur
nulle, Ecrivons donc:

n—1

v

", o @
(30) @™ = ; [Mf\”"ncot(p — )7+ z M i (7 cot (o — p») 7z‘)] ;

y=1

Y MY =0, Mp =M

A=1

Le déterminant &, étant de degré m par rapport aux fonctions
¢a (12Kk) et ces fonctions étant linéaires et homogénes par rapport aux

parameétres
(31) Agi—2 s X33 ° Fnin> (=%1,£3,)

il est clair que les M'? peuvent étre exprimés par des séries procédant
selon les puissances et les produits de degré m par rapport a ces para-
meétres.

Ces séries sont absolument convergentes et dans celle qui représente
M™, chaque chefficient pewt sexprimer comme une fonction entiére ration-
nelle de

I ”
—, mweot{p, — pg)7 @=1,. =1, +1,..0)

2 T,
(3) pl,Pl‘—Pﬂ

dans laquelle les coefficients sont des nombres rationnels.
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Afin d'établir ce théoréme, démontrons d’abord la proposition auxi-
liaire que voici. Soient f,(p), f2(0), .. fi(p) &k fonctions entiéres ration-
nelles de p de degré N— 2 au plus dans lesquelles les coefficients sont
des entiers; soient F (p), F,(p), .. F.(p) k fonctions entiéres rationnelles
en p de degré N, dans chacune desquelles le coefficient de la plus haute
puissance de p est égal-a 1, et supposons que ces derniéres fonctions
ne sgannullent que pour certaines valeurs de p congruentes aux p,
(A=1,2,..n); soient enfin ¢,,¢,,..q, k entiers positifs. La série
multiple

S*Z file +p) filo+p,) . file +po)
F1<10 + px) F:(P + pz) Fk(lo +pk)

Py--Pr

dans laquelle les p, .. p, parcourent tous les entiers remplissant les con-
ditions

> .
PuZPe— s Po— 4, + 1, .. p,+ g, E=Ln.e-Lip=12h

sera une fonction périodique de p représentable par une expression de la
forme suivante: ' '

n "/1"'1

(33) E[Iﬂrrcot(p—pl)ir+ZKA,%(ﬂcot(p—pl)n')],

A=1

s, désignant I'ordre de multiplicité du pole p, et K, une fonction entiére
rationnelle des quantités (32) dans laquelle les coefficients sont des nombres
rationnels. :

Cette proposition est évidente dans le cas ou k = 1; en effet, S se
réduit dans ce cas & une série simple qui converge absolument et uni-
formément en dedans de B et qui ne change pas de valeur en remplagant
p par p + 1; donc cette série représente une fonction de la forme (33);
et comme, de plus, il n'y a qu'un nombre fini de termes de § qui de-
viennent infinis pour p = p,, en développant § selon les puissances en-
tiéres, positives et négatives, de p — p,, les coefficients seront des fonc-
tions entitres rationnelles, & coefficients rationnels, de p, et de

- @B=1,.A—1,2+1,..2)
£Pr— Pg
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Considérons le cas général. Evidemment on pourra écrire

f1(P +p1) fi P +p2 fk(/) +p*)
GO S=XEewn X Eetr X Retm

P1s Pyy -+ Py parcourant indépendamment I'un de l'autre tous les entiers
positifs et négatifs et H désignant une expression linéaire et homogéne,
a coefficients entiers, de certaines séries multiples de la méme forme
que § mais d’ordre de multiplicité inférieur & k. Or le premier terme
du second membre de (34) étant le produit de certaines expressions de
la forme (33), S + H sera aussi une telle expression. Donc, si la pro-
position est vraie pour k=1, 2,..x— 1, elle subsiste pour & = x; or
elle est vraie pour k = 1, donc elle est toujours vraie.

Arrivons & la démonstration du théoréme énoncé plus haut. Rap-
pelons d’abord (n® 7) que la série €™ est absolument convergente par
rapport aux éléments ¢, cest-a-dire qu'elle reste convergente méme en
remplagant, dans le développement de chacun des déterminant 20 .
chaque terme par sa valeur absolue; on a donc le droit de ranger les
termes de £ dans un ordre quelconque. Ecrivons ¢4 sous la forme

(35) pu= LTS B—R) + CETZ G — )+ 4 g B — R
H,(i—k), H(i—£k),.. H(i—F) désignant certaines fonctions entiéres
rationnelles, a coefficients entiers, de i —k et de o, 4 4, %5, 4 5y Oy i sn
(voir: Sur une application des déterminants infinis etc. p. 56). La série
£™ pourra s'écrire comme une série absolument convergente ordonnée
selon les puissances et les produits des fonctions H (i — k), H,(i — k), ..
H,(i —k); en effet, en désignant par ¢, ce que devient ¢, en rempla-
¢ant, dans l'expression du second membre de (35), chaque terme par sa
valeur absolue, la série X, Z;J,, sera convergente,

D’aprés la formule (29), £™ peut étre regardé comme la somme
d'une infinité de termes de la forme

€. prlpal Sblm'a,‘ t ¢p-pa,, ’

Py P, - - Pon étant une permutation des nombres p, p, .. p, et ¢ désignant,
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suivant les cas, + 1 ou — 1. Donc &™ peut étre regardé comme la
somme de termes de la forme

(o + p)h (o + pu)rhe
Celp+p) T ele+ pm)

Hﬁ,’(l’l - Pa,) .. Hﬂm (P — Pam)

By .. B. désignant des nombres dans la suite 2, 3,.. x.
Soient k,, k,, ..k, m entiers différents de zéro qui vérifient 1'égalité

k1+k2+"+km=o’

et posons

(36) p—p, =k, Po— P, =k, .. Po—Dp..=Fk,,

71 -+ 7' désignant une permutation des nombres 1,2,..m. Il est clair
que l'expression

(37) Hﬂ: (kh) Hﬂz (kh) tt H m(k‘/m)
ne contient que les paramétres suivants
(38> ar,l‘,——r ’ ar,kg——r PR ar,l-m—r; (r=2.3,..n)

donc l'ensemble de ceux des termes de £™ qui, outre les ay_,, a; 4, ..
a, ., ne contiennent que les paramétres (38), s'écrira comme la somme
d’'un certain nombre fini de séries de la forme

o+ p) " (p+p) " (p+ pay—oe
€ elo +p) ¢ +p,) ¢ + pa) ’

K désignant lexpression (37) et p, .. p, parcourant toutes les valeurs
remplissant les égalités (36) et la condition

p12p2z"zpm;
donc, d’aprés le lemme démontré tout & 'heure, ledit ensemble de termes
prendra la forme (33), dans laquelle K,, désigne une fonction entiére ra-

tionnelle, & coefficients rationnels, des quantités (32) et des paramétres
(31). Donc la proposition se trouve démontrée.
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29. D'aprés les formules (11) et (28) on a

(59) D(p) = T(p) + Z M (p) 2"
Puisque

H(p) = Ii Xnn(P)s

m=-—w

np n(n 1)

[t ' .
— P—P\, P —Pn ¢(ﬂ+m) e
Yan(p) = (1 + 20 e ™ (5 4 L0 )e =tlrrm, ,

en développant T](e) suivant les puissances croissantes de p, il est clair
que les coefficients de la série ainsi obtenue sont des fonctions entiéres de

(40) Uy 9y A3 35 oo Ry _pn3

dans ces fonctions, les coefficients sont des polyndémes en 7, dont les coeffi-
cients sont des nombres rationnels.

En vertu de l'égalité y, = ¢ (o + )¢, la fonction T] (o) @™ s'écrira
ainsi:

(a1) Oe)em=Y_"¢e) pm

- p.,me . XPum

Dy, désignant ce que devient &  en remplacant les ¢ par les y. Or
nous savons que la série 2,2y, est une fonction entiére de p; en
Pécrivant comme une série ordonnée suivant les puissances croissantes
de p, les coefficients dans cette série auront la forme de séries absolu-
ment convergentes ordonnées suivant les paramétres «,,; de plus, si Ton
écrit la fonction entiére:

(o)
XPnP] . XP-P-

comme une série 2 ordonnée suivant les puissances de p, les coeffi-
cients seront des fonctions entiéres des parameétres (40) telles que, si
I'on remplace dans chacune d'elles chaque terme par sa valeur ab-
solue, la sériec 2 restera encore convergente. Done, la série du second
membre de (41) s'écrira comme une série ordonnée suivant les puissances
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de p dans laquelle chaque coefficient est une série absolument conver-
gente, ordonnée suivant les puissances des paramétres a,; par rapport a
ceux des a; ot kZ—4d, les termes de ces séries seront de dégré m,
puisque le déterminant D{™, est de degré m par rapport aux y, et
que les y, (iZk) sont linéaires et homogénes par rapport auxdits para-
meétres.

Or la série 2, II(p) 2™ est, par rapport & p, uniformément con-
vergente a lintérieur de tout domaine fini (cf. n° 15); donc D(p)
prendra la forme d'une série entiére en p dont les coefficients sont des
séries absolument convergentes, procédant selon les puissances des para-
métres a,,. . |

Je dis que, dans ces séries, chaque coefficient s'exprime comme une
fonction entiére rationnelle de 7 ou les coefficients sont des nombres
rationnels. Il suffit évidemment de le démontrer pour le cas ou les
racines p;, p,,..p, de ¢(p) sont incongruentes; en effet, deux ou plu-
sieurs de ces racines ne seront congruentes que quand les paramétres (40)
satisfont & certaines conditions; or, les autres paramétres a,, étant regar-
dés comme des constantes, D(p) sera une série entiére toujours conver-
gente par rapport a ceux-la; done, si la proposition est vraie dans le
cas général ol ces paramétres ne satisfont & aucunes relations, elle sera
toujours vraie.

Les racines p,, p,,..p, étant supposées incongruentes, si l'on écrit
£™ comme une série ordonnée selon les paramétres (31), chaque coeffi-
cient dans cette série se mettra sous la forme

K(p) = X Kyzcot (o — p)),

K, désignant une fonction entiére rationnelle, & coefficients rationnels, des
quantités

1
(42) Ty Pas P 7ot (0, — pg) 7; (3=1,.A=1,241,.m)

Ps
il est clair d’ailleurs que K, se change en K, si p, se change en p,.
La fonction II(p)K(p) est une fonction entiére de p; si on la déve-

loppe selon les puissances croissantes de p, chaque coefficient dans ce
Acta mathematicn. 16. Imprimé le 14 mai 1892. 37



290 Helge von Koch.

développement sera une fonction entiére rationnelle en 7, dont les coeffi-
cients seront des fonctions enti¢res rationnelles, a coefficients rationnels,
des quantités (42) et de plus, en les considérant comme fonctions de
D1y Pay e Py Symétriques par rapport & ces variables. Or nous savons
que II(p)K(p) est une fonction entiére de p et de p,, ps, .. p,; done,
en développant cette fonction selon les puissances croissantes de p, chaque
coefficient s'écrira comme une série entiére, toujours convergente et sy-
métrique par rapport & p,, p,, .. p,, dans laquelle les coefficients seront
entiers et rationnels, & coefficients rationnels, par rapport au nombre ;
chaque série de cette forme peut dtre exprimée comme une série entiere
toujours convergente par rapport aux paramétres (40) dans laquelle
chacun des coefficients est entier et rationnel, & coefficients rationnels,
par rapport &4 7; donc la démonstration se trouve achevée.

Pour arriver & ce résultat, nous avons supposé la condition (2) satis-
faite; il est clair qu'on peut l'étendre immédiatement au cas général en
se servant de la méthode employée dans le n° 25. Donc nous pouvons
énoncer ce théoréme:

Si les développements (3) des fonctions P,(x) convergent en dedans
dun anneaw circulaire quelconque, le déterminant infini D(p) peut sécrire
comme ume série entiére tougours comvergemte de p; chaque coefficient de cette
série se représente par ume série absolument comvergente procédant selon les
puissances et les produits des paramétres a,; dams chacune de ces séries, les
coefficients sont des polynémes en = domt les coefficients sont des nombres
rationnels.

30. M. Poincart a donné le nom d'invariants de I'équation (1),
relatifs & 1'anneau circulaire (RR'), aux coefficients I, dans le développe-
ment du déterminant F(w) de M. Fucas:

(—i1yFle)=o"+ Lo '+ ..+ L o + 1,

(ot le terme indépendant de w est égal & l'unité, d’aprés ce qui a été
démontré dans le n° 27). Le probléme de représenter analytiquement ces
invariants a été résolu, comme on sait, dans des cas assez étendus par
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MM. Fucus' et HAMBURGER® et, dans le cas général, par MM. Poixcark’
et Mirrac-LErrLEr®. Les expressions analytiques qui ont été employées
par ces auteurs pour représenter les I,, contiennent certains parametres
dont les invariants eux-mémes sont absolument indépendants; 'emploi des
déterminants infinis conduit aisément a des expressions plus simples, li-
bérées de tout élément arbitraire.

En effet, posons F(w) = f(p); daprés la formule (25), on voit que
les quantités f(0), f'(0), .. f™(0), divisées par (27i)*, s'expriment comme
des fonctions linéaires homogénes de D(o), D'(0), .. D™(0) dans lesquelles
les coefficients sont des expressions entiéres rationnelles, a coefficients ra-
tionnels, en 7i. Donc, en posant p = o dans les formules

Flo)=f(p), Flo)=r(o)%, .
cey F(n)((?) = f™(p) (‘;_%)" + ..+ f’(,o) %%;’

on obtient F(1), F'(1), ..‘F(")(I) sous la méme forme.
Or on a
_ F(/L)(o)

(—" 1)"1'"
et les F*(0) peuvent g'écrire comme des fonctions linéaires homogénes,
a coefficients rationnels, de F(1), F'(1), .. F*(1); donc:

Les invariants de. Uéquation (1), relatifs & Uanmeaw circulaive (RR),
peuvent toujours sexprimer comme des fonctions linéaires homogénes de

! Fuces, Uber die Darstellung der Functionen complexer Variabeln, insbesondere der
Integrale linearer Differentialgleichungen, Journal fiir Mathematik, t. 75.

® HAMBURGER, Uber ein Princip sur Darstellung des Verhaltens mehrdeutiger Func-
tionen einer complexen Variabeln, insbesondere der Integrale linearer Differentialgleichungen
in der Umgebung singulirer Punkte, Journal fir Mathematik, t. 83.

® POINCARE, Sur les groupes des équations linéaires, Acta mathematica, t. 4;
voir aussi: Voar, Sur les invarianis fondamentaux des équations différentielles linéaires du
second ordre, these, Paris 1880.

* MrrrAG-LEFFLER, Sur la représentation analytique des intégrales et des invariants
dune équation différentielle linéaire et homogéme, Acta mathematica, t. I5.
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D{o), I'(0), .. D™(0); dans chacune de ces fonctions, les coefficients sont
des polynomes en i dont les coefficients somt des mombres rationnels;

et, d’aprés ce que nous avons démontré plus haut:

chacune des quantités D(o), D'(0), .. D™ (o) peut s'écrire comme une
séric absolument convergente ordonnée selon les paramétres a,, dans laquelle
les coefficients sont des polynémes en x; et, dans ces polyndmes, les coefficients
sont des mombres rationnels.

31. Appliquons ces généralités & un exemple. Soit

(43) G+ E+)y=0

Péquation différenticlle proposée; on aura identiquement
$u=0 sik>i4+1, Jy=o0 sik<i—1

(44) “ ;
po)=pl—0)+p dun=_g e =0

Premier cas: 1 — 48 n'est le carré d’aucun cntier. Les deux ra-
cines p, , p, de ¢(p) seront incongruentes:

1 +\/I——4ﬂ;

I — 1 —4p8
2 ’ 3 2

o, =
donc £(p) prendra la forme

L) =14+ Mzcot(p — p,)x + M,zcot(p — p,) 7
ou, en vertu de l'égalité M, + M, = o,

Qo) =14 2M,x sin 2p, 7

1™ cos2p,n — cos 2pm”
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Pour calculer M, faisons usage de la méthode employée dans le n° 28,
D’aprés (29), en écrivant £(p) sous la forme

2p) =1 + I g7 =1+ I a7,

m=2 p)..pm

la série @™ sera identiquement nulle pour toute valeur impaire de m;
et en posant, pour abréger les formules, F(p) = ¢(0)¢(0 + 1), on aura:

(T} E ! ‘ .
Q0 = (— 1) (ay) pz_;m Flo +p)Fp + py) - Flo + 7o)

En représentant £°P par une expression de la forme suivante:

Q(2k) — 2M(2k)7'[ sSin 2101 9
' T cos2p,m— coszpn’

nous savons que la constante M{® peut étre exprimée comme une fonc-
tion entiére rationnelle, & coefficients rationnels, de

1
Ty Py oy meot(o, — py)

ou, ce qui revient au méme, de

Ty P , mweot2p, m;

_r
01— 1
bornerons-nous & calculer M et M.

Parmi les fonctions F(o 4+ m) (m = o, + 1,..), F(p) et Flo — 1)
sont les seules qui s'annullent pour p = p,; donc le résidu de la fonc-
tion @9, relatif au poéle p,, aura la valeur:

Mz) = — oy [F’(Ipl) + lﬂ’(pll__ I)]

Pour trouver la valeur de M, écrivons &* sous la forme
12

99 = (ap)?

[ rerm] 3 2 [rprm] — L rormmera—n)
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pour abréger, désignons par le symbole R(A4) le résidu, relatif au pole p,,
d’'une fonction quelconque A4; posons

¢=|Trerml E=Zlrrml > K=Trormrorars

on obtiendra aisément

— e F"(/)x) . F”(Pl - I)
BUH) = — )T~ Flo,— 15

I

I
R(K)=F(pl‘“2)F’(P1~'l)+F(Pl)F(P1 + I)_—

_EF'(JOI e I)Fy(lol) + F”(Jol)F(pl - I).
2 [F(e, — DI*[F(p)] ’

de plus, puisque (2y)’G = [2®]?, on a:
(7’ R(G) = — 2[MPPrcot 2p, 7,
et la quantité M{" se trouve déterminée par la formule
M = () [ ; R(6) —; R(H) — R(K)].
Ces quantités une fois calculées, le résidu M, s'obtiendra par la formule
M, =M+ M® 4 ..+ M+ ..

Second cas: 1 — 4 cst le carré d'un entier p. Les deux racines
015 po de ¢(p) seront congruentes:

I —p I 49
Iol= 217 p3= 21'

Done, en vertu des formules (27) et (27'), la fonction £(p) pourra s'écrire

Lp)=14 MH%[rzcot (p +]~2’> 7z'] =1—M, (\W—ﬂ)i .
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d’'aprés ce que nous avons vu dans le n° 28, chacune des fonctions £¢9

prendra la forme
7 2
o0 = — M ( —
sin (p + 5) i

\

(2t L4 . 3 A \ . .
M{P désignant le produit de (a7)* par un polynéme en z & coefficients
rationnels. Done M;; se représentera par une série de la forme

My = Ry + By(ap)’ + .. + Bi(op)" + ..

ot les R, sont des polyndmes en 7z .dont les coefficients sont des nombres
rationnels.

Dans tous les deux cas, le déterminant D(p) s'obtiendra par la
formule ‘

D(p) = — Snle—plmsinG +p)7 g0y

T T

Ajoutons que les formules précédentes mettent en évidence ce fait
que les invariants de I'équation (43), considérés comme fonctions des
paramétres a, 3, r, ne dépendent que de 8 et du produit ay.

Une partie des recherches qui ont fait 'objet de ce mémoire, a été
publiée auparavant dans les Comptes rendus de 1I’Académie des
Sciences de Suéde (Ofversigt af Kongl, Vetenskaps-Akademiens
Forhandlingar, 1890).




