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CHAPITRE IL

Transformations de quelques équations différentielles.

Le moyen le plus efficace de parvenir aux solutions d'une équation
différentielle qu’on ne saurait intégrer d'une maniére directe, parait étre
de la remplacer par une suite d’autres équations dont chacune s'intégre
par des procédés connus. Evidemment, la série que forment les diverses
solutions obtenues ainsi doit étre convergente.

Les transformations qu'on va donner dans les pages suivantes se
rapportent aux équations de deux différentes espéces.

D’abord nous nous occuperons de transformer certaines équations du
deuxiéme ordre dont les divers termes dépendent de puissances entiéres
de la fonction cherchée ainsi que de sa premiére dérivée.

Le second genre d’équations que nous envisagerons contiendra des
fonctions trigonométriques, dans les arguments desquelles figure la fonc-
tion demandée.

Mais encore, puisque dans plusieures occasions il sera favorable ou

méme nécessaire de ramener une équation proposée, en omettant certains
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termes surpassant le premier degré, a la forme linéaire, on a ajouté un
paragraphe contenant quelques remarques relativement & l'intégration des
équations linéaires. Il s’entend que ces remarques portent uniquement sur
la forme des équations qu'on rencontre dans la mécanique céleste.

§ b, Equations du deuxiéme ordre contenant des puissances et des
produits de la fonction inconnue et de sa premiére dérivée.

1. Avant d’entrer dans les opérations analytiques voici une ex-
plication.
Supposons qu'on ait I'équation du deuxieme ordre:
d*y dy
(w+f<%,y,v)= Q,
2 étant une fonction connue de v, et admettons qu'on connaisse une
valeur approchée de la solution. En introduisant cette valeur, que nous

désignerons par y,, dans l'équation proposée, on obtient un résultat de
la forme:

a*y, dy,
dv? +f<d—v"?/o,v>—9=R,

ou la quantité R sera appelée le reste de la solution approchée.

Le plus souvent, il y a lieu d’opérer la détermination de la fonc-
tion y, de maniére que le reste de la solution soit trés petit par rapport
& la fonction &; dans certains cas, cependant, il peut étre avantageux
d’établir une expression de y, telle que le reste soit exempt de termes
d'une certaine forme.

2. L’équation que nous allons d’abord considérer est celle-ci:

d’y 2 3

(1) W"" Yoy + Yooy® + Youy
d
+ {Yl.o + Y.y + YI.??/?}d_.Z

+ {Y2.o + Yz.ly}(g_z>’= £
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ou Yon a supposé les Y,,, Y,,, ... des fonctions connues de v ne ren-
fermant que des constantes et des termes purement trigonométriques.

En adoptant T'hypothése que la fonction y soit une petite quantité
de Vordre des excentricités ou des inclinaisons, nous avons omis les termes
d'un degré plus élevé que le troisieme, bien que I'équation que présente
la mécanique céleste en puisse contenir un nombre infini. Cependant,
nous avons négligé les puissances supérieures non seulement puisquon
les peut considérer comme trés petites, mais encore pour une raison
moins arbitraire. La voici.

On a eu loccasion de voir, dans ce qui précéde, qu'on n'arrivera pas
toujours a des résultats satisfaisants en abordant les approximations suc-
cessives par lintégration d’une équation linéaire ou bien, ce qui revient
au méme, d'un systéme d’équations linéaires; mais d'autre part, on a
aussi pu constater que la solution peut s'obtenir, méme dans certains cas
impossibles & traiter au moyen d’équations linéaires, en partant d’une
équation du troisiéme degré. Ayant ainsi obtenu une approximation
effective, on en déduit la correction due aux termes négligés toutes les fois
que le coefficient de la troisiéme puissance de l'inconnue n'est pas trop
petit. Cette condition étant satisfaite le plus souvent, si non toujours,
dans les théories des planétes, il 'y a pas lieu de recourir aux équa-
tions d'un degré plus élevé.

Cela étant, admettons qu'on puisse représenter la fonction demandée
au moyen du développement que voici:

(2) Y= (1 —¢1)2 + 922" + @o32" + ...
2 dz
+ (%.o + 12+ @22" .. )d—'v

+ (%;0 + a1z + 202" +.00) (%)2

ou l'on a désigné par ¢,;, ¢4, ... des fonctions de » qui sont encore:
& notre disposition, et par z lintégrale de I'équation qu’'on trouve si I'on
remplace, dans I'équation (1), y par l'expression (2).
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Ecrivons l'équation en z de la maniére suivante:

d*z
(3) a—v'i + Z = 'Qa

L. . dz d*z d°

Z sera évidemment une fonction de 2, -, =, -
dv’ do®’ do

dépend encore des fonctions arbitraires ¢,,, ¢;,, ..., de sorte qu'on peut,
en déterminant ces fonctions d'une maniére convenable, faire disparaitre
les coefficients de certains termes dans Z. On peut méme, dans quelques
cas, choisir les fonctions arbitraires de maniére que toute la fonction Z
devienne trés petite ou qu'elle se réduise, au moins pour sa partie essen-

tielle, 2 un petit nombre de termes, par exemple a

et de v, mais elle

d
Z=1Zzs+ prg,+pr,

Z, étant une fonction connue de v, et § et 8, des constantes.
En différentiant V'expression (2), il viendra:

dy_ de,.4 dges 4 dgos 3
() dv dvz+ duz+dvz+'“

1=+ G [ 200+ it o 300 +

e+ dg:o + [25012 d%‘] z 4+ . ( )

o+ Bt A(F)

d2
+{g0 + s + puad” + .10

dz d*
+{2¢.0 + 2¢5.2 + ...}d_:;%j

+3000(3) G oo
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d’'ott P'on tire, par une seconde différentiation:

d* d’ d’ d?
(5) h=—Tgwet+ gt s

d?o 1 dzspl.o d?o.z d’?m
T % @ +[4 a1 @ ]Z

+[d¢03+d¢12] +“.dz

dv

dv

+12¢0,+ 2 ¢"+%¥+[6¢o.3+ dw“'l'd%l] +=<%>2

_ doss , gy, dz\*®
+ 120,42 3 T -I-l(-d—'—’)-l-

v

1= gt 2% [0+ 220

+[3p+ 2227+ }%

dz d*z
dv dv?

+{3¢1.1+ 4%2‘*‘ [6¢12+4 %l] 24 ...

dz\?*d?%z
) &

+ 5¢2.l+_6%ﬂ+_'_}<%
Hapeck et (G
{6000+ - ) (%f)
{10+ p1az + pratt + ) 24
dz d°z

+ { 2050+ 205.2 + . }d'u dus

Flsena o) ()22
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Pour arriver & l’équation (3), ainsi que pour établir les équations
de condition d'on se dérivent les fonctions ¢,,, ¢,,, ... il nous faut
encore les expressions suivantes ou l'on n’a retenu que les termes jusqu'au
troisiéme degré inclusivement:

Y= (1 — 1)’ + 2(1 — @0.1) 00,2
dz
+ {2(1 - ¢o.1)$01.oz + 2[§01.0¢0.2 + (I — ¥, 1)‘51 1]32}—
o dz d
+ {50{.0 + [2(1 - {00.1)?’2.0 + 2¢1.o¢1.1]3}<d > + 20,9, °<dj)>

d
Y = (1 — 9’0.:)353 + 3(1 — 9"0.1)2%.032‘(%
dz\? . (dz\?

+ 301 — ¢o.l)¢?.02(d~z) + sp?.o(a%) ,

<d¢0-1>222 __ d% 1 d% 2,8
dv “dv  dv

@)-

+l—2%<1——¢o.1+d§;‘°>z

o[ (et B) = Gt W)
N Y RO
5 ) | (@)
+ (e ) (o ) @)
— 2ot st g it — o et |
+t2¢1.o — o+ ) [ — 4 et f,f;‘+2gol.1( — g0t 222)

T

+ [2501.0(501.1 + di—) + 4502.0( — o1 + d‘”‘“)](%)’g%,

+{plo + 2¢100112) (dv ) + 491 o%ozj, <;i;’) ’

+
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d?f de, Q?‘DOQ g,
Yoo =—(1—¢0) =5 zz+[( — o)t — pos ]Z

[ (= or + 220) — g1 5],
+ 10t — a2t 4 (1 — o) (2000 + )
oo
TR WY T S
+<I—%x><wn+d§:°>] l<§f,>

+ [(I e a1 0)?20 + %ok?x 1+ %0)](%%)3

d2
+ {(I "‘590.1) 108 + [(I —_ ¢0.1) @11+ 501.0990.2]32}&7?;

dz d?
+ieto + 200 — gui)gao + 20000018 - 1

dz\*d%z
+3¢1o§020(dv> i’
d
E— o) Tt

0.1 d 1.0 d
+["— 2( 5001)5010 gv + 1—5001) <1_§00.1+ gv >]Z2d_j;

R R (PR )

+ (1 — P+ %>¢§.0<%>3

d?
+ (I ""‘5901) 50103 do?

dz d*z
+ 2(1 — @, 1)?1 Ozd’b’dﬂ
dz\*d?®s
3
+ ?1.0(3;) et
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—y
+[— 20— go)(1 —gua + 22) ot g (02) 2 2
S S
+ m(l — ¢oa + d“’"”) (%’f—,)’

do,, a?
(I—‘%l)%o 4 152‘@5

dg.. dz d’s
[2(1——%1)(1'—%14' dv )5”10 25010 : ]dzdv

doy, dz\*d?
+ 2(1 — Po1 -+ g,v >¢?.o(a%> #
dﬂ 2
4+ (1 —@o1) sz.oz<'@£>
g dz <0l’
+ o O dv \dv? )

3. En introduisant les expressions que nous venons d'établir dans
I'équation (1) nous aurons un résultat de la forme que voici:

(6) o Ao+ Ao + Ao
{4y + 41,2 + Anzg}gi
(oo + 48} (55) + 4so(55)
+1{Bos + Buiz + By,2* }322
+1{B,, + Bllz}flzz s+ B2°<d1;) 3;
+{Bio + Bundl(5h) + Bro(5)
+{Coo + Coaz + Cops™) o

dz d*z <dz> d®z

+{010+ Cll }d dv s+ 2.0 dv dv ‘Q'
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Evidemment, par la transformation exécutée, des termes se sont
produits dont le degré est plus élevé que le troisiéme; on les comprendra
dans la fonction £.

Les divers coefficients entrant dans I'équation précédente sont donnés
au moyen des formules suivantes:

d 0.1 d 0.1
(7,&) A0A1= go + Yol(l’*foox) 10 (S:v ’

d 10 dx.o dol
(1) A= B84 Vot Tt — g+ 20) 2,

d 0.2 d 0.2
(7’ C) A4y = ¢ + Yo,000 + Y., zv + Yo.‘z([ “"'500.1)2
d 0.1 d 0.1 *
- 1.1(I Po. 1) 90 Yz.o(%‘) H

d 1.1 1.1
‘(7,(1) 4,, = ¢ + Y,,011 + Ylo(2¢oz+ g >+2Y02(1_¢01)¢10

d 1.0 d 0.1
+ YMI(I *?o.l)(l — ¢o1 + gv >_"§01.o gv l

dpso\ d¢os doz
—2Y2.0(I—¢0.1+ $v> 4 +4 59

, d2¢, . des.,
(7: e) 4,, = d,fa + Yo.l%.o + -Yx.o(fp],x -+ f;;v) + Y,.¢1,

o T )

dy;.
+ 2¢,5 + 2‘%1%)

d’ @5 deo.s
(7v f) 4,5 = dﬁ; + Yo.lfpo.a + Yl.o“%‘ -+ 2Y0.2(I - fﬁo.x)?o.z

0.2 d 0.1 d 0.1 d 0.3
+Y1.1[<1 ¢01) qﬂ — ¢ 4 ]"’"2Y AR AL

02 dy 20 dv  dv

deo.n
+ Yo.s(I — 900.1)3 — »Ym(l — 54’0.1)2 L4

dv

+ Y, (1 — fpm)(d% l)

Acta mathematica. 17. Imprimé le 26 mars 1892, 2
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1.3 d 1.%
7,g) A1.2= gp +Y015910+Y10(35003+ gv)

4 2Yo.2[(l — 500.1) ¢+ 501.05‘70-‘2]

 Efle o+l )

d d
+5010 %’ — Y11 g:;]

de¢ o\ de,. de, 1\ g
+ 2Y2‘o[<1 — o1 T ’%“)‘g‘v"‘—<2¢o.2 + gv )_g_vﬁ]

+ 3Yo.3(1 —_ %.1)2501.0

Bl (1=t )t peden 5]

+ Y2.1["‘ 2(1 “5’0.1)(1_¢°-1+ dg;o) ig_;‘_ +Spl'°<i%> g]

@, s
+ 6=,

d* ¢, des.,
(7’h) 4,, = 50 + Yoi1001 + Ylo(2¢n+ gv)
+ ZYo.z[(I — f"o.x)fpz.o + Sﬂx.o%.l]

+ Ym[(l — P01 + d‘”“’)son + (2%1 + ’0“>¢xo

— P20 g;: + (1 — S”ox)(%l + %o)]
+ 2Y2.o[<1 — Qo1 dga.o) (2%1 + %1)

- (501.1 + dg:°> %L]

+ 3%, o.s(I —_ ?o.l)?:.o



(7,1)

(8,9)

(8, b)

(3,0)
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Ay =

By,

BO.l =

By

11

+ Ym[""’ S”?.od?;‘ + 2(I — 500.1)(1 — @01 + de 0)5’71 o]

+ Yg.:[(l — %J)(’ —fu dg:’&) |

—_— 2(! — @o1 + igl-"—);o

v

5912

-+ 65"03

¢M+ Yo:fpao + Ylo(ﬁﬂﬂ + %D) -+ 2}7015"105020

+ Yn[(l ~ o1 + 5910)%0 + (991.1 +

+ 2YM<I ~— @1 + d%o)(’”’l + dg;o)
+ You0ls

+ Tt — o + 222)g1,

+ Yzl(l — Pou +dsp”) 2%

+ 20124 2 g,:i’

do,.
= — @+ 2 f;;o -+ Yw%.o:

2¢09 + 25—~ %1 + Ylo¢11+Yxl(I 500.1)501.0“"

3¢00s + 2 50“ 4+ Y0014
-+ Yx.l[(l — f"o.l)%.l + 9’1.0500.2]
deo.s de, s
-+ ZYM[go,o T — L1 gv]

-+ Yl?(! _ 5001)’?710

_— 2Y21(l ‘—S"ox)%o %‘

2%,

1.0

d 2.0
“‘%‘) ?91.0]

1o :;M

dfon.x]
dv

b
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(8, d) B,, = 3011+ 4 %o + 2Y,0¢00 + Yl.xfa’:.o
dey.
+ 2Yz.o(‘ — Poa + - ga )S"loy
(8, e) By, = 6¢,, + 4 L= go,, + 2Y,,¢4,

+ ZYI.I[(I —¢01)¢2o + 501.o¢1.1] + 2Y12(I'_ 500.1)50?.0
d 0.1 d 10
+ 2Y2.o[ 20349 g + (I — ®o1 + - )5911

+ (2%2 + sp”)%o]

+ 2Y,,[ @1 d%‘ (‘—¢ol)(l_¢01+ d;°>¢l°]

d 8.0
(8; f) B,, = 5¢2.1 + 6 c’;v -+ 3Y1.o¢x.o + 3Y1.1¢'1.o$02.o

-+ 2Y,.0[(¢,,x -+ gl‘(%o‘)%.o + 2<1 — @01 + d%o)fpzo]
+2Y2.1< S"ol+ ?10>¢10+ Y200,

(8’ g) B;, = 2¢50 + Yz.o?’g.o’
(8, h) B, = 2001 + 2Y2.o¢1.o¢1.1 + Y2.I(I — ¢o.1)¢?.o;
(8, i) B, = 6¢s4 + 4Y2.o§01 0¥20 T Y,,l??.o;

(9, 8) Coo = ¢r0s
(9,b) Coi= 115
(9,¢) Coa = @12y
(9, d) Cro = 205,
(9, €) Cix = 20415

(9, 1) Cyo = 3¢Ps00
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A Taide des équations que nous venons d’établir, on parvient & dé-
terminer les fonctions ¢,;, ¢,,,.... Ces fonctions étant au nombre de
neuf, on peut les choisir de maniére 4 remplir neuf conditions en quelque
sorte arbitraires: on pourrait, ce qui semble au premier coup doeil le
plus naturel, égaler tous les neuf coefficients 4 a zéro, ou I'on en pourrait
faire disparaitre un certain nombre, se réservant les fonctions encore a
déterminer pour réduire & zéro quelques-uns des coefficients B et C, ou
du moins pour les rendre trés petits. En un mot, on peut disposer des
conditions arbitraires de diverses maniéres afin de rendre l'équation ré-
sultante (3) ou (6) aussi propre & lintégration que possible.

Mais, en déterminant les fonctions dont il gagit, il faut avoir soin,
premiérement, que les valeurs de ces fonctions restent trés petites du
premier ordre, vu qu'autrement on ne serait pas assuré de la convergence
des approximations qu'on a entamées en négligeant, dans 'équation (6),
les termes dépassant le troisiéme degré; et puis que ces fonctions ne
contiendront aucun terme ayant la variable hors des signes trigonomé-
triques.

Il y a lieu ici de faire encore une autre remarque. Le plus souvent,
on peut prévoir la nature de l'équation (6), & savoir la nature de la
fonction Z dans l'équation (3), de sorte qu'on sera & méme d’éliminer,
d’s
dv?
I'équation (6), cette élimination ne devant, toutefois, s'étendre au terme

2

d
contenant —i seul.
dv

Faisons maintenant 'application des formules précédentes a quelques
cas particuliers que nous retrouverons dans le courant de nos recherches.

Dans la premiére application des formules précédentes, nous ad-
mettons que parmi les fonctions constituant les coefficients de I'équation
(1), seulement les trois premiéres soient différentes de zéro, de sorte que
nous ayons:

. . . a?
au moyen de cette équation, les termes dépendant de et de d—; dans

dl
(0) S+ Yy + Ly + Yy =8

En supposant les coefficients Y,, ¥,, ¥, ainsi que la fonction 2 trés
petits du premier ordre par rapport aux masses troublantes, nous dé-
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terminerons les fonctions ¢,;, ¢4, ... de facon & satisfaire aux condi-
tions suivantes, qui découlent immédiatement des équations (7).

4o
(1,8) SRt Vige = ¥, — fu,

d2 1.9 d 5.1
(I I,b) d?:a + Yzfﬁl.o =2 gv +ﬂ1.o,

d’ 0.2
(I I, C) d‘i’ + Yl?’o.z = — Yz(l —_— 500.1)2 -+ ﬂo.s;
d d’spl.l __217(1_ ) ’ ¢0,+
(II, ) a0 1= 3 Cor)¥ro— 4 v ,31.13
d 0 d 1.1
(“,e) % + Y@y = — afpg.o-2¢o.2_2 gv
d’ .5
(11,1) gp + Vg = —2Y,(1 — 500.1)500.2 — Y(t — ¢0a)® + Boss

d 1.2
(11, g) SD + Y, = —21{(1 — C01) P11 T+ ProPos)

de,.s
_’3Y3(‘—"¢o.1)2¢1.o"6 ¢ +/9127

d’g,,
(I I, h) ds:, L4 K¢2.1 =-—2 K((I — 500.1)%3.0 + 591.0551.1]

de,.s
— 3Y,(1 — @0,) 010 — 6005 — 4 lev + Beys

(11,i) SD“

1P0 = — 21,?5010%0_ 350?.0

$09.1
dv

— 2012

Comme il est visible, nous n'avons pas égalé les quantités A, 4,,-...
a zéro, mais bien a d’autres quantités §,,, ., ... que nous supposerons
constantes. En voici la raison.

En examinant les équations (11), on apercoit tout de suite qu’elles
ont la forme commune:

P Te=W,
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W étant une fonction connue dépendant des Y, et des ¢ déja détermi-
nés. Les différents ¢ sgobtiennent donc de proche en proche. Mais en
effectuant les diverses intégrations il peut arriver qu’on se heurte contre
des termes séculaires provenant de la multiplication de deux fonctions
trigonométriques ayant le méme argument. En disposant convenablement
des constantes disponibles, on fera facilement disparaitre ces termes. Rien
n'empéche cependant que plusieurs des constantes dont il s’agit n'acquiérent,
dans le courant du calcul, la valeur zéro.

Ayant ainsi déterminé les fonctions ¢, on aura au lieu de 'équa-
tion (6) celle-ci:

(12) g;—:; + /90.15 + ﬁ(mz? + ﬂ0.353

+1Bro + fus® + otV as - (oo + Puss) () + ua(T2)

a2 dz d° dz\ *d?
+ {B""’ + Bz + Bo-‘lz?}jv—i + {BI,O + Bl.lz}—(z%%i + B?.O(E%) d_vz‘

+ {Bi, + B;.7} (g;;)' + Bi.og% (3_:;)2

d2 dz d® dz\?d?
+ 100 + Cur# + 00-232}d_v{: +{Co + 01.15}11_2:—15 + 02.0<3%) El;i

= 4,

ou l'on a négligé les termes du quatriéme degré et d'un degré plus élevé.
Maintenant, puisque les fonctions ¢ sont déterminées, les B, les B’

et les C le sont aussi, et on peut méme, certaines conditions étant satis-
faites, considérer les termes dépendant de ces fonctions comme connus.
En effet, si les B étaient suffisamment petits et que les ¢ fussent des
quantités du premier ordre, on pourrait écrire approximativement:

d*z

v = &
supposé toutefois que la valeur de 2 ne devient pas trés grande par
Yintégration.
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N . . . d*z . . .
En introduisant cette expression de (—i—f; ainsi que celle-ci:
v

d*z df

dv®  dv

dans l'équation précédente, nous aurons une nouvelle équation dont la
forme est celle de Yéquation (1), et on en peut déduire, au moyen des
transformations que nous venons d'indiquer, une nouvelle équation dont
la forme serait celle de V'équation (12). Mais puisque, dans la nouvelle
équation (1), les Y, seront du deuxiéme ordre par rapport aux masses
troublantes, abstraction faite des constantes 8, les nouvelles fonctions ¢,
et par conséquent les nouvelles B et C seront aussi du deuxiéme ordre.
On - parvient donc, en continuant les opérations indiquées, & I'équation
finale:

(1 3) g;;‘ + ﬂo.lz + ﬂng + ﬂo.:auz3
9192
+ {ﬁx.o + ﬂl.lz + /91.23 }(‘i‘;

+ (oo + At} () + Ao F)
=0,

bien entendu sous la condition nécessaire que la valeur de z trouvée par
les diverses approximations soit si non une quantité du premier ordre,
du moins sensiblement inférieure & l'unité.

4. 11 peut, cependant, arriver qu’il soit avantageux d'attribuer &
la fonction A,, une autre valeur que celle d’une constante. Si, par
exemple, il était nuisible & la convergence des approximations succes-
sives de garder la fonction ¢,, différente de zéro, on peut la mettre, dés
'abord, égale & zéro, ce qui entrainerait immédiatement:

©10 = 0O,

et ensuite:

4
B,y = By, = C,y = 0.
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Par cette détermination, 'expression (2) deviendrait évidemment plus
simple qu’elle ne l'aurait été, si l'on avait cherché la fonction ¢,, en
intégrant 1'équation (11,a), mais en revanche on renoncerait & réduire le
coefficient de z & une constante. En faisant ¢,, = 0 nous aurons:

Ao.l = Iy

de sorte que, au lieu de I'équation (12), nous obtiendrons la suivante:
d%
(14) 3‘1; + Y2 + /90.252 + ﬂo.s*‘gB
d
+ {,81.0 + ,31.15 + ﬂmz?}“l%

tBuo + ) (5) + Aol F)

d’
+ {Bo.lz + Bo.zzz}d—; +...=4

Si maintenant, en cherchant I'expression préalable de z — par linté-
gration de I'équation précédente, aprés y avoir omis les termes dépendant
des fonctions B, ... — on trouvait une valeur de 2, suffisamment petite,
on aurait d’'une maniére facile la correction 2, & ajouter & z,, de sorte
qu'on eut:

2=2 + 2.
Mais on peut aussi opérer comme dans le numéro. précédent.

En effet, si nous admettons:

a*z

%—,= .Q-——:YIZ——...,

d’z d@ dY, dz

il Pl rE A (F P

nous aurons, 'au lieu de I'équation (14), une autre, dont le type est celui
de l'équation (1): les nouvelles valeurs des coefficients ¥ y entrant ne
différent de la fonction Y, ou des constantes 8 que de quantités du
deuxiéme ordre. A cette nouvelle équation, on peut appliquer les pro-
cédés que nous venons de mettre en usage, et on parviendra de cette
maniére, du moins dans les calculs des perturbations des planétes, & des

expressions des intégrales extrémement approchées des expressions vraies.
Acta mathematica. 17. Imprimé le 30 mars 1892. 3
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Il ne faut pas, cependant, se figurer qu'on puisse pousser les appro-
ximations dont nous avons parlé & linfini; on peut, au contraire, prévoir
quen dehors d'une certaine limite, les approximations ultérieures ne
contribueront plus & I'exactitude du résultat, mais qu’elles le font au
contraire écarter de plus en plus de l'expression exacte.

Cependant, ayant trouvé, par la méthode signalée, une valeur tres
approchée de la fonction 2z, ce qui nous donne aussi une valeur tres
approchée de y, que nous désignons par y,, il sera facile d’en évaluer
la correction. :

Dans ce but, posons:

y=9 +%
et

2 3 d’yo
(15) ‘Qo::‘g_ylyo— 2o = Lalo — 50
Q, étant une quantité extrémement petite dont les divers termes ne
seront pas agrandis par la double intégration. En introduisant les va-
leurs indiquées dans l'équation (10), nous aurons:

d? v
(16) dv?l; +{Y1 + 2Y,y, + 3Y3?/(2)}?/1 + {Y2 + 3Y3?/o}.'/? + Ys?/? = &,

équation dont il sera facile de trouver Vintégrale avec l'exactitude qu'on
voudra, bien entendu en retranchant, s'il est nécessaire, les termes &
longues périodes qui se produisent par les diverses approximations. Ces
termes-13 se réunissent facilement aux termes de la fonction y,.

Ajoutons encore la remarque qu'il ne sera point nécessaire de dé-
terminer les fonctions ¢ avec la derniére exactitude. Il suffit d’en avoir
une connaissance si approchée, que les restes de la solution, respective-
ment multipliés par les diverses puissances de y,, seront de tres petites
quantités, qu'on pourra comprendre dans la fonction &,.

L’observation que nous venons de faire tout-a-l’heure nous parait
trés utile, vu qu'elle nous dispense de recherches sur la convergence de
plusieurs développements intermédiaires.

4. Concevons maintenant le cas ou les fonctions Y, ont des va-
leurs trés petites b P'exception de Y,,, que nous supposons tout pres de
Punité. Donc, en posant:
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Yy, =1—Py,,

la fonction P,, est une trés petite quantité: nous la supposerons de l'ordre
des forces troublantes.

En reprenant l'’équation (1), nous omettons une partie des termes
du troisiéme degré, vu qu'il n'est pas nécessaire d’y appliquer les trans-
formations dont il s’agit maintenant. Quant aux autres termes du troi-
sieme degré, nous les rejoindrons au produit P,,y, ce qui sera permis
en vertu des considérations suivantes.

Admettons que la partie principale de la solution de I'équation (1)
ait la forme

y = (H) cos[(1 — Qo — 7,

(H)cosz et (H)sinz étant des fonctions & longue période, dont les dé-
rivées seront, dans les cas ordinaires, de l'ordre de ¢(H), mais dans les
cas exceptionnels de l'ordre de ¢(H)®

En différentiant l'expression que nous venons d’admettre, il viendra:

% = — (1 — (H) sin[(1 — Qv — 7] + (),

ot 'on a employé la notation

(A) — d[(H‘;:OSﬂ] CO.S(I — Qv + ‘M_C%Msin(l — ).

La fonction (2), étant trés petite par rapport 4 y, on peut la négliger

dans les formules que nous allons communiquer.
Remarquons d’abord la formule

d 2
(r— o+ (3) = — @y’
et puis, en ne retenant que les termes dépendant de I'argument simple,

(H)y,

W

Y=

)y =;6—o@yy
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Cela étant, il est facile de voir comment, si 'équation proposee
contient les termes

ﬁo.zys + ;812(%) ’y;

on peut en joindre la partie essentielle & la fonction Py, multipliée par y.
Dans V'équation (1) qu'on peut maintenant écrire ainsi:

d’ d
(17) A (1 — Py + Prog

+ Pl —pot + (3) = 2,

+ 2P1_1?/%+ P2.o‘(I — By’ — (?l%)

pous supposons d'abord, pour mieux juger de la portée de nos trans-
formations, les valeurs des divers P telles qu’on peut les apprécier en vertu
des comparaisons que voici:

P35 B(H),
P,,5 P\, 5 P, 5 f(H),
la constante 3 étant liée & ¢ au moyen de la relation
1—f=(1—9>%
La fonction P,, seule n'obéit pas & ces conditions: en effet, si nous posons
Poy=p + P,
Vordre de 3, et celui de P seront donnés par les comparaisons
=8
Pz P,

Nous admettons encore que les fonctions P,, et P ne contiennent
que des termes périodiques & longues périodes, que la seconde d’elles
contient en outre un terme constant, et que les trois fonctions Py,, Py,
et P,, dépendent d’arguments de la forme

(1—av—B; ocZc¢.
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Maintenant, si nous faisons
dE
(18) y=(—p)E+ g +u[0—AF +(3) ]
dE
+ 2)(1E + Za[(l —pE — (dv> ]
et que nous admettions encore la notation
4’E
(19) et —HE= L,

d’
il sera possible d’éviter, dans les expressions de —v et de 7 =Y la deuxiéme
dérivée de E, tant qu'elle se trouve multipliée par quelqu’une des fonc-
tions ¢ et y.
Pour former, d'une maniére aisée, la dérivée de I'équation (18),
remarquons les relations suivantes qui découlent immédiatement de 1'équa-

tion (19), & savoir:

., (4B
o Gl (%) |= 10
@ 2
i(—z#)_—_—l(x_p)v—(%—) }+ LE
. [dE
I(I—ﬂ)iv (dv) }=4(I_’ﬂ)Egg“2Lg'

Or, en différentiant V'équation (18), il viendra:
(0) F=T— (% OE + (B — o) o
+ 2l —pE + (%”)'}+ 2|+ 20— A | B
= — ()

+ ¢1..L +|27(1E + 2(x, —"Zn)z;,‘lL!
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et par une nouvelle différentiation nous aurons, toujours faisant usage
de I'équation (19) et des formules qui en résultent,

(21) 3

2 T'gus dg.a
2y w"" Lous 2(1_,9)—%_-;—(:—,9)%,]13

AL d 0.1 aFk
+{ sp — gv _([“‘ﬂ)faw}%‘

dlol(l QE + dl«})

+ﬁ%+4u—@£~wo—@%kﬁg
+’#-—4% /”)Za“(l"‘ﬂ (dE) l

aL dey s
+¢l°dv+(2 .4 -——gp“)L-{-Z(xo——-x,)L

22— (1 — At — 1) + (1 — A, |

L

+ o5, + 2 2] 8

dv

dE}dL
+1211E+ 2(% — X"‘)dv ldv

Maintenant, si 'on introduit dans V'équation (17) les expressions que
L
nous venons d’établir de y, de % et de g—vﬁ:, et que nous admettions les

notations que voici:

(22,2) I'—\AOI*—%&L"—Z(I_’IB)GI%O :(I"_lg)fao.l""(I""Po-l)(l"—fpo.l)

- Px.o(dzz‘ + (1 "“‘5)591.0)’

d’ 1.0 d 0.1
(22, b) A= dfz’ ¢ — (1 —Ppo + (1 — Py ¢ro

+ Py, (gl%;;“o"' 500.1) + Pios



Nouvelles recherches sur les séries employées dans les théories des plandtes. 23
dar d
(22;0) Ao.a’"‘&;{g’}‘(I—"Po.l)lo""Px.od—yf“"Pom
, d-
(22,8) A =%440 =P 4t — By, + (1 — P,
4
+ Pl 4 20— B+ Pus
d

d
(2273) A2.0=#“"4d—£’l_4(‘ —ﬂ)}{g + (I_"Po.l)Xg

d
+ Pl.on%" — 2y, ] + P2.0)
il viendra:

(23) T3+ (1 — ) E + 4y
+ Al —pF + () |+ 24T
+ 4ol —pE— (37 )]
+ sol.oj%f + (2% — o + Progia) L+ 2t — 1)
o[ 2% — 0 — Bl — ) + 20— A+ P |
+ 2»[3)(1 + é‘fl—(l"—d—}‘—z—’) + Puo(x, —X?)]%}L

e

o ()~ ()

d
+1211E+2( la)jf}df

Le plus souvent, cest-t-dire dans les cas que présentent, & quelques
exceptions prés, les mouvements des planétes, on pourrait égaler la fone-
tion 4,; & une constante et les quatre 4 restants, & zéro. On obtient
ainsi, les deux fonctions ¢ et les trois fonctions y, les premiéres du
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second degré et les derniéres du premier degré. Cela étant, il est
évidemment permis de négliger, dans I'équation précédente et dans la
premiére approximation, les termes multipliés par P,,, Py, ou P, tandis

. o ey aL . N
quil faut garder les termes multipliés par L et ——, vu qu’ils sont, a
Pexception de

de,.
20 L+ 2y, — 1) I
du troisiéme degré.
Mais nous verrons tout de suite qu'on aura facilement une dé-
termination approchée de la fonction L, ce qui nous permettra de tenir

compte, déja dans la premiére approximation, des termes dont il sagit.
Désignant par 8, H la partie constante de la fonction P, nous écrivons:

P=pgH+ P
ce qui donne:
P,=p+pH+ P.
Maintenant, si nous faisons:
A, = b + fH, A=A, =A4,,=4;,,=0,
nous aurons de I'équation (23) la suivante:

4B il
(24) St (= —BHE + g5 — ¢l + M= 2,

ou l'on a désigné par M une fonction du premier ordre et tout au moins
du troisiéme degré, dont la plus grande partie peut étre regardée comme
connue.

En retranchant l'équation (19) de 1’équation (24), on obtiendra l'équa-
tion restante que voici:

aL
(25) L = ‘Q"l"(ﬂl +ﬂaﬂ_ﬂ)E‘_‘¢1.o“%‘+ ¢o.1L"‘M-
Nous n’avons pas ici motif de considérer d’autres cas que ceux ol

la différence
/91 + ﬂsH - ﬂ '

est trés petite, tout au moins du premier ordre et du second degré. D’un
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autre c6té, nous nous dispensons d’examiner les cas ou la fonction E est
plus grande qu'une quantité du premier degré, vu qu’autrement Porbite
ne serait plus une orbite planétaire, mais bien pareille & celle d’une
cométe. Mais cette présomption-la exige, dans les cas exceptionnels, que
les termes critiques dans @ soient tout au moins du troisiéme degré. Par
ces considérations, on conclut que

L=2g

constitue une valeur approchée de L. En effet, Ia fonction M étant
donnée au moyen de la formule

de,.,
(26) M = <2'—gv— + Px.o?n.’o)L + 2(7{0 —‘12)1‘2

+ {2<2%— (I —ﬂ)(l'o —12) + 2(1 —"ﬁ)ln + Pl.OXl)‘E

d(y, — dF
+ 2(3X1 + 2_(_!_0&;_@2_,. PLO(XO"‘I?))J?IL

dE

aL
+{%E+ 2(to — X2) 3,

%'{"-"

elle est dans les cas ordinaires une quantité du troisiéme degré, mais
dans les cas critiques ou L est du troisiéme degré, du cinquiéme degré.
Il Sensuit que le premier terme du membre droit de l'équation (25)
I'emporte sur les autres, bien entendu sous la condition, que ¢,, et ¢,
soient des quantités du second degré, ainsi que y,,y, et y, du premier
degré, ce que mous avons supposé, vu qu'autrement la transformation
indiquée aurait été sans succés. Mais encore, puisqu'on peut joindre, ce

qui est bien évident, les facteurs qui multiplient E et gg aux équations

(22,3) et (22, b), et les y considérer comme des quantités connues, la
partie restante de I sera, non seulement du troisiéme ou du cinquiéme
degré, mais méme du deuxiéme ordre. On peut donc commencer les
approximations par intégrer 1’équation

a*E a8
(27) 5 T (1—pf —fH)E=2— Proge + Poa .

Acta mathematica. 17. Imprimé le 30 mars 1892, 4
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En portant, dans Y'équation (25), I'expression de M que nous venons de
signaler, nous aurons sans peine un résultat de la forme:

aL

Dans cette relation, ot I'on a négligé le terme dépendant de L? on peut
considérer N et ¢ comme des fonctions toutes connues, de la méme nature
que £ et ¢,,. Nous reviendrons plus loin sur la résolution d’une équa-
tion du type (28).

5. Revenons aux équations (22). En remplagant les cinq A par
des valeurs déterminées, nous aurons cinq équations linéaires du deuxiéme
ordre, dont la troisiéme s'intégre indépendemment des autres, et les quatres
restantes se divisent en deux groupes formant chacun un systéme de deux
équations simultanées.

Admettant d’abord:

4,5 = 0,
I'équation (22, ¢) s'écrit ainsi:
% 4 (1 —p, — fH—P)y, + Py 2o = — P
(29) dv? + (1 —8 — 4 o + 107, = 0.2°

Pour nous faire une idée de la nature de l'intégrale, supprimons les
termes dépendant de P’ et de P,,, vu qu'ils n'exercent aucune influence
décisive sur le résultat.

Cela posé, nous allons considérer un terme critique isolé de la fonc-
tion P,,, & savoir:

P,, = ysin{(1 — o)v — B),

ou la nature critique du terme s'est manifestée en ce que nous avons
admis la différence

B — 20

trés petite.
En introduisant, dang 1’équation (29), l'expression adoptée de P,,,

il en résulte:
__ysin{(1 — g)v — Bj
Yo = g 1T pH—20+ o*
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Certes, le coefficient du sinus ne peut devenir infini, vu que la
constante H contient, parmi d’autres termes, le carré de ce coefficient,
mais il peut devenir trop grand pour étre considéré comme une quantité
du premier degré. Dans ce cas, pour avoir une valenr du premier
degré de y,, il faudrait égaler A4,, non plus a zéro, mais bien a la fonc-
tion y,, multipliée par un facteur du premier ordre. Donc, en désignant
ce facteur par f§,, nous aurons, au lieu de I'équation (29), celle-ci:

@’ ) s
(30) dvzo"l"(I—ﬂo_ﬂlﬂ_P)Xo+Po.1£l%“=“‘Po.2-

En maintenant les suppositions de l'exemple précédent, il viendra:

__ ysin[(I —g)v— B]
Yo =B +B +hHE—20+ 0"

d’ou l'on voit facilement, en considérant y comme une quantité du pre-
mier ordre et du premier degré, que la fonction y, reste du premier
degré si la différence 5, — 20 4 o est trés petite.

Pour rendre plus facile I'étude des deux systémes dans lesquels se
divisent les quatre équations restantes du systéme (22), a savoir: (22, a),
(22, b), (22,d) et (22, e), nous allons y opérer une transformation, afin
que les deux équations de chaque systéme soient symétriques, propriété
que ne possédent pas encore les équations dont il s'agit. Dans ce but,
on peut utiliser la méthode suivante.

La forme commune aux deux systémes étant d’abord celle-ci:

d’s de | Sy dy _
1) W+A%—+Bw+cd—v+19y+2p%+2qx—-M,
31

d’y dy dz _

W+A%+ By-—CE;—.D(D-—.N,

4,B,C et D signifiant des fonctions connues, et p et ¢ des constantes,
introduisons-y, au lieu de # et y deux inconnues nouvelles, & et 7,
liées aux premiéres par les deux relations:

x = & cos wv + 7 sin wv, y = 7 cos wv — & sin wv,

dans lesquelles on a désigné par o une constante indéterminée qu'on
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choisira convenablement. Pour rendre les formules qu’on va obtenir plus
simples, on se servira de la notation

U= wv.
Cela posé, on obtient, au lieu des équations (31), les suivantes:

d¢

o+ dv[A — 2p 8inu cos ] +%[2w + C 4 2pcosu’]

+ é[— 0’ + B— wC — 20p cosu® 4+ 2q cosu?]
+ y[wd 4+ D — 20psinw cosu + 2¢ sinu cosu] = M cosu — N sinw,

d . d .
—-17—|—zl—g[A -+ 2p sinwu cosu)] ——&%[20) + C 4+ 2psinu’]

+ p[— 0® + B— 0C — 20psinu’® + 2¢sinu’]
+ é[wd 4 D + 20psinu cosu — 2¢ sinu cosu] = M sinu + N cosw,

et si 'on pose:

il viendra:
P . L 1 d8 , .
(32) 7= +{A—Z[2w+c+p]}g,,—+{—w +B—wC—wp+g—ilwd+D]|6

__l_ pemu

}‘l' (—po + g (& — ip) = Me™ - iNe™.

De méme, en adoptant la notation
E=E&—1y,
on parviendra a l'équation

2+ A+iCo+ O+ )2 + (— 0+ B— 00— wp+q+i[0d + D]}

+ 106“”“( Zi ) + (—po + g)e (¢ + in) = Me™™ — iNe™™,
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Les deux équations que nous venons de trouver g'écrivent aussi de
la maniére suivante:

%’I;g-{-{F } +{F —ZG}G-!—Q)E ——-—-(pw_q)eﬂuz
= (M + iN)e*
(33) dzZ ae
+ {F + G} + {F + 162 }2 @pg‘”" (pw . q)e—'uug
L = (M —iN)e™;

donc, elles forment évidemment un systéme symétrique.
Dans les équations que nous venons de signaler, on a employé les
notations

F=4; F,=—o'+B—al—ap+g;
G =20+ C+ p; G, = wd 4+ D.

Concevons maintenant le systéme que forment les équations (22, d)
et (22,e). En égalant y, & x et y, &4 y, nous aurons, en omettant le
petit terme du deuxiéme ordre 24P, :

A = P, B="“3+4ﬁ_Po.1=""3+4ﬂ—,31_ﬂ3H"P”
C = 4; D = 2P,,; 2p = — 4f; q9=0,
M= —P,; N=—P,;

et si nous posons:

4 — py — B H = 38,

p sera évidemment une quantité, & bien peu prés égale a g ou & fg,.
Cela étant, nous allons déterminer la constante & de maniére que
le coefficient G' disparaisse. De cette condition, il résulte:
’

1
W = — 2(1 .__.2_ )’
ce qui entraine:

Fo=1—f+3G—f—P; G =20,
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En négligeant, comme plus haut, cette derniére quantité, nous aurons
les équations

a*e a6 -
W+P1.oa;+[l—ﬂ+3(ﬁ-—ﬂ)——P]9
i 1 4i 1—1— v
—_ 21’}@3‘“(""2"9)"3_5__ 413<1 .__g )e— (-34) 3

= — (Pis + iPz.o)e_g(l_%ﬁ)v:
a3
d2+P10d +[I—ﬁ+3(ﬂ ﬂ) P]“J

4 2 ("‘ ﬁ)"d;q___ 13(1__ ) (-7 ")

. _‘_1_ .
- _(Pl,l—-iP2,,,)e"(‘ ),

Examinons ce que deviennent @ et ¥ lorsqu'on suppose, dans P,,
et P,,, l'existence de termes dépendant d’arguments critiques. A cet
effet, supposons que nous ayons:

o = (r + ¢) cos[(1 — a)v — B],
P, = (y—¢)sin[(1 — a)v — B]
et que le coefficient ¢ ait une valeur telle que la différence
p— 20
soit trés petite par rapport a p.
Or, si I'on néglige les termes dépendant des parties périodiques,

cest-a-dire de P,, et de P, ainsi que la différence 3— f, les équations
précédentes deviendront:

T8 (o st i)y
= — ifpeil0—r—5 4 eei[(l—-a)v——g]}e—?i(l_;_ﬁ)v’
(34)

Z{-}- (1 — )X + 2ipe ("%ﬁ)" g—g— 4‘36“(1”%'9)" ]

= { peld=—m—2] 4 go—ili~on— 5] }621'(1— ;T 8 ),, ’
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d’oir I'on tire, en mettant:
g o — i{'ue~f[(3—'ﬁ—a')v—ﬁ] + ue—i[(l—ﬂ+¢)y+3]}’

Y = @{ #ei[@—ﬂ-—a)v—l?] + ve‘[“"ﬁ*")"“]},
les équations de condition:

=3 —pf—ao+ 1=+ 20(1 +8—0) =7,
v[—(—f+o)' +1—pfl—28(1 —f—0) = ¢

De la il s'ensuit que le coefficient u est une quantité trés petite du
méme ordre que j; quant au coefficient v, on voit qu'il acquiert le méme
diviseur qui figure déja dans y,. On conclut de la que I'élimination des
fonctions y, et y,, dans un cas critique, ne sera pas plus facile que ne
Pa été celle de la fonction y,. Cependant, il ne se produira aucune
complication ultérieure de notre équation résultante, vu que les termes
dus aux fonctions y, et y, vont se rejoindre, aprés quelques opérations
faciles, aux termes analogues dans y,, de ‘sorte que toutes les trois fonc-
tions dont il s'agit, s’'uniront dans une seule.

Venons finalement aux deux premiéres des équations (22). En les
comparant aux équations (31), on aura, si I'on néglige le terme du
deuxiéme ordre, les valeurs

4 = P,,; B=g—p —pBH—P; C=2; D=P,,
2p=—28; g=0
M=—P,; N=—P,
Faisons d’abord G = o, ce qui nous donne:

W = — (I-—-—éﬂ);

et pnis:
F =1—§ —pH—~P; G, = o,
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en négligeant toujours les quantités du deuxiéme ordre. Nous aurons
ainsi, en omettant les coefficients périodiques, les équations

g‘v—zg + (I - ﬂl —‘ﬁ3H-——-— P') 6 — iﬁe“‘("ﬁ)" C%z___ ﬂe—m—ﬁ)uzv

. — —_l;ﬁ ¢
b= (P + ’t.Pl_())e (1 2 ) )
(3 5) dgzv 2 1 {2—B)w d 8 ${(2—3)v

T T (10— f — BH—P)I + ife ot — pe

1
. {1—=F}
= (P—-—ZP“))G( 2 ).
Maintenant, si nous supposons:
P 4P, = pe@er, P — P, = ye @4

o étant une quantité trés petite par rapport 4 F, et y un coefficient
du deuxi¢me ordre et du second degré, nous parviendrons au résultat
que voici: ‘
i (1L 5 )o—sa ~i[(1=247 )0t 4

R I (- ou e

R (G I SO (G200

les coefficients u et » se déduisant en vertu des équations
['_ (I '—"21' B— 5'>,+ 1—p —ﬂsﬂ]ﬂ_ (;“132 —ﬂ?’>” =T
[—'— (I _gﬁ + &)"{' 1 _-'ﬂl —"ﬂsﬂ]” —(_;/92 + 1‘9;’))“: o,

d’ol1 I'on conclut facilement que les fonctions dont il s'agit peuvent acquérir
des valeurs trés grandes, la différence B, — f étant trés petite. Il g'ensuit
de 14 que les transformations que nous venons d'indiquer derniérement
ne portent pas toujours au but proposé.

Mais si, dans un cas critique, il se trouvait impossible de faire

disparaitre entiérement les coefficients variables de E et de g—g , O pourrait

du moins utiliser les équations (35) pour détruire une infinité de termes
dans les fonctions P et P,,, de sorte qu'on n’aurait retenu, dans les
coefficients dont nous avons parlé, qu'un nombre fini de termes.
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6. Dans le cas ou I'on ne saurait annuler les quantités 4;, et 4,,,
ni les trois 4,,, 4,,, 4,, non plus, I'équation (17) prend la forme

(36) T+ —f— A — ¥y + (0 + 22 E0) 2L+ pp(H) = 2

ou Yon a mis en évidence les termes dépendant de (H)? fonction qui est
donnée par la formule

(2 = (0 — A9+ (3)

Dans V'équation que nous venons de signaler, on a désigné par ¥ et &
deux fonctions connues ne contenant qu’un nombre fini de termes pure-
ment périodiques, la premiére consistant exclusivement des termes en
cosinus, la seconde des termes en sinus; les coefficients p et §, sont des
constantes, le premier de l'ordre zéro, le second du premier ordre, et tous
les deux du degré zéro. Nous supposons enfin, qu'on n’ait retenu, dans
la fonction y,, qu'un nombre fini de termes.

Maintenant, si nous remplagons la fonction y par une autre z, et
la variable indépendante v, par une autre w, et que nous supposions les
relations suivantes:

2 f@da
AT A

¢ étant une fonction dont nous pouvons disposer a volonté, nous aurons

d’abord:-

dy ( + &) — Zl,—ﬁle_f o,
dy  (d , —2f 0o
=i+ ¢>—zd—$ (1 + g™
— ol + 9 — g™
et ensuite, en introduisant les expressions obtenues dans I'équation (36):
a° 2[4}&0
% 2
(37) a'?;s + 1 + ¢du’ + [I 181 —ﬂB(H) w’] (I + ¢)4
4 Lot/ pol'o(H) 2,[4"" Q 2f04"
a+9r° T )

Acla mathematica. 17. Imprimé le 23 avril 1892, 5
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. . , d(H)* ’
Dans cette équation, on a omis le terme dépendant de (TI?—, vu qu’il
doit étre considéré, le cas étant critique, comme une quantité du cinquiéme
degré.

Cela étant, nous allons déterminer la fonction ¢ de maniére que la

condition
2 f ddv

(38) -1 + g!zdu + [I ﬂl —'ﬂa(ﬂ) lp‘] (I + o) = :Hl '—:537’

goit satisfaite; on a employé la notation

= (1 —p)e* + (giu)’.

En supposant de plus que (H)? ainsi que %” soient des quantités du
deuxiéme degré, nous aurons, vu que ¢ est évidemment une fonction a
longue période dont la seconde dérivée est une quantité du second
ordre et au moins du second degré, la relation approchée:

(I +¢)g=ef@in.

Si Pon introduit cette expression dans la formule

@ = —py+ (3

—2 f Ddy

2
—(—p gt (3) G+ o
il viendra:
— | Ddv
(H) =726/,
et I'on prévoit aisément que l'erreur de cette relation ne surpasse pas
une quantité du quatriéme degré.
En utilisant la relation trouvée, et en établissant les notations

— 2o . _ 2 2f0d0
Xr= 1+¢,’ (‘Q)’_'(l+¢)se ’

on parvient, eu égard a I'équation (38), an résultat que voici:

(39) Z;z: + (1 —pf — BNz + ﬂoX’?z = (2).
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Telle est 1'équation qu’il nous reste & intégrer; mais avant que de
nous occuper de cette tiche, revenons a l'intégration de 1'équation (38).
Si T'on écrit la dite équation de la maniére suivante:

(10) TE— T h T =)+ ) = Ana + )

Qfd?du

- [ﬂa(H)2 + W](f T 9y’

on pourra tout de suite, aux termes du membre de droite, appliquer les re-
lations approchées entre f Qdy et ¢, et entre (H)? et * que nous venons
d’'obtenir tout a l'heure. Mais puisque les fonctions @ et ¥ sont don-
nées au moyen de v, tandis que la variable indépendante de notre
équation est w, il faudrait d'abord changer la variable d’ou dépendent
les arguments. Cependant, la différence v — % ne contenant que des
termes périodiques, on peut mettre, tout simplement, » au lieu de v
dans les arguments de la forme

o+ A,

le coefficient & étant une quantité du premier ordre et, dans les cas cri-
tiques, du second degré.
En effet, si nous admettons le développement

S0 — a, + a, cos(?v 4 4,) 4 a,cos(v + 4,) + ...,

qui est nécessairement convergent, méme si f Odv est une quantité de
Vordre zéro, et que nous y posions:
v=u+ U,
nous aurons immédiatement:
2 f ddo —~ -
e = a, + a, cos(o,u + 4,) + a, cos(ou + 4,) + ...
—{0,0, sin(o,u + 4,) + 0,0, sin(o,u + 4,) + ...}]U

— [P, cos (a0 + Ay) + T, cos (30 + A)) + .. )

1.2
+...,
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d’'otr il est visible que les parties dépendant des puissances de U sont
peu considérables relativement aux termes de la premiére ligne, la fonc-
tion U étant considérée comme une quantité de l'ordre zéro.

En calculant la fonction U au moyen de.la formule

-f

on ne saurait éviter la naissance d’un terme séculaire, ce qui ne doit
pas, cependant, se produire. Il ne sera pas difficile, toutefois, de se mettre
‘& Pabri d’un tel inconvénient. En effet, il ne faut qu'ajouter au membre
de droite de l'équation (38) une constante, v, qu'on peut choisir de fagon
4 détruire le terme séculaire dont nous avons parlé.

Maintenant, aprés avoir établi la notation

0d
ef ’

a+er "

du,

e2f@dv= G+PV,

ou la fonction W ne renferme que des termes périodiques, nous mettons
Iéquation (40) sous la forme

d*¢
e +

82_[0@»'
3“(1 "-ﬁx) + 14+ »—pf [’7’_ (H)am:l

2/ @d
ef’

+ 3(t —B)W + q"m

g=(a+W—1)1—5)—v

+ ( 2—(H)2 ezfam )— v ezjwa
P\ wror) " arer

+6(1—B)a+ W) —....

Quant & cette équation, il g'entend facilement, sans qu’il soit nécessaire
d’entrer dans les détails, comment on opére son intégration au moyen
d’approximations successives. J’ajouterai l'observation que, selon I'hypo-
thése, les fonctions 7% (H)* et ¥ ne contiennent que des termes 4 longue
période ou bien des termes constants: un tel terme passera évidemment,
sans étre essentiellement agrandi, dans lintégrale de I'équation (40).
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7. Toutes les fois qu'il s'agit d'un cas critique, I'intégration de I'équa-
tion (39) est, comme on le comprend & la premiére inspection, extréme-
ment difficile. Nulle espérance d'en trouver la solution sous forme d’'un
développement, ni suivant les puissances des forces perturbatrices ni
suivant celles des excentricités ou des inclinaisons. Mais il parait méme
manquer toute possibilité de retrancher directement, de l'équation dont
il g'agit, quelque partie de maniére que le reste soit convenable a 'inté-
gration, tandis que linfluence de la partie retranchée soit agsez petite
pour étre négligée d’abord. Il faut donc recourir & de nouvelles trans-
formations.

Pour préparer un peu le terrain, posons:

z2=2z 4+ 2,
ce qui changera l'équation (39) en la suivante:

fﬁ + 50+ (=B —B)e, + 4) + B’ = (2).

Puisque I'une des fonctions 2, et 2, est entiérement arbitraire, nous pouvons
la déterminer par I'équation

B2y = Boxts
ce qui entraine:

d' 2 (] od’
Tt (1= — P = (@) — (- — )y —BTZ.

Toute la partie &4 droite est connue: selon notre supposition, (@) est
une quantité du troisiéme degré, si le cas est critique, et on gapergoit
facilement que les termes critiques dans la somme

d!
(r—pgx + d_,;llz
sont aussi des quantités du troisiéme degré.

Il parait & la premiére inspection que I'équation en z, est bien simple;
néanmoins son intégration présente de trés graves difficultés. Afin de
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les aplanir, nous allons remplacer »* par deux nouvelles fonctions, y, et
7,, dont la seconde soit connue. Dans ce but, posons:

2 =1, cos[(1 —o)u— B, —m]; 2 = cos[(1 —a)u—B —mx],

», cosm, et y sinz, étant deux fonctions connues. Nous admettons en-
suite, ce qui est d'accord avec la supposition d'un cas critique, que la
différence g, — o, soit extrémement petite, de sorte que l'on ait:

0, — 0, T o,y
hypothése & laquelle nous ajoutons la suivante:
f— 20,58 — 20,5 0’

Avant d’aller plus loin, voici quelques relations entre les fonctions
dz, d "
145 ;l::f ; E:;‘ d’un coté et ,,7,,7,, 7, de lautre.

Apres avoir fait, pour abréger:

)

(t —6)u—B, =1, ; (1 —o)u—B, =1,
f—m =F, ; f,—=n =F,
7, CO8 ﬂo =g 3 7y, co8w, = g,,
7 8inm, = h, ; », sinm = h,,

d . .
cosf, E%g + sinf %ﬂ = ()3 cos f, %ﬁ + sinf, g—% = (4),,

nous aurons:

d .
;i% = (I - 00)770 smFo + (A)os

d -
E% = (I - 0'1)771 smFl + (A)l'

Les fonctions (1), et (1), étant ordinairement du premier ordre et
du premier degré, dans les cas critiques méme du troisiéme degré, on
peut, le plus souvent, les négliger & coté de 7, et . Il y a cependant
des formules ol I'on doit, inévitablement, les retenir.
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Cela étant, il sera facile d’établir les formules que voiei:

2, = g, cosf 4 h sinf; % = — (1 — og,)(g, sinf, — h, cosf)) + (2),,

(1 —a,)g, = (1 — q,), cosf, -—-%sin f, 4+ (%), sinf,,
(1t —a)h, = (1 — g,)z,sinf, 4 :il—::cosfo — (2), cosf,,

(1 — o)yt = (1 — o) + (g%)—- 2 %% (2), 4 (A%,

ainsi que des formules toutes semblables donnant g, , h, et .
En désignant par w la différence

Fo ——Fl = (0'1 —"o)“ + Bl '—Bo + T Ty
nous aurons ensuite:

(1 —p)az + dudn = (1—B)non, cosw + (f— 20 + g,0,)7,7, sinF, sinF,
—{(1—a)(A)y %, sin F, +(1—0,)(4),7, sinF,]+(2),(2),,

d d .‘ . .
(1—0) E%‘—zl El% =(1—pf)p,y, sinw + (f— 2047+ 0,0)7,7, sinF, cos F,

)

—(f—20—1+40,0)7,7, cosF sinF,
+ (1 — 9){(2),7, cosF, — (2),, cosF, },

ol I'on a employé les notations

ao"'ﬁ. __”1'_'00.

o
2 ? 2

Nous ajouterons encore quelques relations qui nous seront utiles

prochainement; les voici:

7o, COBW = (gog1 + hohl) cos (fo - f]) + (hogl - gohl) sin (fo - fl)’
7%, sinw = (g,g, + hh,)sin (fo — f,) — (h,g, — g,h,) cos £ — fl)
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ou bien:

70me™ = {28 + hoh, —i(hg, — g,h,)}e ™.
Nous allons employer, plus loin, la notation
f—f =48
il conviendra alors de se rappeler la relation

W o

du '
En vertu des formules que nous venons de signaler, il sera main-
tenant facile d’établir la suivante, ol L'on a négligé les termes du pre-

mier ordre, ce qui convient & l'usage que nous allons en faire,

7' = + 71 + 277 cosw.

En portant cette valeur de »* dans I'équation en z, que nous venons
de donner dans le commencement du numéro présent, nous aurons, aprés
avoir établi la notation

4 (] Odg
2 =@ —(—p)er—5 ik
Péquation suivante en z,:

2
d?z,

(41) o+ {1 — B — Bi(gs + 297, cosW + 7))z, = £

8. En partant de D'équation (41), il y aura lieu de supposer le
développement que voici:
2, = U, + U, cosw + U, cos2w 4 ...
+ T, sinw + T,sin2w + ....

De cette forme, il découle immédiatement:

dz, _ dUn ar, .
= Z{Wcosnw +du smnw}

+Z{-— aU, sinnw + uT, cosnw}gg,
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ar av, arT, .
d:," = Z ‘Zlﬂr cos nw -+ g, SImAw

+2)

a‘T
2 {n*U, cosnw + n°T, sinnw}( >

aU,
— n——— sinnw -} n cos nw

+ Y {—aU,sinaw + T, cosnw]%}f.

En introduisant, avec le développement admis de 2, cette expression

de la deuxiéme dérivée dans V'équation (41), il en résultera:

a:U
_szg + { 1 "“‘,51 _ﬂa(% <+ 7]?)} U, —/@3’7077101 = &,

d’U dT, dw d’

d
Gtfi—a— (B —a6+0|U 4 2 R+ B
— By (20, + U,) =0

d‘T dw dU dw d*w
— Ba%e; T, =0
d’U aT, dw d*w

du:+l ﬂ'—z(du) ﬁs(770+7711U+4d au + 2T, 2du
_/93770771(U1 + Us) =0

d’T dw av, dW d*w

St 2 (5) = A+ )| B ST — 2 U
— B (T, + T,) =o,

Ces équations, deux formant toujours un couple (& l'exception des

trois ‘premiéres), on peut les réunir dans une seule équation du second
ordre en posant:

Z, = U, + iT,.

Acta mathematica. 17. Imprimé le 27 avril 1892, (]
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Le type général des équations qu'on obtient ainsi devient:

a*z, dw\ ? dwdZ, .d*w
(42) St l: — po— () — Btz + )| Zo— ami Gy G — mi 2,

_13370771(Zn—i + Zn+1) == O;

et de cette équation, on en peut tirer une autre, que je tiens pour la plus
convenable aux recherches sur la convergence du développement pro-
posé pour représenter la fonction z,. Afin d’y arriver, posons:

Zn — Cn ein(w—t?).
En introduisant ¢, au lieu de Z,, dans I'équation précédente, il viendra:

ax, dd\® , .dd dé,
ant + l I — )81 - n2<@> — ﬂa(ﬁg + 7]?) & — 2"”/%%

A+ G = o

Mais puisquon a:
7€ = g,g, + hh, — i(hogl — g,h,),

7707718_5@7-#) = g2 + hohl + i(hogl - gohl)’

w_,
auw = 20

I'équation demandée prendra la forme que voici:

d*G, _da
(43) ST —p —antt — Bl + 1) & — 4in 2

== ﬂs(gogl + hohx)(g—l + Cn+l) _— iﬂa(hogx — gohl)(g;-q i Cz;+1)-

De cette équation, deux choses sont faciles a conclure: d’abord, que
les fonctions £ ne peuvent aucunement devenir plus grandes qu'une
quantité du premier degré, vu que 72 contient les carrés de tous les coeffi-
cients dans ces fonctions; et puis, que les fonctions dont il s'agit, lorsque
n devient si grand que le produit nr surpasse l'unité, décroissent de ma-
niére & former une série convergente.

Pour corroborer cette derniére assertion, négligeons la fonction &,
et supposons qu'on connaisse {,_,, dont la valeur ne saurait surpasser une
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quantité du premier degré, ainsi que les expressions approchées de

o5 815 b, et by
Concevons maintenant un terme du second membre, désignons-le par:

Teilu’
et négligeons la partie périodique de 7; 4+ %]. En vertu de I'équation
précédente, on obtient facilement I'expression suivante du terme demandé
dans ¢, la voici:

o Tei).u
G o= B4 qn’c® — 1 + B, — 4utd + B,(H, + H))

Par H 4 H, on a désigné la partie constante de 7; + 73.

Certes, le coefficient y est une quantité du premier ordre et tout au
moins du troisieme degré, mais il peut étre affecté d’un facteur trés grand,
dont la valeur n’atteint pas, cependant, celle de #. On a toutefois obtenu
un résultat qu'on peut considérer comme trés petit, méme par rapport a
une quantité du premier degré. A partir d’'un tel résultat relativement

a {, la convergence des fonctions ., ,,... sera évidemment treés
rapide.

9. Pour le calcul effectif de la fonction z,, la méthode dont nous
venons de faire 'exposition n’est pas suffisamment aisée, vu qu’elle exige
des approximations successives et en méme temps renouvelées. Nul doute
qu'on ne puisse en tirer, en employant certains procédés de tatonnements,
des régles pour calculer les coefficients dans la fonction demandée, mais
dans le cas ou il ne s'agit que d’une solution approchée, on peut atteindre
le but d'une maniére plus directe.

Reprenons 1'équation (39), et admettons-y le développement

(44) e=V,+V, + 7V, +....

Puis, si nous désignons par I, 10, ..., K, I, ..., 0, IP, ... des
constantes encore disponibles, du premier ordre et du second degré, liées
entre elles par les relations suivantes:

=10+ 11+
=1+ 1+ W
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I'équation (39) peut se remplacer immédiatement par le systéme que voici:

et (= i — ), = (9),

a4V
o (1 — A — I, = (B — )V, — fur’s,

(45) VT (= p— T, = (B — YV — 1T,

dc;::a + <I - ﬂl - l(s)) Va = (ﬁsvz - l(sz))V2 - Z(BI)K - léo)Vo,

{ ete.

Du développement (44), on tire facilement la formule
(46) ==V +Vi+...4+ 2V, V, + ...+ 2V, V, 4+ ...}

AVt /dV\? av,av, | _av,av,
<%">+<E—u~)+..‘+2 — 2 ooty

+ du du du du ‘

a l'aide de laquelle on peut intégrer le systéme (45).

Voici l1a marche a suivre:

La premiére des équations (45) s'intégre tout-de-suite; seulement,
la constante Y n’étant pas encore déterminée, les coefficients du résultat
contiendront cette quantité comme symbole algébrique. La fonction V,
étant connue, du moins quant 4 la forme, on établira la fonction »* en
mettant:

7 =G—AV+ ()

En passant, avec cette valeur préalable de »? & la deuxiéme des
équations (45), on aura d’'abord l'occasion de déterminer la partie I” de
I, Le but qu'on a poursuivi avec cette arbitraire, est évidemment de
rendre la valeur du second membre de cette équation aussi petite que
possible. Le plus naturel est sans doute de mettre:

10 = 4,8,

H étant la partie constante de %?, mais une autre détermination peut
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quelquefois se présenter plus favorable. Quoi qu'il en soit, la constante
I, renferme la partie §,H, mais peut encore contenir d’autres termes.

Cela posé, on détermine la fonction V,, ce qui est maintenant trés
facile; on aura ensuite une nouvelle détermination de 7’ avec laquelle
on pourra renouveler lintégration de I'équation en ¥, et on sera arrivé
a la troisiéme des équations (45).

Il gagit, avant tout, de la détermination des constantes I3’ et I{”.
Le principe général du choix des constantes ! est toujours le méme: cest
de les déterminer de maniére que la somme des termes du membre a
droite soit la plus petite possible, et que la réapparition dans les divers
V. d'un certain argument soit évitée le plus possible.

Au fur et & mésure qu'on avance, dans la détermination des fonc-
tions V,, le nombre des constantes & choisir devient plus grand. Done,
plus Tindice de la fonction cherchée est grand, plus on aura des constantes
& sa disposition pour modeler convenablement le second membre.

Mais ce qui est indispensable, c'est que les constantes I, IV, ...
renferment le terme §,H.

De la maniére indiquée, on peut déterminer les fonctions ¥, de proche
en proche en renouvelant, autant qu'il sera nécessaire, le calcul dés le
commencement.

Mais contre le mode du calcul indiqué tout a I'heure, on pourrait
faire la méme objection que nous venions de signaler, lorsque il s’agissait
de la méthode du paragraphe précédent. L'inconvénient dont nous avons
parlé tient & ce que les équations (45) sintégrant de proche en proche,
ne donnent pas, immédiatement, la valeur compléte de la fonction cher-
chée, mais qu'on est obligé de recommencer le calcul, chaque fois q'une
nouvelle valeur de #? plus exacte que la précédente, a été atteinte.
Aprés avoir introduit I'expression de »* selon I'équation (46), on évitera
cet inconvénient en changeant la répartition des divers termes connus sur
les différentes équations.

En faisant:

H=H+H + H, + ...,

on reconnaitra facilement l'identité de la somme des équations suivantes
avec l'équation (39):
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d’V 2 (1 —p, —BH)V, = (8),

hsmnnmie afoam ()=
—alc—pri+(G2) e

d’“ +(I ﬂ‘_ﬂ3H)V2 = ﬂa (I —ﬂ)V§+<%)2—E>}K

“ YA
+ Bt — AV + (—u> +2(1—A)V, 7,
+ 2 G — BV, + 7))

— | —am+ 2V + ()

ete. +2 ofzz (ZZ }}.’

Pourvu qu'on ait calculé les fonctions précédentes, les seconds membres
des équations (47) sont immédiatement connus, abstraction faite des fac-
teurs dépendant de la constante H.

Quelquefois on pourra opérer les approximations encore plus avan-
tageusement en remplacant le systéme précédent par celui-ci:

2V I——ﬂl——ﬂS —HVi+ ( >+H H]} V,=(2),

d’V

(48) ‘fo +li—p—A[a—pVi+ (5

3-8, :(I —B)Vi+ (%:‘) "y H- H,]IV1 = —ﬂol(r AV (%%) 2ll’
)

H—H,]'V,= ﬂsl(l—ﬂ)V’ (%) - }
V,dv,

v,
du
+/9=l(1—ﬂ)V2 (_V —H IV +2ﬂ3l(l_ﬂ)v v, + }(V +7,)
(3

_ﬁo:(l—-ﬂ)V’ A (R AR St )} p

ete.
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Cest surtout lorsque les fonctions (£) et y sont restreintes & ne
contenir, chacune, qu'un seul terme prépondérant que I'emploi des équa-

tions (48) se montre extrémement favorable. En effet, dans ce cas les

. av,\? avy\? 3 s
fonctions (1 — B)V3 + <Ej) et (1—pV:+ (ﬁ) se réduisent & des
constantes, du moins & des fonctions ol les parties variables sont tres
petites par rapport aux parties constantes, de sorte que les deux premiéres

fonctions s'obtiennent presque immédiatement.

§ 6. Equations avec termes trigonométriques dont les arguments
dépendent de la fonction cherchée.

1. Léquation fondamentale que je vais traiter dans le paragraphe
présent, est, quant a son type, une généralisation de celle que jai exa-
minée dans mon mémoire de 1887, et dont Vintégrale donne l'expression
des grandes inégalités des planétes.

L'équation générale dont il s'agit contient des termes de deux genres:
les uns dépendent des anomalies des planétes ou des arguments astrono-
miques qui les remplacent, les autres ne renferment, dans les arguments,
que les longitudes des périhélies et des noeuds. Les termes du premier
genre contiennent encore, dans les arguments, la somme de toutes les iné-
galités multipliée par un facteur de l'ordre zéro, tandis que cette somme
ne figure, dans les arguments des termes du second espéce, que multipliée
par un coefficient de I'ordre des forces troublantes. Les termes du second
genre donnent naissance aux termes élémentaires se réduisant a des con-
stantes, lorsque les masses troublantes s'annulent.

Dans mes travaux précédents, j’ai considéré séparément ces deux
espéces de termes, et jal réussi d'assigner une limite supérieure aux
inégalités dépendant des anomalies. De la, on pouvait méme conclure,
du moins dans le cas de deux arguments, la convergence des dits termes,
vu que la suite de leurs limites supérieures se montrait convergente.

Quant aux termes élémentaires, il ne fut pas possible, ni de dé-
montrer leur convergence, ni d’en obtenir la valeur avec une exactitude
illimitée. Seulement, dans les cas les plus faciles, on a pu calculer,
d’'une mani¢re bien simple, les coefficients de ces termes, et on a obtenu
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des résultats qui, on peut l'admettre, ne sont pas trop différents des
valeurs exactes.

Dans les recherches suivantes, on a considéré les deux genres de
termes simultanément, ou bien: on a eu égard aux termes de la pre-
miére espeéce, en formant 1'équation différentielle d’olt g'obtiennent les
termes élémentaires.

En désignant par s;,s,,... des nombres entiers quelconques, que
nous pouvons d'ailleurs supposer positifs, et par A,, A, ... des quantités
dépendant de ces entiers ainsi que des rapports entre les mouvements
moyens des arguments astronomiques, enfin par les symboles o, , a,, ...
des quantités aussi dépendant de nombres entiers et d’arguments astrono-
miques, mais seulement d’une maniére telle que les divers o ne renfer-
ment que les rapports des mouvements des apsides et des noeuds au
mouvement de I'argument v, de sorte que les ¢ sont de I'ordre des forces
perturbatrices, nous allons considérer I'équation du deuxiéme ordre:

a*T .
(I) d_’UT=_—A° sm(Go +80T)—X1———gl,

les fonctions X, et &, étant données au moyen des développements
(2) X, = A, sin (G + 5, T) + 4,sin(G, + 8,T) + ...
+ {4y sin(Gy + 8,T) + Aisin(G, + 1) + ... }00
(3) Q =a sinH 4+ a,sinH, 4 ....
Dans ces formules on a encore admis les notations:
G, = 2)v + 2B,,
H,= o+ 0,

et on a désigné par 4, A4,,... des coefficients du premier ordre et
d'un degré quelconque, tandis qu'on a supposé les coefficients 4, a,, .
du second ordre et au moins du second degré. Les B et les & expri-
ment des angles constants.

1l ne sera pas, cependant, nécessaire de considérer simultanément
tous les termes de l'équation (1), vu que la plupart d’eux n’exercent
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qu'une influence insensible, les uns sur les autres. Tous les termes de
nature & mne pas gagrandir n'offrant aucune difficulté a I'intégration, on
peut les calculer séparément. Ce sont seulement les premiers termes du
développement X, et celui que nous avons mis en téte du second membre
de Yéquation (1), ainsi que ceux dont les A sont trés petits, et en par-
ticulier les termes devenant élémentaires qui demandent & étre considérés
ensemble.

En ne considérant que les termes dont les A décroissent, les 4 corres-
pondants forment une série dont la convergence est extrémement rapide.

De méme, en mettant de c6té, dans la fonction £, les termes dont
les ¢ n’acquiérent pas de valeurs diminuant de plus en plus, les @ restants
forment une série trés convergente.

Done, en ne retenant, dans les fonctions X, et £,, que les termes
exercant une influence sensible sur les résultats d’intégration dus aux
autres termes, ainsi que ceux qui deviendront, eux mémes, trés grands,
les développements (2) et (3) seront trés convergents.

Si les fonctions X, et £, étaient égales a zéro, on aurait immé-
diatement l'intégrale de l'équation (1). En désignant par Z, ce que
devient 7' lorsque les dites conditions sont remplies, et en posant encore:

o’ =s,4,

la fonction Z, sera donnée au moyen de l'expression
2K

G, + 5,2, = 2 am-;r—(lov + B,),

d’ou il résulte:

SOZO = 1 + gﬂ

49 . I 49*
sin G, +21 +q‘sm2Go + ...

On a supposé, toutefois, que la valeur de A, soit différente de zéro,
ce qui entraine toujours une valeur du module inférieure & I'unité. En
effet, le module étant déterminé par la condition

2K a
(F)e=5
cette équation admet toujours, si le second membre a une valeur finie et

positive, une racine positive inférieure a l'unité.
Acta mathematica. 17. Imprimé le 28 avril 1892, 7
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Cela étant, nous faisons:
2
T=7,+ %V,

En substituant cette expression dans l'équation (1), et en retranchant:

4z, .
CT'F = — Ao Sin (Go + SoZ0)7

aprés avoir développé suivant les puissances de ¥, le terme mis en
évidence dans l'équation mentionnée, nous aurons:

dv,
-—=-—¢A coszam—(/lv-[—B)V + 5,4,

dv*?

(A v+ B )V2
K s
-+ §80A0 Cos 2 am%r——(lov + B)Vi—... -—gi(Xl + 2),
ou bien, si nous rempla¢ons, moyennant la relation

Ko + B) =¢,

la variable indépendante v par &:

(4) ddZ' + i* COS2amEVl——k“'sinzam&Vﬁ—g—k*coszam EVI 4 ...

ou 'on a posé

s, [7\? s, (7\®
X356 X 2= o

En utilisant équation que nous venons d'obtenir, il faut évidem-
ment exprimer les fonctions X et £ au moyen de la variable &, ou bien,
si 'on a recu lintégrale sous forme d’'une quadrature, restituer la variable
v sous le signe f .

2. L’équation en V, & laquelle nous sommes parvenus, appartient
su type de l'équation (10) du paragraphe précédent. On peut donc
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y appliquer soit la transformation aboutissant en 1'équation (12) du dit
paragraphe, soit celle dont le résultat prend la forme de 'équation (14).
Je préfére la premiére.

En faisant:

Y, =k*coszamé = — (2k*sn & — k?),
la forme générale des équations (11) sera:

d 2fph.i

e (27“2 sn & — ka)?h.i = Wi

oli I'on a désigné par W,, une fonction toute connue dont les diverses
expressions sont données par les seconds membres des équations (r1).

L’intégrale générale de 1’équation que nous venons de mettre en
évidence, s’exprimant au moyen de la formule

_ 6,(§) , B
(5) 50 chidné_l_chtd E‘O(e + EI

+dn5 d Eszhldnédey

nous allons considérer les divers cas correspondant a différentes valeurs
des indices % et i.
D’abord, nous faisons:

1.2
1 Wy, =k*cos2amé& — 3,
y A . ’
ou il résulte:

‘/‘W],.1 dn édé =f(k2 cos 2 am & — f3,,) dn &d¢.

Maintenant, pour éviter tout terme ayant la variable & pour multiplicateur,
on doit annuler la constante §,,. Nous aurons de la sorte:

‘/‘W(,,1 dn édé = ;k’ sin2 am &

et ensuite:

fd E,fWo,dnédé——-—

de facon que notre résultat sera:

P01 = C1dné 4 1.



52 Hugo Gyldén.
Pour faire disparaitre, dans ’expression de ¢,,, le terme constant,

. : 2K . ,
il faut remplacer la constante surabondante c,, par —— il en résulte:
2K
(6, a) Po1=1—"— dné.
Avec cette expression, il sera facile de former l'expression

Wio = 215 ) sméen + fuo,

d’oti nous tfirons, aprés avoir égalé la constante £, a zéro, le résultat
que voici:
; 2 ’
SWodngde = — () dnen

Aprés avoir opéré la seconde intégration, nous aurons:

dn efd s [ Wodnets = — ()edng,

résultat - qui parait, au premier coup d'oeil, en contradiction avec nos
suppositions, puisque le facteur & est sorti hors des signes trigonométriques.
Cependant, si I'on fait:

2K K

. 4 —
o = O 61.0"—”;’17}’

les termes semiséculaires se détruisent, et nous retiendrons

2K\ K 6,(§)
(6, b) ?1.0"'( >E9(,_.)df

Pour déterminer la fonction ¢,,, rappelons-nous qu'on a:
Y, = —Fk*sinzamé.

11 résulte de la qu'on doit adopter la valeur zéro de la constante f§,,,
ainsi que l'expression

Woq = 2k* ( > dné&?snécné.
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En introduisant cette valeur dans I'équation (5), on aura tout de suite:

6:(£)

Loz = Coz dné + ¢, dné ?l(?)‘f' REI

1 /2K\? 9
Mais, puisqu'on a:

d*log8(¢) | E
d$’ - + R’

dné’ =

il viendra, si nous faisons:

la formule que voici:

d log 0(5)
(6, ) ¢0.2=£( )d 5———?—(§— %k’(?)gsnfcnﬁ.

Cherchons maintenant la fonction ¢, ;.
En vertu des expressions que nous venons de signaler, nous obtenons
facilement celles-ci:

— 2X,(1 — @o1) @10 = 2k2<:7;‘> +dn E,dlog 8.8 sin 2 am §;

d0_2 RK\? 3 +2
—4% =5 () ang — (1 4 K dngl,

dont la somme, a laquelle il faut ajouter la constante f,,, donne la
fonction W,,.
Examinons d’abord l'intégrale

A=—4 2751 Efd 5“dloig(g)d(dn5).

On obtient immédiatement

. 2K\*K 1@ log 6,(8) 2K *K pa @° log9(¢)d
4=— () pdng 82 fd e,
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d’ou l'on tire, en considérant la formule
k' + d*log 6, (f)
dn & S’ K as?

le résultat:

e <%—;~{)2—E1§dn g l°§l§l(§? + L*(if)iK_ [dn gz — <3§) [angtdz.

En ajoutant & cette expression la suivante
= — 2(%?—‘) f{(I + k%) dn&* — 2 dn &*}d¢,

nous aurons:

[W,,dngde = A + B + §,, [dnde.

Cela étant, nous désignerons par U et U® les termes constants
dans les développements de dné&® et de dné*, de sorte qu'on a:

E
U ==,

I

Ué4) — : kl2;

Nl”i

HOE R

or, la partie constante de dné étant égale a EEK’ il faut que la valeur
de la constante f§,, satisfasse & l'équation de condition

()
7T
autrement la fonction ¢,; contiendrait des termes séculaires.

En introduisant, dans l'équation que nous venons de trouver, les
valeurs indiquées de U et U{®, on obtiendra:

B = 0.

Ayant ainsi fixé la valeur de la constante j3,,, on aura sans peine
la fonction ¢,, sous forme d’une série ne contenant que des termes en
cosinus, vu qu’on peut toujours, par une détermination convenable de la

g — 20+ KD) U + 3UP + T = o
2K




Nouvelles recherches sur les séries employées dans les théories des plandtes. 55

constante surabondante ¢,,, faire disparaitre, dans le résultat, le terme
constant,

La détermination de la fonction ¢,, s'opére tout-a-fait en procédant
comme nous l'avons indiqué dans ce qui précéde. Il suffit de remarquer
qu'on peut égaler la constante f5,, & zéro. La raison en est que la fonc-
tion W,, ne contient que des termes en sinus. Telle est aussi I'expression
de ¢,,: car, aprés’ avoir choisi la constante ¢;, de maniére a faire dis-
paraitre les termes semiséculaires, la dite fonction sera représentée par
une série ne ‘renfermant que des termes en sinus.

On pourrait aussi se servir de la formule générale

[dngndg = 2 (1 4 k) fdn g — K [dngnrdg

2rn 4+ 1 2n 4+ 1

1 d(dn £2°)
2n(zn + 1) d&

qui sert a développer les diverses intégrales de proche en proche.

Il nous reste & chercher les fonctions qui multiplient les termes du
troisiéme degré.
D’abord, puisque nous avons:

2
Y, = —gk’ cos 2 am &,
il est aisé de trouver 'expression suivante

Wos

i

‘§k4(“2§{) (sin2 am §)*dné + gk“@?) coszam§dné’® + f,,
(28 ’ ] 2 2,4 (2K\? . 2 3
= — 2k (:) sn&’cené dnE+3L <7r ) (1 —2sné&Mdné&’ + &,
ce qui entraine:

+ fysdné.

w

W, dné — 2(2—}?) fdng' —2( + K7 dngt + K7 dng?

Avant tout, je vais montrer que la partie constante de cette ex-
pression s'annule de soi-méme, de sorte quon aura:

fos =0
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A cette fin, remarquons la formule
8 3..1E 4 :
6) __ .2 2\ 2 d 102 ’2 12
U§ [IS(:—I-I») ——Sk ——K_Tsk (r + &%),

UP étant le terme constant dans le développement de dné&’. En in-
troduisant, avec les valeurs de U et U$ données plus haut, Vexpression
que nous venons de signaler, nous aurons:

SUO =3+ KOUY + K°UP = o,

Done, la partie constante du développement de la fonction W, , se détruit.

En conséquence du résultat que nous venons de trouver, il faut qu'on
égale & zéro, la constante ;.

- Du fait que la fonction W,, ne contient que des termes en sinus,
il s'ensuit que la constante f,, aura aussi la valeur zéro. On en conclut
encore que toute la fonction ¢,, s'obtient sous forme d'une série ne con-
tenant que des termes en sinus.

Quant & la constante f,,, le calcul en serait trés compliqué s'il
gagissait d'en mettre en évidence l'expression algébrique. Mais puisqu'il
n'importe que trés peu si la constante dont il s'agit est trés petite ou
exactement égale & zéro, nous nous restreindrons & ne comsidérer que la
forme de la fonction ¢,;.

En inspectant 'équation (11, h) du paragraphe précédent, et en se
rappelant la forme des fonctions Y,, ¥;, @015 @505 Cos €t ¢y, il sera aisé
de voir que le produit W,, dné est représenté au moyen d'une série en
cosinus. En déterminant la constante f§,, d’une maniére convenable, le
terme constant disparaitra, de sorte qu'il résultera, pour représenter la
fonction ¢,;, un développement ne contenant que des termes en cosinus
puisque le terme constant peut étre détruit au moyen de la constante
surabondante ¢,,. :

Finalement, en abordant la détermination de la fonction ¢,,, on
comprendra tout de suite que la constante f;, est nulle, et que la dite
fonction s'obtient sous forme d’'une série en sinus sans terme séculaire.

3. Ayant déterminé les fonctions ¢,,, ¢y, ... de la manieére que
nous venons d’indiquer précédemment, et aprés avoir introduit dans 1'équa-
tion (4) I'expression
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avy,
V, = (I — {90.1)% + ?1.o‘d_gl’+ Sﬂo_gqf? 4+ ...,

nous obtenons:

A
CF=—X—0—3

ou bien:
! 1 0
‘! 3’ _,_.Z.(Xl -+ 91 -+ 21)’

le symbole
s, [ ®\*
> =55 (%) %
signifiant une suite de termes trés petits, du deuxieme ordre, qu'on re-
connaitra facilement en considérant l'équation (12) du paragraphe pré-
‘cédent.

Maintenant, si nous ne retenons qu'un seul terme de X, et que nous
posions:

. . ; . ar
X, = 4,sin(G, 4+ 5,T) + 4,sin (G, + s,T) + ...+ A;sin(G, + 8"T)d—v"

nous aurons:

azy,

de? —

_ZQAISin(G1 + 81T)_§(X2 + 'Ql + 2"1)'

Mais, puisqu'on a:

2 I a9,
T= Zo +;‘;(I ‘—500.1)11"1 +§;Z’%¢l.o—&;— + LR

l'argument du terme que nous avons mis en évidence s'écrit de la ma-
niére suivante:
s 28 @ d¥,
2Ahv + 2B, + 2;::(1 — @) ¥ + $1Zy + Ziﬁfol.oﬁ + ...
En développant, suivant les puissances de

—2§S”o.1w1 + 82+ ...,

le sinus de cet argument, aprés l'avoir mis sous la forme d’une série tri-
Acta mathematica. 17. Imprimé le 17 mai 1892, 8
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gonométrique, le résultat sera toujours convergent, et on- pourrait méme
démontrer que le terme constant ne surpasse pas I'unité. Pour plus de
détails, il suffit de renvoyer le lecteur & mon mémoire »Untersuchungen
etc.y p. 241.

En supposant que la fonction ¥, soit une quantité tout au plus de

I 3 s - A . ’ 14
Tordre de —, le produit 22 ¢,,¥, peut toujours étre considéré comme
b 0111
B : ¢ P J
1]

1

une quantité trés petite du premier ordre, vu que la fonction ¢,, s'évanouit
avec k’, c’est-é&dire avec les forces troublantes. Il en est de méme du

prodult LA ; pourtant, si A, est trés petit relativement & 2, ce

%3 zK’”N

produit est notablement moindre que le terme dépendant de ¢,,. Dans

le cas d’une orbite intermédiaire, le rapport %‘ est toujours peu considérable,
0

d'ou lYon pourrait tirer l'autorisation & omettre, dans la premiére ap-

proximation, le terme dépendant de Of;f' Cependant, la simplification

due & ce fait n'étant pas essentielle, je n’en ferai pas usage. En revanche,
j'introduirai pour abréger l'écriture, les notations

sl
2 3 P = S[’o.lr
0

de sorte que nous aurons:
T = Z, + -7, ——qbox'lf1+ ¢1od‘+ sl’oﬂ”

Cela posé, l'équation en ¥, prend la forme suivante:

dgw‘l 1] 3 1 0 1
oy =_Z_ sin (G1 +23 qq) —2 4, cos (Gl 25 qf,){slzo—gbo,,wl +.)

5 .A sin <G + 2 1){81Zo — ¥+ . 1+

IZ

_';(Xa + ‘Ql + 21)'
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En examinant les divers termes du développement signalé, on s’'apergoit
facilement qu’on en peut retrancher une partie telle que les termes restants
deviendront indépendants de l'argument G,. Pour mettre en évidence
la partie dont il est question, posons:

¥, =2(T, + 9,),

et admettons en outre la notation

P=I-——£’—- h‘

0 1.2 V 1.2.3.4

¢ ooy

les % étant les parties constantes des puissances paires du produit s, Z,.
Enfin, nous désignons par /,,,7,... les termes constants dans les dé-
veloppements de ¢}, , ¢1,, . ...

Maintenant, si nous établissons 1'équation

a'T . . .
(7) =+ =—A4,P,sin (G, +5T,) + rg‘z, lyady sin (Gy + s, T)T? + ...

. a7,
+ 4;sin (G, + 5,2)52 + ... — (X, + )+ [Ty, 9],
I'équation d’ont g'obtient la fonction @, sera celle-ci:

ao . :
(8) oot {514, cos(G, + 5, 1)) — 5,4, 6in (G, + 5, T))[s,Z, — -] — ..} @,

s dz, X
=—A8in(G, +5,Z,) 7t —4, cos(G, +s5,T)) (sl Z,— Z— G0 T, +)
—— 3, —[T,, 0,]

La raison d'introduire le symbole [], se comprend facilement. II
nous sert, tout comme dans le paragraphe 1 du premier chapitre, & trans-
férer certains termes d’une équation 4 une autre. Nous pouvons de la
sorte admettre que les termes acquérant, par lintégration, des diviseurs
moindres que A, c'est & dire les diviseurs A , 4,,..., soient rejoints
& l'équation (7), tandis que ceux qui ne deviennent pas trés agrandis
se trouvent réunis dans I'équation (8). Ainsi, la fonction 7| ne dépendra

plus de Vargument G, ou d'arguments de la forme G, + V'G,, i et ¢
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étant des entiers tels que la différence iA, + ¢'A, ne soit pas trés petite,
c'est & dire comparable & A.

Mais, puisqu’il y a toujours certaines valeurs des mombres i et #
qui rendent la différence i}, — ¢'A, aussi petite qu'on voudra, il sera in-
dispensable, pour délivrer la fonction @, de termes assujettis a devenir
trop grands, de les transférer & I'équation (7). Awu reste, ces termes dé-
pendant d’arguments qui sont déja représentés dans l'équation (7), on
pourra les réunir avec les termes correspondants de cette équation.

Quant au premier terme du second membre de I'équation (8), on
peut aussi le considérer d’une maniére trés simple. En effet, ce terme
ne dépendant que de l'argument G,, on en tient compte par une légére
modification des coefficients du développement de la fonction Z,. A cet
égard, il me faut renvoyer le lecteur aux formules que j'ai données dans
les »Untersuchungen etc», p. 237, et dont jai fait, dans le mémoire
présent, un fréquent usage.

Cela établi, il est évident que la fonction @, est une quantité du
deuxiéme ordre, et que ses divers termes sont multipliés par quelqu'un
des facteurs 4,, 4,,...; son développement, convergent en méme temps
que celui de T, s'obtiendra sans difficulté essentielle. Il ne nous reste
donc qu'a chercher le développement de la fonction T,.

4. Concevons en particulier le cas d'une orbite intermédiaire, o le
nombre des arguments est restreint & deux seulement. On comprend
aisément que la fonction 7 reste toujours trés petite, tout au plus de

Vordre de :7—, et que la fonction £, n'existe plus. Il est donc évident

1

que les termes de l'équation (7) qui dépendent de T7, (%) y -.. sont

trés petits par rapport au premier terme du second membre, et quon peut
les considérer au moyen d’approximations successives. En négligeant,
d’abord, ces termes, ou plutét, en les réunissant avec la partie X, on
retient 1'équation

FALU .
(9) o = — 4L, sin(G, + 5, 7)) — X, + [T}, 9.}

Mais la forme de cette équation est précisément celle de I'équation (1), &
Vexception de ce que la partie [T, @,] figure a la place de £,; on peut
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donc réitérer les opérations qui nous ont conduit aux équations (7) et (8),
procédé duquel découleront de nouvelles équations du méme type que
celui des équations citées. On aura ainsi le systéme de résultats que
voici:

(D=2, + I+ 0+ | = o+ g+ ol

R R LR R UL Lo

d'ou l'on tire, en ajoutant les diverses équations:

(1) T=2Z2+Z+2+...
+ O+ 0, + O+ ...

. a¥.
- ¢0.1-Ipl + Sl’l.od—vl +

— g + g }

En vertu des résultats que jobtins relativement aux nombres s, s,,
lorsque, dans mon mémoire de 1887, jétablis la série dont il s'agit, il
se comprend immédiatement que le développement de la premiére ligne
de l'équation précédente est convergent.

Quant & la série

o, + 0, +...,

qui n'a pas été mise en évidence, dans mon mémoire cité, je remarque
qu'on a:

— fl
Qi £ 8010

= 8,4,f,
¢9 = 51;;,

les coefficients f étant des quantités tout au plus de l'ordre zéro, mais
le plus souvent trés petites. Mais, puisqu’on a, dans le cas intermédiaire,
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I L)

AO:Q_‘ ’

o
™

‘ -

AT,

©»
)

(voir lintroduction du mémoire que je viens de citer), il s'ensuit que
la série dont il s'agit jouit au moins de la méme convergence que celle-ci:

14,
S

s34,
S

+s§As

1 si

+ +....

0

En considérant maintenant que la forme générale des coefficients 4, est:
4, = M, e,

M, étant un coefficient du premier ordre, et ¢ une quantité moindre

que l'unité, il sera clair que la convergence de la série que nous venons

de mettre en évidence est celle d'une progression géométrique.
Finalement, en considérant qu’on a:

L Y

1
5
qfag—;fa’
2
ey

on se convaincra facilement que le développement donné sur la troisiéme
ligne de D'équation (11) est convergent. Car, si les sommes des dé-
veloppements entre les parenthéses ne forment pas, en elles-mémes, une
série convergente, ce qui cependant ne peut arriver que sous conditions
spéciales, les dites sommes appartiennent du moins au méme ordre de
grandeur: la convergence dont il s'agit est donc nécessitée par les fac-
teurs :—, f:" .... Pour mieux élucider les diverses circonstances qu’on
1 2 .

doit considérer, en faisant la conclusion indiquée sur la convergence,
voici quelques remarques.

En regardant plusieurs termes critiques qui, considérés isolément
font prendre aux modules des valeurs peu différentes de l'unité, ces va-
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leurs deviendraient sensiblement amoindries si on les évaluait simultanément,

c'est a dire en considérant l'influence mutuelle qu’exercent les divers termes,

les uns sur les autres. Cela est visible par la présence des facteurs P,.
La convergence des développements

ay,
g + ..., ete.

—_ Sbo.lwl + Sl'l.o

étant difficile & démontrer généralement, on peut s'en dispenser, vu
quil n'est pas nécessaire d’introduire un nombre illimité de fonctions ¢.
Il suffit, en effet, de faire disparaitre les premiéres puissances des fonc-
tions V,, V,,... ainsi que leurs premiéres dérivées: les termes non éli-
minés (dont la convergence s'ensuit immédiatement), ainsi que les termes,
a nombre limité, dépendant des fonctions B,,, B,,, ... ete. [voir: I'équa-
tion (12) du paragraphe précédent] se réunissent aux fonctions ¥, , X, , ...
On se rappelle que l'équation (7) contient des termes dépendant de
largument @, qui ont été négligés dans l'équation (9), a savoir: les
termes provenant des produits 77 sin(G, 4 s, 1)), etc.; il sera facile de
réunir a4 la fonction Z, la . partie de T, due & ces termes. En effet,
si nous considérons une équation du type de l'équation (4), aprés y avoir
négligé les termes dépendant de V3, de V3, etc, et que nous omettions
la partie élémentaire, nous aurons:
v,
d&;

s T \'x.
+ klcos2amé,.V, =5i? <2Kx> X

Or, si nous admettons, pour revenir au cas envisagé,

8 .
X = - 2" 4lo.1A1T§ sin2amé&,

ce qui est le terme le plus essentiel dont il s'agit, nous aurons:

v,
aét

l
+ ki cos2amé,.V, = % ":kaf sné cné,.

2

On tire de la, en utilisant une formule bien connue,

6.¢) , E,
5.¢) TES

+%ki dn § gﬁ%fﬂ sné cné dnéde,.

¥V, =c¢dné§ 4 c,dn§,
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Par cette formule, il est aisé de voir que la partie de ¥, que nous
venons de considérer, est une quantité tout au plus du méme ordre que

le produit
lo.n k’: .

e
elle est, dans les cas qui se présentent & l'ordinaire, une quantité du
cinquiéme ordre par rapport aux forces perturbatrices. Quoi qu'il en
soit, la partie considérée est assez petite relativement 4 la fonction Z; et
puisque les termes semiséculaires qu'on a introduits par la double inté-
gration, se détruisent, en déterminant d’'une maniére convenable la con-
stante c,, la fonction V, ne contiendra d'autres termes dépendant de
l'argument G, que ceux qui se réunissent & la fonction Z, sans la mo-
difier sensiblement.

Par des considérations analogues, on se convaincra que ce que je viens
de dire relativement & la maniére de tenir compte du terme de la forme

. iz,
A, sin (G, + soZo)E;—,

est légitime, et que le méme raisonnement g'applique aussi aux autres
termes de la méme forme. :

Ayant ainsi examiné les différentes parties du développement (11)
de la fonction 7', et les ayant trouvées convergentes et dépourvues de
tout terme renfermant la variable hors des signes trigonométriques, on
conclut que le développement dont il s’agit reste en vigueur pour toute
valeur de la variable indépendante.

5. Si, contrairement aux suppositions précédentes, la fonction qui
figure dans le second membre de 1'égalité (4), renfermait des termes
donnant lieu, par lintégration, & des termes élémentaires, la maniere
d’opérer que mnous avons poursuivie précédemment cesserait d'étre appli-
quable. La raison en est qu'un terme dont 'argument a la forme simple

H=gqg + b

peut devenir, dans le procédé d'intégration que nous avons envisagé, telle-
ment agrandi que les termes dépendant de ¥} et de Vi dans I'équation
(4) ne seraient pas négligeables par rapport au terme qui se trouve mul-
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tiplié par la premiére puissance de ¥,. Il nous faut donc, pour arriver
a un résultat effectif, opérer V'intégration de ’équation dont il s’agit d’une
autre facon.

A cette fin, reprenons I'équation (4), et commencons par y faire entrer
quelques modifications, du reste peu sensibles.

D’abord, nous en retranchons le terme dépendant de la partie con-
stante de V3, terme qui se réunit immédiatement avec la fonction Z.

Or, par cette opération, on ne parvient plus a déterminer le module
conformément & 1'équation signalée dans le n° 1, mais bien & employer,

a ce but, la relation

h,,h,,... étant les parties constantes des fonctions ¥}, Vi,.... En
ne considérant que la premiére puissance de la constante &, 1'équation
(4) prendra la forme suivante:

(12) %;El:‘— + (1 + 2h,)k* cos2am &V, — k*sin2am (Vi — h,)
— 2kt cos2ameVi = — D ( )(X + 2)
3 T 242
=—(X+ Q).

Maintenant, pour rendre 'étude de 1'équation (12) plus aisée qu'elle
ne l'est en conservant la forme primitive, introduisons, au lieu de 7
une nouvelle fonction z, de maniére que la partie essentielle du terme
dépendant de sa premiére puissance disparaisse dans l'équation trans-

formée. On y parvient en admettant
vV, = %dn E.2.

Puis, pour éviter le terme dépendant de la premiére dérivée de z,

ou du moins, pour en faire disparaitre la portion la plus considérable,
Acta mathematica. 17. Imprimeé le 19 mai 1892, 9
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introduisons une nouvelle variable indépendante w dont la relation a
la variable & sera donnée par la formule

dé = % dn w’dw,

E étant lintégrale elliptique compléte de seconde espéce.

Certes, on aurait pu faire disparaitre aussi le terme dont jai parlé
tout-a-’heure, en utilisant la méthode dn n° 3 du paragraphe précédent;
mais je préfere, dans le cas actuel, 'emploi du moyen que je viens
d’indiquer.

Cela étant, on déduit immédiatement les formules que voici:

dVl _ZK B dné‘ dz 9 -
BT T 7 |Edmerde FSmEMEL)
av, 2K

dne'de dn w® T E dne® do

2dné d¥% E I*snwcenwdné Kk*snéenéydz
=@ @i t(®) | ]

~Fk?cos2amé&dné.z|,

en vertu desquelles I'équation (12) se transforme en celle-ci:
2K 2K\ k*sinzam o 2K

(13) ( > dw’+l< ) dn @ _<—7r_>
+ 2h, (27?) (EK> k*cos2amé&dnw?z

sy [ () anezr—, l

&)

5 e

(_Ig k’sinzamédn 2 EEEZ_Z_
E) dné “ 1T de

<II§> k*cos2amédné&?dn w?s?

2
! On a derit, dans cette équation, (2%) (X 4+ £) au lieu de (X + 9).
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Mais il faut qu'on remplace partout, dans cette équation, la variable
& par son expression en w. A cette fin, rappelons-nous la relation

dn o? — + d’log Q(a))

ce qui donne:
Kdlog 8(w)

dow

f=o0+%

ou bien:

=" 4 T A g7
13 w-—zEI_q,51an+I_q4bln2Kw+....

Puis, en mettant:

et en considérant les développements

sE= 140+ 120" — 32¢° + 764 — . ..,

—m= 1+ 49— 49— 329" + 449" + .
d’ou il s'ensuit:

T Q. ¢ 1
SRR ! 8¢* + 729 )

! Le développement que nous venons de donner dans le texte, s'obtient directement
de la manidre suivante.

En observant qu'on a:
2 2 6 3
<~ZE> dn52=(£{) E+—8q———coszm+ 9 —=—cos 4 + .
Ve ) K 1—¢° —q*

et d’autre part:

(e (=) () e e

nous allons iutroduire, dans la seconde de ces expressions, le développement

2

k’(—z;r—K) cos2amé=— 3291 +2¢° 4+ 4¢°+...) + : I_(S_qq,cqs 2z 4 Is_iqq‘cos4x+
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on obftient:
e — 1 — 16m%*?
+ 8ing[1 — (7 + 8n*)q”]sin 2u
— 32n°¢® cos 2u
-+ 8ing?sin 4u + 16n%¢* cosqu + ...,

n étant un entier quelconque.
De cette expression générale, on déduit les formules suivantes:

cos 2% = — 49 + 449° 4 (1 — 12¢°) cos 2w 4 4g cosqu + ...,
sin2z = (1 — 20¢%) sin 204 + 4gsinqu + ...,

Cos4x = 249 — 8qcos2u - cos4u + ...,

gin 4z = — 8gsin2u 4 sinqu + ...,

qui nous serviront & exprimer tous les coefficients de I'équation (13) au
moyen de I'argument .

Par la théorie des fonctions elliptiques on parvient facilement aux
développements que voici:

2Kk*sinzamé _ 16¢ .
=  dne _[__q,smzx+...,

2, . . 64q9% .
(%)k’smzam&dnf_—_;—f—q?smzx-{—_ 44 singx 4 ...

I—gq

Nous aurons ainsi:

(g{()’E _2K2E _ (I

T

2K\?

____I 2 Py — 2 2 2
%= n 2k)<ﬂ> 169%(1 + 29" + 49 + .. ).

Mais, puisqu on a (JAcoBr, Fund. nov. p. 105):

2K\?
(I_%kz)(_{) =14 24¢" + 249" + 96¢° + ...,

il viendra:
2K2E

== =1 4 8¢ — 8¢t fe
7 = Lt 8g* + 32¢ ;

d'od Ton tire, aisément, la formule signalée.
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(%() k*coszamé = — 32¢°(1 + 2¢*> +...) +I—I_6_2§—,cos 2
2
+ I"’f_qq‘cos 4 4 .. .,

<%{) dné&? = 1 4 8¢* — 8¢* + coet g f?q,coszx

16¢°
+ qq4cos4x+...,

)

(Z—Z{)ék?coszamédnsﬂ = 32¢°(1 + 2¢* + ...) + 16¢(1 + 9g”) cos 2z
-+ 96¢* cos 4,

ou nous allons introduire les expressions de sin 2w, .., obtenues tout-a-
I'heure. Il résulte de la sorte:

ﬂ( ksinzamé
7T dn ¢

= 16¢(1 — 19¢%) sin 20 + 649°sin 4u + ...,

<2K> k’sin2amédné = 169(1 — 51¢%) sin 24 + 128¢*sinqu 4 ...,

T

<%{> k* cos2am & = — 96¢® + 13449 + 169(1 — 274°) cos 2
+ 96¢* cos 4u,

(%?)gdn &' = 1— 249" 4 696¢* + 8¢(1 — 274") cos 2u
-+ 48¢*cosqu + ...,

(Z_K) k*cos2amé&dné® = — 32¢° 4 2496¢* + 16¢(1 — 51¢9%) cos 2u

+ 1609*cosqu 4 .. ..
Finalement, puisqu’on a:

<-2-§) dnew’ =1 4 8¢° — 8¢* + 89(1 + ¢*)cos2u + 169” cosqu + ...,

(2_I§> dnw* = 1 4 48¢* + 240¢* 4 169 (1 + 179°) cos 2u + 649° cos 44 + ...,
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on formera aisément les expressions que voici:

2K\*k*sin2 am & . .
(;—) Tdn o® = 169(1 — 39") sin 20 + 128¢”sinqu 4 ...,

@f‘{) k* cos2 amédn o* = 32¢° — 1472¢" + 169(1 + 5¢°) cos 2u

+ 2249%cosqu + ...,
(%) E*sinzam&dnédn o’ = 16¢(1 + 29¢%) sin 20 4 2569 sin 4u 4 ...

2K\*k*sin2 & : . .
(—;) -—--sidn—n—;—m«dnco4 = 169(1 + 29¢°) sin 24 + 192¢’sin4u +- ...,

2K

<?> k*cos2am &dn &dn w* = 96¢® 4 1728¢* + 169(1 + 779%) cos 2u
+ 288¢*cosqu + ....

Ayant obtenu ces développements, on aura immédiatement, en les
introduisant dans U'équation (13), celle-ci:

(14) g—:;,-l-{lngsin 2u — 128¢° sin4u}3—fb
+ £,{64¢* — 3968¢* + 32q(1 — 114°) cos 2u + 448¢” cos 4u}z
—{16¢(1 + 13¢°) sin 2u + 2569 sin 4u}2’
——§{96q“' 4 192¢* 4 16¢(1 4 61¢7) cos 2u + 288¢* cos 4u} s’
= — h,{16¢(1 + 137°) sin 24 + 192¢> sin 4u}

K\? o dn ot
— () 6 —160) T (X + 9

6. Aprés avoir établi I'équation (14), il nous reste & la transformer
au moyen d’'une substitution convenable, de maniére & débarrasser les
divers termes des facteurs trigonométriques. Cette transformation dont
la théorie générale a été exposée dans le paragraphe 5, sopére dans
notre cas tout simplement en adoptant 'expression
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(15) 2=y —4q(1 4+ 13¢°) sin 2u.g/’—§g(1 + 6147 cos 2u.y®
— 164¢° sin qu.y* — 164° cos 4u.y?
+ 4%,9(1 + 139" sin2u + 8k,g(1 — 11¢%) cos 2u.y
+ 12h,q" sin qu + 28h,q” cosqu.y
— 8¢(1 + 13¢”) cos zu-ygj—: + 8¢(1 + 61¢%) sin 2%-3/’%

— 16¢4° cos4u.yg% + 24¢° sin4u.y?g%.

On en obtient par différentiation:

d d 16 .
d—il - E%_ 8q(1 4+ 13¢°) cos 2u.y* + —-3-q(1 + 619%) sin 2u.y°

— 64q° cos qu.y® + 64q° sin 4u.y®

+ 8h,q(1 + 1397 cos 2 — 16h,q(1 — 11¢7%) sin 2u.y

+ 48h,q* cos 4u — 112k, sinqu.y

+ 8¢(1 + 1397 sin 2u.yd—y + 8¢(1 + 61¢”) cos zu.y’@
du odu

4+ 32¢%sin 4u.yf—§% + 48¢” cos 4u.y’%

+ {8h,q(1 — 1197) cos 2u + 28h,g* cos4u}%
Cly 2 d’y

du\ a2
2?/(0,—'Z> + ' 5

—{8¢(1 + 1397 cos2u 4 16¢° cosqu}

+ {8¢(1 + 61¢”) sin 2w + 244" sin qu)}

71
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et puis:
d*z d u 2 2 3
Tai= gt 16¢(1 + 13¢°) sin 2u.y* + (1 4 61¢%) cos 2u.y

+ 256¢°%sin 4u.y* 4+ 2564° cos 4u.y®
— 16h,q(1 + 13¢7% sin2u — 32h,q(1 — 119%)cos 2u.y
— 192h,q* sin 4u — 448h,q” cos qu.y

—{32h,9(1 — 11¢”) sin 24 + 224h,4” sin4u}g%

(39 '+ 954

+ {249(1 4+ 619%) cos 2u + 1449 cos4u}{2y< ) +y

+ {249(1 + 13¢°) sin 20 + 964¢° sin qu}

+ {8h,q(1 — 11¢”) cos 2u + 28h,9" 0084u}gf%
w

dy d’y
3dudu’ +y du

dyd’y , 4%
( ) +6y Yaudu 7Y T

—1{8g(1 + 1397) cos 2u + 16¢” cos 4u}

+ {8¢(1 + 61¢*) sin2u + 244 sin 4u)}

On obtient encore:
2* = y* — 8¢(1 + 13¢°) sin 2u.y® — 32¢° sin 4u.y’
+ {8h,q(1 + 13¢%)sin 20 + 24h,9" sin 4uly

—{16¢(1 + 139%) cos 2u 4 32¢° cos4u}y’g—1—’

Avee les expressions que nous venons de signaler, on déduit de
Iéquation (14) la suivante, ou V'on a omis les termes surpassant le qua-

* . oy ’ ’ * 4 d r . . r ’
triéme ordre et le troisieme degré, la dérivée E% étant toujours considérée
. U

comme une quantité du premier ordre et du premier degré:
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d2
T+ 2048¢%" — 30729%,y

+ {192¢° sin 24 — 12847 sin 4u}%

+ 8.644° sin 2u (y* ~—b,) + 64344g3 cos 2u.y*
— {192¢° cos 20 — 644° cos qu}hy

— 8.644° cos 2%3;% + {20.644%sin 2u -+ 128¢” sin 4u}y’%
—{32¢9(1 + 5¢°) sin 2u + 2244 sin qu}h, %

() + v
2y(%>2+ y’%:—f—i
3 d d%Q +
2<;%%>”+ 62/3125 i

+ {8¢(1 — 119") cos 2u + 284" cos 4u}h

+ {249(1 + 13¢°) sin 2u 4 964 sin 4u)

+ {249(1 + 61¢%) cos 2u + 1444" cos 4u)

— {8q(1 + 13¢7) cos2u + 1697 cos 4u)

+{8q(1 + 61¢7) sin 2u + 244" sin 4u}

2d2

T

= — (&) 1 — 160 % (X + 9,

. T ar ;1
ou bien, en rassemblant les termes multipliés par E{g’ et en négligeant

encore certains termes sans importance,
2y 1 + (24q sin 2u 4 96¢° sin 4u)y + (244 cos 26 + 1444 cos 4u)y’
du’ . . d
du' | — (249 cos 2u + 489" cos 4u) % + (48¢ sin 24 + 1444° sin 4@4)y£
+ 2048¢*y® — 3072¢"h,y + 5129° sin 2u(y’ — k)
. 2 s v Ay\* d®y
+ {24q sin 24 -4 96¢” sin 4u; (—) — 8¢ cos 2U.Y 55

—— (&)t — 1) E2 X + 9.

Acta mathematica. 17. Imprimé le 21 mai 1892, 10
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Arrivé & cette équation, nous la multiplions par:

{1 4+ 24gsin2u.y 4 ...J7' =1 —24gsin2u.y + ...;

puis, en considérant que les termes essentiels & facteur trigonométrique
2

. d .
de Vexpression =% sont ceux-ci:

du?
d* - in 20( )’
d_:/ﬁ — 512q3 sin 2u(y’ — h,) — 244 8I1n 2u(d—z> ’
“d’on1 on tire:
ds A Cl. 2
Emys — — 1024¢° cos 2u(y’ — h,) — 48q cos 2"(5—2) —_—y

nous introduisons cette valeur dans I'équation dont il s'agit. Maintenant,
si dans le premier membre, nous rejetons les termes du deuxiéme ordre
dépendant d’une fonction trigonométrique, termes qui en effet sont trés
peu sensibles, i1 en résulte:

d*y dy\ * : dy\ ® a
(16) T 10249*h,y — 96q2<2l%> Y -+ 24¢ sin 2u(%> — 8¢ cos 214.‘1/‘71—;7/3

2K\* . : dn w!
—— <7> (1 —_— 16g"')(1 — 244 81In 24.Y + .)—(ﬁ.g(x + _Q), 1

équation dans laquelle on a toutefois négligé, parmi d’autres termes aussi
quelques-uns dépendant de la troisiéme et de la quatriéme dérivée de y.
En supposant que y soit finalement exprimé au moyen d'une suite

. s . .. . dy\*?
de termes trigonométriques, il est visible que la fonction (d_Z) renfermera

un terme constant, nécessairement positif, du méme ordre que la somme
des termes périodiques. En ne considérant, dans une premiére approxi-
mation, que cette partie constante, on parvient & un résultat de la forme

(17) %—ﬁly=—Q,

3
! En formant une nouvelle expression de (—i—‘—z, il faut évidemment rejeter le terme
u

2
— 48¢ cos 2u<(%> .
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ou f, signifie une constante positive du quatriéme ordre par rapport aux
forces perturbatrices, et ¢, une suite de termes trigonométriques qui
g'obtiennent en développant Y'expression

Q = <%3(1 — 16¢%)(1 — 24gsin2u.y + . ..)é‘;ln—a;‘(X + Q).

Les transformations que nous venons d’opérer ont fait naitre, dans
I'équation résultante, quelques termes de nature particuliére, & savoir des
termes qui ne sont multipliés ni par une fonction trigonométrique de
la variable indépendante, ni par quelque autre fonction de cette variable,
mais lesquels se composent de deux facteurs, dont 'un est fonction des
coefficients constants entrant dans l'expression de y et 'autre fonction de
y et de sa premiére dérivée. Ces termes — je les appellerai termes a
facteur horistique ou, plus briévement, termes horistiques' — sont dans
la théorie des mouvements des corps célestes, on l'entend aisément, de la
plus grande importance: en effet, la présence des termes de la nature
envisagée rend convergentes et, quant au résultat numérique, limitées, les
solutions des équations différentielles, tandis que, sans eux, le procés
d’intégration pourrait aboutir & un résultat divergent.

Cependant, les coefficients constants des termes dont il s'agit n’étant
que trés petits, linfluence qu'ils peuvent exercer est, & l'ordinaire, peu
sensible, et le mode de calcul des inégalités planétaires devient, dans la
plupart des cas, presque le méme que celui qu'on a employé dans les
théories antérieurcs. Pourtant, si la période d’une inégalité est trés longue,
et surtout §'il s'agit du calcul d’un terme élémentaire ou de la détermina-
tion d'un terme de libration, la forme plus compléte de I'équation diffé-
rentielle que nous avons mise en évidence, I'emportera sur celle qu’on
obtient en négligeant, dés le début, les termes d'un ordre plus élevé
que le premier. |

7. Il sest montré, dans ce qui précede, que les coefficients des
termes & facteur horistique sont du quatriéme ordre par rapport aux
forces perturbatrices: venons maintenant & l'examen des termes analogues
provenant de I'équation (12), si I'on y ajoute l'expression

! fptotindg, appartenant & ce qui limite, qui termine.
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. g ar
X = %Ao sin{Gy + 8,T) 5~

~; o 8in (G, +sT)d

Faisons d’abord:
A;:% 'optl_%_l_ },
ce qui nous donne:
X =2 ph?(2) sin (6, + 1),
et considérons les formules

T=7+2 .,

dz 2
Sog;f: 2(—;dn6—-— 1);
Yexpression de X prend alors la forme que voici:

(18) X= p(%l—(dné—— 1) ‘k’(é—?)zsinzam5+ 2k’(—2§>’coszam5.71

2 2
——279’(27?) sinzam&.V?——?k’(?) cos2amé&. V3 —

2 . b1 d
+p]k’<3£{> sinzam & 4 2?@’(35> cos2amé.V,—... Vs,
| s 7 dz
Puis, en introduisant les valeurs
2K - av, 2K 1,./2K\? .
Vl-——ﬂ—dnf.z, —C—l;w——d e’,‘—— Sk <7> sin z am £.2,

I'expression précédente se transforme en celle-ci:

(19) X = k(il—() (n dn E-—l)&lnzamé

7

___{__ 2pk“<z_§>s(%K-dné—— 1)cos2am5dn€

I L. /2R\* . 2
+5pk (—7—;) sin2amé&’lz
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2pk""<2?K)4 (E—;—{dn & — I),Sin 2am & dné?

+ pk‘*(g;—z)asin 2am & cos 2am &dn &}2*

__=‘_;pk2<%z>5 (%Tl—fdnf— 1) cos2amé dné?

— k“(g)ssin 2 am &% dn &%} 2°
T

+4- pk‘2<z§)s gin 2 am & dn Egl%

dz
dx
dz

— 2pk’<%{) ssin 2amédn Esz“’d—w

6
2K> cos 2am £dn &* 242

I PR
3pk< dax

En ne demandant que les termes du deuxiéme ordre par rapport a
g, il sera permis de remplacer, généralement, la variable x par u, ou &
dz
dz’
indispensable d’employer l'expression plus rigoureuse du coefficient, ainsi
que de tenir compte du facteur

par o; seulement dans le terme qui se trouve multiplié par 2z il est

2K\*® sdne* 2
<?> (1 — 164 )E—E__ 14249+ 12gcos2u ...,
qui peut étre égalé a l'unité dans les autres termes.
4
Avec T'expression de k’(%—?) cos2am & dné’ que nous avons donnée

dans le n° 35, il s'obtient:

4

K\® d K\*
2(%) (1 — 16¢%) (;1:; k’<2?> cos2am & dn &*

= 128¢* 4 32q cos2u + ....
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Maintenant, 'si nous portons dans l'expression de X, la valeur de 2
’ L4 . . . (l

donnée par I'équation (15), ainsi que celles de ai— , 2%, ..., et que nous

nous rappelions la relation

%:%{1 — 8gcos2u — ...},

il est aisé de voir que la fonction X exprimée en y ne contiendra pas
de termes du deuxiéme ordre de la forme By, ni de la forme g,y §,
et B, étant deux constantes de IT'ordre de g°. Il est encore visible, si
lon ne considére que les quantités du deuxiéme ordre, que les autres
termes indépendants d’une fonction trigonométrique de l'argument u, ne
dz

du? """

dz

Retenons seule-
du

proviennent que 'des produits sin 2% —— , cos 2u.z

ment les termes

dz  dy . dy . dy\?
= + 8¢ sin 2u.Y 5 -+ 164 sin 2“3/(@) s

du
dz dy dy\?
2o =y — 164 cos 2u.y<ﬁ) ’

introduisons-les dans I'expression précédente de X et rejetons les termes
périodiques du deuxiéme ordre; nous aurons ainsi:

3 ¢ dy - du\ ?
— (;—) (1 — 16¢") 5 X = — 6apg’y 3. + ‘281’9??/(73)

6pq si dy 32 8 21 dy
— 16pg sin 2u - — 32pq cos 2u.y -~

. dy
+ 32pq sin 2u.y"'@ + ...

Aprés avoir introduit, dans I’équation (16), l'expression que nous
venons de trouver, il faut la multiplier par:

I — 249 sin2u.y 4+ 24¢ cos 2u%—-—48g gin 2u.y§%—-— celt
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Cette multiplication effectuée, nous aurons, au lieu de 'équation (16),
celle-ci:

d’y dr dy\

(20) o 10249*hy — IzSpg’yd—Z— (96 + 128p)q’y<d—z>
. d d . d
== — 16pq sin 2“&%—— 32pq cos 2“%}% -+ 32pq sin 2%.3/’%6

— 244 8in 2u<d > -+ 8¢ cos 2u. yd

dnw

2K
—<7r > (1 —16¢*)(1 — 24gsin2u.y + ...)— dnE

Maintenant, pour débarrasser cette équation des termes périodiques
dépendant de Yargument %, nous admettons, en désignant par ¢ une
fonction nouvelle,

= sin 2 —d:-}—S 2 -C——dc——S sin 2 C’-—d:'
Y = ¢ 4pg sin u Pg CO8 20U :¢ PgSM2U.C7 -5
on en tire:

dy dC ac . ac . de
= -+ 8pg cos 2u - —16pqs1n2u.{d—®;—16pqcoszu.é‘ 70

() + ¢ T

-+ 4pg sin 2uod% -+ 8pq cos 2u

d’C

— 8pq sin 2u 2(( ) + ¢

d*y ad¥

d¢ 2d¢
el 16pq sin 24 5= — 32 co82u. ( + 32pqsin 2u. C

(i) +

-+ 16pq cos 2u§ll—1;—— 32pq sin 2u

2(%) + 05

— 329 COS 2%

+ 4pq sin 2ud 3+ 8pq cos 2u{3dcd’ + CdsC][

2(50) + g+ i

— 8pg sin 2u
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d: da¢ ac ae\®
Y3, = CZZ?ZL_}— Spqcoszu.(@+ 16pqcoszu.(<%> e

d d . ag\?
y“’%—_—:’é-{— 8pgsm2u.(‘<—£€> + ...,

()= (5) — sopasinzu(F) + ...

Mais avant que nous allons introduire ces valeurs dans l'équation
3

. . . , d
(20), examinons ce qu'il faut y placer au lieu du terme dépendant de @1—{,

Evidemment, puisqu'on a déja tenu compte, dans 1’équation (16), du

_ : . a .

terme -4 244 sin 2%(%) , 1la nouvelle expression de Ez—g‘ ne devra contenir
que les termes provenant de la fonction X. En considérant séparément
ces termes, et en ne retenant que ceux qui sont périodiques et du premier

ordre, nous aurons:

d*y . dy dy

= 16pg sin 2u 5 — 32pg €OS 2u.Y 7 4+ ...,
ce qui nous donne:

d?y dy dy\*

E’b_l,_s = —— 32pq cos 2%3;;— 32pq COSZ%(OTM) + cene

Avec cette valeur, I'équation (20) deviendra:

2

d dy\?

(20) aﬁi—— 1024¢°h,y — 96923/(&%)
. . d
= — I6pg sin 2@&%—— 32pq cos 2u.y% -+ 32pqg sin zu.y*J%

. Ty\ ® s . an ot
— 24¢ sin 2u<:7:'—’) —_— (%;—3 (1 — 24gsin2u.y + .. .)d—lil% Q.

C'est dans cette équation qu’il faut substituer les expressions que
nous venons de trouver tout 4 heure.

On apergoit de la sorte que la somme des termes de la forme

const, & %% + const. C@é}’
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disparait, autant que ceux-ci résultent des termes
. dy - dy . 2dy
— 16pg sin 2u - — 32pq cos 2u.y - + 32pq sin2u.y” - -

L'équation qui reste, et ol 'on a rejeté tout terme inutile, sera donc la
suivante:

, e
du®

. df\*
{1 + 16pq cos 2u — 32pq sin 2u.{— .. .} h,&— 96412((@)

/dey ?
—384m“'<'w>

i ar e\

= — 24q s1n2u< > + 32pq sin 2u( ) + 64pq cos 2u. *(du)

— {4pq sin 2u + 8pg cos 2u.{ — 8pq sin 22;.4’?}%“—‘,

dn 0! 0.

+<2K> (1 — 24gqsin2u.{ + . )dl

T

En multipliant cette équation par {1 + 16pq cos2u—32pg sin 2u.{—..} 7,
le coefficient de ; > deviendra égal a l'unité, et les termes dépourvusde
facteurs trigonométriques provenant du produit

o\ 2
{1 — 16pg cos 2u + 32pg sin 2u.{}]— 244 sin 2u< ) -+ 32pq sin 224(‘]{ )

+ 64pq eos 21&.((%)2},

forment, en s'ajoutant, un seul terme, savoir:
— 384pg’¢C (d,) ;

de sorte que la multiplication envisagée fait disparaitre, dans I'équation
précédente, ce terme au premier membre. Mais puisqu'on a, en rejetant
la fonction &, ainsi que tout terme d'un ordre surpassant le premier par
rapport a ¢:
1 df
ZEC— == — 244 sin 2u< ) -+ 32pq sin ”u( > + 64pq cos 2u.§ ( )

Acta mathematica. 17, Imprimé le 8 juin 1892. 11
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d’ou 'on déduit:

az

g d d 2 2 :
> = -—-48qcoq2u< ) + 64pqcos2u<d )— 128pq sin 2u%. C(lu) 4+ ...,

du

le terme dont il s'agit reparait, mais réduit & la moitié de la valeur
précédente; nous aurons donc, en écrivant finalement y au lieu de {

d? dy\?
(21) &—@%—— 10249°h,y — (96 + 192p)g’y<a%> ={r 4 ...]&.

On aurait obtenu un résultat un peu modifié si, an lieu d’avoir
adopté V'expression précédente de y, on avait retenu tous les termes mis
en évidence, & 'exception de celui-ci:

4pq sin de
e du

En effet, avec les valeurs

dy d{ S 2 4¢
vl 16pg sin 2u.4’du 16pq cos 2u.¢ a0
+ 8 8 24 <(—z£ ’ {@2_51 8 2 52
Pg COS 2U du> ~+- doﬁ’ pg sin 24 ( ) + d” ’
dﬂ,l/ dgf 22 d:

Tnr = g 32pg cos 2u. ( + 32pq sin 2u.& T

2%
szqcos:>u{24'< >+ 4 T

__32pqsin2u{< > + C:ll:‘c

8 2 dCde -— &
+ 8pgeosaul 32 TS+ ¢ o
. dg dZ d¥¢ 2 :
— 8pg sIn 24 2<d ) -+ :Jﬁﬁ—}—(
dy ai\*. tll/ 2d
de -+ 16pg cos 2u. C(d ) ; T = = {"— du

et:
df\? . al\?
= (E@) — 32pg sin 211.{(71')

dy\*
()
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on déduit immédiatement de l'équation (20') celle-ci:
( . S 4 2 9,4
{1 — 32pgsin2u.{—.. i 10249 h,(-——128pq5@

— (96 + 384p — 128p’)q (<du>

»

#\ 2 »
== — 16pgsin 2ud—z—~—24qs1n2u<d > +32pqsm2a<d ) ~+ 64pgcos2u. C(d )
.; - N
— (8pg cos2u.§ — 8pg sin 20.{%) % 4 (1 + .. ) £.
En multipliant cette équation par:

1 4+ 32pgsin2u.{ -+ 48pqg sin 2%{% + ...

3

et en remplagant —— d C ; par:

‘ArN dz\?
— 32pq cos 2““ -+ 64pq cos m(l ) — 48¢ cos 2u<%> ,

on parvient finalement au résultat suivant:

d* . 1 iy\ 2
(22) El&% + 16pq sin 2u%—-— 10249 hy — (96 + 192p — 2561’2)9?5'((%)

=(14+...)2

dans lequel on a mis y a la place de {

8. Bien que les termes de la forme /q/%, visibles quelquefois

dans nos calculs, aient disparu dans les équations (21) et (22), nous
allons considérer une équation différentielle renfermant un tel terme:
nous le retrouverons, en effet, en utilisant une substitution différente
de celles que nous avons employées dans les n® précédents.
L’apparition d'un terme de la forme envisagée rend extrémement
pénible Vintégration de I'équation dont il s'agit, et nous ne saurons sur-
monter les difficultés en provenant que par des approximations ou
méme par des titonnements. Afin de nous procurer une idée de ce qui
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résulte de la présence du terme signalé, concevons d'abord l'équation
trés simple:

a’ d .
(a) d_uy + /zyd—z = — asin(ou + b),

et désignons-y, pour abréger, l'angle ou 4 b par H.
Or, puisqu'il ne s'agit maintenant que d'une solution particuliére,
et pas du tout de lintégrale compléte, supposons:

y=2x,sinH 4 x,sin2H + ...

et cherchons & déterminer les coefficients.
D'abord, si ¢ n'est pas trés petit, on pourrait commencer par mettre:

Yy=9%+4 +¥+-..
et établir les équations

d*y,

il sin H,
d*y dy
du21 =M d*uj ’

mais par cette voie, la détermination des y appartenant aux grandes
valeurs des indices, deviendrait laborieuse, et encore, la convergence du

, ’ . . (100 , N .
développement supposé cesseralt, si le rapport 2% oxcédait une certaine
P b 6‘2

limite. Il faut done, dans certains cas, éviter le développement suivant
les puissances de y, bien que cette quantité soit généralement trés petite.
En adwmettant le développement suivant les multiples de I, on en tirc:

I
?/22’2‘(134‘ x4 ..
(2%, + 232, + .. .) cos H
1,
— =% + 0z + xx, + .. )cos2H

(— 2ty + 1z + % 4 .. ) cos 3H

)

+ 4+ 4+ +
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ce qui donne par différentiation:

dy c in H
d_’l,b _— ‘é (xlx; "I_ ){2){3 'I' .« .) sin
2a /1 :
+; (;x‘f—xlzﬁ—zgxi—..) sin2 H

g .
+ 3? (ty 2y — %2y — X2, — .. ) sin 3 H

T

En substituant ces cxpressions dans l'équation (a), et en égalant a
zéro les coefficients des divers sinus, on obtiendra:

[T
x0° —l—"—2~(;:1;:2 - x +.0) = a,

2u0 (1
2 i 2 —_
420" — ~— (5;{1 —_— Xy X . > = O,

9 3o .
9x;0 -——’é—(xl}:2 — X% —...) == 0O,

Il résulte de la deuxieme de ces équations

PAL o
X, == —— — \ =X — X X3 — «..
2 40 2.1 143 ’

valeur avec laquelle on tire de la premiére la suivante:

2
"3 L

L s s 1
EZI—EX;;)Q—I—<0‘—-'§X§>X1=G/+....

Maintenant, en supposant les coefficients »,, »,, ... ou connus, ou
négligeables, il se comprend que la quantité x,, qui s'obtient par la ré-
solution de I'équation précédente du troisiéme degre, nc surpasse jamais
une certaine limite qui s'approche d'autant plus de zéro, que la valeur de

? est plus petite.

On aura facilement des résultats semblables relativement aux coeffi-
cients x,,x,,.... Donc, en admettant toujours la convergence du dé-



86 Hugo Gyldéun.

veloppement suivant les multiples de H, les résultats que nous venons
d’obtenir nous permettent de calculer, au moyen d’approximations
successives, les valeurs des coefficients demandés. Il faut toutefois re-
marquer que dans le cas ou ¢ disparait, la séric des x m'est plus con-
vergente.

L’équation (a) se transforme facilement dans une autre dont la forme
est, quelquefois, plus convenable. Pour y garder plus de généralité,, dé-
signons par ¢ une fonction toute connue de u, et considérons, au lieu
de Yéquation (a), celle-ci:

dy  dy

(B) ant /ly;l—u—-Q-

. . r - . I
On en tire immédiatement, en désignant par — vy la constante
d’intégration, une premiére intégrale, a savoir:

Tl — ) = fQdu;

du
et, en vertu de ce résultat, il sera facile d’obtenir de 1'équation (f) la.
suivante:

d*
% d—u'i + (é/ﬁhz -+ /Ldeu)y ___éﬂays = 0.

Telle est la transformée de I'équation (f): on en conclut, toutes les fois
que la fonction ¢ ne renferme qu'un nombre fini de termes trigonomé-
triques, que le terme dépendant de p tend a diminuer les coefficients
dans la solution de I’équation dont il s'agit. Dans ce cas, on pourrait,
en employant la méthode du § 3, réduire lintégration de I'équation (y)
A celle d’un systéme d'équations linéaires et d’une équation du deuxiéme
ordre et du troisiéme degré 2 coefficients constants et ne renferment plus

. 1)
aucun terme de la forme py%.

Mais si, par contre, la fonction @ contenait un terme constant, le
coefficient de w, dans I'équation (;), renfermerait la variable » multipliée
par cette constante: l'integration de 1l'équation (y) deviendrait, dans un tel
cas, extrémement difficile, et on ne saurait développer la fonction y
dans la forme d’'une série trigonométrique.
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Ayant ainsi donné une idée du rdle que joue le terme dépendant
de g, mous allons examiner des cas plus compliqués que celui qui est
représenté par l'équation (f).

9. Considérons d’abord 1'équation
. d’y dy .

¢ étant un polynome contenant un nombre fini de termes purcment tri-
gonométriques et a coefficients constants, dont les arguments ne dépendent
que de la variable %, et R, une fonction qui peut renfermer, parmi un
nombre infini de termes trigonométriques, certains termes dépendant de
Pinconnue y elle-méme.

Dans I'équation signalée, nous allons remplacer la fonction y par la
somme de deux nouvelles fonctions ¥ et Z, de sorte qu'on ait:

ce qui entraine:

a3y | 4z ay az ay aZ
g toate¥ o+ p¥ -+ pl= + pZoe = G + I

L'une des fonctions Y et Z pouvant étre choisie a volonté, nous
établissons la relation

d*Z ayY dZ
(A Tat ey +plo =@
et nous retiendrons l'équation que voici:
Y dZ av
De T'équation (), on tire par intégration:
1z | 1 I
@) S n(Yr =) + S pZ" = [ Qau

I , . . X , o g
—;pth, étant une constante surabondante, qui doit étre déterminée de
7,

. , dz .
maniére que le développement de -~ ne contienne pas de terme constant.

Evidemment, la valeur du binéme I? — k, reste toujours négative.

2
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Dans I'équation (¢), introduisons au licu de Z une nouvelle fonction,
{, dont la relation & la premiére soit:

_ e a,
T +C‘udu'

il en résultera 1'équation

df‘ [ v

© Gt Y 1) — i uf Qaulc = —L (¥ — ) + Luf Qau.

Cela posé, nous allons introduire, dans 1’équation (y), la valeur de

)

az .., ) . . Lo
I tirée de T'équation (4), et nous aurons, aprés avoir remplacé Z par

2 dl e tio _
I+ C/zdu’ equa 1on que voicl:
ey 2 dedY I

2/ v72 2
du® + 1 I+ Cdudu + -—5‘” (I —h?)

d\* -
— T (ﬂ) + /Adeu}I = R,

d’'ou Von tire, en admettant:

Y= - U,
I+ ¢
la suivante:
a*u T, U? 2 4%
Fr Ry [ s ey (a;) du* St nfqanl U

= (I + R,

ou bien, en introduisant la valeur

e pr U
1 Jlr Zdut =5 [(1 +&)F "‘h’]—éﬂfgdu’
celle-ci:
O wilmr a8 e ey
=1+ R

Des deux équations (¢) et (), il faut déduire les deux inconnues
¢ et U. Pour lever les difficultés adhérant a cette tache, voici les
démarches les plus convenables.
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Au lieu de supposer @ tout connu, admettons maintenant:

Q = Qo + CRo
et puis:
R = R, — (R, + F,

ou nous avons désigné par @, et R, deux fonctions tout connues dont
nous supposons la premiére du deuxiéme degré ou bien égale & zéro et
la seconde, du premier degré, et par F, une fonction du troisiéme degré
dépendant de U et &

Cela admis, la fonction ¢ sera évidemment une quantité du deuxiéme
degré, et si 'on néglige, dans l'équation (£), les quantités du quatriéme
degré, et que l'on suppose tout simplement:

F = ﬂU3,
il viendra:

aru 1

() Tar — |30 — ) + U — [ Qi U = R,

0

Cette équation étant indépendante de ¢, on en déduira une valeur
approchée de U, qu'il faut d’aberd égaler & la fonction Y.

Ayant trouvé une valeur préalable de ¥, on va chercher la fonction
¢ en intégrant I'équation (e) qui, si 'on néglige les termes du quatriéme
degré, s'écrit ainsi:

3 2
Q 3B = =L Y T 10,

Certes, l'intégration de cette équation n’est pas facile, mais on par-
vient néanmoins, par approximations successives, & 'expression de ¢ sansg
constantes arbitraires, tout ce qu’on demande ici: d’ailleurs, I'’équation du
troisiéme ordre se transforme aisément en une autre du deuxiéme degré
qui n’est plus linéaire, mais dont la forme, si 'on néglige un terme du
troisieme degré, est bien celle de ’équation (a), de sorte qu'on pourrait
appliquer, & son intégration, le procédé dont nous avons fait I'exposition
précédemment. Mais on peut aussi, en partant de I'équation (e), déduire

directement une nouvelle équation de méme nature que I'équation ().
Acta mathematica. 17. Imprimé le 16 juin 1892. 12
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En effet, si nous posons:
C_= eftpdu__ I’
nous aurons de l'équation (g) celle-ci:
de z I
ot e+ (0 — ) —pfQiu=o,

et puis, par différentiation:

dip do | p*dY 1
d T 205, T Y g = 0@
1 s d , . .
En éliminant EZ—Z entre ces deux équations, et en admettant la notation
¢ = >
il viendra:
d*y, i 1 dY 1
g — |50 — ) + 2yt — [ @y, = —Zp¥ 50 50,

équation qui appartient, évidemment, au type de l'’équation ({) ou de
I'équation (x). . '
En intégrant 1’équation que nous venons de trouver, nous pouvons

dans la premiére approximation négliger @, de sorte que le second
membre soit réduit a:

1 ayY

MY G
S'il s'agit de déterminer des termes élémentaires, la quantité signalée est
du troisiéme ordre et du quatriéme degré par rapport aux excentricités,
tandis que R, est du deuxiéme ordre et du deuxiéme degré; en con-
sidérant les termes non-élémentaires, la fonction R, peut étre du premier

ordre, mais le produit uY g est alors du quatriéme ordre par rapport

aux forces troublantes. On a donc obtenu une vraie approximation.
De la relation

log (1 + ¢) — 1,70
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on déduit aisément:
2 dZ
T+ Cpdn T

de sorte qu'on aura:
y=Y 4 2y,.

Evidemment, cette formule n'est qu'approximative; elle donne cependant,
dans la plupart des cas, le résultat d'une exactitude suffisante.

10. Pour la transformation de I'équation (a) du numéro précédent,
voici une autre méthode.
Faisons d’abord:

U
(23) Y=,
/A(I +fUdu>
ce qui nous donne:
dy 3 auv 30
R VY A
d #<1 +fUdu> du y(l +fUdu)
d?y 3 d*U 9 daU 6U*
WZWW‘—“—?U%+’“——E’
y([ +fUdu> ‘u<1 +fUdu> )u(l +fUdu> '
dy 9 av oU?®
Y du

= UG — -

v /1’(1 +fUdu> b p“([ +fUdu>

En introduisant ces expressions dans 1’équation dont j’ai parlé, il s'ensuit
immédiatement:

(24) gu—l’—m =4 (1 + [Tau)(@ + B,

Telle est I'équation transformée remplacant I'équation (a): on I'utili-
sera avantageusement, mais seulement, bien entendu, en adoptant I'hy-

pothése que f Udu fexprime au moyen d’'un développement convergent,

et que cette intégrale soit inférieure a l'unité. Mais en tous cas, 'emploi
de la transformation indiquée se montre avantageuse s'il ne s'agit que
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d’une solution approchée et que la somme d’un nombre fini de termes
représentant l'intégrale dont nous avons parlé, ait une valeur suffisam-
ment petite.

Concevons encore le cas ou la fonction B renferme un terme de la
forme

f(u) -étant une fonction toute connue de w.

En désignant la somme des termes restants dans B par R, nous aurons
facilement de I'équation (24) la suivante:

(25) §E+_ flu)U— U =% (1 +fUdu>(Q + R)

_szUdu—...,

résultat dont nous pourrions faire application prochainement. Dans le
cas des termes élémentaires, la fonction U est, le plus souvent, une quan-

tité du deuxiéme ordre et lintégrale [ Udw du premier.
g p

11. La maniére d'opérer la transformation de l'équation fonda-
mentale que nous venons de poursuivre dans les n® 5-—7, se remplace
avantageusement par plusieurs autres procédés, dont voici un qui mérite
d’étre examiné soigneusement,

Reprenons comme point de départ 1’équation 3 savolr, si nous
P p q ) sy

admettons toujours la notation & =%{ z, celle-ci:

(4) dd

x

V;, + k”(?) cos2amé.V, — k’<2—§>gsin 2amé&. V3
—?—’k“'(%?)zcoszamé.ﬁ = —X — £.

Or, au lieu de faire disparaitre le terme du premier degré, nous
nous proposons seulement de débarrasser les termes du deuxiéme et du
troisiéme degré des facteurs trigonométriques. On peut done tout-d’abord
mettre:

Yo1 = O,
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ce qui entraine immédiatement:

$1.0 = O.

Maintenant, en adoptant l'expression
V, =2—{49(1 — 119%) sin 2 + 4¢° sin 42}’

g(l — 16¢°) cos 22 + % q Cos4x}2

—{8¢(1 — 11¢%) cos 2z + 44’ cos4x}z%

93

+ {8¢(1 — 1647 sin 22 + 10¢°8in 4x}z’g—z,

nous aurons:

av, dz
= {8¢(1 — 119%) cos 22 + 169” cos 4}z’

+ I3—6q(1 — 16¢°) sin 2% —|—83—0q2 sin 4z 1 2°

+ {8¢(1 — 11¢%) sin 2z 4+ 8¢* sin4x}z%

+ {8¢(1 — 16¢7) cos 22 + 204 cos 4x}z’0;iz

—18¢(1 — 11¢°%) cos 20 + 44 cos 4

(@) + ;
2() +2 )
da*v, d*

T = LA {16¢(1 — 11¢%) sin 2z + 644 sin 42)2*

-+ {8¢(1 — 16¢%)sin 22 + 10¢*sin 4}

+ I?Q(I — 1647 cos 2z + qu”cos4xlz3

(o2

dz\* . d%
23(—) 4+ 2 dz*
zd% d’z}

+ {249(1 — 11¢%) sin 22 + 244" sin 4=}

+ {249(1 — 169 cos 2z 4 60¢* cos 47}

—18¢(1 — 11¢°) cos 2z + 44" cos 4} 3d T At )

dz d*z
+ {8¢(1—16¢%)sin 22 4 10¢*singz}| 2 ( > +6 dmdw2+

o
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et encore:
Vi = 2"—{8¢(1 — 11¢°) sin 22 4 8¢ sin 41}7°
dz
— {169 (1 — 1197 cos 2z + 8¢° cos4x}z’(—l;— cee
Vi=2'—....

Ensuite, si nous établissons l'expression
k* <2§> coszamé.V, = k”(z—j—() cos2amé.z
+l— 32¢7 —... %cos 2z + %cdux +}
(— {49(1 — 11¢%) sin 22 + 447 sin 4z}2°

_lgg(l — 169°) cos 22 + ?;q’ cos 4z 2*

—{8¢(1 — 11¢°) cos 2z 4 44” cos4w}z%

-+ {8¢(1 — 16¢°) sin 2z + 109" sin 4@5“’%
2
= k2<37-f—{> cos2amé&.z

64 320 dz
——{gq’(l — 15¢°) + 794}33 — 64¢%z

+ {160¢° sin 22 — 32¢7 sin 42}

6
——{%f cos 2z - 4q’ cos 4} 2°

3

ainsi que celles-ci:

k2<3§>zsinzam E.Vi=—164¢°(1 — 12¢°) + 128¢*}2°
+ {169(1 — ¢°) sin 2z + 32¢° sin 42}2°

—{192¢° cos 22 — 644" cos 4z},
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3

—k”( )coszaunEV?'——‘?it 2-{—128 ‘ez

§Eg(r + 9% cos2z + 63—4q’ cos4x !z,

HE

et que nous les introduisions dans I'équation (4'), il en résultera:

dw"‘+k ( )coszamé‘ 2 + (6497 — 384¢%)2° — 644 z-—
dz\? d*z
(%) + 2322

+ {249(1 — 16q2) cos 22 + 60g* cos 450}{25(%) + zsjll_g;

zdz 3
3z d’+ dma

+ {'24g(1 — 11g9%) sin 22 4 2447 sin 4z}

—{8¢(1 — 119%) cos 2z + 44” cos 4z}

3

_ _ PR L
+ {8¢(1 — 16¢”) sin 22 4 104¢? sm4x}{2(€dlfif> + 6z did e

= —X— Q.

I'équa-

2
En multipliant, pour égaler & T'unité le coefficient de Z—-ﬂ

tion précédente par:
1 4 [249(1 — 1197 sin 22 4+ 244" sin 472
+ [24¢(1 — 16¢7) cos 2z + 60¢q* cos42]2”
— [249(1 — 11¢%) cos 22 4+ 124¢°cos 4x]gj—v
+ [48¢(1 — 16¢*) sin 22" + 60g” sin 4] da |~
[484( q q* sinqzjz—
= 1 — [249(1 — 11¢") sin 22 + 244° sin 42]%
. 9 2 dz
+ [249(1 — 119%) cos 22z 4 12¢ cos4w]%

+ [12.249° — 249(1 — 409°) cos 22 — 12.29¢* cos 4x] 2%,
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on obtiendra:
2 2
(26) %ﬂ—z} + k*(%) cos2amé.z 4 649%° — 3849%°
o2, d8 g [dz\*
+ 128¢ P 288q Z(EZ@)
—[12.16.48¢* 4+ 12.16¢°(1 — 399%) + 12.16.29¢*]2*
. dz\?
4+ 2449 sin 290(%)

—{[8¢(1 — 11¢%) cos 2z + 44° cos 4z]z + géq’z%

— [8¢g(1 — 164%) sin 220 4+ 10¢° sin4x]22}%m—i

. dz
= —-—{ I — 244 8In 2x.2 -} 244 cos 2

— 249 cos2zx.2® + ... (X + £),

ou, afin de faciliter au lecteur la vérification du calcul, on a mis en
évidence, les différentes parties dont est composé le coefficient de z°.

Il nous reste encore & remplacer, dans 1'équation que nous venons
de trouver, la troisiéme dérivée de 2 par sa valeur, autant qu’elle est
connue. ‘ '

Dans ce but, écrivons:
d*z

d*s _ 2%52 . -[}iz
= k(n>coszamé.z—24qsm2x<dw>-Z

= {329" — 16¢(1 4 ¢7) cos 22 — 329" cos 42}z — 244 sin 2x<%:2> — Z,

ol la partie essentielle de Z est égale 4 X 4 £.
De Véquation précédente, on tire par différentiation:

d3z

T = {32¢(1 + ¢%) sin 22 4 128¢*sin 422 — 48¢ cos 2x(%>

2 2 dz dZ.
+ {32¢9° — 164 cos 20 — 32¢ cos4x}—ﬁ+%,
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3
et maintenant, si 'on introduit cette valeur de Z%, dans 1'équation (26),

les termes du deuxiéme ordre de la forme
const. 2°

se détruisent, et on obtient 1'équation que voici:

(27) 7n ,+k ( )coszamé 2z — 8960¢*s® 96qz( ) + 192¢q z—
— — 240din 2 (dz s
== 49 sin 2 a;)

—_— {[821(1 — 1149”) cos 22 4 49° cos 4x]2

— [8¢(1 — 16¢%) sin 2z 4 109 8in 490]2’}%?
——{ 1—24qsin22.2-4- 249 coszx.g—z —24qco822.2°+. (X + 2).

Cherchons maintenant les termes provenant de la fonction X en
adoptant, pour cette fonction, la valeur que nous avons donnée par
I'équation (18).

En ne demandant que les termes horistiques du deuxiéme ordre par
rapport & ¢, nous aurons, en vertu de l’expression mentionnée, en y

portant les valeurs précédentes de Vl,
— X = — 32pg’sin4x

128 I—2§) %2* 4 128pg*s®

— 64pg’s + (— —
+ 128pq’z(%)

, . dz dz . 2dz
— 16pg sin 26— — 324 coszx.zd—w+ 32pq 8in 22.2 ﬁ—a}+ cee

Il suffit également de mettre:

Z= 4+ 16pqsm2xd—+ 32pq COB 2%. z——+ Z,

Acta mathematica. 17. Imprimé le 17 juin 1892. 13
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Z, étant une fonction renfermant les termes non considérés dans nos
calculs actuels, et qui donneraient naissance & des termes horistiques d'un
ordre ou degré plus élevés que le deuxiéme ou le troisiéme.

En différentiant I'expression signalée de Z, et ne retenant que les

, dz
termes dépendant de cos2z et de ——, nous aurons:

dz
dz dz
7a = 32pq cos2x 4 -+ 32pq cos 290( \ + d,:r
Maintenant, si nous introduisons cette expression dans I'équation (27),
et que nous multipliions I'expression précédente de X par
I — 24g9s8in2z.2 4+ ...,

ce quexige I'équation (27), I'équation dont il s'agit prendra la forme

dz
2 + 16pq sin 2052

(28) e ,+'k cos2am5+ 64pq® i

3
— (128pq’+8960q4)z3+(192 +64p)q%g—;— (96 — 384p)q25<%2>
= in 20 (% ’ 2 dz+ 2pq sin 22 z’d—z—
= — 24¢ sin ,r<%> — 32pg cos2w.z-— + 32pq L

az,
— 8¢ cos 28272

— {1 —24qsin2z.2 4+ ...}Q,

ou lon a négligé le terme périodique du second ordre.

On pourrait se contenter du résultat que nous venons d’obtenir;
cependant, pour garder plus d’homogénéité dans les termes périodiques
restants, je préfére de chercher une autre équation ne contenant plus
le terme de la forme

C08 2% zd—z
P9 “dz’
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Dansg ce but, je fais la substitution de
2 =1y 4 8pq cos 2“’-1’/%

et des expressions en découlant, a savoir:

dz _ dy . dy
de = 3, 16pgsin 22.y 2= + 8pq cos 2z

’

() + vz

%ﬁ = %— 32pq cos 296-3/%—— 32pq sin 2 (%)'.;. y%
+ 8pg cos 2z} 3 dy j:i ygx?/,
(g%)l (%) — 32pq sin 2x.y(%),+ e
Lk
dans l'équation (28), et j'obtiens:
|I — 32pq sin 22.y -+ 24pq cos 2x3y Z—’y

-+ 16pgsin 2x—+lk’ coszamE—l- 64p9° } — (128pg”* 4- 8960g)y*
+ (192¢" + 128pg® — 128p’q )y — 96¢g y(dz>

dy
= — 24q sin 2x< ) + 32pg sin 2a;( ) -+ 32pq sin 2%. y

—-8pqcos2myd . — {1 — 24¢sin2z.y +...12-

En multipliant ce résultat, dans lequel on peut supprimer le terme

dy -1

dépendant de ‘E—Z— par |1 — 32pgsin2z.y + 24pq cos 2w 5 ebeny

dw
portant I'expression

3 ]
:;] 16qcoszm%y—-—32pqcoszx%—48qcoszx( ) +64pqcoszx(gy>
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on obtient finalement:
- a’ . ]
(29) E:’Ey’ -+ 16pg sin 29::% -+ ik’(%—_g) cos2amé - 64pq’}y

d dy\*
— {128pg”+8960g*}y" + 64(3—2p)g’y 2 —32 (3“6104'81"’)92?/(&%)

. _ . dy\* . 24y
= — 8(3 — 4p)g sin 2:6(0—15) + 32pg sin 22.9° -~

— (1 — 24¢sin2z.y + .. D).

Dans cette équation, qu'on peut regarder comme le résultat essentiel
de nos transformations, il faut remarquer que le coefficient de y* ne
contient pas tous les termes du quatridme ordre; mais les termes qui y
manquent encore, ne peuvent pas, excepté dans un cas spécial, annuler ce
coefficient, vu qu’ils sont multipliés par le nombre irrationnel p ou bien
par son carré.

12. Si Pon avait introduit, dans I'équation (27), au lieu de la
valeur de X qu'on a empruntée & I'équation (18), un terme du type

A4, sin(240 + s, T),

op aurait obtenu des termes dépendant d’un mnouveau module, et no-
tamment de nouveaux termes horistiques. En désignant par ¢, la valeur
de g quon déduit avec 4,,A et s, les nouveaux termes horistiques
sont, pour la plus grande part, multipliés par q’q; et par gi; ils sont en
conséquence du quatriéme ordre. Le nombre de ces termes étant trés grand,
on pourrait croire que leur influence 'emportit sur les termes que nous
venons de mettre en évidence. Cependant, ayant calculé ces termes par
différentes méthodes, je me suis convaincu que leur somme n'aura
d’autre effet que dagrandir le coefficient négatif de y®: le résultat que
nous venons de donner par l'équation (29), n'aurait donc pas changé
quant & la forme. Or, dans le mémoire présent, il ne g'agit pas de
donner des formules parfaitement préparées & l'usage des calculateurs,
mais seulement de désigner les methodes d’obtenir la solution absolue du
probléme des trois corps, tel qu'il se présente dans notre systeme pla-
nétaire. Voild la raison pourquoi je me suis dispensé, pour le moment,
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de communiquer mes recherches, d'ailleurs assez laborieyses, sur la to-
talité des termes horistiques; mais, j'ai pris cette résolution encore par
un autre motif, dont voici I'explication.

Dans les calculs numériques exécutés d’aprés les régles qu'on pourrait
déduire en intégrant I'équation (29) ou une autre équation de la méme
nature, il n'est pas du tout indispensable de connaitre, dés I'abord, tout
le coefficient d'un terme horistique; il suffit, au contraire, d’en avoir
évalué la plus grande partie, disons un peu plus que la moitié. Cela
se comprend aisément par un exemple, dans lequel on suivra la marche
des approx1mat10ns ~

Supposons & cet égard qu on ait I'équation

a’y

Ta— (' — )y = —a,sinH, —a,sinH, —...,

ou les H sont donnés au moyen de la formule générale
Hn = ”nw + bn?

et o J désigne une quantité positive ou négative, dont la valeur absolue
est inférieure a »®. Supposont encore que la série des a soit convergente.

Cela étant, on voit immédiatement que si I'on commence par intégrer
I'équation

d*y, 2 . .
VY = sinH, —a,sinH, —...,

on aura tout d’abord le résultat approximatif

Yy = 5——8inH, +a2 smH +.

L +
développement qui est nécessairement convergent. Dans la deuxiéme
approximation, supposons qu'on connaisse déja une valeur approchée de
0, désignons-la par J,, et procédons & intégrer l'équation

dy, a0, a,0,
a—w—,——-—v’yl == ;8in H — T

smH, —...,

d’ou il résulte:

a,0, a,0,
%=y ,),smH +(o,+ ,),smH 4.
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Selon T'hypothése, le rapport f—‘; est inférieur & l'unité; donc, les

. 80 80 3 « L3 ) Lt ) b4
fractions s Py PRTE sont & fortiori moindres que l'unité. 1l s'ensuit
de la que le développement de y, sera aussi convergent.

Admettons que 6, 4 ¢, soit une valeur plus approchée de J que

ne l'est g, seul: or, nous allons intégrer 1’équation
dzys 2 — 60(30 + 31) 81 1
dat vy, = _—al[(df + ) + &+ V’] sin Hl

30(30 + al) 31 :
_a,[(d:_'_ ) +d§+ v,]smH, + .

En continuant ces opérations, on trouvera dans la quatrieme appro-
ximation:

- 30(30 +3|)(8o +81 +32) 31(80 +81 +3 ) (? 3 3
ya'—'al[ (o"f-}-y’)‘ + (0,§+V:)s +(0’,+V7)3+(02+ :)]SIDH

8,(0, +0,)(8, + 8, +9,
+a[0(0+ 1)(0+ l+2)

@ + ) 00, +0,+9,) 9.0, %, ]sin H

+ (a‘; + yz)s + (a, + V2)3 + (0.‘3_'_ )2
+ ..

et ainsi de suite.

Maintenant, si l'on établit la somme de tous ces développements
convergents, on aura, ce quon voit facilement, un résultat également
convergent et identique a celui-ci:

Yy = sin H, +—~2—————3sinﬂ2+...;

ET_'
seulement, les divers coefficients de la somme dont nous avons parlé
constituent certaines transformations des coefficients qui entrent dans l'ex-
pression derniérement signalée.

Quant & la forme développée des coefficients, il se comprend aisé-
ment qu'elle admet des développements convergents, pourvu que la suite
des approximations successives par lesquelles s'obtient J, c'est a dire,
la série
6=206,+0,+0+-..

soit convergente.
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Puis, des conditions

3 )
A<136,>0,>0,> ..,

on conclut la convergence de la suite

y=Y +Y +y+....

Mais on voit encore de ce que nous venons de mettre en évidence,
qu’il est favorable de commencer les approximations par une valeur de
y? un peu plus forte, de facon & obtenir une valeur positive de J,. De
cette maniére, on trouverait les principales parties des divers coefficients
des développements de y,,4,,... toujours positives, ainsi qu'un agrégat
de termes positifs, quand on établit la somme des divers y,. Evidem-
ment, les différents termes dont la somme constitue un coefficient de
la fonction compléte y, seront de la sorte les plus petits possibles.
Aingi, une valeur positive de ¢, cest & dire une valeur un peu trop
grande de v* sera, en effet, plus avantageuse a la convergence des appro-
ximations successives, que ne l'est une valeur négative de ¢ ou bien, ce
qui revient au méme, une valeur de »? inférieure & la valeur effective.
Voila aussi pourquoi 'emploi de I'équation (29) est préférable & celui
de I'équation (17).

§ 7. Equations linéaires.

1. Par les transformations dont nous venons de faire l'exposition
dans les deux paragraphes précédents, on a les moyens de ramener les
équations différentielles de la mécanique céleste & des types plus simples,
notamment a celui-ci:

) G+ 2e— i = X,

ot 'on.a désigné par Z et X deux fonctions connues, dont la premiére
se trouve trés souvent réduite &4 un coefficient constant, et par §,, une
quantité toujours constante. Cependant, puisqu’il est inutile d’effectuer
la réduction compléte, ce qui serait aussi extrémement difficile si non
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impossible, on doit supposer la fonction X, non plue tout & fait connue,
mais seulement quant & ses termes principaux, ceux-ci étant donnés par
I'expression
gin
— 4, G}
cos

La solution définitive ne s'obtient donc qu'au moyeén d’approximations
successives, dont la convergence n'est, cependant, soumise 4 aucun doute,
pourvu que la partie de X qu'on a négligée d’abord soit suffisamment
petite. '

Mais Pintégration de l'équation proposée est néanmoins trés pénible:
elle ne Sopére aisément que dans deux cas particuliers. D’abord, si la
fonction Z est remplacée par upe constante et que la fonction X ne
contienne qu’un seul terme, I’équation dont il &'agit s'intégre sans trop
de peine, comme nous I'avons vu dans le Chap. I. Puis, &'l était pos-
sible de réduire notre équation & la forme linéaire, la forme du résultat
serait telle qu'on en obtiendrait l'intégrale d’une maniére aisée. Dans ce
qui suit, nous allons examiner comment une telle réduction s'opére.

La principale objection qu'on peut faire contre I'emploi d'une équa-
tion linéaire comme point de départ des approximations successives est
celle qu'il donne naissance & des expressions dont les dénominateurs peuvent
acquérir des valeurs trés petites et méme évanouissantes. En effet, ayant
formé I'équation linéaire tout simplement en supprimant le terme — B,2°
on tombera dans une solution souvent assez inexacte et quelque fois méme
tout & fait inadmissible; et une telle équation ne fournira pas de fon-
dement pour démontrer la convergence du résultat.

Mais si, au contraire, on opére la réduction & la forme linéaire en
tenant compte, de la maniére qu'on va apprendre prochainement, du terme
en 2% Vintégrale de V'équation transformée a la propriété de n’excéder
jamais certaines limites. Les difficultés adhérant & I'emploi d'une équa-
tion linéaire ol l'on a négligé entiérement les quantités du troisiéme
degré, ayant ainsi disparu, on aura loccasion fréquente de considérer
des équations linéaires d'une forme spéciale.

Concevons maintenant la réduction de I'équation (1) la forme linéaire.

! Nous admettons toujours: G, = 24,v + 2B,, 4, ayant une valeur quelconque.
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2. En désignant par ¢ une fonction encore indéterminée, nous
allons introduire, dans l'équation (1), une nouvelle inconnue au lieu de
2, en admettant la relation

Nous aurons de la sorte:

1 dy 2 __Ll_gb(]g+ 2 d¢ I d*¢
(2) L4 ¢gdvt (14 ¢)idvde (1 + ¢)® <dv) (1 + ¢) dv?

3

Y
T

= X,
et, si nous déterminons la fonction ¢ de maniére & satisfaire & la condition

) = —

v étant une constante, nous aurons, pour déterminer la fonction y, I'équa-
tion que voici:

y=(1+¢X

d“y 2 (lg,/ld’y 2 dV
(4) d_w—“1+¢%%+{ 7 +(x+¢>( >

Cela étant, si nous admettons qu'on sache intégrer 'équation

(5) 2+{Z——v = (1 4+ X

le second membre étant supposé connu, nous aurons immédiatement, en
négligeant d’abord la quantité ¢, une valeur préalable de la fonction y.
Avec l'expression de y qu'on obtient ainsi, on va chercher la fonction
¢ au moyen de l’équation (3); & cette occasion on doit aussi déterminer
le coefficient v? de maniére que la fonction ¢ soit dépourvue de tout
terme constant.
Dans ce but, écrivons 1'équation (3) de la maniére suivante:

(3 Zzl—f— 2’ = — By — (0 — By — By + ...,

d’otn il s'entend immédiatement que la demi-somme des carrés de tous les
Acta mathematicn. 17. Imprimé le 27 juin 1892, 14
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coefticients que renferme l’expression de y, cette demi-somme multipliée par f5,
constitue la partie essentielle de la constante v>.

En effet, si nous admettons que l'intégrale de Téquation (5), les
constantes arbitraires étant égalées a zéro, soit exprimée par le developpe-

ment
y = x, cos & —|—ZICOSG2 + ...,

il s'ensuivra:

I 1
(zf+z§+...)+5x?cos2Gl —}-EzgcoszG2 4+ ...

[ SR

y? =

+ zx{cos (@, — @) + cos (G, + G} + .. ..

En introduisant cette expression dans I'équation précédente, on obtient
tout d’abord les résultats approchés que voici:

I
y? = 5,3:3(7% + 5+ ')7

I I
'Z'ﬂszf Eﬂal’g

cos 2(7, + cos2G, + ...

¢ = 1610 + 2u° 1678 + 2v°

ﬂszxxa ﬂsx,x,
+4(Zl—‘12)2 + 2u2cOS(G1 - G')) +4(21 + 12).‘ F 21}.,(_‘.0S((;1 + G?) + cees

développement dont la convergence est évidente, si la série

4+,

chaque terme étant pris avec le signe positif, jouit de cette propriété.
Ayant établi ces résultats, il sera facile de parvenir aux expressions
algébriques des coefficients x, toutes les fois qu'on sait intégrer I'équa-
tion (s5).
En admettant d'abord que la fonction Z soit réduite a une constante,
— g, et en désignant par H la demi-somme

S0+ A+,

de sorte qu’on ait:
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les expressions des coefficients demandés seront visiblement celles-ci:

A4

1

x :___ﬂ~__,
P T A+ g+ BH

L N T T

Maintenant, si nous établissons l'expression de la somme des carrés
des divers x, il en résulte immédiatement 1'équation

1 A? Al
©) H= T+ i Y aisy v aEr + 0

d'ou s'obtient toujours une valeur réelle et positive de H, pourvu que
la série mise entre les crochets soit convergente.

La fonction H déterminée de la sorte, je 'appellerai fonction horistique,
vu que sa présence dans le coefficient de y rend la solution de I'équation
linéaire convergente, et quant & sa valeur, limitée; en conséquence, unc
équation linéaire renfermant, dans le coefficient de l'inconnue méme,
une fonction horistique, sera appelée équation horistique. Mais je dé-
signerai plus généralement par fonction horistique la somme des puis-
sances paires des coefficients x,, x,, ..., multipliées par des coefficients
positifs quelconques.

Done, par la réduction d'une équation contenant des termes hori-
stiques, on est parvenu & une équation horistique.

La fonction H supposée réelle, il sera facile de démontrer la con-
vergence de la série

x +x + ...
Dans ce but, reprenons I’équation

A,
BT g+ GH

et posons-y:
4%+ g + fH — fix = P,
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la quantité P est donc indépendante de x,; on obtient ainsi:
1
Eﬂaz: + Pzn = An’
d'o Von conclut que la valeur de x,, quel que soit P, ne surpasse

jamais la limite
Ve
2 .
B,

ros ’ -~
Or, les A4 formant une série dont la convergence égale celle” d'une pro-
gression géométrique, il g'ensuit que la convergence de la série dont il
s'agit cst au moins aussi rapide que celle de

2
VBs
3
La recherche sur la convergence de notre développement est donc ramenée
a celle de la réalité de la fonction horistique H.

VA, + VA, + VA, + -

3. Iin supposant, dans I'équation (6), une valeur positive de g, les
termes du second membre forment nécessairement une série convergente;
donc, la valeur de M sera réelle et positive.

Mais si, par contre, la valeur de g était négative, la discussion de
P'équation (6) deviendrait délicate.

En entamant cette discussion, nous posons, pour abréger,

%, = 44 + 95
puis, nous omettons l'indice 3 attaché a §, aprés quoi 'équation (6) s'écrira
ainsi
potgl A A )
200, + v @, Y

En utilisant toujours la notation

ce qui entraine l'expression
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nous aurons:

%"=ﬂ,,+%ﬂ{x§+z§+...}.

Maintenant, si nous supposons fini le nombre des termes de X dans
I'équation (5), on trouve toujours une valeur réelle et positive de la
somime

G4+ Fa+x+ a0 m > n:

donc, en désignant cette somme par

(P — 8,)

oW

le coefficient P dans 'équation

A, = PPx, +; prl
est une quantité réelle et finie.

Puis, si l'on désigne par Z,, sans tenir compte du signe, la valeur
maximum que peut acquérir x, pour une valeur réelle quelconque de
PSP, on aura, quelles que soient les valeurs des quantités &, 48,, ..., &,,
ainsi que celles des coefficients 4,, 4,, ..., 4,, la comparaison

o
zz\%,

8, + v? Eﬂ%Aé,

d’ou il densuit:

expression qui montre que la valeur minimum de &, + v ne peut

g'abaisser au-dessous d'une quantité du méme ordre que [;’%Aj?f.

En supposant toujours que les A4, forment une suite de quantités,
décroissant comme les termes d’une progression géométrique, il s'ensuit
de ce que je viens d’établir, que les coefficients x , »,, ..., %,, et @
fortiori, leurs carrés #1,,...,«, diminuent dang le rapport indiqué:
et comme cette thése est également vraie quelque grand que soit le
nombre m, nous en concluons la convergence de la série

Gt 4.,
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c’est-d-dire, que P, est une quantité réelle et finie. Il nous reste a
montrer quon peut toujours, au moyen d'approximations successives,
s'approcher de la valeur exacte de y*

Dans ce but, désignons par ». ce que devient »? lorsqu'on ne
considére, dans I'équation (6), que les m premiers termes du second
membre, et cherchons a déterminer la différence

”?n+1 — i, = mt13
dont la valeur s’obtient au moyen de 1'équation
y q
A;
(1?1 + V?n)('yx + V12n + 5m+1)g
A3 i i 4%
(l?z + anxaz + st + Sm-i—l)? Y (‘9m + Vzgn)('ym + ”12n + 5m+1)2
Al ‘
(191 + V?n)‘g('(}, + V?n + Sm—{—l)g

€m+l i ﬂém—H{

+

I =2

S PSmt1
2 m-}

43 Am
2 42 2 ~ 2 + v + 2,2 2 ~ 2
(’92 + Vm) (&1 + Yy + §m+1) (ym + Vm) (lym + Ym + Sm+ 1)

9

I 2
+ ~ 7‘"+l s’
2ﬂ<19m+1 + V:n + $m+l>‘

En vertu des considérations précédentes, on conclut facilement que

les rapports
$m+1 Em-}- 1 5m+ 1

S v d, vn ) Stk

sont de petites quantités, lesquelles, dans une premiére approximation, il
sera permis de négliger auprés de l'unité. L’équation que nous venons
de signaler, s’écrit donc de la maniére suivante:

:BAfn I IQA?n+1

2\3 2 \3 v B|Sm+1 = 5 2 2?
@+ (8, + i) B+ )™ 2By + 0+ En)

1+

d’oi Yon tire toujours une valeur réelle de &, ., qui s'évanouit avec 4,,,,.
Aprés avoir repris l'équation primitive, il ne reste plus aucune
difficulté & obtenir une valeur plus exacte de &,,,.
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De la maniére indiquée, on parvient a déterminer les &,,,, &,psy---
sans autres inconvénients que ceux qui tiennent a la peine d'un long calcul
numérique.

Ajoutons ici la remarque que tous les calculs précédents auraient
été plus compliqués mais quant & leur porté et nature pas essentielle-
ment changés, si Véquation (1) avait contenu les termes

dz dz\?*?
Zl d —ﬂﬁz<%> ’

Z, étant une fonction connue de ». Je ne tiens pas, cependant, opportun
d’entrer dans le détail y relatif.

4. Considérons maintenant le cas plus compliqué ou la fonction Z
n'a plus une valeur constante, mais désigne une fonction connue de v.
En désignant par a une constante, nous supposons encore la fonction
dont il g'agit telle, que si l'on met:

Z=a+4+ X,

lintégrale de 1'équation
d’
mit Xy=o
goit connue.
Admettons d’abord le développement

. cde | d?
y=Te+ U+ 0=+,

d’ot V'on tire par différentiation:

Ly Bty d
l

W de T 2 e de "dantr |
Si nous portons ces expressions dans I'équation
d*y
(7) T X+ ay=o,

et que nous désignions par p une constante encore a notre disposition,
il en résultera I'équation de condition que voici:



112 Hugo Gyldén.

d*, di”'dz L d®z
®) gtttV
a*¥, dz dyfdz dds
+ “dz* iw+ d’+ Udz®
a*y,d*z . d¥,d%z
— i
+ dmd*""" d"+q7d‘

. . dz | L d
+ X tatp)i¥e+ 11’1?1;-1-...}—10 Vo + B+ .. = 0

évidemment, les termes multipliés par p s'annulent identiquement.
Pour satisfaire a cette condition, établissons avant tout I'équation

(0) i @t D)=
ce qui donne:
D =,

d‘4+ (a +p)zll’== o,

-------------

et encore:
- 1 d’z 1 d'z
T a4pda® (a4 p)idat ’
R TR
dz a+pde® (a4 p)ds® "7

Avec ces relations, on tire immédiatement de l'équation (8) une
autre, ou ont déja disparu certains termes; puis si 'on met:

r=n +_Z73 + .00

et que l'on introduise, dans I'équation dont il s'agit,

.pl ’ + .ps d‘

g = —— o o

b a+10dw (@ + p)° det !

dz p, d%z p, d°z
V= a4+ pda +(a+p)’dw5_-”"
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e 14 \ ’ ] . d ‘
on parviendra, en égalant & zéro les coefficients de z, de —i, ..., aux
P g dz

conditions que voici:

ay |

%z_o + leo == O,

ey, av,

T T X =—2

4?7, - d¥, Py
(10) e AT YA

d2w3 A dwﬁ .pl [

_d;z:?m'-XI‘b3 =725 _a+pll1’

a*¥, _ a¥, Py P

?l;’_—i—XlF“ =2 dx —a+pq)2+(a+p)’lp"’

La forme de toutes ces éjuations est évidemment telle qu'on peut,
selon la supposition, déterminer les diverses fonctions ¥, ¥,,... sans
avoir recours & des approximations. Cependant, la partie tout connue
de chaque équation étant formée au moyen des fonctions précédentes,
on ne saurait parvenir aux intégrales demandées que de proche en proche.
Par ce fait, la marche & suivre pour obtenir ces diverses fonctions cst
indiquée. Mais il faut qu'on fasse encore une observation.

L'intégration d’'une équation quelconque du systéme (10) introduit,
dans lintégrale, deux arbitraires: ces constantes étant, en effet, sura-
bondantes, on les déterminera de fagon que l'expression de l'intégrale
soit exempte de termes contenant la variable indépendante hors des signes
trigonométriques. Mais puisque, avec ces constantes seules, on ne saurait
éviter tout terme de la nature mentionnée, on a introduit une suite d’autres
constantes, & savoir p,,p,,... quon va choisir de maniére a atteindre
le but proposé.

5. Supposons qu'on ait trouvé, par l'intégration de la premiére des
équations (10), I'expression

¥, = afi(2) + ¢,[haf,(2) + 1,(2)):

Acta mathematica. 17. Imprimé le 28 juin 1892, 15
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¢, et ¢, étant les deux arbitraires, et & une constante tellement choisie
que l’équation
dy dy
Yy almz2 Y d*c‘ =1

subsiste, dans laquelle on a désigné par y, et y, les deux intégrales
particuliéres de I'équation proposée, de sorte qu'on ait:

vy, = fl(w)’ Yy = kxfx(/c) + f;(x)

Avec ces valeurs, la condition établie s’exprime de la maniére
suivante:

file) L) @)Dy = —

ou bien, si 'on admet la notation

fi(z) = ¢(2)f,(z),
ainsi:

.

En substituant, dans la formule (16) du § 2, 'expression précédente
de h, il est facile de parvenir au résultat que voici:

(11) y = afi(%) + e,f(#)[he + ¢(2)]

+ £.(2) ff, z) Wz,

(zi
formule qui peut devenir d'un usage trés fréquent.

Maintenant, si nous désignons par W, les divers membres de droite
des équations (9), on aura:

Y, = fi(2) + ()b + ¢ ()]

+ 1) [ G S Wds.
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Evidemment, les constantes p, entrant dans les expressions des divers
W doivent étre déterminées de maniére & débarrasser les produits f,(z) W,
de tout terme constant: par le choix convenable des constantes c{” et
¢y”, on pourra ensuite faire disparaitre, dans la formule précédente, le
terme constant ainsi que celui qui est formé par une constante multipliée
par x. Seulement, si »n est égal a4 zéro — cas dans lequel on doit, tout
d’abord, annuler la constante ¢ — l'autre constante, & savoir ¢, peut
étre choisie & volonté. En effet, ayant attribué & la constante ¢{” une
valeur quelconque, cela n’exerce qu'une modification des arbitraires in-
troduites par l'intégration de I'équation (9). Egalons donc, dés le début,
la constante c¢{® & 'unité, ce qui donne:

¥, = £(2).
Ayant ainsi déterminé les fonctions ¥, admettons la notation
@+ p=-—v
et nous aurons, cn intégrant l'équation (g),
2= Ce” 4 Ce™,
C

, et C, étant les deux constantes effectivement arbitraires.

Maintenant, si nous nous rappelons le développement supposé de y,
il sera facile de parvenir au résultat que voici:

(12) y=Cl¥, + ¥ +¥, +...)e"
4+ CA¥, — ¥, + ¥, — .. )e~.
En admettant les notations
P=U 40 + ¥, +...
1) Q= T, +»*0 + 'V, + ...,

la formule précédente s'écrit ainsi:
(12') y = C,(P+ vQ)e” + C,(P—vQ)e™;
et, si nous posons:

Y, = ABI(P + vQ)e”; Y, = ﬂa(P_ vQ)e””,
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B, et B, étant deux constantes que nous allons déterminer de maniére
& avoir:
dyy __ .

2 ML |
1 da 2dyx !

nous aurons les termes & ajouter a la formule (12’), afin qu'elle donne
l'intégrale de l'équation compléte

d? .
(7) it @+ Xy =W,
au moyen de l'expression
(14) — BAP + Qe[ WP —vQ)e™dn

+ Bf(P — Qe [W(P + vQ)e*dx.

Pour arriver a une relation d’out g'obtient le produit 5,3, — car

nous n’avons aucun moyen immédiat pour séparer les deux facteurs —
voici un procédé.
En introduisant, dans I'équation

d(?’_*

y) 1
de ~ g’

les valeurs de y, et de y,, il viendra:

P— yQ —vx
d (P + vQ ¢ ) I e vz

dwx =ﬂ—“(_?;(P+uQ5§;

on tire de la, aprés avoir effectué la différentiation,

dP aQ
P?—y"Q" — QE; + P%

(15) 2vB, 5,

= — 1

Par cette relation, il sera visible que, si I'on y introduit les valeurs de

P et @ quon va trouver prochainement, le produit B 3, soit égal &
1

2y’
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En supposant que W, P et @ soient donnés au moyen d’expressions
ne contenant que des termes périodiques ou des constantes, on se con-
vaincra que chaque diviseur introduit par le procés d’intégration, prendra
la forme

o’ + 2,

o étant le coefficient de « dans largument du terme dont il s'agit.
Donc, si a renferme une fonction horistique des coefticients dans y,, fonc-
tion qui entre aussi dans l'expression de »? et que W, P et @ soient
donnés au moyen de séries, convergeant comme des progressions géomé-
triques, le résultat qu'on obtient, en effectuant le calcul d’aprés la for-
mule (14), sera aussi convergent.

6. Ayant établi les expressions de y, et de y, au moyen des fonc-
tions P et @, on pourrait se proposer de déterminer, d’'une maniére di-
recte, ces fonctions sans passer par les fonctions ¥, ¥,,.... Si dansce
but, on introduit, dans 1’équation (7), aprés y avoir écrit X au lieu de
a + X, lexpression de y, ou bien celle de y,, il sera aisé d’en tirer
une nouvelle équation qui se divise immédiatement en deux autres, pourvu
quon égale séparément & zéro les termes dépendant des puissances paires
de v, ainsi que ceux qui contiennent comme facteur une puissance im-
paire de cette quantité. Ces deux équations, les voici:

A d

it 21»2%—]— (X + v))P = o,
(16)

e, ,ap

dwz+ dw+<X+v2)Q=o.

Le systéme des deux équations linéaires que nous venons de déduire,
se remplace facilement par une seule équation du deuxiéme ordre qui,
toutefois, n'est plus linéaire.. En effet, si nous posons:

P+yQ=(1+ sl’)e"f“i—ﬁwrm,

dx
P—yQ=(1+ ¢)e*vf(1+¢)2+”,
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toutes les deux équations (16) seront satisfaites par la valeur de ¢ qui
résulte en intégrant I’équation
)J’

d2
(17) syt X+ —o

Nous reviendrons plus tard a cette équation qui, si on la développe suivant
les puissances de ¢, renfermera des termes horistiques, et qui en con-
séquence admet une solution uniformément convergente.

Mais, en procédant ainsi, on trouverait les fonctions P et ¢ affectées
des exponentielles, réelles ou imaginaires, vu que les puissances paires de
¢ renferment nécessairement des termes constants. Bien que l'inconvénient
qui en résulte ne soit pas, en effet, trés grave, cherchons néanmoins &
déterminer, s’il est possible, les P et ¢ autrement, mais de maniére a
ne contenir, outre un terme constant, que des termes trigonométriques
dépendant des arguments qui se trouvent déja dans la fonction X, ainsi
que leurs multiples.

Il ne s'agit toutefois que d’'une solution particuli¢re du systéme (16)
laquelle s'obtient quelquefois trés aisément au moyen d'approximations.

Posons dans 1'équation (7), en écrivant toujours X au lieu de a + X,

vx+fzdx

(18) Y= (I -+ 55)3 ’
ot 'on a désigné par ¢ et z deux nouvelles fonctions que nous allons
déterminer de facon & remplir certaines conditions. On obtient de la
sorte l'équation

1 dop

S

2(v + 2) dg

2 g , dz .
g dw+V + 2vz 4 2 +Zl_w+X"‘o'

Or, puisqu'une des fonctions ¢ et z est entiérement arbitraire, on
pourrait établir la condition

14

ST i

ce qui nous ameénerait & l'équation (17) de sorte que ¢ fut égal & ¢;
mais cherchons d’autres modes pour -déterminer les deux fonctions ¢ et z.



Nouvelles recherches .sur les séries employées dans les théories des plandtes, 119

D’abord, si l'on exprime ces deux fonctions au moyen d'une troisiéme,
en admettant les relations

_ I
Vi+7g

z2 =y,

149

i

¢ est encore égal & ¢, et il sera facile d’obtenir I'équation que voici:
3 I dn\*?
R IR

résultat qui n’est au fond qu'une simple transformation de I'équation (17).

Evidemment, aprés avoir développé, suivant les puissances de 7,
Iéquation que nous venons de trouver, elle renfermera des termes hori-
stiques, et on en pourrait, par conséquent, tirer une solution uniformément
convergente. En déterminant, en méme temps, la constante v de maniére
que la fonction 7 ne contienne aucun terme constant, nous aurons les
fonctions P et @ exprimées au moyen des formules

1 v frydz
P+pQ=\/I+ﬂef :

P __ v — f7dz
vQ) N ?e ’

qui permettent de déterminer les deux fonctions dont il s'agit de fagon
qu'elles ne dépendent que .des arguments qui figurent dans 3 ou bien
déja dans X. Donc, si l'on suppose que la fonction X ne contienne,
outre un terme constant, que des termes périodiques, il sera toujours
possible de parvenir, aprés avoir obtenu une solution particuliére de
I'équation (20), & lintégrale générale de I'équation (7).

Mais on pourra aussi opérer la détermination des deux fonctions ¢
et z de la maniére suivante.

Si Pon établit 1'équation

(21) Tl = — X 41"~ X,
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I’ étant une constante encore a notre disposition, il restera, pour dé-
terminer la fonction 2z, celle-ci:

2 Z,d_s»
(22) gf; <1+¢+”> + - +v + 1+ 2" =o0;

et on en conclut la formule suivante:

de
e-—?vz 2y—

(1 + ¢)?

g = + +Z2+Z dx’

(I + sﬂ)ﬂe‘lw

qui sert & calculer # de proche en proche.
En considérant la relation

f(l + g&)j—zeﬁ”’”dx = G(I + ¢)? —c)e”” —_ zvfe(l + o) — c>\e’”"dx,

ou V'on a désigné par ¢ une constante surabondante qu'il faut déterminer
de maniére a avoir le facteur

S0+ ) —

exempt du terme constant, I'expression précédente de 2z se transforme
aisément en celle-ci:

o9 ==l
e— vz

— i [ | A = (S0 + e =)

e dx.

Mais avant d’aller plus loin, cherchons a déterminer la fonction ¢ par
intégration de l'équation (21).
7. Supposons qu’on ait:
X=ua,+a cosH + a,cosH, 4 ...+ a,cosH,,

les a,,a,,...,0a, étant des coefficients positifs, et les arguments H,,
donnés au moyen de la formule générale

H,=o,x+40b,.
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Ensuite, posons:

=, + o, + ...

et déterminons la fonction au moven de 1’équation
2 y (

d’e,
G U= — X+
Il ¢’ensuivra:
¢0~02+l,cosH + +l200SH + ...+ +lzcosH

Maintenant, en formant le produit ¢, X, et en ne considérant que
la partie constante y contenue, la condition que le second membre de
I'équation (21) soit dépourvu du terme constant, s'établit immédiatement,
tant qu'elle est indépendante des termes qu'on va obtenir dans les ap-
proximations suivantes. La condition dont nous parlons sexprime au
moyen de la relation

al 1 I ar

L
(a) =t o tiar et o Yimgn

Evidemment, si la valeur de g, est positive, I'équation que nous venons
d’établir, admet toujours une racine réelle et positive.
Mais, si, au contraire, @, a une valeur négative, distinguons alors

deux cas: 'un ou l'on a:

0

1al Iaj Ia;
—a, + - S22 4. Sors
0 2a Zd§+ +2¢r,i ’

et autre ou 1'inégalité

a4l TGy L0
0 24 208 2
subsiste.
Dans le premier cas, il y a évidemment une Valeur de 1% entre o

et 4+ oo, qui satisfait 1'équation (a): en effet, la somme

a? I al

1
— % +202+z=+ Pk

qui, selon T'hypothése, est positive, si I* est disparu, reste toujours con-
Acta mothematicn. 17. Imprimé le 1 juillet 1892, 16
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. " L 2
tinue, autant que I* est positif, et prend une valeur négative lorsque [
acquiert une valeur suffisamment grande.

Dans le second cas, écrivons — * au lieu de /%, et désignons par o
la plus petite des quantités o), 0y, .... Or, la valeur de
1 ar 1 an,
2 ! -
l a°+zoi’——l2+"'+2a§—l“’

étant négative, si I* est égal a zéro, et continue, I* ayant une valeur entre
o et ¢, nous en concluons qu’il y a une valeur de I’ entre o et o,
satisfaisant 1'’équation (a), mais il en peut aussi résulter une racine, a
peu preés égale & a. IL’équation dont il s'agit a donc toujours au moins
une racine réelle, qui peut aussi étre considérée comme une petite quantité,
pourvu que les coefficients a,, ..., a, ainsi que les o,,..., o, aient de
petites valeurs.

Aprés avoir ainsi déterminé une valeur approchée de I” et en consé-
quence trouvé une expression approchée de ¢, passons aux approximations
suivantes. On aura d'abord la fonction ¢, en intégrant I'équation

2
g’zgf_ — g, = ' — g, X.

Dans le courant des approximations successives, il y a lieu de faire
une remarque importante. En établissant le produit ¢1X, il en pourra
déja résulter une partie constante qui se rejoint & 1'équation (a), et qui,
par conséquent, tend & 1odifier un peu le résultat quon venait de
trouver dés le début. Cela arrive toutes les fois que quelques-uns des
arguments H, sont des multiples de quelques-uns des autres H,. Mais
en continuant les approximations par la voie indiquée, on retrouvera,
du moins dans lexpression de ¢,, et dans celles des fonctions sui-
vantes, les arguments d’ou dépendent les termes de la fonction ¢,.
Il s'ensuit que les approximations consécutives nécessitent des incréments
a ajouter au résultat qu'on a obtenu d’abord relativement & (% Que
ces incréments tendent 4 augmenter la valeur positive de I%, ou hien &
diminuer sa valeur négative, cela se comprend par le fait que tous les
nouveaux termes entrant dans la fonction ¢ sont positifs, pourvu qu’on
y fasse [ égal & zéro. De cette circonstance, on conclut aussi la con-
vergence des approximations successives, d'out découle immédiatement celle
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du résultat final, vu que chaque approximation ne donne qu'un nombre
fini de termes. En effet, plus la valeur positive de I est sensible,
moins s'agrandit ¢ par le procés d’intégration: et puisque les approxi-
mations successives tendent a agrandir la valeur positive de I*, on finira

-

7 » — X, étant égal a I* — ¢,_, X, moindre que

Punité. A partir de 14, les résultats des approximations consécutives

par avoir le rapport

diminuent en raison hypergéometrique. Rien n’empéche cependant que
le résultat ne converge, la valeur de [* étant négative; seulement, on
ne saurait, d'une maniére aisée, mettre cette convergence en lumiére sans
avoir recours aux valeurs spéciales des constantes entrant dans Ia fonction X.

Ayant ainsi obtenu le résultat que la fonction ¢ s'exprime au
moyen d'une série trigonométrique, uniformément convergente et exempte
du terme constant, revenons a la formule (23).

. , . 1) .
8. Si nous désignons par %,, h,, ... les parties constantes de
¢*, 0*, ..., et que nous ne considérions que la partie exempte du signe

f , nous aurons tout de suite ’équation de condition que voici:

%—c(l + 3k, + 5h, +...) =0,

d'ou sobtient la valeur

ensuite, aprés avoir admis le développement

=2z, 42 +...,

on peut établir l'expression suivante, qui donne approximativement la
fonction z,
By = — 2vp.

Cependant, la structure algébrique des résultats qu'on pourrait obtenir
en étendant plus loin V'application de l'équation (23), devenant fort com-
pliquée, je préfére I'emploi de 1'équation (22) comme base des recherches
sur la fonction z. En mettant dans la dite équation,

dy

dx
g = — +¢+Cy

1
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nous aurons immédiatement:

@
GO LI —T o,
ou bien, en vertu de l'équation (21), celle-ci:
(24) Bl O X =0,

Si nous remplagons ¢ par deux nouvelles fonctions, U et V¥, de ma-
niére a avoir:

{=U+7,

nous pouvons les déterminer de facon que chacune d’elles ne dépende que
des puissances paires de v. De la sorte, si y était imaginaire, les deux
fonctions dont il s’agit deviendraient néanmoins réelles.

Par la condition admise, l'équation en ¢ se divise dans les deux
suivantes:

g-l— 2V 4 U 40’V 41 4+ X = o,
(25)
g+ 2U + 2UV = o,

d’oi T'on tire, en différentiant la premiére, et en remplagant les premicéres
dérivées de U et de V par leurs valeurs tirées de ces équations elles-mémes,
le résultat

a*U axX

(26) 7 —2XU—2 U —* U1 + V) = —

Mais la premiére des équations (25) nous donne:

2 au 2
(1 4 V)2=——EIZ—U — X,

de sorte que nous pouvons remplacer 'équation précédente par celle-ci:

, 4t v ‘ ax

Cette équation du troisiéme degré se transforme aisément en une
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équation linéaire du troisiéme ordre, du reste bien connue: en effet, si
l'on introduit la fonction y au moyen de la relation

dy
1 de
U= 5 1 4+ Z’
il résultera:
as, s dx
(27) A aXE (14 - =o,

équation qui s'écrit aussi de la maniére suivante:

' d’y . dyd’y dy d’y dy 2 dX
(1 +1)@,+%dfwg-‘%dmz+ 4(1 +Z)EX+ 2(1 + y) O

On en tire .immédiatement une intégrale, a savoir:
, d’ 1 fdy\?
(27) (4 05E—3 (#) + 2+ 0K = — 27,

2y® étant Darbitraire introduite par l'intégration.

Ayant trouvé la solution d’une des équations (26), (26), (27) ou (27),
la difficulté principale de notre tiche est surmontée, vu que la fonction
V, encore indéterminée, s'obtient au moyen de la formule trés simple:

V = ¢/ (const. — &/ %)

. const.
=TI p

En introduisant cette valeur de V, ainsi que celle de U exprimée
par y, dans la premiére des équations (25), nous retrouverons tout facile-
ment I'équation (27’), et il en résultera simultanément la valeur

const. = I

14

Mais, on pourrait aussi chercher la fonction ¥ d'une maniére directe.
Dans ce but, nous tirons de la seconde des équations (25) la suivante

a*v au av
Ew_?_l_ 2(1 + V)a—;+ 2U%=0,
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en introduisant dans la premiére des équations (25), au lieu de U, la valeur
av
1 dw
214V
place de 7. Nous en concluons I'égalité

nous retrouvons l'équation (20), excepté que ¥V aura pris la

="V

Egalement, il sera facile d’établir une relation simple entre la fonc-
tion y et celle que nous avons désignée, un peu plus haut, par ¢. En
effet, si nous admettons:

I+ ¢ =Vi+p
on retrouvera 1’équation (17), & condition toutefois qu’on ait:
7y =v.

Nous retomberons -donec dans la formule déja établie

I
V = —_ e —— I
T o+
Maintenant, puisqu'on a:
d¢
dz
14+ ¢

on arrivera immédiatement au résultat

de d¢
de das
i e

ce qui donne

fzdx=vf77dx+logiiz

= [7de + ¢ —¢— (" — ) + (¢ —¢) + -

La différence ¢ — ¢ qui entre dans la formule signalée, s'obtient
directement en vertu d'une équation différentielle du second ordre que
nous allons déduire maintenant.
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En supposant ¢ moindre que l'unité, I'équation (17) sécrit de la

‘maniére suivante:

(17) Z—f+ [X — 307]¢ + 6677 — 100%0° + ... = — X —p7;

la différence entre cette équation et 1'équation (21) nous donne immédiate-
ment:

d:d —
L X — 3¢ — )
N LR + (3»2—l2)§0—61‘12§/)2 _|_ IOv2¢3 +.
Mais puisqu’'on a:

¢=¢d—o+o¢; Y= —9¢) 420 —9) o5 ...,

I'équation précédente se met sous la forme qui voici:

(28) “U T [X— 3 4 1’ — 300" + .. (6 —¢)
+ (P — o) — 10} —@)° + ...
= —1'— 4 (3 — P — 6y 4. ...

Il est visible par 1 que la détermination de la différence ¢ — ¢
sopere, & peu prés, de la méme maniére que celle de la fonction &3
I'introduction de la fonction ¢ parait donc inutile. Néanmoins, si le second
membre de I'équation (28) est trés petit, la différence ¢ — ¢ deviendra aussi
trés petite, de sorte que les approximations conduisant & 'intégrale parti-
culiére de cette équation convergent rapidement: dans ce cas, I'emploi de
ladite équation est a préférer & celui de 'équation (17), vu que la fonction ¢

s'obtient, par lintégration de l'équation (21), d’'une maniére relativement
facile.

9. A ce qui concerne lintégration des diverses équations qui se
sont présentées, l'une aprés 'autre, dans les n® 6 et 8, il y a quelques
observations a faire.

La plupart des équations dont j’ai parlé renfermant des termes hori-
stiques, on saurait généralement en tirer une solution dont la convergence
serait uniforme; cependant, ces termes pouvant g'annuler, certaines con-
ditions étant satisfaites, il parait nécessaire d’étudier séparément les diffé-
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rents cas qui peuvent se présenter. Mais sans entrer dans le détail d’une
analyse qui serait d’'intérét, plutét pour la théorie des équations linéaires
que pour les recherches sur les mouvements des planétes, je me borne a
envisager le cas ol la quantité »* aura disparu ou du moins sera tres
petite, et encore & traiter l'intégration de I'équation (20).

La condition que »*® soit égal & zéro, sexprime au moyen de la
relation

— &y, = T(U2)’

a, étant toujours le terme constant dans l'expression de X. OCe résultat,
s'obtenant sans calcul en vertu de l'équation (24), peut étre vérifié au
moyen de I'équation (20).

En effet, si I'on met dans cette équation » égal a zéro, elle devient,

(b
dz? 3 \dz

-2 — »X:
Tty 20+

et si I'on y introduit:

% /]

dz* av dx
= — 2 — - 9

I+ dz 1+

gl;

dx = — 20,

I14+7

. . , , , ., 4l
la relation mentionnée sera retrouvée, vu que la dérivée 7, De peut

contenir aucun terme constant.
Supposons maintenant qu'on ait y exactement égal a zéro; I'équation
(26) devient alors:

1 d?U 3 __ dX
(26) E;;—2XU—-2U -——%7
dont le terme horistique — 2U® ne disparait aucunement.

Admettons le développement

U=U +U + U, +...,
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et désignons par ¢ une constante que nous supposons également donnée
au moyen d'un développement, & savoir:

9 =010+ 920+ 921+ 30+ G521+ Ps2+ -

Cela étant, nous allons déterminer les divers U* au moyen des équa-
tions suivantes:

av, axX
T —(a, + 97, = — 5,
av

,@;&_(2% - g)Ul = 2(X—-(lo)lfo + 2U8 — 91,U,,

d? .
T (20, + 9)U, = 2(X — a)U, + 6U U, 4 6U,U} 4 2 U}
— 91001 — 920Uy — 921U,

a*U
S — (20, + OU, = 2(X — a)U, + 6(Us + UDT, + 2 U3

+ 6U(U, + U,) + 12T,T,T,

— 921Uy — 950U, — (.91.0 + 9.0 + 92.1)U2

— Gs.0Us — 95U, — 95,0,
ete.

Evidemment, les divers g sont introduits afin de rendre les seconds
membres des équations établies si petits que possible, mais il ne sera aucune-
ment nécessaire en remplir exactement cette condition. Les g, pouvant
ainsi étre choisis en quelque sorte & volonté, on peut les déterminer de ma-
niére qu'ils solent toujours positifs. En désignant par k" la partie constante
de U, par A la partie constante de U}, et ainsi de suite, puis, par
fios fros fors - -+ des constantes positives, on pourra établir les formules:

0
G10 = f1.oh5,
—_ n. — M
Go0 == f?.oh(z); o1 = o157,
— 2), — @. —_ @
Fs0 = fs.0h5; 51 = fs2h5"; 952 = [l

ete.;
Acts mathematica. 17. Imprimé le 4 juillet 1892, 17
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et, aprés avoir introduit ces expressions dans les équations ci-dessus, il
sera facile de choisir les valeurs les plus convenables des constantes f,
choix, qui en effet doit étre dirigé selon les données numériques de
I’équation proposée.

Cela fait, on parvient & I'équation

‘Nm Nn.m
(30) ¢ =Z(“‘_———afn s g)—=+Z et 9@ Ty T

ou lon a désigné par N,,N,,,... des coefficients positifs constituant
une série dont la convergence est celle d’'une progression géométrique.
De cette équation, il résultera nécessairement une valeur positive de g, ce
qui entraine la convergence de la série

Uy + U, +...

laquelle, en effet, peut étre trés rapide si g acquiert une valeur considérable.
En supposant que la fonction U soit finalement exprimée par la série

U= A sinH +AsinH, +:..,

les 2 étant des coefficients constants, et les H, des arguments dont une
partie se trouvent déja dans la fonction X, on aura la condition

(31) —.ao=§(/1‘f+/1§+...)

qui doit étre satisfaite, pour avoir le coefficient v égal a zéro. Il y aurait
~done, si y? n'était pas exactement égal & zéro, deux équations, a savoir
les équations (30) et (31), qu'il faudrait résoudre simultanément, si I'on
voulait en méme temps trouver lintégrale générale de I'équation (26") et
déterminer la valeur de la constante a entrant dans I'équation (7)-

Dans le cas envisagé derniérement, c’est & dire, si »*? avait une valeur
trés petite mais différente de zéro, on pourrait intégrer 'équation (26) au
moyen d’approximations successives, mais on trouverait aussi l'intégrale
cherchée en utilisant la méthode que nous avons présentée dans le n° 4
du paragraphe présent.

10. Considérons encore l'équation (20) qui parait s’accommoder le
mieux & la détermination de la constante
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En développant suivant les puissances de 7, on peut d’abord s'arréter
a l'équation que voici:

(32) géz——[zX—- g (%2),-{- 6»’]77 = 2X 4 2? +g (%)2,

ou il s'agit de déterminer la constante »* de maniére que la fonction 7
ne renferme que des termes périodiques.
Supposons, comme dans les numéros précédents, qu'on ait:

X=uga, 4 a,cosH + a,cosl, + ...,
2
et désignons par — e’ la partie constante de 2X ——g G—Z) + 6v%, de sorte

que e’ soit donné au moyen de l'expression
' 20— 6y 4 3 (4)’
e’ = — 2a4,— 6 +2T(dm>'

Cela étant, admettons le développement

p=n+9p+...,

et remplagons I'équation posée par le systéme
[ d®
cﬁzo + ¢’y = 2(X — q,),

3 d'y, I
(33) dwz + e’y = 2Xy, — 2 T (Xy,),

L etc.;

évidemment, la constante »* doit satisfaire 4 la condition
a 3 0 d?) q 0
O=2(lo+2V +5T (‘CE) +2T(7X)+...,

de sorte que cette constante ne figure plus dans le systéme signalé.
De Y'expression précédente de e? on tire maintenant celle-ci:

e’ = 4a, +6'i‘((g—2—>’>+ 6T (X) + ...,
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ou il faut, pour avoir une valeur préalable de e’, introduire, au lieu de
7, sa valeur approchée 7,.
L'intégration de la premiére des équations (33) nous donne tout

de suite:
2a

2a
1 2
T = e,cosHI—-a? eﬂcosHQ———...,

1 2

,i((g%>z> =( 201,101’[)2 + ZaQoi)‘ ...,

2

a
(770X)_—0,__ _aﬁ—e*_'”'

€

d’ou s'obtient:

Avec ces valeurs, on trouve immédiatement I'équation

st wEre) ),

(34) = 44, + 6

d’onr il résulte toujours une valeur réelle de e

Ayant déterminé la valeur de e’, celle de »* en découle facilement,
vu qu'on a:

a

(0.2 2)ﬂ+(0,2 2)2+ }

expression qui se remplace facilement par la suivante:

6v? = — e’ — 2a, + 3

1{ai(a} 4 2¢° a,z(a,, + 2¢%)

(35) y2=~—a0_5 (‘7; 2)2 + 2)2 +'°'='

On voit par la que p? est négatif toutes les fois que a, garde une
valeur positive, mais que, si @, est négatif, »* peut passer par zéro et
méme devenir positif. Et encore, bien que e’ soit une fonction de a,, ce
qui est d’abord visible del'équation (34), cette derniére quantité entre dans
l'expression de »* principalement comme terme additif sans étre mul-
tiplié par aucun autre facteur que l'unité. En conséquence, si l'on va
chercher la solution de l'équation (7'), a savoir de celle-ci:

d'y .
tni—a:—’_l- X.'/ - W’
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une fonction horistique se trouvant dans e, entrera comme terme additif
dans les dénominateurs des divers termes dont la somme constitue la
fonction y.

En continuant les approximations que nécessite 'intégration de 1'équa~
tion (20), on se convaincra facilement, soit de la convergence des ap-
proximations successives, soit de celle des séries trigonométriques, par les-
quelles sont représentés les résultats obtenus dans les diverses approxi-
mations.

En effet, les conditions rigoureuses qu'il faut remplir étant celles-ci:

(@)
e2=_2a0——6y2+%r_[‘ ey — 20" T'(57),

I —5*

) ) + 6T (7

I —n%

0
0= 2a0+2v’+%’l‘

((dn\*
0 0 ?(d—m> [
+ 2T (X)) — T\ ) — 2" (7)),
il est immédiatement visible que la valeur de la fonction » ne peut se
rapprocher trop de l'unité, vu qu'autrement la valeur de e’ deviendrait
tres grande, ce qui rendrait, & son tour, les coefficients x et, en consé-
quence, toute la fonction » assez petite. S'étant ainsi assuré que les ré-
sultats des diverses approximations ne peuvent pas différer beaucoup l'un
de 'autre, on ne doutera pas qu'on ne parvienne finalement 4 un résultat
définitif. Néanmoins, les premiéres approximations pouvant, dans un cas
critique, s'écarter plus du résultat vrai qu’il n’était désirable, on pour-
rait, dans un tel cas, pousser la convergence des approximations successives
au moyen de certains artifices de calcul, dont je ne tiens pas, cependant,
nécessaire de faire mention ici.
Mais examinons encore la convergence du résultat qu'on obtient dans
une certaine approximation.
Dans ce but, écrivons d’abord 1'équation (20) ainsi:

dﬂ
%p‘e'{'egﬂ'——“_‘ ’
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ou I'on a désigné par N une somme de termes trigonométriques dont les
coefficients sont déterminés en vertu des approximations précédentes. N’en
mettons en évidence que les parties principales. Les voici:

dn\? dn\? .
— N=2X+ 277X—g-77<%7;> + :3; (ﬁ) + 6v™p* 4+ ... 4+ partie const.

En substituant, dans cette expression, la valeur de 7 quon a déja
trouvée il en résultera un développement de la forme suivante

N = N, c‘osH1 + N,cosH, 4 ...
+ N, co82H, -+ N,,cos2H, ...
+ ...
+ Ny cos (B, + Hy) + N,y cos (B, — Hy) + ...
F....

Cela posé, la fonction » s'exprime au moyen du développement

(36) n=x co8sH + x,cosH, 4 ...
+ % ,cos2H, + xy,cos2H, + ...
-+ ...
+ x5 cos(H, + H,) + »_,cos(H,— H,) + ...
+ ol

ot les coefficients sont des quantités qu’on obtient au moyen des formules

N,
Xu = o3 —e*’
x . Nm.n . x . Nm.—-n
m.n (o'm + a.”)z — el ? m.—n (Um — 0',,)2 —e?

L’équation qui sert & déterminer e’ est maintenant, & ne tenir compte
que des termes du deuxiéme degré, celle-ci:
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e’ = 4a, + 3{oin + Gix + ...

+ 4017, + 430, + ...
+ ...
+ (ot o)t (o —a) i ...
+ ...}
+ 3{ax, + a2, + ...}
Généralement, la quantité e® est sensiblement différente de zéro: si
elle est négative, la convergence du développement (36) est immédiate-

ment visible; ne considérons donc que le cas ou e® est positif. Admettons
encore que, si l'on pose:

. 2 2,2
(37) ¢! = 34,% + 301, + M,
la somme des termes indépendants de x,, que nous avons désignée par

M, soit une quantité positive.
Cela étant, I'expression par laquelle est donné le coefficient x,, devient:

Na

H
Op — 30n%, — 30225 — M,

Ay ==

d’olt l'on tire I'équation du troisiéme degré que voici:
(38) 3ouxy + 30,2 — (62 — M,)x, = — N,.

Qu'on distingue maintenant deux groupes de termes dans lex-
pression (36): au premier groupe appartiennent ceux dont les arguments
se trouvent déja dans la fonction X; les termes du second genre dépendent,
au contraire, d’arguments qui apparaissent en vertu des opérations exé-
cutées pour arriver & lexpression mentionnée. Les termes du premier
groupe sont marqués par un seul indice, ceux du second groupe, par deux.

Considérons d’abord un terme du second genre.

En formant Vexpression du type (37), le terme dépendant de a, y
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manquera évidemment; et le terme analogue manquera également dans
I'équation (38), de sorte que nous avons:

3a%n.7;z?n.n - (afn.n - Mm.n)xm.n = -Nm.n .

De cette équation, il est facile de voir que les x,, forment nécessairement
une série convergente, pourvu que les N,, en forment une: car si O
était une quantité fort petite, 'expression approchée de x,, deviendrait:

Non,
_—M s

Zan =

et puisque les différentes M, , ne différent guére, m et » étant de grands
nombres, I'un de 'autre, la convergence des x,, est presque la méme que
celle des N, ,; ensuite, si ¢, , était égal 4 M, ,, ne fit ce méme qu’approxi-
mativement, on aurait a4 peu pres:

__VMm
Xnn = 3Mm.n ’

formule qui montre que les x,, convergent comme les racines cubiques
des N, .

Venons maintenant aux termes du premier genre.

Si Yon remplace, dans l'équation (37), @, par la valeur

a N,
(o) = Lol — ),

A ’ g ’ . a’ . .
ou l'on a écrit, pour abréger, £, au lieu de — lv", il viendra:
n

e’ = 3f,x(a) — €°) + 3oix) + M,
On tire de la:

2 __ 30t + 30220 + M,

[
I+ 3faza ;

et ensuite, par l'introduction de cette valeur dans la formule
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on obtiendra:

N.(1 + 3funn)

2 2 2 %
an — M, — 30,7,

X, =

ou bien:

30.121’!:’: - (0’3 - Mn)zn = - Nn(l + anx:)

résultat qui s'obtient, d'ailleurs, immédiatement de I'équation (38).

L’équation que nous venons d'établir se résout facilement, en mettant,
dans le second membre, la valeur de x, qui est connue par les approxi-
mations précédentes; et on en conclut, comme auparavant, que les x,
forment une série convergente ou méme limitée, pourvu que le nombre
des N, ou bien, ce qui revient au méme, le nombre des a, soit fini.

De la maniére indiquée, on parvient a exprimer la fonction # au
moyen d’une série ne contenant que des termes trigonométriques, et dont
la convergence est uniforme.

11. Dans les derniers numéros, on a établi des méthodes pour in-
tégrer 1'équation linéaire du second ordre dans laquelle le coefficient de
la fonction inconnue est un agrégat de termes trigonométriques. On y
a notamment trouvé les moyens nécessaires pour arriver aux développe-
ments numériques des différentes fonctions servant & exprimer l'intégrale
demandée. Passant maintenant & l'intégrale de l'équation compléte (7’),
on sera amené a chercher le développement d’'une expression comme
celle-ci:

(39) E— ¢/ [ 06 aa,

ou »? signifie une constante renfermant comme terme additif une fonction
horistique de tous les coefficients du développement de E, et ou l'on a
désigné par @ et 2z, deux développements uniformément convergents.
Mais bien que le développement de z soit uniformément convergent,
il pourrait toutefois arriver que la fonction f zdx ne le fut plus. Dans
un tel cas, l'usage de l'expression signalée parait d’abord défendu. Ce-

pendant, en retranchant de z une partie 2z, telle que f z,dr §exprime au
Acla mathematica. 17. Imprimé le 8 juillet 1892, 18
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moyen d'une série uniformément convergente, on peut choisir z, de ma-
niére que le reste 2z, devienne aussi petit qu’on voudra. Donc, les fonctions

— [z d , . ;. i ,

¢/ et /™ se développant toujours en séries uniformément conver-
gentes, on retombe dans une formule du type (39), a la seule exception
que 2 se trouve remplacé par z,, fonction dont nous considérons la valeur

toujours comme trés petite par rapport a f 0,e°dx, @, étant égal & deS~*.

Or, on obtient au moyen d’intégration par parties:
E=¢" f a)oe”daé — g ads f el dg f @,¢"dx
=" f D, dy — e f z2,dx f D, e dx
+ em=Suiz [ of ey f 2, dx f Q,e*d,

de sorte que, si I'on admet la notation
D% =z, f D, ,e*dx,
la fonction E sera exprimée par le développement
E=e¢[{0,— 0, + & —...+ 0, }¢7ds
F e Sniz [ @_emtSaddy,

Mais bien qu'on puisse généralement supposer que la convergence

du développement
o, — &, +...

soit trés rapide, il sera néanmoins utile d’examiner un peu plus soigneuse-
ment la nature du reste donné au moyen de la formule

R J— e—vz-——fz,dz ¢m evx-{-ledz- dx .
Admettons d’abord:
2, =y, cos H + yycosH, + ...,

et supposons que la série

ntrnt-.--
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soit convergente, mais qu’au contraire la série

iy h
PR
soit divergente.
Maintenant, en désignant par H, ce que devient H, lorsqu'on remplace,

dans la formule
Hn = an + bn?

la variable & par une autre &, on sait, en vertu des recherches de
M. PoINCARE,' que la série

g‘l(sin H —sinH) + g (sin H, — sin H}) + ...

est convergente, bien que cette convergence ne soit pas uniforme, et que
la somme tende vers une limite dépendant de la différence z — &.

Cela étant, et si nous nous réservons, aprés avoir exécuté l'intégra-
tion demandée, de mettre & égal & z, expression de R sécrit de la
maniére suivante: '

vo+ ?(sin H,—sin H'))+ ?(sin H,—sinH'p)+...
i 2

&
R — e—-vx-ledx @meux+ledxdw — e«—vszme d(/U,

formule dans laquelle on pourra développer, suivant les puissances de

% , de (—ré, ... l'exponentielle sous le signe f . Opérant ainsi, on par-
viendra a des intégrales du type

In,,mn,,...)

B
T .2(.7;...7»:’.21 22,30 M. f@m(sin H, —sin H;)f‘l(sin H, —sin Hy). .. e*dw,
ot I'on a désigné par n,,m,,... des entiers positifs.

Je vais d’abord montrer que, en exécutant U'intégration qu'exige la
formule signalée, les dénominateurs o7, of, ... se détruisent en vertu
des facteurs sortant des opérations successives.

! Bulletin astronomique, T. I, p. 319 — voir aussi la note insérée par M.
CHARLIER dans les Astr. Nachrichten, T. 122, p. 161I.
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Dans ce but, admettons la notation

(2)G)"
?p’("l) j— G, G

1.2.3...1,.1.2.3..0,...

@, (sin H, — sin Hy)"(sin H, — sin Hy)" . . .,
ce qui donne:

(n)”‘
=20 g f ¥ (sin H, — sin Hy)"e”dx.

1.2.3...n,

I(ng ,n,,...)

On tire de la, en intégrant par parties, et en remplagant, aprés avoir
effectué lintégration, & par = ou bien, ce qui revient au méme, H; par H,,

n\" ,
() ,
= — : e [ cos H (sin H, — sin H})"'dx f Fme dy;

I.2.3...(n, —I)

I(n,,n,,...)

ensuite, si nous posons:
cos H, f P erdy — PMme=,
la formule précédente prend la forme

7 ny—1
n(7)
1

1.2.3...(n,—1)

In ynyy..) = — e f T (sin H, — sin H)" e dx.

Mais encore, si nous admettons la notation

I(n,,ny,...)

)
_\g,/ \eg, . o Trrvm s e g
= e ) Oein Hy —sin ) (sin I, —sin ). e*da,
ce qui serait en pleine concordance avec la notation déja utilisée, nous
aurons:
¥ = cos H I(n,, n,, ...)
et:
In ,m,,...)

;, n— 1
<ﬂ >
1

e . —V, 4 o Ay —1
= —__——1-2...(77/1—_——1)8 * [ cos H, (sin H, — sin Hyy" e I(n, , n,, .. .)dz,
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formule qui montre que déja un facteur égal & ¢, est disparu du dé-
nominateur.

En continuant les opérations indiquées, c’est & dire, en posant de
proche en proche:

Pes = cos H, f e dy,

Tiwe” = cos H, f T e de,
on parviendra i la formule
Itn ,my,..)=+4rre™” f Yovesds,

De méme, en opérant de la sorte sur la fonction I(n,,n ,...), il
s'ensuivras

I(n,,n,,...)

I

+ re™ f yp';rlg) e dx,

. . . . . . . . . . . . y

et on parviendra finalement a l'expression
I(0) = ¢ [ @ne*da.

Concevons, pour mieux mettre en lumiére les résultats auxquels nous
sommes déja arrivés, un exemple spécial et assez simple. Dans ce but,
ne considérons qu’'un seul des termes dont la somme est désignée par le
symbole @,,, et supprimons en le coefficient qu'on mettrait inutilement en
évidence. Donc, en supposant:

@m —_ eilz + e-—i).x,

nous aurons tout de suite:

eilz e—ilx
Io) = rmt,—a

Il densuit, » étant le dernier des nombres %, ,n,, ..., ainsi que H le
dernier des H , H,,...:
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iAx+iH —idz—iH ile—iH —irz+iH
W(") :__l e + e i + e [ i
! 2|y + 44 v — 32 v 4 ik v — @4

L OmiiH . eieiEy e b iH g ika—il
p v(e + e H) 5 (e e )

v: 4+ A
| G . WA, .
- y(ez).:c——iH + 6—iAx+tH) 2 (eﬂ.z—tH_ e—ilx-}-tH)
2 2

+ it F Fu ‘
Inutile de continuer plus loin le calcul; car on voit immédiatement
que la fonction I(n) se compose d'un nombre fini de termes, chacun
ayant pour dénominateur le produit de n 4 1 facteurs de la forme

v + (A + ma)?,

m étant un entier n’excédant pas n. Et que la puissance y* divisée par
un tel produit sera toujours trés petite, cela se comprend parce quon
peut choisir les y aussi petits qu'on voudra, mais encore parce que la
quantité »* contient, selon l’hypothése, une fonction horistique de tous les
coefficients figurant dans la fonction E, et par conséquent, aussi dans le
reste E.

On conclut de ces considérations que la fonction B se développe,
suivant les multiples des divers H, dans une série uniformément con-
vergente. ‘

Les résultats que nous venons d’obtenir nous permettent d’accomplir
la résolution de la question entamée dans le n° 2 du paragraphe actuel;
car la seule difficulté y restant a été levée par notre méthode générale
d’établir lintégrale d’une équation linéaire du second ordre avec un
coefficient de l'inconnue renfermant plusieurs termes périodiques.

Ces résultats suffiront encore pour établir, d’'une maniére absolue,
le développement de lintégrale de 1'équation (53, § 2), aussi que de
celles de plusieurs autres équations que nous avons rencontrées dans les
pages précédentes.

12, Avant de mettre un terme aux considérations générales que
suggére l'emploi des équations résultant de nos transformations dans les
paragraphes 5 et 6, voici encore quelques réflexions utiles.
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L’admission du principe sur lequel reposent les dites transformations,
amenait inévitablement des termes dépendant de la troisiéme dérivée de
Iintégrale cherchée; néanmoins, on put conserver la forme des équations
différentielles du second ordre par la raison que ces dérivées étaient
multipliées par de trés petits coefficients du premier ordre, ce qui per-
mettait d’en remplacer la plus grande partie par une fonction connue.
Cependant, comme on a déja remarqué dans le n° 4 du paragraphe s,
la poursuite de telles éliminations ne conduit pas a un résultat jouissant
d'une exactitude surpassant une limite déterminée, bien qu'on puisse de
la sorte s'approcher de l'expression rigoureuse de l'intégrale cherchée de
maniére que l'écart inévitable soit tout i fait insensible dans les calculs
numériques. Mais on a aussi, d'un autre coté, révélé le moyen de par-
venir a une solution exacte. En effet, la quantité £, donnée par la
formule (15) du paragraphe 5, étant extrémement petite, la fonction qui
résulte de lintégration de l'équation (16) du méme paragraphe, est aussi
fort petite, vu que 2, ne doit plus contenir de termes sensibles s'agran-
dissant par lintégration. On aura donc, au moyen d’approximations
successives, l'intégrale de 'équation (16).

Mais entrons. un peu plus profondément dans le détail de la mé-
thode que nous avons mise en usage pour débarrasser I'équation trans-
formée des termes dépendant de la troisiéme dérivée, et cherchons en
la portée.

Evidemment, cette méthode repose, au fond, sur le remplacement de
I'équation du troisiéme ordre par un systdme de deux équations dont
I'une est du second ordre et l'autre du premier. En effet, si nous ad-
mettons la notation

d%
E’U_g+ YIZ=L,

ce qui entraine:
A’z dL 4y,

dz
1
as _ob b,y %
dv® dv dv 1do’
nous aurons, en introduisant, dans l'équation (14) du paragraphe 5, cette
‘valeur de la troisiéme dérivée, une équation du second ordre par rapport
a 2z, mais qui renferme, outre z, la fonction inconnue L. D’autre part,
nous aurons, pour déterminer la nouvelle inconnue, au lieu de I'équation

(28), une équation du type
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aL
(40) L=N+8 —¢5>

ce qui revient & avoir mis, dans 1'équation (14, § 5), £ + S, a la place
de Q. En conséquence, nous aurions au lieu de I'équation (15, § 5),
celle-ci:

:
Q=92+ 8 —Yy — Yy — Ysyﬁ—-%-

Nous allons voir qu'on pourra déterminer la fonction L de maniére
que le reste de la solution de I'équation (40), que nous admettons iden-
tique avec S,, soit une quantité trés petite ne renfermant que des termes
périodiques dont les périodes sont extrémement courtes, Donc, la fonction
S, qui figure dans le second membre de I'équation (16), étant en elle-
méme trés petite, ne peut donner, par l'intégration, naissance a des termes
sensibles.

Pour montrer la propriété de S, que nous venons de signaler, ad-
mettons le développement fini

L=1U, + ¢U + ¢’U, + ...+ ¢"U, + R,

et déterminons les fonctions U, U,, ..., U,, B au moyen des équations
de condition
U, = &,
de av,
(I + %) U1 T dv ’
de 1A
(‘ + za,)Uw ="’
dg? . dUnvl
(I +n %) U T T d
dRy av,

gt B=25 —¢" =

Evidemment, si I'on a désigné par # un nombre trés grand, de sorte
. d . . s
que le produit n—di: peut étre considéré comme une quantité de l'ordre

zéro, bien que sa valeur soit inférieure & l'unité, les fonctions U, tendent
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a sagrandir considérablement: d’abord, parce que le dénominateur 1 -}—nd-gp
» P dv

peut acquérir des valeurs voisines de zéro, et encore, parce que les
opérations successives font naitre des termes trigonométriques dans les
fonctions dont il s'agit, dépendant des multiples trés élevés de v, ce qui
fera ressortir, en effectuant les différentiations successives, de grands fac-

teurs, En désignant par e la valeur maximum de la fonction %%

estimer la valeur maximum de U, en raison de celle de U, au moyen
de T'expression

, on peut

1%.2%3%..0% &%

done, si # n'excéde pas considérablement la valeur de le produit

L
Ve’
signalé sera une quantité trés petite. Mais le nombre n peut sortir

7

beaucoup hors de cette limite sans que le produit gp"*‘%g cesse d’étre

une quantité extrémement petite.

Cela étant, divisons le produit dont nous avons parlé tout a I'heure,
en deux parties ¥, et W, de sorte que la premiére renferme seulement
des termes de méme nature que celle des termes de la fonction N, et la
seconde, des termes & périodes trés courtes. Or, on pourra appliquer le
procédé précédent a 1'équation

dR
fpﬂ—"‘R:_-Vl'{'S])

et égaler le reste S, & W, 4 §,. De la sorte, on obtiendrait une valeur
trés petite de R, mais aussi trés exacte, de facon que le nouveau reste
S, sera extrémement petit en comparaison avec le reste S,.

Ainsi, on peut continuer les approximations aussi loin qu’on voudra,
et de cette maniére obtenir les fonctions cherchées avec une exactitude
illimitée.

Acta mathematica. 17. Tmprimé le 15 juillet 1892, 19
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CHAPITRE IIL

Applications aux inégalités des planétes.

Les matiéres que je viens de traiter dans les chapitres précédents
étant accrues considérablement malgré moi, il me faut limiter le plus
possible exposé des applications qu’on en pourrait faire aux théories des
planétes. Je m’arréterai donc 4 seulement mettre au jour les principaux
traits des grandes perturbations dépendant des arguments astronomiques,
ainsi qu'a essayer de répandre quelques lumiéres sur les inégalités dites
librations. Mais je vais ajouter encore quelques remarques relativement
aux restes des solutions supposées mises en nombres, prouvant quon
pourra, en effet, rendre ces restes aussi insignifiants qu'on voudra, bien
quune partie d’eux contiennent une infinité de discontinuités.

§ 8. Inégalités dépendant d’arguments astronomiques.

1. La détermination des inégalités du rayon vecteur ainsi que celles
de la latitude s'opérent en intégrant un systéme d’équations différentielles
du type que nous avons envisagé dans les équations (47) et (48) du pa-
ragraphe 5. Ces équations étant du second ordre et du troisiéme degré,
on peut les remplacer par des équations linéaires toutes les fois que les
membres de droite ne contiennent pas de termes critiques. Mais comme
il y a toujours une infinité de tels termes, bien que leurs coefficients
soient généralement extrémement petits, il convient de conserver dés I'abord
la forme plus rigoureuse des équations dont il g'agit.

Considérons en premier lieu le systéme (47), dont les diverses équa-

tions sont plus simples que celles du systéme (48), et admettons le dé-
veloppement

(&) = — Xy, cos (1 — o,)u — B,).
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Quant aux coefficients r,, dont la convergence est celle d'une progression
géométrique, nous en supposons les plus grands du premier ordre et du
premier degré; nous admettons de plus que le coefficient d’'un terme cri-
tique soit tout au moing du troisiéme degré.

Maintenant, aprés avoir remplacé dans les équations (47), H par

iH , H, par i H,, etc., ce qui rend plus simples les opérations & exécuter

sans déranger l'identité de la somme des équations dont il g'agit avec
I'équation (39), nous allons établir I'intégrale de la premiére d’elles. Le
résultat g'écrit immédiatement ainsi:

(1) V,=xcos((1 —Qu—1T)

+ I Cco8 ((I _—Jon)u — Bn)’
Z (1—a)—14+ 4, + ia@sH

x et I' étant les deux constantes arbitraires et ¢, une quantité qui s’obtient
au moyen de l'équation

(—d =1 —p 3R

Avec Texpression trouvée, o la fonction horistique H figure encore
comme une quantité indéterminée, il sera facile de former le développe-
ment de

() + a—p7s,

ainsi que celui de

pla —pvi+ (G2 =2alv, —plo—pvi+ (32 |2

Dans ces formules, ainsi que dans plusieurs formules précédentes
de méme nature, on a supposé f du premier ordre par rapport aux
forces troublantes, mais cela n’était pas inévitable. Au contraire, on pouvait
égaler, sans inconvenient essentiel, cette quantité & zéro, ce qui rendrait
un peu plus simples les seconds membres des équations (47) a partir de
la deuxiéme.

Maintenant, si nous déterminbns H, de maniére a débarasser la deuxiéme
des équations (47) du terme dépendant de largument (1 — qQu — I,
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nous aurons, en omettant la partie s’évanouissant avec les facteurs du
premier ordre,

(2) o——x+2<

3?7
. +34,H)
équation dans laquelle nous avons employé la notation

g, =(—a)—14+4.

De Téquation que nous venons d’établir, on peut tirer une valeur
préalable de H, en identifiant cette quantité avec H,; mais il peut arriver
qu'on g'arréte ainsi & un résultat intermédiaire bien différent du résultat
cherché, & savoir de la fonction horistique totale. Or, on arrive & un
résultat plus satisfaisant en opérant de la maniére suivante.

Considérons la deuxiéme des équations (47), et portons dans les termes
de son second membre, termes que nous avons d'ailleurs mis en évidence
un peu plus haut, I'expression obtenue de V,, ainsi que celle de y que
nous supposons connue: de la sorte nous parviendrons a l'équation que
voici:

Dt (1= =24V, = — Taty, cos((t — 5Ju— C,)
—-ZX —xhlz@——cos (1 — 70 — C,,)
Q?n-l- ZﬂsH

__Z Zz ( : Inbubar 08 (1 — Tpwn)% — Cry)

ot J0.H) (904 5 4H)

— Z Z z ( Dan'w’ Tn 7w in’ 3 Cco8 (( I— 0',,"'"")“ _Bnn'n")'

o o 308 o 50

Dans cette équation, on a employé plusieurs notations nouvelles:
on a d’abord désigné par g, des quantités de méme nature que les p,,
par 7,, des quantites analogues aux ¢, par C,, des angles constants, et
on a en particulier admis le développement

Box = g, cos((1 — z)u — C,).
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On a ensuite désigné: par h, et I,, certains coefficients, comme les r, et
les g,, tout au moins du premier ordre et du premier degré; par z,,, des
sommes des coefficients ¢, g, et 7, chacun multiplié par un nombre entier,
positif ou négatif; par C,,, de semblables combinaisons des angles I', B,
et C,; par 7., des combinaisons analogues de a,, o, et 7., ainsi que
par C,,,, des combinaisons de B, , B, et C,; par o,,, €t B,,,, de pareilles
sommes des produits de trois ¢, ou de trois B, avec certains nombres
entiers. Finalement, les p,,, signifient certains coefficients contenant un
facteur purement numérique multiplié par §,.
Maintenant, si nous admettons encore les notations

w,=(1—1) —1+8,
O = (I —7,0)" — 1 + 3,
O = (1 — Tyiw)’ — 1 + B,
B == (1 — Opu)’ — 1 + B,

- Dintégrale de I'équation précédente sera donnée au moyen da la formule
suivante, ou l'on a supprimé tout terme dépendant de constantes arbi-
traires nouvelles:

V. ==Z ﬂ‘——-cos((l — z)u — C,)
(l)n+ :].ﬂaH

+ z Z ( Kol cos (I — 7, ) — C,,)

omet+ 35,11) (914 24,1

+ZZE( e 008 (1 — Ty}t — Coir)

nn'n" ~3H 191; = SH 19,.' = sH
w4 BT ) Dk 38 taf

+ Z z Z 3 ];nn'n" Talnin 3 3 COS((I — o',,,,fn") u— B,,n',,").
(9 + 32,8 (30 38.8) (304 3 18) (0 + 3. H)

Ayant obtenu ce résultat, il faut l'introduire dans la troisiéme des
équations (47). A cette occasion, on déterminera la partie H, de la
fonction horistique totale, en satisfaisant & la condition que nul terme dé-
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pendant de l'argument (1 — ¢)u — I n’apparaisse dans le second membre
de l'équation mentionnée. Par cette condition, on sera conduit & une
expression de la forme

= ——_—-—-—A"
@) H, Z[wn+iﬂsH]a

+¥Y e
[ (ot §00) (34 32010

+EYY e

[ (s + 28,1) (04 20,8) (24 25, 7|

+X3Y iy

[ 3 3) o ) 3]

~les coefficients 4 étant tout connus et respectivement du deuxiéme, du
quatriéme, du sixiéme et du huitiéme ordre.

En réunissant les équations (2) et (4), et en identifiant H, - H,
avec H, on aura une nouvelle équation d’out I'on pourra toujours tirer
une valeur réelle et positive de H. Certes, cette équation sera trés com-
pliquée, mais il faut toutefois se rappeler que, si I'on g'arréte aux termes
d'un degré pas trés élevé, le nombre des termes critiques sera trés petit,
de sorte qu'on pourra tout d'abord rejeter la plupart des termes apparais-
sant dans la somme des deux équations mentionnées. On aura néanmoins
une valeur de H ayant le caractére d’une véritable approximation. Ce
sont seulement les termes du deuxiéme degré et ceux dont les diviseurs
sont presque évanouissants qu'il faut retenir en opérant cette premiere
approximation.

On pourrait encore s'imaginer qu'il serait quelquefois nécessaire de
considérer simultanément avec les termes de H, et de H, quelques termes
provenant des fonctions V,, V,,.... Certes, cela peut arriver, et il
faudrait opérer, le cas échéant, en continuant les procédés que nous venons
d’expliquer, mais un tel cas est si rare et si peu probable que nous ne
nous en soucions pas.
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Quant & la convergence des développements des diverses fonctions
V, on s’en convainc par la circonstance que H est une fonction horistique
de tous les coefficients se trouvant dans la somme V, + V7, 4.... Il
s'ensuit encore que cette somme elle-méme constitue une série convergente,
parce quautrement une valeur assez grande de H sortirait d’'un nombre
fini de fonctions V, ce qui & son tour rendrait ces fonctions trés petites
et méme insensibles.’

Encore une remarque. En se rappelant qu'un coefficient isolé x,
donné au moyen de 1’équation

7n

Ky = ——FT—

o 3
Sut 2 BH
+4ﬂ

change de signe sans passer par zéro, ni par linfini, lorsque cette équa-
tion admet des racines égales, et en considérant qu'il y a un nombre
infini de valeurs négatives des #, qui s’accordent & peu prés avec la
condition de racines égales, et qui rempliraient cette condition exacte-
ment, si la constante arbitraire x subissait un changement méme extré-
mement petit, on en conclut que les divers x, ne sont pas des fonclions
uniformes de la constante d'intégration. Ce résultat s'énonce aussi en disant
qu'une infinité de x, me peuvent pas étre développés swivant les puissances
de Ax, quelque petit que soit cet accroissement de x.

Cela est en harmonie avec le théoréme que la science doit au génie
de M. PoiNCARE, et que I'éminent géométre a exprimé par les mots:
le probléme des trois corps w'admet pas d'autre intégrale uniforme que celles
des forces vives et des aires.?

Néanmoins si les constantes arbitraires sont fixées, et qu'elles aient
des valeurs convenables, on peut toujours, abstraction faite d’'un cas extré-
mement rare appelé cas asymptotique, obtenir une solution numérique
donnant les coordonnées d'une planéte au moyen des séries trigonomé-
triques uniformément convergentes.

Mais une telle solution, représentant assurément une fonction uni-
forme quand les constantes y entrant ont des valeurs fixées, est soumise

! Voir, pour plus de détail, le dernier passage du n° 8, § 5.
* M. BRUNs, dans une note présentée & la Société de Leipzig et réimprimée dans

ce journal, a montré que le probldme dont il s’agit n'admet pas d'intégrale algébrique ou
abelienne outre les intégrales connues,
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4 une altération finie, bien que celle-ci puisse étre insignifiante, si certaines
arbitraires changent d’une quantité si petite qu'on voudra. Or, ayant
déterminé numériquement, et jusqu'as un certain degré d’approximation,
les constantes arbitraires et les premiers termes des développements men-
tionnés, ces termes n’offriront généralement aucune discontinuité, lorsque
arbitraire entrant dans le dénominateur varie d’'une quantité trés petite; et
bien qu'on ne puisse dire la méme chose des termes restants, on est néan-
moins sir que leur somme n'excédera jamais une limite déterminée, dont
la valeur est proportionnelle & la somme des racines cubiques des termes
critiques qu'on a négligés dans la fonction perturbatrice. En d'autres
mots: V'étendu du changement brusque que peut subir, aprés I'intégration,
un certain terme critique de la fonction perturbatrice, est une quantité
comparable a la racine cubique de ce terme, multiplié, il est vrai, par
un facteur de Pordre — 1 par rapport aux masses troublantes, mais qui
est commun A tous les termes. Donc, en considérant que la convergence
des termes critiques dans la fonction perturbatrice est comparable a celle
d’'une progression géométrique, il sera facile de conclure quon pourra
pousser le degré d'approximation si loin qu'on voudra, de sorte que le
reste deviendra moindre qu'une quantité donnée.

Ce que nous venons de dire relativement aux coefficients , s'applique
aussi & la fonction horistique H considérée comme fonction de la constante
arbitraire ». L’examen de cette fonction, qui admet une infinité de dis-
continuités, bien qu'elle ne devienne jamais infinie, doit étre d’'un certain
intérét pour l'analyse algebrique.

2. Quant & lapplication des équations (48) du paragraphe 5, on
fera tout d’abord la remarque que chacune d’elles s'intégre, le second
membre étant supposé tout connu, d’aprés les méthodes que jai développées
avec assez de détail pour le cas d’un seul terme tout connu. Il n'y a,
en effet, que trés peu & ajouter aux matiéres du chapitre I pour étendre
les régles du calcul y exposées aux cas de plusieurs termes connus.
Envisageons d’abord Vapplication de la méthode que nous venons d'ex-
poser dans le n° 4 du paragraphe 1.

A cet égard, reprenong une équation quelconque du systéme (48) du

paragraphe 5, et remplacons y: V, par p; w, par v; (1 — AV, + (%%) 2,
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par % G, par 131‘83 Ensuite, figurons-nous que la partie iﬁ3(ﬂ—ﬂ")’ qui

ne dépend pas des coefficients entrant dans la fonction V,, soit réunie
avec f,. Nous aurons de la sorte:

(5) 27}; + (I ‘_ﬁl —Zﬂa"??)p = 2]’,, COS((I — 0JV — B"‘)

Maintenant, si 'on opére les transformations indiquées dans le n° 4
du paragraphe 1, on retrouvera les équations (24), (25), (26) et (27) du
dit paragraphe, a la seule exception que le second membre de I'équation
(24) sera dans le cas actuel:

ST + R s 2, cos (1 — 6,)v — B,).

Ecrivons lintégrale de 1'équation envisagée de la maniére suivante:

E=Fkcos((1—qu— G+2:<I cos((1—o)u—B,+(1—06,)¥)+0,

6)“ (1—B)
k et G étant les deux arbitraires; #, une correction que nous allons dé-
terminer prochainement, et 3, la quantité g, + % B H

Puisque H est une fonction horistique de tous les coefficients qui
entrent dans l'expression que nous venons d’établir, ce développement
est uniformément convergent, du moins si l'on ne tient pas compte de
la correction #. Pour déterminer cette correction, différentions l'expres-
sion précédente de E, et introduisons le résultat, ainsi que la valeur de
FE, dans 'équation (24) du § 1. Nous avons de la sorte un résultat qui

. , d
renfermera une partie dépendant du facteur @I{f , une autre partie dé-

2
pendant du facteur (% et une troisiéme partie multipliée par %;

En considérant que ces derniers facteurs sont des quantités du deuxiéme
ordre, nous aurons, si nous ne retenons que les termes du premier ordre,
et que nous nous rappelions la valeur approchée

2

ay

du 3:33( )

Acta mathematica. 17, Imprimé le 18 juillet 1892. 20
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I'équation suivante, servant & déterminer la correction 6:

(- —Sarl

3 (1 —0a)" 1 _ -
ﬂs )z oy — 1 — )0 (1 — o)u — B).
Apres avoir porté, dans I'équation trouvée, la valeur approchée
— ak
B+ ()

on obtiendra par intégration une expression de @, nécessairement con-
vergente, parce que H est horistique aussi par rapport aux coefficients
dans Yexpression de @, et dont la valeur numérique est aussi générale-
ment trés petite par rapport & ‘'celles des plus grands coefficients mis
en évidence dans l'expression de E. Mais il peut aussi arriver, dans le
cas de termes critiques, que la fonction # soit du méme ordre que les
premiers termes figurant dans E. En tel cas, on peut opérer de la ma-
niére suivante.
On commence par établir I'expression approchée

E=Fkcos((1 —qu—G) +z(l_o),7’n
1 n,

— cos((1 — ¢,)u — B,),

d’olt T'on tire par différentiation

dB .
= (1 —Qksin((1 — QJu — G)
__Z — ;n)_,_j‘_”)(i" % sin ((1 — ¢,)u — B,).
En multipliant par cette équation, membre par membre, I'équation

D e+ (\—PE =—p, cos((t — )0 — B),

et en ne retenant que les termes devenant agrandis par I'intégration, on

obtiendra
d*E dE
du’ + (I _ﬂ)E du

=—2 Z 4,, sin((6, — o,)u + (1 — ,)¥ + B, — B,),

n=0 n'=

ot Pon doit identifier g, avec ¢.
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Cela étant, différentions 'équation (27) du § 1 deux fois, ce qui
nous donne:
a5, dy
= shau

) ) . Y . , dﬂ’ . . v
d'o l'on tire, aprés avoir remplacé 7, bar sa valeur approximative, a
savoir:

d’E dE
I'équation

Z;},V= —%,@ZEAM, sin [(¢, — 0,)u 4 B, — B, + (1 — 0,)¥].

Si, dans cette équation, on met & part les termes dont les indices
sont égaux, et que l'on supprime le facteur (1 — g,), qui en effet est
fort prés de l'unité, on tombera dans une équation du type

AL/
du?

= —a’sin ¥— 2 A4,sin (24,4 + 2B, + ¥),

ot a’ est une quantité positive ou négative du deuxiéme ordre, 21,,
une différence g, — o, et 2B,, une différence B, — B,.

On cherchera la solution de cette équation, en utilisant une des
méthodes que jai exposées, soit dans le § 3 du présent mémoire, soit
dans le mémoire Untersuchungen diber die Convergenz etc..

Ayant ainsi obtenu une expression approximative de ¥, on formera
celles des fonctions cos ¥ et sin ¥, aprés quoi il sera facile d'établir une
nouvelle équation du type de l’équation (24) § 1. Ensuite, on déduira

dE . 14 ’
une nouvelle valeur de 7. » laquelle servira a renouveler les procédés

que nous venons d’expliquer précédemment, et notamment & refaire le
calcul du coefficient a® ainsi que celui des coefficients 4,.

De la maniére dont nous venons d’esquisser les traits principaux du
calcul, on parviendra & une solution aussi approchée de I'équation (s).

3. Quant & lapplication de la méthode du § 2, il suffit de ré-
veiller 'attention du lecteur sur l'équation (14) du dit paragraphe, la-
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quelle renferme, dans son sccond membre, le terme —% p*AZ.Y Elle

se transforme donc, au moyen d’unc substitution convenable, en une
autre du type de I'équation (15), si l'on y augmente le coefficient de y
par la quantité — bH, b étant un coefficient du méme ordre que g et
H, une fonction horistique des coefficients dans le développement de la
fonction Az. Léquation qu'on obtient ainsi s'intégre en employant la
méthode du n° 5 du paragraphe précédent.

Mais il nous reste & signaler une difficulté qui concerne le dé-
veloppement de la fonction W.

On a, dans le § 2, établi les formules

d*H

—dut’

aq

'_d—vz—’

M = N =
cependant, si l'équation (1) renfermait, dans son membre de droite, plu-
sieurs termes tout connus, les expressions de M et de N seraient évidem-
ment plus compliquées. Or, il peut arriver que l'intégrale

f [Mg_ff + Nj—?] dv

que renferme I'équation (12), ne soit pas exprimée au moyen d'un dé-
veloppement convergent, bien que les fonctions M et N soient données
par de telles séries. Dans ce cas, la méthode envisagée n’est plus applicable,
bien qu'elle puisse rendre de grands services toutes les fois que l'intégrale
mise en évidence s'exprime au moyen d'un développement convergent.

Je n’insiste pas davantage sur les nombreuses applications qu'on
pourra faire des théories précédentes au calcul des perturbations du rayon
vecteur et de la troisiéme coordonnée.

4. .La détermination des grandes inégalités de la longitude exige
qu'on intégre V'équation (1) du § 6. Cette équation étant assez compliquée,
on I'a transformée de diverses maniéres afin de parvenir a d’autres équa-
tions plus simples, notamment aux équations (17) et (29). Je vais main-

‘. . . 2
! Par une erreur d'impression, le signe = avant le terme 27 g —0+z)AzZ"
’ g 128 ¢

a manqué,
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tenant montrer l'application de ces deux équations au calcul des grandes
inégalités et aux inégalités élémentaires.

Supposons qu'on ait, dans le second membre de 1'équation (17%),
remplacé la variable v, qui y figure encore dans les arguments, par la
nouvelle variable #, et négligeons de plus les petits termes de courte
période, qui effectivement sont sans aucune importance. Alors nous
aurons, en mettant »* au lieu de g,

(6) <y vy = — 2a, sin(o,u + b,),

du’

dont l'intégrale g’écrit immédiatement ainsi:
a .
y=ce"+ce™ 4 z ———sin(a,u + b,).
: o, + v

Pourvu que les @, forment une série convergeant comme une progres-
sion géométrique, ce que nous avons supposé dés le début, la série trigono-
métrique figurant dans l’expression de y est visiblement uniformément con-
vergente quelles que soient les valeurs de ¢,. Quant aux deux arbitraires
¢, et c,, il faut évidemment les égaler & zéro, vu qu’autrement des ex-
ponentielles paraitraient dans l'expression de la longitude. Or, il est dans
la nature des choses que cela soit ainsi; parce que: égaler & zéro les con-
stantes ¢, et ¢,, c’est faire prendre au mouvement moyen sa vraie valeur.
Au contraire, si I'on avait-calculé les coordonnées d'une plancte en em-
ployant une valeur du mouvement moyen pas tout a fait exacte, on
aurait nécessairement établi certains développements suivant les puissances
du temps, développements qui cesseraient d’étre convergents lorsque le
temps ett acquis des valeurs dépassant une certaine limite.

Considérons maintenant, au lieu de l'équation (6), celle-ci:

d2

) du?/’__ v = — Asin(22u 4+ 20 + sy),

ot l'argument du seul terme de droite renferme la fonction cherchée
multipliée par un nombre s que nous supposons assez grand. L’équation
considérée convient d’ailleurs a la recherche d'une inégalité de trés longue
période provenant d’un terme trés éloigné dans le développement de la
fonction perturbatrice. Il y a donc lieu de supposer A et A trés petits,
ainsi que le produit s4.
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En désignant par ¢ un facteur que nous allons choisir convenable-
ment, nous mettons I'équation précédente sous la forme

N Y 4 . 2 |2 Y -
(7)) W——msm(zm+2b+sy)+vy——[+¢s1n(2lw+ 26 + sy);

puis, nous déterminons un module elliptique en établissant 1’équation

(EE) L
7 A1 + @)

Maintenant, si nous négligeons la somme des deux derniers termes
du second membre, nous aurons facilement:

(8) y=§‘am?§(flu+b)-—m—b}

_—_—3{1 T2 smz(ku—}—b)—l—z(l T )51n4(Au+b)+ l
et:
4 . A* [2K\? , . K
19:- P (22u + 2b + sy) = ’—:— (27) k? sin 2 amz—n—(/lu + b)
_or ;
=i + ;sin 2(Au + b) —|— 4sm 4(Au + b)}.

Ensuite, si I'on fait:

les termes dépendant de sin2(iw + b) disparaitront de Véquation (7'),
de sorte que la somme des deux derniers termes de son second membre
gera toujours trés petite autant que le module %k’ n’est pas trés pres
de V'unité. Donc, en calculant le module moyennant la formule

2 __ _ 484
<K>k YL

I'expression de y que nous venons de signaler, donnera avec un trés haut
degré d’approximation, la solution de I'équation (7). II serait facile d’en
obtenir la correction si approchée qu'on voudrait.

En considérant, dans le développement de la fonction perturbatrice,
des termes assez éloignés pour que le produit s4 soit moindre que »’
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on voit immédiatement que des inégalités sensibles ne peuvent pas se
produire en dehors d'une certaine limite, méme si A acquiert une valeur
évanouissante. Il est encore visible que, si I'on calcule une suite de
modules avec divers 4 convergeant comme une progression géométrique,
la série des modules convergera de la méme maniére. Done, en supposant,
dans le second membre de l'équation (7), une suite de termes au lieu
d’un seul, dont les coefficients convergent comme une progression géomsé-
trique, on pourra renouveler les opérations que nous avons exposées dans
le n° 3 du § 6, et on aura de la sorte une expression de l'intégrale
cherchée, d’abord plus convergente que les différentes parties de I'ex-
pression (11) du méme paragraphe. Il serait facile de rapprocher ces
deux résultats, I'un de l'autre; je n'insisterai cependant pas sur ce point.

5. Sl g'agit de calculer un terme élémentaire, et surtout une
grande inégalité provenant d'un terme de la fonction perturbatrice mul-
tipliée par un coefficient trés grand par rapport & »? la méthode simple
que nous venons d’expliquer précédemment ne parait pas assez efficace,
principalement parce que les équations (6) et (7) ne renferment pas de
terme dépendant de y®. On aura, dans ces cas, un meilleur point de
départ pour le calcul, dans I'équation (29) du § 6. Mais cette équation,
étant dans sa forme primitive trop compliquée, on lui donnera la forme
de T'équation (1) du § 7, ou une forme analogue.

Pour cet effet, mettons:

z g—8pgeos2z

=rre T arg ™

et nous aurons une nouvelle équation, dans laquelle a disparu le terme
dépendant de % . Puis, en opérant comme dans le n° 6 du § 5, on

pourra déterminer la fonction ¢ de maniére que l'équation résultante
prenne la forme

dt
(9) i+ aw—f =R,

a et B étant des constantes, dont § est toujours positive, mais a générale-
ment négative. La fonction R renferme, il est vrai, des termes dépendant
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dz o . . , .
de z et -—, ainsi que de mais ces termes, étant sans importance essen-
du’ ’ 2

tielle, on pourra les négliger dans la premitre approximation, ou plutét,
n'en considérer que la plus grande partie, en modifiant un peu les va-
leurs de « et de §.

Cela admis, nous allons chercher la solution de T'équation

d’z, 4+ az — B’ = — asin(ou + D),

(10)

du

ce qui revient a déterminer le terme élémentaire qui provient du terme
mis en évidence dans le second membre.

En opérant comme dans le n°® 9 du § 4, nous écrivons I'équation
précédente ainsi:

Z%"I‘ (@ + Bz — po* = — asin(ou + b) + he;

puis, en désignant par ¢,k et x trois quantités constantes, dont une est
arbitraire, nous déterminons les autres en vertu des équations

_‘?_ﬂ 2\, _ 9’21‘32
a+h——x,(l+h), B=2

X

Nous aurons de la sorte:
(11) ST‘,Jldi—g-{-(r +k’)§;—2k’§=§l—,{—-asin(au+b)+hz}.

En admettant la constante h déterminée de maniére que le second
membre soit aussi petit que possible, on aborde l'intégration de I'équa-
tion précédente en mettant ce membre exactement égal a zéro; on obtient
ainsi:

t=xsn(lu+4+b), mod=Fk
(x +)’ ’

P'arbitraire qui entre dans l'argument étant égalée a b.

L’autre arbitraire, introduite par l'intégration de I'équation du second
ordre, doit étre choisie de maniére que la période de la fonction elliptique
coincide avec celle de sin(ou + b); done, il faut mettre:
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Puis, en égalant la constante h & g, ce qui annule, dans le second membre
de I'équation (1), le terme dépendant de sin(ow < b), on aura:

@+ %= (3;5)’(1 + 8o,

X

et en soustrayant de cette relation celle ci:

- 2
éﬂ)ﬂ ES (2—f> kzdg,
on retiendra:

a 1 2K\?*
@+ —prt = (7) o,

équation qui se met immédiatement sous la forme
Iy 2K\’ o —
zﬁz +- [(7) o —a]x = a.

En vertu de cette équation, il sera facile de conclure la valeur de x,
a savoir celle du coefficient du terme élémentaire, mais seulement sous
la condition que le module & soit connu. Or, la valeur du module n’étant
pas connue dés l'abord, on pourra le plus souvent commencer le calcul

par mettre — égal 4 l'unité, ce qui conduira & une valeur approchée de

x. Avec cette valeur de x, on déduira celle de &k au moyen de I'équation

X <2K P1pe
=) 24’
2
et, ayant ainsi une valeur approchée de (271{) , on renouvellera le calcul
de x.
Dans les cas ou %k s’approche beaucoup de l'unité, on peut entamer
les approximations en utilisant I'équation

%ﬁ(l + %)x’— ax = a.

On voit, par l'analyse précédente, combien peut étre différente, la
vraie valeur du coefficient d’'un terme- élémentaire de celle qu'on ob-
tiendrait en employant la formule brute

a
X = —
o.!

Acta mathematica. 17. Imprimé le 18 juillet 1892. 21
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§ 9. De la libration.

1. L'inégalité dans les mouvements de translation que LaPLACE
nomme libration, se manifesta pour la premiére fois dans le systéme
des satellites de Jupiter.

Les observations ayant prouvé que le mouvement moyen du pre-
mier satellite, moins trois fois celui du second, plus deux fois celui
du troisiéme est toujours égal a zéro, l'auteur de la mécanique céleste
en découvrit la vraie cause et établit ainsi la théorie de la libration. —
Depuis lors, un long intervalle s'était accompli avant que le second cas
d’une telle inégalité fut signalé, cette fois, par M. M. Harr, MarTH et NEW-
comp dans le systéme des satellites de Saturne. Mais ce cas étant plus
compliqué que celui de LAPLACE, il parait que la théorie en est encore
susceptible de quelqpe perfectionnement. Il en est de méme, mais a
un plus haut degré encore, de quelques autres tentatives, peut-étre plus
intrépides que décisives, parce que les librations auxquelles visent ces
essais, se trouvent mélées avec plusieurs autres inégalités, ce qui rend ex-
trémement difficile leur étude.

La théorie des librations est généralement trés compliquée. On ne
saurait la traiter avec succés — sauf dans des cas exceptionnellement
simples — sans avoir recours aux fonctions elliptiques. Cela s'entend de
I'analyse communiquée dans la section II de mon mémoire de 1887; et
presque en méme temps, M. Tisseraxp montra, d’une maniére trés claire,
ce méme fait dans une note insérée dans les Comptes rendus de l'aca-
démie de Paris. Dans mon mémoire cependant, jai tenté de donner
quelques renseignements sur la convergence des inégalités ordinaires,
lorsque les mouvements moyens remplissent la condition de la libration;
et on y peut voir qu'une grande valeur du coefficient de cette inégalité,
rend douteuse la convergence de certaines autres inégalités. Done, si 'on
a obtenu, en vertu des observations, une valeur considérable du coefficient
dont il s'agit — car ce coefficient est en effet une constante d’intégration
— il y aurait lieu & quelques doutes de la réalité du résultat.

Que Larrace, alors que la théorie des fonctions elliptiques était a
peine créée, ait néanmoins réussi & obtenir un résultat, q’on peut con-
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sidérer comme a peu prés exact, cela doit étre attribué d’abord a la presque
insensibilité du coefficient de la libration, mais aussi & la circonstance que la
période de cette inégalité, dans le cas envisage, est indépendante des excen-
tricités et des inclinaisons. Dans le cas opposé, a savoir sila période de
la libration dépendait des excentricités ou des inclinaisons ou de ces deux.
éléments ensemble; les termes horistiques 'emporteraient considérablement
sur la dite période, et ils pourraient méme la rendre imaginaire finale-
ment. On peut, en effet, énoncer la régle générale que: plus élevé est le
degré dun terme critique, moins il est probable qu'il en sortira un terme de
libration.

Dans aucune des recherches de 1887, ni dans celles de M. TissEranD,
ni dans les miennes, on navait pu tenir compte des termes horistiques,
alors encore inconnus. C'est sur le rdéle que jouent ces termes dans la
théorie des librations que je vais donner quelques remarques assez rapides.

2, Considérons en premier lieu le cas simple ou le coefficient de
la libration est trés petit, de sorte qu'on en peut négliger les puissances
surpassant la premiere. ‘

Si dans I'équation (7) du paragraphe précédent, on met A et b égaux
a zéro, et qu'on remplace » par v, il en résulte:

2,
(1) g—ﬁ—v’y = — A sinsy.
Voila I'équation différentielle, d’ott 'on déduit, par intégration, 'expression
de V'inégalité cherchée. Aprés avoir développé le second membre suivant
les puissances de sy et négligé les termes dont le degré surpasse le pre-
mier, on aura immédiatement l'expression analytique de l'inégalité de-

mandée. La voici:
y = lsin(ys4d —*.0 — L),

l et L étant les deux arbitraires dont nous supposons la premiére trés petite.
Quand le produit sd4, que nous supposons toujours positif, I'em-
porte sur le coefficient v? aussi positif, la solution trouvée sera réelle et
périodique; dans le cas opposé, c’est a dire, si:
!> sd,

la solution sera donnée au moyen des exponentielles multipliées par des
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constantes arbitraires. Evidemment, ces constantes doivent étre égales
a zéro.

En supposant, par impossible, le coefficient y* rigoureusement égal &
zéro, des librations pourraient se produire, quelque petit que fut le produit
sd; par contre, a l'état réel des choses, il y a la une limite, déterminée
par la condition '
sA —y*>o.

Par ce résultat, on conclut qu’'une relation linéaire de la forme
5,0 + 8,v' 4 s,0” 4 ... = termes périodiques,

v,?v, v, ... étant des argumeﬂts astronomiques, et s;s, ,, ... des entiers
quelconques, positifs ou négatifs, ne reste pas maintenue' par les forces
attractives, si la somme des entiers surpasse un certain nombre. '
En partant de 1’équation (1), il sera facile d’obtenir un résultat plus
approché que le précédent. Pour y arriver, écrivons la dite équation,
aprés avoir désigné par h un facteur constant, de la maniére suivante:

%: — (4 — h)sinsy + v’y — hsinsy.

Maintenant, si 'on fait:
h = li' )

8

la somme des deux derniers termes de droite de l'’équation précédente
sera trés petite, et on aura, en intégrant I'équation

dty v .

T (A ——;) sin sy,
une valeur trés approchée de la fonction y. Pour en déduire la cor-
rection, il faut recourir & l'équation (24) de l'article III de mon mémoire
Untersuchungen tber die Convergenz etc.

3. Dans les recherches sur les librations, il faut évidemment qu’on
emploie des termes horistiques aussi bien déterminés que possible. Il
est donc & présumer que l'emploi de l'équation (29) du § 6, ou bien
de léquation (9) du paragraphe précédent conduise plus rapidement au
résultat que ne le fait, I'équation (1). Car dans cette équation-la, la partie
des termes horistiques mise en évidence est, comme on le trouve immé-
diatement, plus grande que dans I'équation derniérement citée.
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Reprenons done l'équation (9) du paragraphe précédent, et rempla-
¢ons-y, pour établir dés l'abord le cas de la libration, la fonction R par
le terme — Asinsz. Puis, en développant ce terme suivant les puissances

de sz, et en ne retenant que les deux premiers membres de ce développe-
ment, nous aurons:

(2) Z%;z; + (@ + sd)z — <ﬂ -+ ésgA>z3 = o.

Admettons encore les notations:

_ 6 . I 3/1 1 \
Vi iea) P V3o +ied)an
5<ﬂ+ 63 )
a - sd

p étant une constante a notre disposition, et rappelons-nous que le coeffi-
cient @ peut prendre des valeurs négatives aussi bien que des valeurs
positives. Notre équation sera alors:

d*é
2 3
y PP + af — 20° = o.
On en déduit tout de suite, en désignant par g* une constante d’inté-
gration que nous supposons moindre que 1'unité,
o/l 2___ 2 2 4
(3) -#(gl;)—g —af’ + 0
SRS S R T\
=g 2% + <2a 0> .
Mettons encore:
Eaa —92 — b7,

4
et nous aurons:

O R Gemsme)(e i)
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ou bien:

NCIAN A I 7 g

1 <ﬂ)_(5a——-b><5a+b><l——l )<1——I >
L Za b
2 2

Done, si nous posons:
1 %a_b 1
2 . 11, 1 e
0 _‘(5“_b>:2’ - = k?; za-l—b-p,
5a+b

il résultera:
d 2
(%) = — 90 —#e)

ce qui donne:

{==snux: 6=y = snzx,

2 \/_;a,+\/(%a+g>(;a-—g)

la deuxiéme constante d'intégration étant renfermée dans z.
Si b était égal a zéro, le module % prendrait la valeur 1, et le cas

deviendrait asymptotique. Si ensuite g devenait plus grand que %a, la

transformation précédente conduirait & des expressions dépendant des ar-
guments imaginaires: pour les éviter, écrivons 1'équation (3) ainsi:

(s) p’(%g); (9 + n8 + 6%)g — nd + 07),

le coefficient » étant égal & (Ja + 2g, de sorte quon a:
290 —n’ = —a.

Maintenant, si I'on introduit, au lieu de #, une nouvelle fonction ¢,

en mettant:
_ ~l-—ctang¢
0 = \/gl + etang ¢’
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on trouvera par un calcul pas trés long:

— . 2 __ o a4, g __ 1 ]’f_’;
¢ = amuy; k I g% 7 49(2-}—\/_)

o? — 2\/37_’”_

Nous avons supposé:

aizg;

done, le coefficient % est réel et moindre que 2yjy. Il s'ensuit que &% et
en conséquence aussi k® sont des quantités réelles, positives et moindres
~que lunité. Mais dans ce cas, puisque la fonction # peut passer par
l'infini, ce qui ne convient pas aux inégalités dont il 'agit, il faut inettre
g égal & zéro. Done, la libration est impossible.

En supposant:

a = 2g,
on aura:
n =2\,
et en conséquence:
e’ = oy E* = 13

on est donc retombé dans le cas asymptotique.
Supposons finalement @ négatif, ce qui entraine la forme suivante
de T'équation (4):

,ﬁ(%)’: (;—a + b+ 0’)(-21-(1-—6 + a?).

En mettant:

g a
0 =l—ltang¢ = E—btanggl},

il résultera 1'équation que voici:

p’(%y: (£a+‘b> I'———(I——? sin ¢*
\ 2
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Done, les quantités

1
p=ca+b; k’=1-——3a+b
2
sont réelles, et le module %, moindre que l'unité. En conséquence, la
fonction ¢ peut prendre toute valeur entre — co et -+ oo, en sorte
que @ passera par linfini. Mais cela est contre la nature des inégalités
considérées, d’olt 'on conclut que la libration est impossible, ce qui revient
a dire qu’il faut égaler & zéro la constante g.

Par T'analyse précédente, deux choses ont été démontrées: 1° que
la libration est impossible si le coefficient a est négatif; 2° que la li-
bration peut exister si le coefficient mentionné est positif, mais seulement
a condition que:

=1
g <;a.

Or, pour les termes éloignés dans le développement de la fonction per-
turbatrice, le coefficient @ est négatif; on en conclut que des librations

ne peuvent pas s’engendrer de ces termes.




