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Transformations de quelques dquations diffdrentielles. 

Le moyen le plus efficaee de parvtnir aux solutions d'une ~quation 
�9 t i ~ �9 dlffdrent elle qu'on ne saurait mtegrer d'une mani~re directe, parait dtre 

de la remplacer par une suite d'autres dquations dont chacune s'int~gre 
par des procgd~s connus. Evidemment, ]a sSrie que forment les diverses 
solutions obtenues ainsi dolt dtre convergente. 

Les transformations qu'on va donner dans les pages suivantes se 
rapportent aux dquations de deux diff~rentes esp~ces. 

D'abord nous nous occuperons de transformer certaines dquations du 
deuxigme ordre dont les divers termes d6pendent de puissances entigres 
de la fonction cherchge ainsi que de sa premigre d~riv~e. 

Le second genre d'gquations que nous envisagerons contiendra des 
fonctions trigonom~triques, dans les arguments desquelles figure la fonc- 
tion demandge. 

Mais encore, puisque dans plusieures occasions il sera favorable ou 
m~me ngeessaire de ramener une gquation proposge, en omettant certains 
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termes surpassant le premier degr6, ~ la forme lin6aire, on a ajout6 un 
paragraphe contenant quelques remarques relativement ~ l'int6gration des 
6quations lin6aires. I1 s'entend que ces remarques portent uniquement sur 
la forme des 6quations qu'on rencontre dana la m6canique c61este. 

w 5. Equat ions  du  deux i~me orelre eontenant  des puissances  et des 
p~.oduits de la fonc t ion  inconnue  et de sa p r e m i e r e  d~rivde. 

I. Avant d'entrer dans les op6rations analytiques voici une ex- 
plication. 

Supposons qu'on air l'6quation du deuxi~me ordre: 

d'y (dy ) 
~v~+ f ~ v , Y ,  v = ~, 

~2 6tant une fonction connue de v, et admettons qu'on connaisse une 
valeur approch6e de la solution. En introduisant cette valeur, que nous 
d6signerons par Yo, dans l'6quation propos6e, on obtient un r6sultat de 
la forme: 

d~Y. (dYo ) 
dv  ~ + f ~-dv , yo , V - -  Q = R ,  

oh la quantit6 R sera appel6e le reste de la solution approch6e. 
Le plus souvent, il y a lieu d'op~rer la d6termination de la fonc- 

tion Y0 de mani~re que le reste de la solution soit tr~s petit par rapport 
la fonction ~2; dans certains cas, cependant, il peut ~tre avantageux 

d'6tablir une expression de Yo telle que le reste soit exempt de termes 
d'une certaine forme. 

(I) 

2. L'6quation que nous allons d'abord consid6rer est celle-ci: 

d~Y ~ ~ y 
dv--~+ Yo.,y + o.~y + o.~y 

dy 
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oh l'on a suppos6 les Y0.1, Y0. : , . . .  des fonctions connues de v ne ren- 
fermant que des constantes et des termes purement trigonomdtriques. 

En adoptant rhypoth6se que la fonction y soit une petite quantitd 
de l'ordre des excentricit6s ou des inclinaisons, nous avons omis les termes 
d'un degr6 plus 61ev6 que le troisi6me, bien que l'6quation que prdsente 
la mdcanique cdleste en puisse contenir un hombre infini. Cependant, 
nous avons ndglig6 les puissances supdrieures non seulement puisqu'on 
les peut consid6rer comme tr6s petites, mats encore pour une raison 
moins arbitraire. La voici. 

On a eu 1'occasion de voir, duns ce qui pr6c6de, qu'on n'arrivera pus 
toujours ~ des rdsultats satisfaisants en abordant les approximations suc- 
cessives par l'int6gration d'une 6quation lin6aire ou bien, ce qui revient 
au mdme, d'un syst6me d'dquations lindaires; mats d'autre part, on a 
aussi pu constater que la solution peut s'obtenir, mdme duns certains cas 
impossibles ~ traiter au moyen d'6quations lindaires, en partant d'une 
6quation du troisi6me degrd. Ayant ainsi obtenu une approximation 
effective, on en ddduit la correction due aux termes ndgligds toutes les fois 
que le coefficient de la troisibme puissance de l'inconnue n'est pas trop 
petit. Cette condition dtant satisfaite le plus souvent, si non toujours, 
duns les thdories des plan6tes, il n'y a pus lieu de recourir aux 6qua- 
tions d'un degr6 plus 61ev6. 

Cela 6taut, admettons qu'on puisse repr6senter la fonction demand6e 
au moyen du d6veloppement que voici: 

(2) y = (~ - - f , o . 1 ) z  + ~,o.~z: + F,o.~z ~ + . . .  

d~ 
+ (r + r  + ~,,.~z ~ + . . . ) ~  

(dz '~ ~ 

+ (~.o + ~ l z  + ~.~z ~ + . . )  \ ~ /  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  

off l'on a ddsignd par ~0.1,~1.0,..- des fonctions de v qui sont encore 
notre disposition, et par z rintdgrale de l'6quation qu'on trouve si l'on 

remplace, dans l'6quation (~), y par 1'expression (2). 



4 Hugo Gylddn. 

Ecrivons l '6quation en z de la mani&e suivante: 

(3) d,,--~ + Z = a ,  

dz d'z d'z 
Z sera 6videmment une fonction de Z , d v , d v  , ' d r "  et de v, mais elle 

d4pend encore des fonctions arbitraires g0,l, gl.0, �9 �9 �9 de sorte qu'on peut, 
en d4terminant ces fonctions d'une mani6re convenable, fa i re  disparaitre 
les coefficients de certains termes dans Z. On peut  m4me, dans quelques 
cas, choisir les fonctions arbitraires de mani~re que toute la fonction Z 
devienne tr~s petite ou qu'elle se r4duise, au moins pour sa partie essen- 
tielle, k un petit  hombre de termes, par exemple 

z = ZlZ + fl'z a~ 

Z 1 6rant une fonction connue de v, et fl' et fl, des constantes. 
En diff4rentiant l'expression (2), il viendra: 

dy d~oo.1 
(4) a-~= ~v 

I +,.o , 

+ ~ . , + ~ + . . .  \g,,/ + ' "  

+ {~1.o + ~1.1z + ~,.~z ~ + �9 ,d~ 

df$ d~z 
+ { 2~,,.o + 2~,~.~z + . .  "}d,,a,,' 

dz) ~ d gz 
+ 3~.o T~ ~ + " "  
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d'oh l'on tire, par une seconde diff6rentiation: 

d*y 
(5) d~--~ . . . .  

d~o.1 d~o.~ _2 d'~Fo.3 Z 3 a~,-z + -~-W~ + - d V ~  + . . .  

+ - - 2  dv dr' - I - [4~-t -  a~,jz 

-~--, +-Xv~-J + " "  

I ,.,~ ,,.o [ "" "d- - I ( '~ )  ' "[- 2[t~ 2 d--~-v "[" dr '  "]'- 6~~ d--~v "~-dvT-~-ff"" ~vv 

+ 29 ' , .~+2-~  + W W + . . .  \ ~ /  + ' "  

+ ~--~o.~+2--d~v + 2~o.~+2 z 

~ 1  I ~~ + [3~o.3 + 2 z ~ + ..... dv---~ 

d~o,.o . .  I dz d*z 
+ i~"~ + ~ + [~ + ~',e]  ' +  I ~ -  

[ ]d,) '~ + 5 ~ 2 . , + 6 ~ + . . .  ~ dr---- i 

+ { 2~,~.o + 2~.,z + . . .  } \ao'/ 

(a%, 
q- { 6~"-~ "1" "" "}~-~ \dr*/ 

.~a', 
+ {9'~.o + ~l.~z + 9'~.~z ~ + . .  'd,,' 

dz d~z 
+ { ~,.o + ~,. ,z + .  "'}avav 

+ { 3~s.0 "-}-. �9 .} \~-~] 

�9 * *  o e i I o * * *  , l e  
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Pour arriver ~ l '~quation (3), ainsi que pour &ablir  les ~quations 
de condition d'ofl se d6rivent les fonctions go.~, ~ . 0 , . . .  il nous faut  
encore les expressions suivantes oh l 'on n'a retenu que ]es termes jusqu'au 
troisi4me degr6 inclusivement: 

y~ = ( I  - -  gO.l)2Z 2 "-~ 2 ( I  --gO.l)gO.~Z ~ 
~dz 

~-- {2(I - -  gO.1) gl.0 z ~I- 2[gl.OgO.~ ~-- (I - -  gO.1) gl.l~2 j~-~ 
(d~) '  /d~\~ 

+ {gLo + [~(, r + ~,.og,.,]~} ~ + ~g,.og~.ok; J 

~~ (~ go.,)~z ~ + 3 ( , -  ~ ~' = - -  go.,) g,.oZ 

. ~ / d z \  ~ .~ [ d z \  ~ 
+ 3 ( ' -  gO,|)gl.O~t~ ) + gl.Ok~) ' 

\ d r ]  = \---~vv / - -  2 ~v ~v 

( v l  d~~ ( I  gO. 1 "$W Z + - -  2 - -~ ,  - -  

rd~o.~ ( i d~,.o ~ __ _ _  
+ 2 [ - - ~ -  - - g 0 . , +  d , )  

d~o.i / 
\ 2mo,~+ d v / j  jd~ dv 

+ I w f o . l . +  d r /  dv / dv / 

d~,.o \ 1 | / d z  \ '  

( + 2 \ I  - -  go.~ + d,, / --~ / \ ~ !  

"]- I d~o,1 d~o.ll 2|d~z 2gl.O --~'-- ~ + 2 [gl,O d ~  "' gl.1--~-~-v ]~ I ~  

_ dv ! 

-Jr-291. o 2go.$-~- Z dvdv'2 

d~,.o ~ / 
4g~.o\Z ~o., dv / J \ ~ /  ~-v' ~- [2gl'O( gl'l 'Jr dV ! + - -  -~ 

+ {g,.o + 2g,.om,.,z} \x~, /+  4g,.og~.o~ \~-,/, 
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ydd~Yv -~ (I --~on)-~v'df~ z2 F dr d~o.,1 o 
- -  + L (~ - -  ~o.~) , . ~ o . ~ _ _ ~ ] z  ~ 

d~.o --~ [ [ ( I -  ~0.i)<I--~0.I ~- dv/] ~1,0 dd~] z 
V dgo.* d~o.~ 

d[h.o \ l ~ } dz 
+ ;v 

+ 

+ 

+ 

+ 

dy 
Y~ dv ~ - -  

4- 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

d9~o.1 d~l.o 

d~z 
{ ( ~ -  ~o.,)~,.o~ + [(, - -  ~o.,)r + ~,.or 

.1 | dz d~z 
{~.o + [~(~ - -  ~o. , )~ .o  + 2 ~ , . o ~ , . , j ~  ~ ,  

3 ~o /dz\~ 

(t ~ dTo.t z ~ 
- -  fo.1) 

- -  2(x + (~  - -  

~ d~o.~ 
- -  r v + 2(, --r - - r  + 

d~l.o~ 1 /dz\  ~ 

(, - ~o., + ~ ( ) ~ . o t ~  ) 

2 2 d ~ z  

~LoZ dv  dr* 

d ~  o\ d f ~  \ 
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(dY)'dv (I - -\ av /'[d~~176 v = - -  ~ o . , ~ t - ~ - J  z' 
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+[-~(,-~o.,)(,-~o,+ ~v/--~ +~,.ot-~) y 
d~ o'X d9'o ,q + [(,-~o.,)(,-~o.,+w,- 

+ ~1.o (I --~o.1 + --d~v / \~ /  

- -  2 ( i  - -  r  z ~,  

d~t.o\ 2 ~ d~o.tl dzd~z + [ , ( , -  ~o.,)(,-~o., +-~-~ )~,.o- ~ ' . o ~ y ~ '  
~fl 0"~ 2 [dz\ 'd 'z  + ~(,-~o., + --~v~;~,.o~) 

+ ( , -  ~o.,)~toO[~) 
a, (a%, 

+ ~.o ~ \ ~ , / � 9  

3- En introdulsant les expressions que nous venons d'ftablir dans 
l'6quation (i) nous aurons un rfsultat de la forme que voiei: 

dffiz (6) dv---- ~ "-]- .Ao.,Z --}- .,4oaZ ~ "-~ Ao.aZ ~ 

2~ dz  
~-{A1. o + AI.~z "31- AI ~z ] dv 

+ {A2.o 

+ {Bo.o 

+ {B,.o 

+{B;.o 

+ {Co.o 

+ {C~.o 

+ A,I,  
d2z 

+ Boaz + Bo.:2}d: 
..-, ,dz d% - -  Idz \~d~z  

+ ~ , . : 1 ~  + ~,.ol~) 

/ d ' ~ \ '  n,  dz (d~z'~" + ~;.,~lt~) + - , . o ~ j  
+ c~: + Co~z~} ~'~ �9 . 

+ c , :}  a~a'~ c {a~,a,~ �9 ~ +  , . o \ ~ ]  ~ , = ~ .  
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Evidemment, par la transformation ex6cutde, des termes se sont 
produita dont le degr6 eat plus 61ev6 que le troisi&ne; on lea comprendra 
dans la fonction ~. 

Les divers coefficients entrant dans l'6quation pr6c6dente sont donn6s 
au moyen des formulea suivantea: 

d2•o.l a :  + ~'o.,(, - -  ~o.,) - -  ~ , . o a ~ ,  (7, a) Ao., ----- 

(7, b) ALo = 

(7, c) A s . , =  

(7, d) Am----- 

(7, e) A:.o �9 

(7, f) Ao.~ = 

d~o~.o '~ d~oo.~ 
d v  2 

dSfo.~ dg'o., 
a :  + Yo.,~o.~ + Y~.o ~ + y o . 2 ( x -  ~o.,) 

- -  - -  r  + :r~.o , 

d'~,,., yi.o(29,o. ~ d~,.,~ d :  + Yo.,~.l + + a,, ] + 2Yo.~(~- ~o.~)~.o 

dq,.s ~ dg'o.t dq~o~ 

d2 ~os o ( d,," + Yo.,~', + Y,.o ~,,.1 + d~,,.O'~d,, / + Yo.~.o 

d,,.o, 
+ g~.,(~ --~o., + -g;:)r + --r + 

+ 2r + 2--~,  

dr' Jr Yo.,~o.3 Jr .Y,.o ~ Jr 2 

"3 L Y , . , [ ( I  - -  " d r ~  d ~ ' o t ]  - -  - dcf~ dcf~ 

- -  - -  - -  9'o.,) 

+ r ~ . l ( z -  " ,/d~,o.,~' 

Ae2a matMma/ioa. 17. Imprim6 le 26 mars 1892. 
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(7, g) 

(7, h) 

Hugo Gylddn. 

A1 ~ d~9'" ( 
= d :  + Yo.,~'.. + Y,.o 3r + a~,,.,~ �9 dv / 

31- 2]'rO.~[( I - -  ~O.,)~,. l  "71- ~,.O~O,'] 

d~,,.,~ ~o.~(x ~o.~ an / + r , . , [ ( , - ~ o . , ) ( ~ o , + ~ o : +  - + 

a~,o., a~,o., l 
+ ~.o ~ 9'~.~ dv j 

[( d~,.o'~ a~O., (29,o. ~ + + 2 Y2.o I -  ffoa 31- dv ] dv dv / dv J 

�9 -F 3Yo.3(I - -  ?o.,)'9',.o 

d~,.o~__ 2(I , d~o.,1 + r,.,[(i--~o.,)'(,--~o.,+ ao / --~o.,)~,.o-Z; J 

d~o., + 6 - ~ ,  

.A~ 1 d ' f , . ,  ( a :  + Yo.,~,., + I:,.o 2~,., + a~,.,~ �9 = dv / 

+ ~ ro . , [ ( , -  ~o.,)~.o + ~,.o~,.,] 

a~,.o~ (2~,o.., + --dV/~,,.o + Y,.,[(, ~o.,+ a~/~,.,+ a~,.,~ 

a~,o., a~,.o~l - -  ~ .o-aV + (~ - -  ~o.,)(~,.' + a ~ / j  

a~,.o~ (2r + a~,.,~ + 2Y~.o[ ( , -  ~,o., + a~,/ a , , /  

a~,.o ~ a~,,., 1 --(~,.t + a~, / ' - ~ C J  

+ 3 Yo.,(, - -  ~o.,)~,Lo 



(7, i) 

(8, a) 

(8, b) 

(8, r 
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+ ~ ( ,  - -  ~o.,)\~ - -  + 

V / d~Lo ~' 
+ r~.,L~, - ~o , )~ ,  - ~o., + --dU/ 

--2(X ~o., + #'-~ ~'o.'l - -  - g C } ~ , . o  d~ a 

de,., + 69'0.8 + 4 ~ ,  

d' ~*.o ( 
_a,o aV'- + Y~162176 + Y'.o ~ . ,  + #'~ �9 = dv / + ~Y~176176 

+ r,.,[(, - ~o., + ~ j ~ ~  + ~ " ~  

( 
2Y~'~ ! ~9~~ + dv ] dv ] 

+ ~'o.,~,;.o 
/ 

--d-C /m,.o 

d~,.o \ ' 

d~,., 
+ 29~,.~+ 2 ~ , 

d~,.o 
Bo.o = - -  ~o.1 + 2 ~ + YLogh.o, 

Bo., = 2~o.~ + ~ + Y,.o~.,+ g,.,(~--~o.,)~,.o-- ~*~,.o-d~- ~ , 

dcft.t Bo., = 3r + 2 ~ + Y,.o~,.~ 

+ 17,.,[(, - -  ~o.,)r + ~,.o~o.d 

d9'o.,- ] 
+ ~ , o [ ~ , . 0 ~  ' ~,., ~ 

+ ~,.,(~ - -  ~o.,)'r 

, d~o.t 
- -  2 Y,.,(~ - -  ~'o.~)9,.0"~ , 
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(8, d) 

(8, e) 

(8, f) 

(8, g) 

(8, h) 

(8, i) 

(9, ~) 

(9, b) 

(9,~) 

(9, a) 

(9, e) 

(9,r) 

Hugo Gyld6n. 

@'~.~ ~ 
Bl.o = 3~.~ + 4-d- C + -'Y~.o~.o -I- 1.~f~.o 

d~t.o \ 
-{- 2Y,.o I - -  r + ~)~1 .0 )  

BE, = 6f,,.~ + 4 ~ + 2 Y,.oV~., 

"3V 2Y1A[(I - -  ~o.1)~2.o "~ ~1.o~1.I] -I- 2 Y 1 . 2 ( I - -  ~o.1)~.o 

[ @o, ( @,0~ 
+ ~ r~.o - -  2~, .o-~ + ~ - -  ~'o., + -77-)~'.' 

d~h.~\ -1 
+ (~-~0., +-w; /~ , .o]  

+ 2 Y2 . , [~  ~ @o., @,.o\ q ~,.ow +(, ~o.,)(,-~o., +--~--~/~,.oj, 
d~.o 

6---~- v + 3Y,.o~,,.o + 3Y,.,~,.o~',.o 

dg"'~ 2(1 ~ d9"'~ \ q + ~ ~,.0[(~,., + ~)~ , .0  + ~o., + ~ , . . j  

a,f,,.o'~ 3 + 2y~., ~ --~o., + a , ,  ;~.o + Y,.,~,,.o, 

Y$.0 ~1.0, 

2Y,.or + Y , . , ( , -  Vo.,)c,b, 

4Y,.ofDto?2.o + Y,.t?~.o, 

B~.o = 5~'2.~ + 

t 
Bo.o = 2f2.o + 

t Boa = 2~2.1 "Jr" 

B[o = 6~'8.o + 

{•0.0 ~ ~1.0~ 

Co.,= ~,.,, 

Co.~= ~'~.~, 

Cm ----- 2~=a, 

G.o = 3~'a.o, 
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A l'aide des ~quations que nous venons d'~tablir, on parvient ~ d~- 
terminer les fonctions ~0.1, ~L0, . . . .  Ces fonctions 5tant au hombre de 
neuf, on peut les choisir de mani~re k remplir neuf conditions en quelque 
sorte arbitraires: on pourrait, ce qui semble au premier coup d'oeil le 
plus naturel, ~galer tous les neuf coefficients A k z~ro, ou l'on en pourrait 
faire disparaltre un certain nombre, se r~servant les fonctions encore 
ddterminer pour r~duire k z6ro quelques-uns des coefficients B e t  C, ou 
du moins pour les rendre tr~s petits. En un mot, on peut disposer des 
conditions arbitraires de diverses mani~res afin de rendre l'~quation r~- 
sultante (3) ou (6) aussi propre ~ 1'integration que possible. 

Mais, en d6terminant les fonctions dont il s'agit, il faut avoir soin, 
premi~rement, que les valeurs de ces fonctions restent tr~s petites du 
premier ordre, vu qu'autrement on ne serait pas assur~ de la convergence 
des approximations qu'on a entam~es en n4gligeant, dans l'~quation (6), 
les termes d~passant le troisi~me degr4; et puis que ces fonctions ne 
contiendront aucun terme ayant la variable hors des signes trigonom~- 
triques. 

I1 y a lieu ici de faire encore une autre remarque. Le plus souvent, 
on peut pr6voir la nature de l'~quation (6), ~ savoir la nature de la 
fonetion Z dans l'6quation (3), de sorte qu'on sera h m6me d'6liminer, 

d~z dSz 
au moyen de cette 6quation, les termes d~pendant de ~ et de ~ dans 

l'6quation (6), cette 61imination ne devant, toutefois, s'6tendre au terme 
d~z 

contenant ~ seul. 

Faisons maintenant l'application des formules pr6c~dentes K quelques 
cas particuliers que nous retrouverons dans le courant de nos recherches. 

Dans la premi6re application des formules pr6c6dentes, nous ad- 
mettons que parmi les fonctions constituant les coefficients de l'6quation 
(~), seulement les trois premi6res soient diff6rentes de z6ro, de sorte que 
nous ayons: 

(,o) + Yly + Y,y' + Y,y' = 
dv ~ 

En supposant les coefficients /71, Y~, I73 ainsi que la fonction ~ tr6s 
petits du premier ordre par rapport aux masses troublantes, nous d6- 
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terminerons les fonctions ~'o.i, ~ . 0 , . . .  de faqon ~ satisfaire aux condi- 
tions suivantes, qui d6coulent imm~diatement des 6quations (7). 

(I I, a) d'~Po., a r t  + I / - I  9o.1 = Y1 - -  flO,1, 

(~ I,b) d~ '  + Y '  r = ~ T C  + ~ . o ,  

I I, C) d2•0.2 a v  + r,~o.~ = - -  r , ( ,  - -  ~o.,)' + ~o.,, 

(I i ,  d) 
d~gt.1 d~o 
av~ + ~'~, . ,  = -  ~ r ~ ( ' -  ~o.,)~, .0--  4 ~  + fl,.,, 

I I~ e) d e  + Y, r  = - -  ~ r  - -  2r - -  2 ~ + / % . o ,  

( t I , f )  a'~o., 2 ~ ( i  r , (~  too.l)' + rio.,, d r '  + Y ~ ' ~  = - -  - -  r  ~o.~ - -  - -  

(I  I, g) a,~,.,ar + Y'~'.~ = - -  ~ r , [ ( ,  - -  ~o.,)r + ~1.o~o.,] 

- -  3 r~ ( ,  - -  ~o.,) ~ , .o - -  6 + ~ , . ,  

(I t, h) 

(I r, i) 

a,~,., + r ,~ , . ,  = _ 2 r~[(~ - -  ~o.1)~,.o + ~1.om,.,] 
dv  ~ 

- -  3 Y , ( I  - -  ~o. , ) f ' ] .o  - -  6 ? o . ,  - 4 - -~v'"  + f l , .1 ,  

d*~,o 

d~,~., 
- -  2 ~ , . , - -  2 - - ~ -  + P~.o. 

Comme il est visible, nous n'avons pas 6ga16 les quantit& Aoa, At.o,... 
�9 ~ z6ro, mais bien k d'autres quantit& fl0.1, fl,.0, . . .  que nous supposerons 
constantes. En voici la raison. 

En examinant les 6quations (, x), on apergoit tout de suite qu'elles 
ont la forme commune: 

a , ~ +  r ~  = w ,  
d v  t 
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W 6tant une fonetion eonnue ddpendant des Y. et des ~ ddjk ddtermi- 
rids. Les diff6rents ~ s'obtiennent donc de proche en proche. Mais en 
effectuant les diverses int6grations il peut arriver qu'on se heurte eontre 
des termes s6eulaires provenant de la multiplication de deux fonctlons 
trigonomdtriques ayant le mdme argument. En disposant convenablement 
des eonstantes disponibles, on fera facilement disparaitre ees termes. Rien 
n'empdehe cependant que plusieurs des constantes dont il s'agit n'acqui~rent, 
dans le courant du calcul, la valeur z6ro. 

Ayant ainsi ddtermind les fonetions F, on aura au lieu de l'6qua- 
tion (6) celle-ci: 

(I 2) ~ ,  + flo.,Z + flo.,Z ~ + Zo.~Z ~ 

- z 2 , d z  / d z \  ~ _ I d z \  s 
+ {~',.o + p,.,, + z,., ~ + {,8,.o + ~',.,4 ~ )  +/~',.ot~ ) 

~ . d ' z  d z d ~ ' z  ~ / d z \ ' d ' z  
+ {B0.o + Bo,z. + Bo.,Z }~v-v' + {B,,0 + BI.,Z} ~v t--~v ~ ~1_ /~f,:0t~vv ) d~ 

, t , a % '  ~ ,  a .  ?%, + {B;.o + B;.,z} \)-0] + / S , . o ~  kay'/ 

,.a'. a.a', c (d,,'~,a,, 
+{Co.o + Co.,Z + Co.,Z I ~ +  {O,.o + q . , z l N ~ +  '."t,a,,I ~ '  

oh ron a n6glig6 les termes du quatri~me degr6 et d'un degr6 plus dlevd. 
Maintenant, puisque les fonctions F sont d6termindes, les B, les B' 

et les C le sont aussi, et on peut mdme, certaines conditions 6tant satis- 
faites, consid6rer les termes ddpendant de ces fonctions comme connus. 
En effet, si les fl dtaient suffisamment petits et que les F fussent des 
quantit6s du premier ordre, on pourrait dcrire approximativement: 

~t  z 

dr'-"-" ~ p'' 

suppos6 toutefois que la valeur de z ne devient pas tr6s grande par 
l'intdgration. 
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En introduisant cette expression de d~z ainsl que eelle-ei: 

d3z d9  
d v  s d v  

dans l'fiquation prficfidente, nous aurons une nouvelle 6quation dont la 
forme est celle de l'4quation (I), et on en peut d~duire, au moyen des 
transformations que nous venons d'indiquer, une nouvelle 6quation dont 
ls forme serait celle de l'~quation (,~). Mais puisque, dans la nouvelle 
6quation (I), les Y. seront du deuxi6me ordre par rapport aux masses 
troublantes, abstraction faite des constantes /?, les nouvelles fonctions ~, 
et par consdquent lea nouvelles B e t  U seront aussi du deuxi&ne ordre. 
On parvient donc, en continuant les op6rations indiqu6es, k l'fiquation 
finale: 

(,3) 
d~z  
a~ + ?o.~Z + ~o.~Z ~ + ~o.,z ~ 

- 2 ~dz  + {Ao + A,z +/~,.~z l~ 

I d z \  g s 

~0 9 

bien entendu sous la condition n&essaire que la valeur de z trouvfe par 
les diverses approximations soit si non une quantit~ du preinier ordre, 
du moins sensiblement inf6rieure ~ l'unit& 

4- I1 peut, cependant, arriver qu'il soit avantageux d'attribuer b~ 
la fonction Ao.l une autre valeur que celle d'une constante. Si, par 
exemple, il 6tait nuisible k la convergence des approximations succes- 
sires de garder la fonction ~'0.1 diff6rente de z6ro, on peut la mettre, d 6 s  
l'abord, 6gale k z6ro, ce qui entralnerait imm~diatement: 

et ensuite: 

~1,0 ~'~- O~ 

Bo.o  = B; ,o  --'= 0o.o - =  o .  
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Par cette d6termination, l'expression (2)deviendrait ~videmment plus 
simple qu'elle ne l 'aurai t  6t4, si l'on avait cherch6 la fonction ~..~ en 
int6grant l'6quation (Ix,a~, maim en revanche on renoncerait h r6duire le 
coefficient de z ~ une constante: En faisant ff0.~ " - o  nous aurons: 

�9 A0.1 ~ ~ 1  

de sorte que, au lieu de l'6quation (I2), nous obtiendrons la suivante: 

(I4) d'z d%--' + ~ "  + N ''z' + P ~ 
dz 

+ {fl 0 + g '} v,.o\N ] 

1-. 2~d2Z 
q- {Bo.~ -F .t~o.,z ]~vv' q" ""  = R" 

Si maintenant, en eherchant l'expression pr6alable de z - - p a r  l ' i n t &  
gration de l'6quation pr6c6dente, apr6s y avoir omis les termes d@endant 
des fonctions B , . . .  - -  on trouvait une valeur de z o suffisamment petite, 
on aurait d'une mani6re facile la correction z I ~ ajouter ~ z0, de sorte 
qu'on ef i t :  

z =  z o + z~. 

Nais on peut aussi op6rer comme dans le num6ro prdc6dent. 
En effet, si nous admettons: 

d2 r -dO=g,--~z--..., 

d ' z  , t 9  , t Y  l dz 
dv "--'s ~--- dv dv Z - -  ~ dv  

~ 1 7 6 1 7 6  

nous aurons, "au lieu de l'~quation (I4), une autre, dont le type est celui 
de r4quation (x): lea nouvelles valeurs des coefficients Y y entrant De 
different de la fonction Y~ ou des constantes fl que de quantit4s du 
deuxi6me ordre. A cette nouvelle ~quation, on peut appliquer lea pro- 
c6d~s que nous venons de mettre en usage, et on parviendra de cette 
mani~re, du moins dans les calculs des perturbations des plan6tes, b. des 
expressions des int~grales extr~mement approch~es des expressions vraies. 

Ae.ta mathemaSb~a. 17. Imprim~ le 80 mars 1892. 3 
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I I n e  faut pas, cependant, se figurer qu'on puisse pousser les appro- 
ximations dont noun avons parl~ h l'infini; on peut, au contraire, pr~voir 
qu'en dehors d'une certaine limite, les approximations ult~rieures ne 
contribueront plus ~ l'exactitude du r~sultat, mais qu'ellen ]e font au 
contraire ~carter de plus en plus de l'expression exacie. 

Cependant, ayant trouv~, par la mfithode signal~e, une valeur tr~s 
approch4e de la fonction z, ce qui nous donne aussi une valeur tr~s 
approch~e de y, que nous ddsignons par Y0, il sera facile d'en ~valuer 
la correction. 

Darts ce but, posons: 

et 

(IS) dr2 

6quation dont il sera facile de trouver rint6grale avec rexactitude qu'on 
voudra, bien entendu en retranchant, s'il est ndcessaire, les termes 
longues p6riodes qui se produisent par les diverses approximations. Ces 
termes-l~ se r6unissent facilement aux termes de la fonction Y0. 

Ajoutons encore la remarque qu'il ne sera point n6cessaire de d6- 
terminer les fonctlons ~ a v e c l a  derni6re exactitude. I1 suffit d'en avoir 
une connaissance si approch6e, que les testes de la solution, respective- 
ment multipli6n par les diverses puissances de Yo, seront de tr~n petites 
quantit6s, qu'on pourra comprendre dans la fonction ~2 0. 

L'observation que nous venonn de faire tout&.l'heure nous paralt 
tr6s utile, v u  qu'elle noun dispense de recherches sur la convergence de 
plusieurs d6veloppements interm6diaires. 

4. Concevons maintenant le cas oh les fonctions :Ym., ont des va- 
leurs tr6s petites k l'exception de Y0.,, que nous supposons tout pr6s de 
l'unit6. Donc, en posant: 

(IO) d~Yi ~v~ -[-{ Y 1 %  :Y2Yo T 3Y~y~}Y, -t- { Y~ -t- 3Y~Yo}Y~I -]- Ysy~ = $2o, 

~0 ~tant une quantit~ extr~mement petite dont les divers termes ne 
seront pas agrandis par la double integration. En introduisant les va- 
leurs indiqu6es dans l'6quation (Io), nous aurons: 
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ro.x = I - -  Po.1, 

la fonetion Po.l est une tr~s petite quantitY: nous la supposerons de l'ordre 
des forces troublantes. 

En reprenant l'~quation (1), nous omettons une partie des termes 
du troisi&ne degr~, vu qu'il n'est pas n~cessaire d'y appliquer les trans- 
formations dont il s'agit maintenant. Quant aux autres termes du troi- 
si~me degr~, nous les rejoindrons au produit Po. lY,  ce qui sera permis  
en vertu des consid4rations suivantes. 

Admettons que la partie principale de la solution de l'~quation (i) 
ait la forme 

y = (H) eos[(I - -  c)~ - -  =], 

(H) cos= et (H)sinrt  6tant des fonctions ~ longue p6riode, dont les d~- 
riv6es seront, dans les cas ordinaires, de l'ordre de r mais dans les 
cas exceptionneIs de l'ordre de r 3. 

En diff6rentiant l'expression que nous venons d'admettre, il viendra: 

dy  
dvv---- - - ( i -  r  r ~rJ + (2), 

oh l'on a employ6 la notation 

(2) ----- d[(H) cos ~r ]dv  cos (I - -  r -{- d[(H) sin ~r] sin ( I d v  - -  r 

La fonetion (2), 6tant trSs petite pa r  rapport k y, on peut la n6gliger 
dans les formules que nous allons communiquer. 

Remarquons d'abord la formule 

(ayh 0= (i - -  c ) ' (n)  ~ 

et puis, en ne retenant que les termes d~pendant de l 'argument simple, 

y3 3 =~(H)'y, 

, 
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Cela ~tant, il est facile de voir comment, si l'~quation propos~e 
contien~ les termes 

dy s 

on peut en joindre la pattie essentielle k la fonetion Poa multipli~e par y.  
Dans l'~quation (I) qu'on peut maintenant ~crire ainsi: 

d'y (i P1 o dy ( '7)  dr-----' 4- Po.,)Y + . ~ 

[ _]_ p0.2[( I __y)y2 .~_ (I - - f l ) Y ' - -  \dvv] ] = S~, 

nous supposons d'abord, pour mieux juger de la pottle de nos trans- 
formations, les valeurs des divers P telles clu'on peut les appr~cier en vertu 
des comparaisons que voiei: 

~0,.o y_ f l (~) ' ,  

Po., ~- P,., ~- P,.0 -~/3(H), 

la constante /3 6rant li6e h r au moyen de la relation 

La fonction P0.1 seule n'ob~it pas k ees conditions: en effet, si nous posons 

C ,  =/3,  + P, 

l 'ordre de /31 et celui de xP seront donn6s par les comparaisons 

P ~ PI.o" 

Nous admettons encore que les fonctions P~, et P ne eontiennent 
que des terme~ p6riodiques k longues p6riodes, que la seconde d'elles 
contient en outre un terme constant, et que les trois fonetions zP0.~, Pla 
et P2.0 d~pendent d'arguments de la forme 

(i  - -  o ) v - -  B ; o.~-~. 
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Maintenant, si nous raisons 

21 

(18) dE 

+ 2x, E-d- J 

et que nous admettiona encore la notation 

, z ,z  + ( ~ - -  fl) E = L ,  ( ,9)  d,,' 

dy d'y 
il aera possible d'6viter, dana lea expressions de dvv et de h-~v" la deuxi~me 

d6riv6e de E ,  tant qu'elle se trouve multipli6e par quelqu'une des fonc- 
tions ~ et Z' 

P o u r  former, d'une mani~re ais6e, la d6riv6e de l'6quation (18), 
remarquons lea relations suivantes qui d6coulent imm~liatement de l'~qua- 
tion (I9), ~ aavoir: 

(2o) 

dl('-')~' + ,~ , / I  
dv 

\ -idv) 
dv 

---- 2L dE__ 
dv 

= - - [ ( ,  --fl)E~--\dv ] I-~- LE 

Or, en diff6rentiant l'6quation (I8), il viendra: 

dy = d~ (d~,o., (d~,,.o ) dE 
d~ ~ - -  \ d,, + (' - -  fl)~,,o)E + \ d,, ~'~ 

dZ. [dE'~ ' 21d;(.t sdE + ~ l ( ' - - f l ) E ' + , d ~ / l  + . ~+ ' ( ' - - f l )X '  I ~ 

+ -..}I(. -,)z'- , oI i 

+ ~,,.oL + 2z, E + 2(X o - - Z , ) ~  L, 
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et par une nouvelle diff6rentiation nous aurons, toujours faisant usage 
de l'6quation (19) et des formules qui en r6sultent, 

(2 I) dry d'E [ d'9oa dr ] 
2(I  - -  f l ) ~  + (I - -  fl)~o., E 

[a '~,.o a~o., (1 --fl)~,o} aE + av ~ 2-aV 

a'z, .. az, I =F, a~ + ~ + 4 ( , - - f l ) ~ v - - 4 ( ~ - - f l ) X ,  I 

la~z, az, 11 (aE"l + d--~--4a-7-, - - 4 ( i - - / ~ ) Z ,  (I - -  ~)E'  - -  \do ) I 

a~ ( a~,.o ) + ~ , . o~+ 2 d,, ,r L + 20Co~;~) L~ 

aEla~. 
+12Zl E + 2(Zo--Z~)dv If. 

Maintenant, si l'on introduit dans l'6quation (I 7) les expressions que 
dy d2y nous venons d'6tablir de y, de ~ et de ~-~, et que nous admettions les 

notations que voici: 

(22, a) I w A O l  ~'~o.1 (I -, d~gto ' I -- �9 = - -  a v  . 2  - - / ~ ) ~  %(-fl)~0.,+(I-V0.,)(1-~0.,) 

(as ,  b) -A1 o - -  d'r 2 dr 
�9 ~ d r '  d v  

(~ - -  fl)~,,.o + (1 - -  Po. ,)~, , .o 

+ p , , ( a ~ , . ,  �9 \ dv f'~ + PLo, 
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(~ ,  c) .4o., = a'zj + (, _ Vo.,)Zo + V,.o ~ + Vo.,, 

_____ :'dz, 
(2..9, d) .All. a';(,+dv, 4 ( ' -  ~) ~-~-v - -  4( '  --/~)X, + (t - -  Po.,)Zx 

la  x, + + + P,.,, 

(~2, e) a~o a'z, % �9 = d r '  - - 4  d-~-o - -  4 ( '  -- ,8)2% + (x - -  Po.,)Z, 

+ Ao{~-- :z,l+ Ao, 
il viendra: 

23 

d'E dE 

(aE'~ 
+ a"~176 d~/1 

dL / d~v,.o ) 
+ ~,.o~+ ~2 ~ ~o., + P,.o~,.+ L + =(Zo --Z~) L '  

{ eFle~ 
+ =z,E+=(Zo--Z~)a, la, = ~, 

-~'o'[ ('-p)(y'-E~)+(@'~'-. ~e,V ~d,,P~'l/I 

Le plus souvent, c'est.k-dire dans les casque pr6sentent, ~ quelques 
exceptions pros, les mouvements des plan6tes, on pourrait 6galer la fonc- 
tion Ao., k une constante et Ies quatre A restants, k z6ro. On obtient 
ainsi, les deux fonctions ~0 et les trois fonctions Z, les premi6res du 
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second degr~ et ]es derni~ren du premier degr& Ce|a ~tant, il est 
~videmment permis de n~gliger, clans l'~quation prdeddente et dans la 
premiere approximation, les terme~ multiplies par/'0~, P~.~ ou P~.0, tandis 

d~ 
qu'il faut garder les termes multiplies par L et d'~' vu qu'ils sont, /~ 

l'exception de 
d~.o 

2--/~-v L + 2(2'0 - - z2 )L ' ,  

d u  " "~ trolsmme degre. 
Mais noun verrons tout de suite qu'on aura faeilement une dd- 

termination approch~e de la fonction Z, ce qui nous permettra de tenir 
eompte, d6j/~ dann la premi6re approximation, den termes dont il s'agit. 

D6nignant par flail la partie conntante de la fonction P, nous 6crivonn: 

P - - p . H +  P 

ce qul donne: 

eo., - -  fl, + fl, H + F .  

Maintenant, ni nous raisons: 

Ao., = fi~ + fl, H ,  A,.o = Ao.,---- A,. ,  ---- A,.o = o, 

noun aurons de l'~quation (23) la suivante: 

(24) 
diE dL 
d~ ~ q- (~ - - f l ~ j S s H ) E  .q- ~, .o~v--t:oaL -{- M----- ,R, 

off ron a ddsignd par M une fonction du premier ordre et tout au moins 
du troisi6me degr~, dont la plus grande pattie peut ~dtre regardde eomme 
connue. 

En retranchant rdquation (I9) de r~quation (24), on obtiendra l'~qua- 
tion restante que voici: 

d/5 
(2s) L =  ~ + (A + p s ~ - - f l ) E - - ~ , . o ~ +  ~ 0 . , ~ - - ~ .  

Noun n'avons pas iei motif de connid~rer d'autres easque ceux oh 
la diffdrence 

est tr~s petite, tout au moins du premier ordre et du second degr& D'un 
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autre e6td, nous nous dispensons d'examiner les cas oh la fonetion E est 
plus grande qu'une quantltd du premier degrd, vu qu'autrement l'orbite 
ne serait plus une orbite plan6taire, mais bien pareille k celle d'une 
eom6te. Mais cette prdsomption-lk exige, dans les eas exeeptionnels, que 
les termes critiques dans B soient tout au moins du troisi6me degr6. Par 
ees considerations, on eonelut que 

L----~2 

constitue une valeur approeh~e de L.  En effet, l a  fonetion M ~tant 
donn~e au moyen de la formule 

(26) 

dv + ~.o(Zo--Z~) ~ L 

+ ~ Z ~  + 2 (Z0 - -  Z2) dv I d~ + ' " '  

elle est dans les eas ordinaires une quantit~ du troisibme degr~, mais 
dans les cas critiques oh L e s t  du troisibme degr~, du einqui~me degr& 
I1 s'ensuit que le p r e m i e r  terme du membre droit de l'~quation (25) 
l'emporte sur les autres, bien entendu sous la condition, que ~0.~ et ~1.0 
soient des quantit~s du second degr~, ainsi que Zo,Z~ et Z2 du premier 
degr~, ee que nous avons suppose, vu qu'autrement la transformation 
indiqu~e aurait ~t~ sans suee~s. Mais encore, puisqu'on peut joindre, ee 

dE 
qui est bien ~vident, les facteurs qui multiplient /~ et ~'v aux 6quations 

(22, a) et "(22, b), et Ies y eonsid~rer eomme des quantit~s eonnues, la 
partie restante de M sera, non seulement du troisi~me ou du einqui~me 
degr~, mais m4me du deuxi~me ordre. On peut done commencer les 
approximations par int~grer l'~quation 

dtE d~2 
(37) d , , , +  (~ - - p ,  - - ~ n ) ~  = ~ - -  ~,,.o~ + ~,o.~S~. 

~ l O l e n ~ l ~ .  17. Imprim~ le 30 mar~ 1892. 
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En portant, dans l'~quation (25) , rexpression de M que nous venous de 
signaler, nous aurons sans peine un r&ultat de la forme: 

dL 
(=s) r. = iv--~. 

Dans cette relation, oh l'on a n6glig6 le terme d4pendant de L ~, on peut 
consid6rer N e t  ~ comme des fonctions toutes connues, de la mdme nature 
que ~2 et F0.t. Nous reviendrons plus loin sur la rdsolution d'une dqua- 
tion du type (28). 

5. Revenons aux 6quations (22). En remplagant les cinq A par  
des valeurs ddtermindes, nous aurons cinq 6quations lin6aires du deuxi6me 
ordre, dont la troisi6me s'intbgre ind6pendemment des autres, et les quatres 
restantes se divisent en deux groupes formant chacun un syst6me de deux 
6quatlons simultandes. 

Admettant d'abord: 

l'6quation (2 2, c) s'6erit ainsi: 

x40. 2 ~ O, 

d~o 
de + (i -- ~, -- ~H-- F)Zo + P,.o~ = -- Po~. �9 

Pour nous faire une idde de la nature de l'intdgrale, supprimons les 
termes ddpendant de P '  et de /'1.o, vu qu'ils n'exercent aueune influence 
ddcisive sur le r6sultat. 

Cela pos6, nous allons considdrer un terme critique isold de la fonc- 
tion P0.2, ~ savoir: 

Po., = r sin [(i - -  e ) v - -  B],  

oh la nature critique 
admis la diffdrence 

du terme s'est manifestde en ce que nous avons 

~ - - 2 a  

tr~s petite. 
En introduisant, dans l'~quation (z9), l'expression adop~e de Po~, 

il en rdsulte: 
r sin [(I - -  6 )  v - -  B ]  

2(o "---,81 + p , H - -  2~, + o'" 
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Certes, le coefficient du sinus ne peut devenir infini, vu que la 
constante H contient, parmi d'autres termes, le carr6 de ce coefficient, 
mais il peut devenir trop grand pour dtre considdr6 comme une quantit6 
du premier degr6. Dans ce cas, pour avoir une valeur du premier 
degr6 de Zo, il faudrait 6galer Ao.~ non plus it z6ro, mais bien it la fonc- 
tion 2'0, multipli6e par un facteur du premier ordre. Donc, en d6signant 
ce  facteur par rio, nous aurons, au lieu de l'6quation (29), celle-ci: 

(30) a'Zo + _ A - -  t i f f - -  v')Zo + Po, a,, d v  g . . 

En maintenant les suppositions de l'exemple pr6c6dent, il viendra: 

r sin [(i --  a)v - -  B] 
Zo = A  +~, +&H--2r ~" 

d'oh ron voit facilement, en considdrant r comme une quantitd du pre- 
mier ordre et du premier degT6, que la fonction 2'0 reste du premier 
degr6 si la diff6rence /3 l - - 2 a - 4 -  a 2 est tr6s petite. 

Pour rendre plus facile l'6tude des deux syst6mes dans lesquels se 
divisent les quatre 6quations restantes du systSme (22), it savoir: (22, a), 
(22, b), (22, d) et (22, e), nous allons y opdrer une transformation, afin 
que les deux 6quations de chaque systbme soient sym6triques, propri6t6 
que ne poss~dent pas encore les 6quations dont il s'agit. Dans ce but, 
on peut utiliser la m6thode suivante. 

La forme commune aux deux syst6mes 6rant d'abord celle-ci: 

(3,) 

d'a: . d z  ~vv d y  

,Z'y ~ c d~ I)~ = Iv', -d-~,+ A + B y - -  dr - -  

= M ,  

A , B , C  et D signifiant des fonctions connues, et p et q des constantes, 
introduisons.y, a u  l ieu de x et y deux inconnues nouvelles, $ e t  7/, 
li6es aux premi6res par les deux relations: 

x ---- ~ cos toy + ~ sin toy, y - -  ~ cos toy - -  $ sin toy, 

dans lesquelles on a d~isign6 par r une constante ind6termin6e qu'on 
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ehoisira convenablement. Pour rendre les formules qu'on va obtenir plus 
simples, on se servira de la no ta t ion  

Cela pos6, on obtient, au lieu des 6quations (3x), les suivantes: 

dg$ dS r A u] + ~ [2 . ,  + c + 2p cosu'] dv'---~ + ~ t. - -  21o sin u cos 

+ ~ [ - - o :  + B -  ~o6'-- 2~oIo eosu' + 2q eosu ~] 

"4-7][eoA + D -  2eolo sinu cosu + ~q sinu cosu] = M c o s u -  Ns inu ,  

d~ [2~o + C + 2/0 sin u g] d'___~ [A -t- 2 p s i n u e o s u ] - - ~  d$ 

+ 7[--  t~ + B - - t o C ~  2topsinu ~ + 2q sinu']  

+ ~[oA + 1) + 2wpsinu c o s u - -  2ffsinueosu] ~- M s i n u  + Neosu ,  

et si l'on pose: 
o = ~ +~,~,  

cl' O 
(3~) ~ + { A - i [ : , , , + e , + p ] }  a ~  + {--.,' + B--,oC-- o,p + q-- ( . , a  +/)]10 

"u l i a~ '~'; I + pe [ dv + dv W ( - -P~  + q ) e " , ( e -  i~/)= Me" T iNe'". 

De m4me, en adoptant la notation 

on parviendra k l'6quation 

�9 .dE ~,z~+. {A + ~(~., + c + P)I~ + 1 - - "  + B--  . ,C-- .,p + q + i[. ,a +/)]}2 

( ,z, d,,) e-"V ~fe-" + l)e-" - -  i N + ~v + ( -  l)e~ + q) + iT) ---- - -  iNe-'". 

il viendra: 
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Les deux 6quations que nous venons de trouver s'6erivent aussi de 
la manibre suivante: 

(33) 

d ' O  . d O  ~ 

d v  

dT, + {V + ia} + {F, + iG,}Z--~,  -~'`a~ d v  

(p,o - -  q)e : ' 'z  

= (M + iN)r",  

- - -  ( p o  - -  q ) e - 2 ' ~ O  

done, elles forment 6videmment un syst~me sym6trique. 
Dans les 6quations que nous venons de signaler, on a employ6 les 

notations 

.F  = A;  F~ = - -  oJ ~ + B - -  o ~ G -  ~_p + ~; 

G = 2 c o + C + ~ ;  G~ = ~ A + D .  

Concevons maintenant  le syst6me que forment les 6quations (22, d) 
et ( 2 2 ,  e). En 6galant Z1 k x et Z2 k y, nous aurons, en omettant  le 
petit  terme du deuxi6me ordre 2flPl.o: 

A -----/)1.o; .B = - -  3 + 4 f l -  Po.t = - -  3 + 4 , 8 - -  ,8, - -  & H - -  P' ,  

C = 4; D = 2Px.0; 219 = -  4fl; q = o, 

et si nous posons: 

M = - -  P ~ . , ;  N = - -  P ~ . o ;  

4t5 - - / / :  - -  t/3H = 3,~, 

sera 6videmmcnt une quantit6, k bien peu pr6s 6gale ~ fl ou h /~,. 
Cela 6tant, nous allons d6terminer la constante a~ de mani6re que 

le coefficient G disparaisse. De cette condition, il r6sulte: 

~ = _ 

ce qui entraine: 

�9 ', = x - - f l +  3 ( ~ - - f l ) - -  P'; G = ~fll,.o. 
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En n~gligeant, comme 
les ~quations 
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plus hau% eette derni6re quantitY, nous  aurons 

d~O dO 
d~,.+ P, , .~  + [ ~ - - f i +  3(~--fl)--P]o 

- ~',~'" -" ( ' - }~)"  d,,dz 419,{, _ ~/~)~' ,,', - , , ( , -  b ) ,  . . . , ,  

= _ (P,., + ~V, .o )~ - ' ( ' - l -+ ,  
d i S .  p dZ  
dv' + 1.o~-b[1--19H-3(~--19)--r]Z 

�9 ( + 2~p'e 4fl dv - - 2  

,,(,-~+ 
= - - ( P m - - i P 2 . o ) e  

d~O 
Jr. ( I - - t 9 ) 0 - -  2i19e-"O-[a) ' d2'-d~v - 4fle^ -''(1-~-a]'~. , , ,,~ 

�9 1 

= - -  i{re-'t(i-",,-"J + ~e'~('-'"-"J}e-"('-~'~) " , 

d t S  1 
�9 +- (x - -  19)Y., "-I- 2i19e 4'( '-~')" dO 419e4'('-~-~) ' 0 dv (1)  

= ilre,t(1-.),,-.J + ~e-'r('-'>'-"lle ' ' , - i B . ,  

(34) 

Examinons ce que deviennent O et 2: lorsqu'on suppose, dans PI.~ 
et t:'2.o, l'existence de termes d~pendant d'arguments critiques. A cet 
effet, supposons que nous ayons: 

P,.o = (r + ~)cos[(, - - ~ ) v -  B], 
Pa.~ - -  O " -  a) sin [(~ - -  a)v - -  B]  

et que le coefficient a ait une valeur telle que la difference 

f l~20" 

suit tr6s petite par rapport k 19. 
Or, si l'on n6glige les termes d~pendant des parties p6riodiques, 

c'est-k-dire de /)1.0 et de P',  ainsi que la diff6rence /~--19, les 6quations 
pr6c6dentes devlendront: 
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d'olt l 'on tire, en inerrant: 

31 

0 = -  i{#e -'[(3-~-')o-B] -Jr" ~e-'[('-P+')'+a]}, 

,y, = i {#e*3-~- , ) , - ,~  + ~e,cc,-p+o*+,~}. 

les 6quations de condition: 

~ l - -  (3 - - , 8 - - , , ) '  + , - - p ]  + 2,8,,(, + P - - 4  = r ,  

, , [ - - ( , - - p  + o)' + ,  - -  p] - -  ~,~,(~ - -  p - -  ,,) = .~. 

De lk il s'ensuit que le coefficient p e s t  une quantit6 tr6s petite du 
m6me ordre que 7; quant au coefficient ~, on volt qu'il acquiert le m6me 
diviseur qui figure d6jk dam 2'0" On conclut de lk que l'61imination des 
fonctions Z, et ;(2, dans un cas critique, ne sera pas plus faciIe que ne 
l'a dt6 celle de la fonction 2'o" Cependant, il ne se produira aucune 
complication ult6rieure de notre 6quafion r~sultante, vu que les termes 
dus aux fonctions Z, et 2'2 vont se rejoindre, apr6s quelques op6rations 
faciles, aux termes analogues dam Z0, de sorte que toutes les trois fone- 
tions dont il s'agit, s'uniront dans une seule. 

Venons finalement aux deux premi6res des 6quations (22). En les 
comparant aux dquations (3I), on aura, si ron n6glige le terme du 
deuxi6me ordre, les valeurs 

a = P,.o; B = ~ - - / ~ ,  - - A / Z - -  F ;  e - -  2; ~ - -  P,0, 

2 p  = ~ 2,8; q = o ,  

2 V  = - -  .P0. , ;  _-,'V - - -  - - . P , . 0 .  

Faiaons d'abord G = o, ce qui nous donne: 

e~ pnis: 

o = -  ( ' - - : 4  

~, - -  '--A--A~---P; a, = o ,  
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en n~gligeant toujours les quantit~s du deuxi~me ordre. 
ainsi, en omettant les coefficients p6riodiques, lea 6quations 

a ~tant une 
du deuxi6me 
que voici: 

Noua aurona 

~' o + (.  _ f l ~  - -  ft. I t - -  r ' )  o - -  i ~  - ' ' - ~ ~  ~_z p _..._,...~ 

= (P + ~P,0)~ -'('-}~)', 

+ (, - -  s - -  A H - -  P) r  + ipe','-P" ~ - -  pe"'-P"O 
,(,+), 

= ( P  - -  iP~.o)e . 

Maintenant, si noua supposons: 

P '  + iPl.o - -  re~C~-'+a~; P'  ~ iPl.o = re -'~~ 

quantit6 tr6s petite par rapport k f l ,  et r un coefficient 
ordre et du second degr6, nous parviendrons au rdsultat 

0 = ~ - 'E('+-+-~] + l~e~[(1- ~#+~)~+~], 

z = ~ ' [ ( ' + - ~ - ~ ]  + d [('-~-~+~1~+~], 

lea coefficients # et p se d6duisant en vertu des 6quations 

-----T, 

- -  O~ 

d'oh l'on conelut facilement que lea fonctiona dont il s'agit peuvent acqu6rir 
des valeurs tr~a grandes, la diff6rence f l l - - f l  6tant tr6s petite. ]1 s'enauit 
de lk que les transformations que nous venona d'indiquer derni6rement 
ne portent pas toujours au but propos& 

Mais si, dans un cas critique, il se trouvait impossible de falre 
d E  

disparaitre enti~rement lea coefficients variables de E et de ~-v' on pourrait 

du moins utiliaer les Squations (35) pour ddtruire une infinitd de termes 
dana lea fonctiona P '  et P1.0, de sorte qu'on n'aurait retenu, dam les 
coefficients dont nous avom parl6, qu'un hombre fini de termes. 
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6. Dans le cas oh Yon ne saurait annuler Ies quantit6s Ao.1 et A1.0, 
ni les trois A0.~, Am,  212.o non plus, l'6quation (I 7) prend la forme 

d~y d(H)'\ dy 
(36) ~v* + [x - -  s - -  A ( H ) '  - -  ~ ]y  Jr ( 0  -4-/~--dT} ~v W fl0zo(H) 2 =  SI, 

oh l'on a mis en 6vidence les termes d6pendant de (H) *, fonetion qui est 
donn6e par la fomule  

= + 

Dans l'6quation que nous venons de signaler, on a d6sign6 par  ~F et O 
deux fonetions connues ne contenant qu'un nombre fini de termes pure- 
ment p6riodiques, la premi6re consis~ant exclusivement des termes en 
cosinus, la seeonde des t~rmes en sinus; les coefficients p e t  fl0 sont des 
constantes, le premier de l'ordre z6ro, le second du premier ordre, et tous 
les deux du degr6 z6ro. Nous supposons enfin, qu'on n'ait retenu, dans 
la fonetion Zo, qu'un hombre fini de termes. 

Maintenant, si nous rempla~ons la fonction y par une autre z, et 
la variable ind6pendante v, par une autre u, et que nous supposions les 
relations suivantes: 

o f  Od~ g 
y = ~ + ~; dv = (x + r du, 

~tant une fonction dont nous pouvons disposer k volont~, nous aurons 
d'abord: ~ 

d--v-- ~-~(I + r  e -f~d', 

d'y Id'z, Zd'r + r162 

et ensuite, en introduisant les expressions obtenues dans r6quation (36): 

(37) x d'r b [* --fl,--fls(H) ~ ~](~ + r z d~---' + x + r d~* 

~9o~{H )' e 2 f ~  ~ ~f~d~ 

Aof~ ~ . tkema~.  17. Imprim6 le 28 avrU 1892. 
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Dans cette ~quation, on a omis le terme d~pendant de d(H)" d ~  ' Vu qu'il 

dolt gtre consid6r6, le cas 6tant critique, comme une quantit6 du cinqui6me 
degr6. 

Cela 6tant, nous allons d6terminer la fonction r de mani6re que la 
condition 

(38) I a ' r  e ' f ~ "  
+ C a ~ , +  [~ - - f l ,  - -  fl~(H)' - -  e ]  (, + r  x - - f l ,  - - f l ~ '  

soit satisfaite; on a employ~ la notation 

( ~ ' .  

En supposant de plus que (H) 2 ainsi que 7/g.soient des quantit~s du 
deuxi4me degr~, nous aurons, vu que ~ est ~videmment une fonetion 
longue p~riode dont la seconde d~riv~e est une quantit4 du second 
ordre et au moins du second degr~, la relation approch~e: 

(~ + r  j , , . .  

Si l'on introduit cette expression dana la formule 

(n)' ('-P)Y' + ~d~/ 

()" z' d,  (I "1- ~b):e - ' f*~" -- (~ - - f l )  (x + r + ~ 

il viendra: 

et l'on pr~voit 
une quantit~ du quatri~me degr& 

En utilisant la relation trouv~e, et en 4tablissant les notations 

.(2 2f~d, 
2' - -  i Zo r (a )  = ([ + r e + 

on parvient, eu ~gard k l'~quation (38), au r~sultat que voici: 

d~z 

(Tl) ~ --_ ~ 2 e - f  ~'~" ' 

als6ment que l 'erreur de eette relation ne surpasse pas 
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Telle est r6quation qu'il nous reste k int6grer; mais avant que de 
nous occuper de cette t~che, revenons ~ rint6gration de l'6quation (38). 

Si 1'on 6crit la dite 6quation de la mani6re suivante: 

d~r I--p1 e2f~dv 
(40) d . '  (, + r + (I --fl~)(i + r = f l~ ' ( i  + r 

~fod. 
_ [ f l . (~ ,  + ~r](~ + r 

on pourra tout de suite, aux termes du membre de droite, appliquer les re- 

lations approch6es entre fod  et r et entre (H) 2 et 7/2 que nous venons 

d'obtenir tout g l'heure. Mais puisque les fonetions # et V sont don- 
n6es au moyen de v, tandis que la variable ind6pendante de notre 
6quafion est u, il faudrait d'abord changer la variable d'oh d6pendent 
les arguments. Cependant, la diffdrence v - - u  ne contenant que des 
termes p6riodiques, on peut mettre, tout simplement, u au lieu de v 
dans les arguments de la forme 

~v + 41, 

le coefficient ~ 6tant une quantit6 du premier ordre et, dans les cas cri- 
tiques, du second degr6. 

En effet, si nous admettons le d6veloppement 

e ' f * ~  ----- a o + a 1 cos(a,v + A , )  + % cos(%v + A~) + . . . ,  

qui est n6cessairement convergent, mgme si f~dv est unc quantit6 de 

l'ordre z6ro, et que nous y posions: 

nous aurons imm6diatement: 

e~ f Od~ = ~o + ~, cos(;,,. + 41) + % cos(~,u + zl,) + . . .  

- - { h , a ,  sin ~lu  + A1) + ~2a~ sin(~u + A2) + . . .}U 

U' - -  { ~ 1  cos(~,~ + a~) + ~ ,  cos(~,~ + a,) + ...}, ~ 

. . . ,  
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d'ofl il est visible que los parties ddpendant des puissances de U sont 
peu considdrables relativement aux termes de la premiere ligne, la fonc- 
tion U dtant consid6rde comme une quantitd de l'ordre zdro. 

En calculant la fonction U au moyen d e  la formule 

U =  I( /u  r 

on ne saurait ~viter la naissance d'un ~erme sdculaire, ce qui ne dolt 
pas, eependant, se produire. I1 ne sera pas difficile, toutefois, de se mettre 
~, l 'abri d'un tel inconv6nient. En effet, il ne faut qu'ajouter au membre 
de droite de l'~quation (38) une constante, ~, qu'on peut choisir de fa~on 

d~truire le terms s~culaire dont nous avons parld. 
Mainten~ng, apr~s avoir ~tabli la notation 

oh la fonction 1V ne renferme que des termcs p6riodiques, nous mettons 
l'~quation (40) sous la forme 

a ' j +  
d,~ 2 

[7 ] 
+ e ( ,  + r  w - -  - -  A )  - -  . 

+ #8 ,f  - -  ( ~  (, +-~) , ) - -  ~(~ + +)------~ 

-t-" 6 ( I -  fl~)(ot Jr W ) ~ ' - - . . . .  

Quant s cette 6quation, il s'entend facilement, sans qu'il soit n6cessaire 
d'entrer clans les d6tails, comment on op6re son intdgration au moyen 
d'approximations successives. J'ajouterai l'observation que, selon l'hypo- 
th6se, les fonctions ~ ,  (H) ~ et gr ne contiennent que des termes it longue 
p6riode ou bien des termes constants: un tel terms passera 6videmment, 
sans 6tre essentiellement agrandi, clans l'int6grale de l'~quation (40). 
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7. Toutes les lois qu'il s'agit d'un cas critique, l'int~gration de l'~qua- 
tion (39) eat, comme on le eomprend ~ la premiere inspection, extr~me- 
ment difficile. Nulle esp~ranee d'en trouver la solution sous forme d'un 
d~veloppement, ni suivant les puissances des forces perturbatrices ni 
suivant celles des excentricitds ou des inclinaisons. Mais il parait mdme 
manquer toute possibilitd de retrancher directement, de l'dquation dent 
il s'agit, quelque partie de mani~re que le reste soit convenable ~ l'intd- 
gration, tandis que l'influence de la partie retranchde soit assez petite 
pour dtre ndgligde d'abord. I1 faut done recourir ~ de nouvelles trans- 
formations. 

Pour  pr6parer un peu le terrain, posons: 

a=Zo  + z l ,  

ce qui changera l'dquation (39) en la suivante: 

(~ t~ o (~ s~ l 
d~ ~ + ~ + (I - - p l  --Ps~(Zo + gl) + Po)[~' = (~)" 

Puisque l'une des fonctions z oet z~ est enti~rement arbitraire, noun pouvons 
la ddterminer par l'6quation 

= P0z, 
ce qui entraine: 

Toute la partie ~ droite est connue: selon notre supposition, (~)est 
une quantitd du troisidme degr6, si le cas est critique, et on s'apergoit 
facilement que les termes critiques dans la somme 

- - : , ) z  + a'x 

sent aussi des quantit~s du troisi~me degr& 
I1 parait s la premiere inspection que l'~quation en z o est bien simple; 

n~anmoins son integration pr6sente de tr~s graves diffieult~s. Afin de 
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les aplanir, nous allons remplaeer :7 ~ par deux nouvelles fonctions, 70 et 
7~, dont la seconde soit connue. Dans ce but, posons: 

Zo = 7 0  c~ - -  tro)U-- Bo - -  1to]; Z 1 = 7 1  e ~  t r l )U- -  B1 - -  ~r,], 

7~ eos~l et 7~ sin 7q 6rant deux fonctions connues. Nous admettons en- 
suite, ce qui est d'accord avec la supposition d'un cas critique, que la 
diff6rence ~r o ~tT~ soit extrgmement petite, de sorte que l 'on ait: 

ao - -  al ~- trot ~, 

hypoth6se k laquelle nous ajoutons la suivante: 

Avant  d 'aller plus loin, voici quelques relations entre les fonctions 
dz  o dz  1 

Z~ ' Zl ' 2~-~' ~ d 'un c6t6 et 7o, 71,1to, ~r~ de l 'autre. 

Apr6s avoir fair, pour abr6ger: 

(~ - -  ~,o)U - -  B o  = f i  ; 

f o - - %  - -  Fo ; 

70 cOS~o-~go ; 

7o sin ~'o -~ ho ; 

dgo dh o 
cosfo ~ "4- sinfo ~ = (~)o; 

(x  - -  ~ ,~)u - -  B1  " -  f , ,  

f~ - - ~ 1  - -  F1, 

7~ cosrq = gl, 

71 sin ~r 1 =- hi,  

dgl dhl cosf  + sinfl = 

nous aurons: 

dz---~~ - - ( I  - -  ~'o)7o sinFo -[" (~!)o ; d~t 

dz__~1 = __ (x - -  ~1)~/1 sinF~ + (~1)~. dst 

Les fonctions (~)o et (~)1 6taut ordinairement du premier ordre et 
du premier degr6, dans les cas critiques m~me du troisi6me degr6, on 
peut, le plus souvent, les n~gliger k c6t6 de 70 et 7~" I1 y a cependant 
des formules oh l 'on doit, in6vitablement, les retenir. 
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Cela 6tant, il sera facile d'6tablir les formules que voici: 

Z o = g o  cosf  ~ + ho sinfo ; d z o  (i __ ~o)(go sinfo __ b ~ cOSfo) + (,~)o ' du 

( I - - ~ o ) g o  ----" ( x - - a o ) z  o cosfo--dd--~sinfo + (a)os inf  o, 

dz o 
( t  - -  ~ro)h o = ( I  - -  oo)z o sin fo + ~ ~  c ~  - -  (~l)o c~ 

(I --ao)'~o' = (~ --ao)'Z~o + ~,d~] 2 ~ ( a ) o  + (~)o ~, 

ainsi que des formules toutes semblables dormant gx, ht et ~ .  
En d6signant par  w la diff6rence 

F o - - F ~ - - ( a , - - a o ) u  + B ~ - - B  o + ~ - - ~ o ,  

nous aurons ensuite: 

dz o dz, 

( i - ~ )  ~o ~ - - ~ ,  ~ ; 

- - - -  ----- (,--fl)V]o~, cosw + (fl-- 2a+ aoa,)~o~, s inF o sinF,  

- - [ ( x - -  ao)(A)~o s inF o +(I--ai)(l)ov]~ sinF~]+(2)o(2)~, 

- -  (f l--  = a - -  r + a~ a) ~ov/, cos F o sin F~ 

+ (~ - ~){(~),~o cosF0 - -  (~)o~, cosF,  }, 

oh l'on a employ6 les notations 

Nous ajouterons encore 
prochainement;  lea voici: 

quelques relations qui nous seront utiles 

7/o~ cos w - -  (go g, + hoh~)cos ( f o -  fa) + ( h o g , -  goha) sin (fo - - f ~ ) ,  

~o~h sin w = (goga + hoh~)sin (re - -  fa) - -  (hog~ - -  goh~) c~ (re - -  f~) 
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ou bien: 
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~o~, e ' '  = {gog~ + hoh~ --/(hog ' --goh~)le 'Ct'-t,'. 

Nous allons employer, plus loin, la notation 

to-t ,  -,9; 

il conviendra alors de se rappeler  la relation 

d~ 
u m  2T. 
d~ 

En vertu des formules que nous venons de signaler, il  sera main- 
tenant facile d'dtablir la suivante, o/1 l 'on a n~glig6 "les termes du pre- 
mier ordre, ce qui convient s l'usage que nous allons en faire, 

r ----- ~2o ~ + ~ + z~0~ cog w. 

En portant cette valeur de r dans r~quation en so que nous venons 
de  donner clans le commencement du num~ro present, nous aurons, apr~s 
avoir dtabli la notation 

g d ' z  
~' = ( ~ ) - - ( '  - -g )  x ,s,,~t,.,,,,, 

l '~quation suivante en z0: 

dt~o ~,. 
(4~) du' + {: t--f l~ - -  fls(~ + 2~o~/, cosw + 7/~)}z o = 

8. En par tant  de l '6quation (4I), il y aura lieu de supposer le 
d6veloppement que vo id :  

~0 --- ~ + ~ cos w + ~ cos 2w + . . .  

+ r~ sin w + r~ sin ~w + . . . .  

De eette forme, il d~coule imm~diatement: 

du cos nw + t i T . .  I - -  = ~ - -  sm nw ] 

d w  + ~ { - -  .u.  sinnw + .T. eos.wl~, 
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du" Z g. d' T. - -  d-O-cos nw + ~ sin nw 

I dT,, Idw + zZ  --naV"sinnwa,~ + nXjc~ 

- -  Z { n ' U .  eosnw + n'T.  s i n n w l \ d u /  

4" ~ { ~ n U .  sinnw + nT. c o s n w , a , ~ , .  

En introduisant, avee le d6veloppement admis de %, cette expression 
de la deuxi6me d6riv6e dans l'6quation (4I), il en r6sultera: 

d'Uo 

a,v, 1 (~w,~, ] _~,w - - ~ - j  + I - -  f l ,  - -  \ ~ - ]  - -  fl. (r]~ " l -  v i i )  U,  -l'- 2 d T t d w  d,~ d---ff + :C~h-?~' 

--fl.,~0~.(=~0 + v , ) =  o, 

Ul d'W ' I d U ,  d w  
- - f i ' ( r  + r T, - -  2 d~ a~ 

a'u, { 2,{aw'~, 
d,~,+ ~-- ,8, - -  \ ~ / - -  

- -  AVoV,T, = o, 
aT, dw d'w 

ft. (r "4- ~1) U~ .-1- 4 du du "4" 2 T, du" 

- -  s + u . , )  = o ,  

�9 �9 , �9 �9 �9 , �9 . �9 �9 �9 

Ces 4quations, deux formant toujours 

d~w 
2U~d~, 

- -  fl.~o~,(T, + r , )  = o, 

un couple (h l'exception des 
trois premi6res), on peut les r6unir dans une seule 6quation du second 
ordre en posant: 

z .=  ~r. + ~T.. 
A c t a  m a t l w # t a H o a .  17. Imprim~ le 27 avril 1892, 6 

d'T,{ 2.{dw~' 1 dV, dw 
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Le type g~n~ral des ~quationa qu'on obtient ainai devient: 

d ' Z ~ l  n~{dw~' ] JZ. .d'w 
(45) ~-~ + , ~ , -  ~/-~.(~; + ~) z~ ~ . ~  

- -  ; ~ o ~ , ( z . _ ,  + z.+,) = o; 

et de cette ~quation, on en peut tirer une autre, que je tiena pour la plus 
convenable aux recherches sur la convergence du d~veloppement pro- 
pos~ pour repr4aenter la fonction z o. Afin d'y arriver, posona: 

Z.  = r 

En introduisant ~ au lieu de Z., dana l'~quation pr~e~dente, il viendra: 

,z,,, + ~-- f l ,  \a.] fl,(~'~ + 'f') <.-- 2m~.a~ 

Maim puisqu'on a: 

~20~ e*(~-~) ----- gog~ -t- hoh~ - -  i (hog ~ - -  goh~), 

%~1 e-~(*-~) ----- gog~ + hoh~ "b i(hog~ --goh~), 

dO 
- -  ~ 22"~ du 

l'~quation demand~e prendra la forme que voici: 

+++[ I (43) du' + t - -  fll - -  4 n ' r ' - -  f13(~o + ~2~) r - -  4inr d(" 

= fl,(g0gt -{- h0hl)(~._t -t- ~ ' .+ , ) -  i f l , (h0g t -  g0h,)(r ~.+1). 

De cette ~quation, deux chosea sont facilea k conclure: d'abord, que 
lea fonctions ~'~ ne peuvent aucunement devenir p h a  grandea qu'une 
quantit6 du premier deg%, vu que 72o ~ contient lea carr~s de toua les coeffi- 
cients dana ces fonctions; et puis, que lea fonctiona dont il s'agit, lorsque 
n devient si grand que le produit nr  aurpasse l'unit~, d~croisaent de ma- 
nitre k former une s~rie convergente. 

Pour corroborer cette derni~re assertion, n~gligeona la fonction ~'~+t, 
et suppoaons clu'on connaisse ~_~, dont la valeur ne aaurait surpaaser une 
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quantit~ du premier degr6, aiasi que les expressions approeh~es de 
g 0 , g l , h 0  et h I. 

Concevons maintenant un terme du second membre, d6signons-le par: 

et n4gligeons la partie p~riodique de ~ + ~ .  En vertu de l'~quation 
pr~c~dente, on obtient facilement l'expression suivante du terme demand4 
dans ~',, la voici: 

~" - -  2 '  + 4n'r' - -  I + f l ,  - -  4 ~ v ~  + ~ , ( H  o - ~  / : / 1 ) "  

Par H o + H 1 on a d6sign6 la partie constante de ~ + 72]. 
Certes, le coefficient ? est une quantitd du premier ordre et tout au 

moins du troisi~me degr~, mais il peut &re affect5 d'un facteur trSs grand, 
dont la  valeur n'atteint pas, cependant, celle de n. On a toutefois obtenu 
un r&ultat qu'on peut considdrer comme trds petit, mdme par rapport 
une quantit~ du premier degr& A partir d'un tel rfsultat relativement 

g'n, la convergence des fonctions ~'n+l, ~'n+~,''" sera ~videmment tr~s 
rapide. 

9. Pour le calcul effectif de la fonction z0, l a  re&bode dont nous 
venons de faire l'exposition n'est pas suffisamment ais&, vu qu'elle exige 
des approximations successives et en m~me temps renouvel&s. Nul doute 
qu'on ne puisse en tirer, en employant certains proc~d~s de t~tonnements, 
des r4gles pour calculer les coefficients dans la fonction demand&, mais 
dans le cas oh il ne s'agit clue d'une solution approch~e, on peut atteindre 
le but d'une mani~re plus directe. 

Reprenons l'~quation (39), et admettons-y le d~veloppement 

(44) z =  r o + V, + L + . . . .  

Puis, si nous d&ignons par 1 (~ 1Ct), . . . ,  l~ ~ l ? ,  . . .  ,1(2 ~), 1(8 t) , . . .  des 
constantes encore disponibles, du premier ordre e~ du second degr~, li~es 
entre elles par lea relations suivantes: 

l(o) = l(, o) + l(~ ~ + 1~ ~ + . . . ,  

l") = l(~ ', + 1(~ ') + l(2 + . . . ,  
�9 ~ �9 ~ ~ . ~ �9 �9 ~ ~ �9 ~ . �9 ~ 
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l'6quation (39) peut se remplacer imm6diatement par le syst~me que voici: 

(45) 

+ (~ - -  #', - -  z <o,) r o  = (~2), 

a'v. 1c~, ) 

d'V~ l~> ) 

etc. 

- -  l?,) ro  - -  ~'o,~'z ,  

= ( ~ . , , f  - -  ~,?) r~  - -  ~'~', r ,  - -  1~~ Vo, 

Du d4veloppement (44), on tire facilement la formule 

(46) 7'----(i--/9){V~ + V~ + ...-5 2FoV1 -{-... + 2V, V 2 +...} 

1 1 
{,ZVo h '+ ,~Vo av. dVo dr. 

+ \ ' ~ u ]  + " ' "  "[- 2 du du + 2 d ~  d~,~ -~- " '"  ' 

raide de laquelle on peut int6grer le systSme (45). 
Voici la marche ~ suivre: 
La premiere dee 6quations (45) s'int~gre tout-de-suite; seulement, 

la constante 1C~ n'6tant pas encore d6termin6e, les coefficients du r6sultat 
contiendront cette quantit6 comme symbole alg6brique. La fonction V 0 
6tant connue, du moins quant ~ la forme, on ~tablira la fonction r/~ en 
mettant: 

+ 

En passant, avee cette valeur pr6alable de ~ ,  ~, la deuxi~me des 
4quations (45), on aura d'abord l'occasion de d6terminer la partie l~ ~ de 
1 r176 Le but qu'on a poursuivi avec cette arbitraire, est 6videmment de 
rendre la valeur du second membre de cette 6quation aussi petite que 
possible. Le plus naturel est sans doute de mettre: 

l i ~  AH, 

H 6tant la partie constante de 72 ~, mais une autre d6termination peut 
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quelquefois se pr6senter plus favorable. Quoi qu'il en s()it, la constante 
l (~ renferme la partie fisH, mais peut encore contenir d'autres termes. 

Cela pos6, on d6termine la fonction V1, ce qui est maintenant tr6s 
facile; on aura ensuite une nouvelle d6termination de ~]2, avee laquelle 
on pourra renouveler l'int6gration de l'6quation en V,, et on sera arriv6 

la troisi~me des ~quations (45). 
I1 s'agit, avant tout, de la d~termination des constantes 1(21) et 1(2 ~ 

Le principe g~n~ral du choix des constantes 1 est toujours le m~mc: c'est 
de les d~terminer de maniSre que la somme des termes du membre 
droite soit la plus petite possible, et que la r~apparition dans les divers 
V. d'un certain argument soit dvit6e le plus possible. 

Au fur et i mdsure qu'on avance, dans la ddtermination des fonc- 
tions V., le hombre des constantes ~ choisir devient plus grand. Donc, 
plus l'indice de la fonction cherch4e est grand, plus on aura des constantes 

sa disposition pour modeler convenablement le second membre. 
Mais ce qui est indispensable, c'est que les constantes 1 (~ l ( ' ) , . . .  

renferment le terme fisH. 
De la mani6re indiqu6e, on peut d6terminer les fonctions V~ de proche 

en proche en renouvelant, autant qu'il sera n~cessaire, le ealcul d6s le 
commencement. 

Mais contre le mode du calcul indiqu6 tout ~ l'heure, on pourrait 
faire la m~me objection que nous venions de signaler, lorsque il s'agissait 
de la m6thode du paragraphe pr6c6dent. L'inconv6nient dont nous avons 
parl~ tient ~ ce que les ~quations (45) s'int~grant de proche en proche, 
ne donnent pas, immddiatement, la valeur complete de la fonction cher- 
chde, mais qu'on cst oblig6 de recommencer le caleul, chaque lois q'une 
nouvelle valeur de N~, plus exacte que la pr~cddente, a ~td atteinte. 
Apr~s avoir introduit 1'expression de ~ selon l'~quation (45), on ~vitera 
cet inconvenient en changeant la r~partition des divers termes connus sur 
les diff~rentes ~quations. 

En faisant: 

on reconnaltra facilement l'identit6 de la somme des 6quations suivantes 
avec l'~quation (39): 
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(47) 
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~,. + (~ --fl, --fl~H)Vo = (~). 

dgV, 
~,~ + ( ~ - -  fl, - -  fl f l  ) v,  = 

etc. 

(dv.~,__ fl,[(,-,)V~ + ,d~/ //o ] Vo 

--,o1(,--,)V~ + ,d~/Iz, 

I \ ~ /(eV'~'-- tIo lV, Al(~--fl)vx + 

I (dv.~'+~(~_p)VoV , + fl~[(,--fl)v~ + kay} 

dVo~V, 1 + "-'d,~ d~ H, (Vo + V,) 

I (ev,~, 
- - s  ( , - - f l ) ( v ~  + ~VoV,) + \ d ~ /  

dVodV,] 
"1-2 du du Z 

Pourvu qu'on ait calculd les fonctions prdcddentes, les seconds membres 
des dquations (47) sont imm6diatement connus, abstraction faite des fac- 
teurs d6pendant de la constante H. 

Quelquefois on pourra opdrer les approximations encore plus avan- 
tageusement en rempla~ant le syst~me pr6cddent par celui-ci: 

-d~z-+ ~-fl,--fl~ (~--p)V~o+kdu] +H--Ho V.--=(9), 

(48), ~ + \ du ] + H-- 

-bfl@,--fl)V~o.-b {dVo~ '--H, lV,.-b 2fl,[(,--fl)Vo V,.-b dV~ dV~ l 
\ d,~ / d~ d~ (Vo + V,) 

dVodVt\] - g  (~-B)v: + \ d~, /fdV"~'+ 2\  ('-fOvo v, + - -  2-g~ ( 

etc. 
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C'est surtout lorsque les fonctions (B) et 2' sont restreintes ~ ne 
contenir, chacune, qu'un seul terme pr~ponddrant que l'emploi des ~qua- 
tions (48) se montre extr4mement favorable. En effet, duns ce cas les 

tbnctions ( ~ - - f l )  V .~-~kdu /  et (~ - - f l )  V ~ \ ~ /  se rdduisent ~ des 

constantes, du moins k des fonctions oh les parties variables sont tr~s 
petites par rapport aux parties constantes, de sorte que les deux premieres 
fonctions s'obtiennent presque immddiatement. 

w 6. Equat ions  avec termes trigonomdt~'iques dont les a r g u m e n t s  
d~pendent de la fonct ion  cherchde. 

I. L'6quation fondamentale que je vais trai ter  dans le paragraphe 
prdsent, est, quant ~ son type, une g6ndralisation de celle que j'ai exa- 
min6e dans mon mdmoire de I887, et dont l'intdgrale donne l'expression 
des grandes indgalit6s des plan6tes. 

L'6quation gdndrale dont il s'agit contient des termes de deux genres: 
les uns ddpendent des anomalies des plan6tes ou des arguments astrono- 
miques qui les remplacent, les autres ne renferment, dans les arguments, 
que les longitudes des p6rlh61ies et des noeuds. Les termes du premier 
genre contiennent encore, dans les arguments, la somme de toutes les in~- 
galit6s multipli6e par un facteur de l'ordre z6ro, tandis que cette somme 
ne figure, dans les arguments des termes du second esp~ce, que multiplide 
par un coefficient de l'ordre des forces troublantes. Les termes du second 
genre donnent naissance aux termes dldmentaires se r~duisant ~ des con- 
stantes, lorsque les masses troublantes s'annulent. 

Dans mes travaux pr~cddents, j 'ai consid~rd s~par&nent ces deux 
esp~ces de termes, et j'ai rdussi d'assigner une limite supdrieure aux 
indgalit4s d~pendant des anomalies. De 1~, on pouvait mdme conclure, 
du moins dans le cas de deux arguments, la convergence des dits termes, 
vu que la suite de leurs limites supdrieures se montrait convergente. 

Quant aux termes dl~mentaires, il ne rut pas possible, ni de d~- 
montrer leur convergence, ni d'en obtenir la valeur avec une exactitude 
illimitde. Seulement, dans les cas les plus faciles, on a pu calculer, 
d'une manibre' bien simple, les coefficients de ces termes, et on a obtenu 
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des r6sultats qui~ on peut l'admettre, ne sont pas trop diff6rents des 
valeurs exactes. 

Dans les recherches suivantes, on a consid6r6 les deux genres de 
termes simultan6ment, ou bien: on a eu 6gard aux termes de la pre- 
mi@e esp6ce, en formant t'6quation diff6rentielle d'oh s'obtiennent les 
termes dl6mentaires. 

En d6signant par So, s ~ , . . ,  des nombres entiers quelconques, que 
nous pouvons d'ailleurs supposer positifs, et par 2 0 , 2 ~ , . . .  des quantit6s 
d6pendant de ces entiers alnsi que des rapports entre les mouvements 
moyens des arguments astronomiques , enfin par Ies symboles a l ,  a ~ , . . .  
des quantit6s aussi d6pendant de hombres entiers et d arguments astrono- 
miques, mais seulement d'une mani6re telle que les divers a ne renfer- 
ment que les rapports des mouvements des apsides et des noeuds au 
mouvement de 1'argument v, de sorte que les a sont de rordre des forces 
perturbatrices, nous allons consid6rer l'6quation du deuxi6me ordre: 

(i) d~T 
dv ~ = - - A o  sin(G0 "4- s o T ) -  X~ ~ J21, 

les fonctions X 1 et ~21 6tant donn6es au moyen des d6veloppements 

(2) ~1 = A~ sin (ax + s ,T)  + A~ sin (G~ + s2 T) - ~ . . .  

+ IZ;sin(ao +  or) + A; s n(G, +  lr) + 

(3) B1 = a 1 s in  H~ ,-a t- a 2 s in  1 t  2 q -  . . . .  

Dans ces formules on a encore admis les notations: 

H.  = a.v + b., 

et on a d6sign6 par Ao, A 1 , . . .  des coefficients du premier ordre et 
d'un degr6 quelconque, tandis qu'on a suppos6 les coefficients a 1 , a s , . . .  
dn second ordre et au moins du second degr6. Les B et les b expri- 
merit des angles constants. 

II ne sera pas, cependant, n6cessaire de consid~rer simultan6ment 
tous les termes de l'6quation (x), vu que la plupart d'eux n'exercent 
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qu'une influence insensible, les uns sur les autres. Tous les  termes de 
nature ~ ne pus s'agrandir n'offrant aucune difficult6 ~ l'int6gration, on 
peut les calculer s6par6ment. Ce sont seulement les premiers termes du 
d6veloppement X 1 et celui que nous avons mis en t6te du second membre 
de l'6quation (I), ainsi que ceux dont les )t sont tr~s petits, et en par- 
ticulier les termes devenant 616mentaires qui demandent ~ 6tre consid6r6s 
ensemble. 

En ne consid6rant que les termes dont les 2 d6crolssent, les A corres- 
pondants forment une s6ric dont la convergence est extr6mement raplde. 

De m6me, en mettant de c6t6, dans la fonction 121, les termes dont 
les o n'acqui6rent pas de valeurs diminuant de plus en plus, les a restants 
forment une s6rie tr(~s convergente. 

Donc, en ne retenant, dans les fonctions X 1 et Y21, que les termes 
exerTant une influence sensible sur les r6sultats d'int6gration dus aux 
autres termes, ainsi que ceux qui deviendront, eux m6mes, trSs grands, 
les d6veloppements (2) et (3) seront tr6s convergents. 

Si les fonctions X~ et Y2x 6talent 6gales ~ z6ro, on aurait imm6- 
diatement l'int6grale de l'6quation (I). En d6slgnant par Z 0 ce que 
devient T lorsque les dites conditions sont remplies, et en posant encore: 

a 2 ~ s oAo, 

la fonction Z o sera donn6e au moyen de l'expression 

2K 
G O + s o Z  o ---- 2 a m - - ( ~ 0  v + Bo), 

d'oh il r6sulte: 

soZo __ 4q sin G o + i 4q~ ,sin 2G o + . . . .  i i + q  

On a suppos6, toutefois, que la valeur de ~o soit diff6rente de z6ro, 
ce qui entraine toujours une valeur du module inf6rieure h l'unit6. En 
effet, le module 6tant d6termin6 par la condition 

k= o, 
cette 6quation admet toujours, si le second membre a une valeur finie et 
positive, une racine positive inf6rieure h l'unit6. 

Aeta mathematiea. 17, Imprim~ le 28 avril 1892. 7 
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Cela 6tant, nous faisons: 

80 I * 

En substituant eerie expression dans l'6quatlon (1), et en retranchant: 

d~Z~ = - -  A o sin (G O + s0Z0), clv 2 

apr6s avoir d6velopp6 suivant les puissances de V~ le terme mis en 
6vidence dans l '6quation mentionn6e, nous aurons: 

__ 2 K  2 K  
d'V, 8oAo c o s 2  a m  7_~_(20v Jr_ Bo)V 1 + 8oAo sin 2 am-~- (20v + Bo)V~ 
dv" 

2 2K .% (X  1 + %), 
+ ~SoA o cos 2 am-~-(10v + B o ) V  ~ - - . . .  - - 2  

ou bien, si nous rempla(;ons, moyennant  la relation 

+ Bo) = 

la variable ind6pendante v par $: 

(4) + k 2 cos 2 am SV 1 - -  k~sin 2 am SV~ - -  ~k ~ cos 2 am SV~ + 
d$ * D 

oh l'on a pos6 

X = ~ X1; 
2,( o 9 = 2~-~ 91" 

En utilisant l '6quation que nous venons d'obtenir, il faut 6videm- 
ment exprimer lea fonctions X et /2 au moyen de la variable ~:, ou bien, 
si l 'on a recu l'int6grale sous forme d'une quadrature, restituer la variable 

v sous le s i g n e f .  

2. L'6quation en V 1 k laquelle nous sommes parvenus, appartlent 
au type de l '6quation (IO) du paragraphe pr6c6dent. On peut donc 
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y appliquer soit la transformation aboutissant en r6quation (I 2) du dit 
paragraphe, soit celle dont le rdsultat prend la forme de l'6quation (14). 
Je pr6fSre la premiere. 

En faisant: 

Y~ = k  ~ c o s 2 a m ~ = - ( 2 k  ~sn~2 -k2 ) ,  

la forme g6ndrale des dquations (I I) sera: 

d%., ( : k  ~ s n ~  ~ - -  k ~ ) ~ . ,  = Wh,, 
d$' 

O~i Yon a ddsignd par Wh.~ une fonction toute connue dont les diverses 
expressions sont donndes par les seconds membres des 6quations (I I). 

L'int6grale g6ndrale de r6quation que nous venons de mettre en 
dvidence, s'exprimant au moyen de la formule 

(5) fh.~ --= ch.~ dn ~ + ch., dn ~ ~ + ~ 

d$ fw , + dn r J dn--~ dn ~d$, 

nous allons consid6rer les divers eas correspondant s diff6rentcs valeurs 
des indices It et i. 

D'abord, nous raisons: 

W0a = k ~ cos2 am$- - f loa ,  
d'oh il rfisulte: 

fWo.i dnSd~ =f(k  2 cos2 am~--/~o.~) dn $d$. 

Maintenant, pour 6viter tout terme ayant la variable $ pour multiplicateur, 
on doit annuler la constante flo.~. 

f Woa dn ~d$ 

et ensuite: 

~Tous aurons de la sorte: 

= I k  ~sin2am$ 
2 

f d~ f w  I dn $' J "  0a dn Sd~ - -  d n  ~' 

de facon que notre rdsultat sera: 

F'oa = Coa dn ~ + x. 
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Pour faire disparaitre, dans l 'expression de 90.1, le terme constant, 
2K 

il faut remplacer la constante surabondante Co./ par ~ - - ;  il en r&ulte:  
7r 

2K dn (6,  a) ~o.~ = I r 

Avec cette expression, il sera facile de former l'expression 

W1.0 ---= 2 k 2 ( ~ )  snr  cn r -F ill.0, 

d'ofl nous tirons, aprSs avoir ~gald la constante fl~.o ~ z6ro, le r&ulta t  
que voici: 

fWl.odnCdr - -  (~-K) dnr 

Apr~s avoir op~rd la seconde integration, nous aurons: 

c f de f "5.odnCdr162 dn 

r6sultat, qui parait, au premier coup d'oeil, en contradiction avee nos 
suppositions, puisque le facteur r est sorti hors des signes trigonom6triques. 
Cependant, si l 'on fait:  

2 K K  p 

Cl.o ~ O; C1"~ zt E '  

les termes semis6culaires se d6truisent, et nous retiendrons 

(6, b) 2~)  K 0'~($) dn 
91.o = E 0,(r r 

Pour d&erminer la fonction 90.2, rappelons-nous qu'on a: 

Y~ = - -  k ~ sin 2 am r 

I t  r~sulte de lk qu'on doit adopter la valeur z~ro de la constante fl0.2, 
a insi  que l'expression 

W0.2 = 2k ~ dn r sn r cn r 
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En introduisant cette valeur dans l'4quation (5), on aura tout de suite: 

, ~ ,.[ 8;($) E I go, = c02 dn $ q- co.= an r I ~ "[- R $ 
p 

Sfdn $'d$. 
Mais, puisqu'on a: 

dn ~2 

il viendra, si nous raisons: 

C0. 2 ~--- O; 

la formule que voici: 

d21og O(e) E 
des + ~:, 

, 

CO. 2 = -  

~,(e) 
( ~ )  dlog O(~) I k=(~K) snSen~.  

(6, c) ~0.2 = ~ dn ~ de  ~--- - -  

Cherchons maintenant la fonction ~l.1- 
En vertu des expressions que nous venons de signaler, nous obtenons 

facilement celles-ci: 

2 1 7 2 ( I  - -  ~0.I)~1,0 = 2 k 2  ~dn~2dl~ t~'($)sin 
d$ 2 am~; 

a~o.~ ( ~ ) '  4 ~ - -2  {2dnSa- - ( ,  q-k'2) dn$}, 

dont la somme, g laquelle il faut ajouter la constante fl1.1, donne la 
fonction 14z~ a. 

Exammons d'abord '" ' " 1 mtegrale 

A = - - 4 ( ~ K ~  ' K  l"_ d *" l~162162 \ z r /  

On obtient immMiatement 
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d'oh l'on tire, en consid~rant ]a formule 

le r6sultat: 

k" E d 2 log 0,($) 
dn ~ ~ f~ "+" d~' 

~ d n  d$ "F- k'2(~-) 'K ( ~ ) ' f d n  

En ajoutant ~ cette expression la suivante 

B =  - - :  f { ( I  + k'~)dn$ 2 -  : dn~'}d$, 

nous aurons: 

f w , ,  an eae = A + B + fl,., fan $d$. 

Cela &ant, nous ddsignerons par Uo (2) et U~ 4) les termes constants 
dans les d~veloppements de dn$ 2 et de dn~ 4, de s0rte qu'on a: 

E 

U2 ) 2(I + k ' ~ - - ~ k  ' ' '  
= i  JK 3 ' 

7t 
or, la partie constante de dn $ &ant ggale ~ ~-K, il faut que la valeur 

de la constante ilia satisfasse ~ l'~quation de condition 

: k ,~ - -  : ( i  + k ,~) u0 ̀~, + 3u0'" + ~ f l ,  l = o ;  

autrement la fonction ~1.1 contiendrait des termes s$culaires. 
En introduisant, dans l'~quation que nous venons de trouver, les 

valeurs indiqu~es de Uo (:) et Uo (4), on obtiendra: 

ill.1 ~ O* 

Ayant ainsi fixd la valeur de la constante flI.1, on aura sans peine 
la fonction ~1.1 sous forme d'une s~rie ne contenant que des termes en 
cosinus, vu qu'on peut toujours, par une d&ermination convenable de la 
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constante surabondante c~a, faire disparaltre, dans le r6sultat, le terme 
constant. 

L a  d6termination de la fonction ~'~.0 s'op~re tout&-fait en proc~dant 
comme nous l'avons indiqu6 dans ce qui precede. I1 suffit de remarquer 
qu'on peut 6galer la constante fl20 ~ z~ro. La raison enest  que la fonc- 
tion W~.0 ne  contient que des termes en sinus. Telle est aussi l'expression 
de ~2.0: car, apr~s" avoir choisi la constante c~.0 de mani~re k faire dis- 
paraltre les termes semis6culaires, la dire fonction sera repr6sent6e par 
une s6rie ne 'renfermant que des termes en sinus. 

On pourrait aussi se servir de la formule g6n6rale 

2. (, + k, )fdne.d$ 
2u  -1- I 

d(an ~") 
2n (2n + I) d$ ' 

qui sert k d6velopper les diverses int6grales de proche en proche. 
I1 nous reste k chercher les fonctions qui multiplient les termes du 

troisi6me degr6. 
D'abord, puisque nous avons: 

Y3 = - - 2 k 2 c ~  
3 

il est ais6 de trouver l'expression suivante 

= - -  

ce qui entralne: 

Wo.3dn$----- 2 \ ~  / I 

�9 2 \ = /  c o s 2 a m ~ d n ~ + r i o . ,  

s n ~  c n ~ d n ~  + ~ k  ~ (I - -  2 sn$~)dn~ 3 + rio.s, 

- - 4 ( 1  + k'2)dn$' + k '2dn$~}+ ri0., dn~. 

Avant tout, je vais montrer que la partie constante de cette ex- 
pression s'annule de soi.m6me, de sorte qu'on aura: 

f l o 3  = o .  
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A cette fin, remarquons la formule 

= + + 

U(0 ~) dtant le terme constant dans le ddveloppement de d n ~ .  En in- 
troduisant, avec les valeurs de U~0 ~) et U(o 4) donn~es plus haut, l'expression 
que nous venons de signaler, nous aurons: 

s u(2  4(~ + k")U(:  ~ + ,~ ,~o = o.  

Done, la partie constante du ddveloppement de la fonction ~z0.s se d4truit. 
En cons5qucnce du rSsultat que nous venons de trouver, il faut qu'on 

dgale ~ zdro, la constante /?o.3. 
Du fait que la fonction WI.~ ne contient que des termes en sinus, 

il s'ensuit que la constante fll.~, aura aussi la valeur z~ro. On en conclut 
encore que toute la fonction ~1.~ s'obtient sous forme d'une s~rie ne con- 
tenant que des termes en sinus. 

Quant ~ la constante ~.~, le calcul en serait tr~s compliqu5 s'il 
s'agissait d'en mettre en ~vidence l'expression alg4brique. Mais puisqu'il 
n'importe que tr~s peu si la constante dont il s'aglt est tr~s petite ou 
exaetement ~gale ~ zSro, nous nous restreindrons ~ ne consid4rer que la 
forme de la fonction ~.1. 

En inspectant l'~quation (I I, h) du paragraphe pr6c~dent, et en se 
rappelant la forme des fonctions Y~, Y3, ~0~, ~20, ~0~ et ~.~, il sera ais~ 
de voir que le produit ~ . ~  dn $ est repr~sent5 au moyen d'une s~rie en 
cosinus. En d~terminant la constante f12.~ d'une maniSre convenable, le 
terme constant disparaitra, de sorte qu'il r~sultera, pour repr4senter la 
fonction F~.~, un d~veloppement ne contenant que des termes en cosinus 
puisque le terme constant peut ~tre d~truit au moyen de la constante 
surabondante c~.~. 

Finalement, en abordant la d~termination de la fonction F~.0, on 
comprendra tout  de suite que la constante /93.o est nulle, et que la dite 
fonction s'obtient sous forme d'une s4rie en sinus sans terme s~culalre. 

3. Ayant d~termin6 les fonctions ~0.1, ~1.0, . . .  de la mamere que 
nous venons d'indiquer pr6c6demment, et aprbs avoir introduit dans l'6qua- 
tion (4) l'expression 
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Vl = (,  - -~o. , )~1 + ~ , , o - ~ - +  ~ o , ~  + . . . ,  

nous obtenons: 

ou bien: 

le symbole 

signifiant 
Connaitra 

" t cedent. 

d'~, = - -  x - -  ~ 2 - -  r 
d$' 

a' ~ _ _ ,o (x,  + ~2, + 2",), 

,(o)' 
une suite de termes tr6s petits~ du 
faeilement en considdrant l'6quation 

57 

deuxi6me ordre, qu'on re- 
(I e) du paragraphe pr6- 

Maintenant, si nous ne retenons qu'un seul "terme de X, et que nous 
posions: 

d T  
X 2 = A 2 sin (G 2 + s~T) + A 3 sin (G~ + s sT) + . . .  + Ao sin (Go + so T) ~v-v' 

nous aurons: 

-- Alsin(G1 + 

Mais, puisqu'on a: 

2 I  ~" t ~ V  t 
T =  zo + , ~  ~~ + . . . ,  

l 'argument du terme que nous avons mls en 6vidence s'6crit de la ma- 
ni6re suivante: 

2~v + 2B~ + 2-(~o --~o.~)~1 + slZo +,~o2~.o--~ + . . . .  

En d6veloppant, suivant les puissances de 

- -  2 ~ ~o.1 ~x + sl Zo + o D 0 ~ 

le sinus de cet argument, apr6s l'avoir mis sous la forme d'une s6rie tri- 
.l~a mathcmaffva. 17. Imprim6 le 17 mai 1892. 8 
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gonom6trique, ]e r6sultat sera toujours convergent, et on pourrait m6me 
d6montrer que le terme constant ne surpasse pas l'unit6. Pour plus de 
d6tails, il suffit de renvoyer le lecteur k mon m6moire ))Untersuchungen 
etc.)) p. 24I. 

En supposant que la fonctlon ~F 1 soit une quantit6 tout au plus de 

l'ordre de s1I-, le produit 2 s~ ~'0.1~'1 peut toujours 6tre eonsid6r6 comme 

une quantit6 tr~s petite du premier ordre, vu que la fonction 9%.1 s'6vanouit 
avec k ~, c'est-k:dire avec les forces troublantes. I I e n  est de m6me du 

produit 2 s, ~ d q;, 2o 8o 2K~l'~ dv ; pourtant, si ~11 est trSs petit relativement k 2o, ce 

produit est notablement molndre clue le terme d6pendant de ~oa. Dans 

le eas d'une orbite interm6diaire, le rapport ~ est toujours peu eonsid6rable, 

d'ofi l'on pourrait tirer l'autorisation k omettre, dans la premi+re ap- 

proximation, le terme d~pendant de d ~  Cependant, la simplification 
d v  " 

due k ee fait n'6tant pas essentielle, je n'en feral pas usage. En revanche, 
j'introduirai pour abr6ger l'6eriture, les notations 

2 ~ ~o.~ = ,/,o.,, 

2 8  t 

,,,l ~ so 2K~l.O = r 

de sorte clue nous aurons: 

d~, x 
r = Zo + ~-~2 v, --s-~' r v, +i,_~ r w + -~, r ~r~ + . . . .  

Cela pos6, 1,6quation en ~F 1 prend la forme suivante: 

_ =  + . . . I  
d 'U ~ 8 o 8 o 

+ ,.~_' ~o~, ~n (~, + ~,. * , ) I ~ , Z o - - r  + �9 . . . .  . J ' +  

_ s_~ ( x ,  + 4 ,  + z , ) .  
2 
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En examinant les divers termes du d6veloppement signal6, on s'apergoit 
facilement qu'on en peut retrancher une partie telle que les termes restants 
deviendront ind6pendants de l 'argument G 0. Pour mettre en 6vidence 
li~ partie dont il  est question, posons: 

+ r 

et admettons en outre la notation 

Po ~-" I hs h~ 
i.-~ T x.2.3.4 " ' "  

les h ~tant les parties constantes des puissances paires du produit slZ o. 
Enfin, nous ddsignons par 10.~, ll .0.. ,  les termes constants dans les dd- 
veloppements de r r . . . .  

Maintenant, si nous ~tablissons l'~quation 

d'T, s: lolAlsin(G 1 + sIT~)T~ + (7) ~ = - -  AxPo sin ( 6  1 + 81Tl) + ~ . . . .  

~., dZo + A; s in (a  o + So~)X~-- ~ + . . . - - ( X ,  + ~) + [rl ,  ~,3, 

l'4quation d'oh s'obtient la fonetion ~ sera celle-ei: 

dg4~l 
(8) dr' .-b{S, AlCOS(G~ -I-s, r l ) - - S l A ,  sin(G~ +s,T,)[s~ZO--. . .]-- . . .}q~ , 

=--AoSin(G 0 +soZo)-~v--A ~ cos(G~ + s l  

- - . . . - -  z ,  - -  [ T I ,  r  

La raison d'introduire le symbole [],  se comprend facilement. Ii 
nous sert, tout comme dans le paragraphe x du premier chapitre, ~ trans- 
f~rer certains termes d'une ~quation ~ une autre. Nous pouvons de la 
sorte admettre que les termes acqudrant, par l'int~gration, des diviseurs 
moindres que ~,  c'est K dire les diviseurs ,~,  , t 2 , . . . ,  soient rejoints 

l'equation (7), tandis que eeux qui ne deviennent pas tr~s agrandis 
se trouvent r~unis dans l'~quation (8). Ainsi, la fonction T, ne d~pendra 
plus de l 'argument G O ou d'arguments de la forme iGo +_.. i'G,,, i et i' 
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~tant des entiers tels que la difference iJl0 + i'~n ne soit pas tr~s petite, 
c'cst ~ dire comparable ~ ~.  

Mais, puisqu'il y a toujours certaines valeurs des hombres i e t  i' 
qui rendent la difference i 2 0 -  i'2n aussi petite qu'on voudra, il sera in. 
dispensable, pour d~livrer la fonction ~ de termes assujettis ~ devenir 
trop grands, de les transf~rer ~ l'$quation (7). Au  reste, ces termea d6- 
pendant d'arguments qui sont d6j~ repr~sent~s dana l'~quation (7), on 
pourra les r~unir avec les termes correspondanta de cette ~quation. 

Quant au premier terme du second membre de l'gquation (8), on 
peut aussi le consid~rer d'une mani~re tr~s simple. En effet, ce terme 
ne d~pendant que de l'argumcnt Go, on en tlent compte par une l~g~re 
modification des coefficients du d~veloppement de la fonction Z 0. A cet 
~gard, il me faut renvoyer le lecteur aux formules que j'ai donn~es dans 
les ))Untersuchungen ete.)~, p. 2 3 7  , et dont j 'ai  fair, dans le m~moire 
present, un frequent usage. 

Cela ~tabli, il est ~vident que la fonction ~1 eat une quantit~ du 
deuxi~me ordre, et que ses divers termes sont multiplies par quelqu'un 
des facteurs A1, A ~ , . , .  ; son d~veloppement, convergent en m~me temps 
que celui de /'1, s'obtiendra sans diffieult~ essentielle. I1 ne nous reste 
done qu'~ chereher le d6veloppement de la fonetion T~. 

4. Concevons en particulier le cas d'une orbite interm~diaire, oh le 
hombre des arguments est restrein~ k deux seulement. On comprend 
ais6ment clue la fonetion T~ reste toujours tr6s petite, tout au plus de 

l'ordre de - ,  et que la fonction /2~ n'existe plus. I1 eat done 6vident 
S t 

que les termes de l'6quation (7) qui d6pendent de T ~ ,  \ d r  ] ' "" " sont 

tr6s petits par rapport au premier terme du second membre, et qu'on peut 
les conaid6rer au moyen d'approximations successives. En n6gligeant, 
d'abord, ces termes, ou plut6t, en lea r6unissant avec la partie X~, on 
retient l'6quation 

(9) dr '  : --A~Po sin(G1 -{- s, T ~ ) -  X~ + [ /1 ,  ~)1]:" 

Mais la forme de cette dquation est pr~cis~ment celle de l'4quation (I), ~, 
l'exception de ce que la partie [T 1 , ~1] figure ~ la place de ~1; on peut 
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donc r6it6rer les op6rations qui nous ont conduit aux 6quations (7)et (8), 
proc6d6 duquel d&ouleront de nouvelles 6quations du mgme type que 
celui des 6quations eit6es. On aura ainsi le syst6me de r&ultats que 
voici: 

(~o) 

~' = Zo + r l  + a~, +-:~ - r + r162 + r  + .  �9 � 9  

T~ = Z, + r~ + ~ +-~, --~o.1 ~Iq + ~,.o ~ + ,,.c1~o.~ ~,~ + . . .  , 

d'oh l'on tire, en ajoutant les diverses 6quations: 

(,~) r =  z0 + z1 + z~ + . . .  

+ #1+ a~,+ #~+ . . .  

' [  r + .  d~, ] x I -r  + .,,,,,d~ ] �9 r~.o-~- + ....... + ~  ~,.o-~-~ + .  �9 +;~ 

En vertu des r6sultats que j'obtins relativement aux nombres So, s l ,  . . .  

lorsque, dans mon m6moire de I887, j'&ablis la s6rie dont il s'agit, il 
se comprend imm6diatement que le d6veloppement de la premi6re ligne 
de l'6quation pr6c6dente est convergent�9 

Quant ~ la s6rie 
01 + ~ + . . . ,  

qui n'a pas 6t6 mise en 6vidence, dans mon m6moire eit6, je remarque 
qu'on a: 

#i ~ ~ ,  
So/~ 

_ _  s, A,/~, 
~s o _-7-~ '. 

$1 ~t 

les coefficien~ f &ant des quantit~s tout au plus de l'ordre z~ro, mais 
le plus souvent tr6s petites. Mais, puisqu'on a, dans le eas interm~diaire~ 
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I 
~o X - ,  81 

I 
1 o - - ,  

8 s 

(volt rintroduction du mdmoire que je viens de citer), il s'ensuit que 
la sdrie dont il s'agit jouit au moins de la mdme convergence que celle-ci: 

s0 s-T + - + s ,  . . . .  

En consid6rant maintenant que la forme gdn6rale des coefficients A,, est: 

�9 ~ n  ~ n  ~sn 

M,, 6rant un coefficient du premier ordre, et e une quantit6 moindre 
que l'unit6, il sera clair que la convergence de la sdrie que nous venons 
de mettre en 6vidence est celle d'une progression g6om6trique. 

Finalement, en considdrant qu'on a: 

~'1 -5-s~ s: f,' 

81 

on se convaincra facilement que le d6veloppement donnd sur la troisi~me 
ligne de l '6quation ( i i )  est convergent. Car, si les sommes des d& 
veloppements entre les parentheses ne forment pas, en elles-mdmes, une 
s6rie convergente, ce qui cependant ne peut arriver que sous conditions 
sp6ciales, les dites sommes appartiennent du moins au mdme ordre d e  
grandeur: la convergence dont il s'agit est donc ndcessitde par les fac- 

I I 
teurs , , . . . .  Pour mieux 61ucider les diverses circonstances qu'on 

81 8 2 

doit considdrer, en faisant la conclusion indiqu6e sur la convergence, 
voici quelques remarques. 

En regardant plusieurs termes critiques qui, consid6rds isol6ment 
font prendre aux modules des valeurs peu diffdrentes de l'unitd, ces va- 
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leurs deviendraient sensiblement amoindries si on les 4valuait simultan~ment, 
c'est a dire en consid6rant l'influence mutuelle qu'exercent les divers termes, 
les uns sur les autres. Cela est visible par la pr6sence des facteurs Po. 

La convergence des d6veloppements 

- -  r + r ~ + . . . ,  etc. 

&ant difficile h dfmontrer g6n6ralement, on peut s'en dispenser, vu 
qu'il n'est pas ndcessaire d'introduire un nombre illimit6 de fonctions r  
I1 suffit, en offer, de faire disparaitre les premilres puissances des fonc- 
tions V1, V 2 , . . .  ainsi que leurs premiires d6riv~es: les termes non 61i- 
min6s (dont la convergence s'ensuit imm6diatement), ainsi que les termes, 
ir hombre limit6, d6pendant des fonctions B0.0, B o a , . . .  etc. [voir: l'~qua- 
tion (i 2) du paragraphe pr6c6dent] se r6unissent aux fonctions 271, X2, . . . .  

On se rappelle que l'~quation (7) contient des termes d6pendant de 
l 'argument G 1 qui ont 6t6 n6glig6s darts l'dquation (9), a savoir: les 
termes provenant des produits T~sin(G 1 + siT1), etc.; il sera facile de 
r6unir K la fonction Z1, la par t ie  de T1, due ~ ces termes. En effet, 
si nous considfirons une 6quation du type de l'6quation (4), aprils y avoir 
n6glig6 les termes d@endant de V~, de 
la partie 61&nentaire, nous aurons: 

a,v, 
dr + k~ cos 2 am $1' V~ 

V~, etc., et que nous omettions 

= 

Or, si nous admettons, pour revenir au cas envisag6, 

X2 I ;~.4 10aA1 TI sin 2 am $1, 

ce qui est le terme le plus essentiel dont il s'agit, nous aurons: 

d'V~ S_olo._, k~T~ sn ~1 cn $1. d~ "4- k~ cos 2 am ~:I"V2 = 2.4 1 

On tire de 1~, en utilisant une formule bien connue, 

E, ] 
V 2 = c 1 an $1 + e~ an $~ I 0,(~,) + ~ ~' 

8Jo.,-, f de, T~ 
+ 2--.-.-.~aldn ~ldd--ff-~f , sn$,  cn$1 dn$fl$, .  
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Par  cette formule, il est ais6 de voir que la partie de V 2 que nous 
venons de consid6rer, est une quantit~ tout au plus du m~me ordre que 
le produit 

elle eat, dans les cas qui se pr6sentent ~ rordinaire, une quantit6 du 
cinqui~me ordre par rapport aux forces perturbatrices. Quoi qu'il en 
soit, la partie consid6r6e est assez petite relativement ~ la fonction Z~; et 
puisque les termes semis6culaires qu'on a introduits par la double int6- 
gration, se d6truisent, en d6terminant d'une mani~re convenable la con- 
stante c2, la fonction V 2 ne contiendra d'autres termes d6pendant de 
l 'argument G i que eeux qui se r6unissent ~ la fonction Z~ sans Ia mo. 
differ sensiblement. 

Par  des consid6rations analogues, on se convaincra que ce que je viens 
de dire relativement ~ la mani~re de tenir compte du terme de la forme 

. . .  dZo A0 sin (G O + s o ~0) -d-vv' 

est 16gitime, et que le m~me raisonnement s'applique aussi aux autres 
termes de la m6me forme. 

Ayant ainsi examin6 les diff6rentes parties du d6veloppement ( i i )  
de la fonction T, et les ayant trouv6es convergentes et d6pourvues de 
tout terme renfermant la variable hors des signes trigonom6triques, on 
conclut que le d6veloppement dont il s'agit reste en vigueur pour toute 
valeur de la variable ind6pendante. 

5. Si, contrairement aux suppositions pr6c6dentes, la fonction qui 
figure dans le second membre de l'6galit6 (4), renfermait des termes 
donnant lieu, par rint6gration, ~ des termes 616mentaires, la mani6re 
d'op6rer que nous avons poursuivie pr6e6demment cesserait d'4tre appli- 
quable. La raison en est qu'un terme dont l 'argument a la forme simple 

H = ~ + b  

peut devenir, dans le proc6d6 d'int6gration que nous avons envisag6; telle- 
ment agrandi c!ue les termes d6pendant de V~ et de VI dans l'6quation 
(4) ne seraient pas n6gligeables par rapport au terme qui se trouve mul- 
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tipli6 par la premiere puissance de V~. I1 nous faut  donc, pour arriver 
un r6sultat  effectif, op6rer l ' int6gration de l '6quation dont il s 'agit d'une 

autre fa~on. 
A cette fin, reprenons l '6quation (4), et eommen~ons par y faire entrer 

quelques modifications, du reste peu sensibles. 
D'abord, nous e n  retranchons le terme d6pendant de la partie con- 

stante de V~, terme qui se r6unit  imm~diatement avec la fonetion Z 0. 
Or, par cette op6ration, on ne parvient plus h d6terminer le module 

conform6ment k l '6quation signal(~e dans le n ~ I, mais bien k employer,  
ce but, la relation 

( ) k ~ s o A o 4h 2 16h, 
----- ~0 ~ 1 ~ : ~ + I . 2 . 3 . 4  " " '  

h 2 , h , ,  . .  6tant les parties constantes des fonctions V~, V~, . . . .  En 
ne consid6rant que la premiere puissance de la constante h~, l '6quation 
(4) prendra la forme suivante: 

I 2 )  
d'V, 
d$ ~ + (i -{- 2 h 2 ) k ~ c o s 2 a m $ . V ~ - - k 2 s i n 2 a m $ ( V ~ - - h 2 )  

2k,  cos2 a m S V  ~ --_ so (~-R)' 3 - -  (x ,  + 

= - - ( x  + 

Maintenant, pour rendre l '6tude de l'(!quation (12) plus ais6e qu'elle 
ne l'est en conservant 1~ forme primitive, introduisons, au lieu de V 1 
une nouvelle fonction z, de maniSre que lu patt ie essentielle du terme 
d6pendant de sa premiere puissance disparaisse dans l '6quation trans- 
form6e. On y parvient en admettant  

2K 
V 1 ---- - -  dn~.z.  

Puis, pour 6viter le terme d6pendant de la premigre d6rivge de z, 
ou du moins, pour en faire disparaitre la portion la plus consid6rable, 

Aeta mathematiza. 17. Imprim6 le 19 mai 1892. 9 
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introduisons une nouvelle variable ind6pendante 
la variable ~: sera donn6e par la formule 

to dont la relation 

K 
d~ = ~- dn to 2dto, 

E 6tant l'int6grale elliptique eompl&e de seeonde esp6ee. 
Certes, on aurait pu faire disparaitre aussi le terme dont j'ai parl6 

tout-~-l'heure, en utilisant l a  mdthode d u n  ~ 3 du paragraphe pr6c6dent; 
reals je pr6f6re, dans le cas actuel, l'emploi du moyen que je viens 
d'indiquer. 

Cela 6tant, on d6duit imm6diatement les formules que voici: 

dV1 2K[E dn~ dz 
d$ ~ [  K dn to* deo k 2snSen~,z}, 

d'V~ 2Kl (E~dn$d ' z  (E)'[!~'sna~cneodn~Kk'sn$en~]dz 
d$~-;- = ~ 1  \-K] a--~' d,o" + 2 ~ dneo 5 E dn tc '  ja--~ 

- -  k~ cos 2 am $ dn $.z], 

en vertu desquelles l'6quation (I2) se transforme en eelle-ei: 

(2K~'d'z { ( ~ ) k '  sin 2 a,m,o ( ~ ) ( K ) k '  sin 2 }2K dz 
(I3) \=~-] ~ + " dn,o dn~ am~dnto '  rc dto 

+ 2h2 ( ~ )  ' / K \ '  k' cos2 a m ,  an to'  

2K(K) ~k'sin2am$'zr -~n~ un w41(~-)'dn~2z~h~] 

2 C _ ~ ) ' / K \ '  - -  ~ ~ )  k 2 cos 2 am ~ dn ~2 dn w4z 3 

7r [K~* dn to ' ~:~2 -~(x-+ ~).' 

t On a derit, dans eette 6quation, (X + .(2) au lieu de (X + J2). 
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Mais il faut  qu'on remplace partout, dans cette 6quation, la variable 
par son expression en to. A cette fin, rappelons-nous la relation 

dn to ~ B d' log 0(a,) 
= ~: + d~' ' 

ee qui donne: 
K d  log 0(o~) 

$ =  to + / ~  do ' 

ou bien: 

Puis, en mettant: 
2K 

= - - x ;  
? r  

7r 4 ~ s in~to  + 1-~q,  sin 

2K 
7C 

2 ~ o J  + . . . .  

et en considdrant les d6veloppements 

z--R= I - - 4 q +  I 2 q : - -  32q3+  7 6 q ~ . . . ,  

4q 2 - 3 2 q  ~ + 4 4 q  4 + . . . ,  

d'oh il s'ensuit: 
7r 7r 

2 K 2 E  ~ -  I - -  8 q  ~ "4- 7 2 q  ~ - - ' " . ,  

Le ddveloppement que nous venous de donner dans le tvxte~ s'obtient direetement 

de la manibre suivante. 

En observant qu'on a: 

dn~S= . ~ +  cos2x + ~ c o s 4 ~  + . . . .  

et d'autre part: 

d n ~ =  I - - - k  I + 2 k '  cos2am~, 
2 

nous allons introduire~ dans la seeonde de ees expressions~ le ddveloppement 

k ' ( ~ ) ' c o s 2 a m ~ _ _ _ 3 2 q ' ( i + 2 q , + 4 q ' + . . . ) +  iI6~qq2cos2~+ 32~.___~ ~ + I - -  q, cos 4x .. . .  
! 
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on obtient: 
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e ~*'(x-") ~- I ~ 16n'~q u 

+ 8inq[I - -  (7 + 8n ' )q ' ]  sin 2u 

- -  32n2q 3 cos 2u 

+ 8inq ~ s in4u + I6n~q ~cos4u + . . . ,  

n 6rant un entier quelconque. 
De cette expression g6n6rale, on d6duit les formules suivantes: 

c o s 2 x = ~ 4 q +  44q s + ( I  ~ I 2 ~  ~ ) c o s 2 u + 4 q c o s 4 u + . . . ,  

s in2x ----- (x - -  2oq 2) sin 2u + 4 q s i n 4 u  + . . . ,  

cos4x = 24r ~ -  8q cos 2u + cos4u + . . . ,  

s in4x - -  - -  8q s in2u + s in4u + .  � 9  

qui nous serviront g exprimer t o u s l e s  coefficients de l '6quatlon (i3) au 

moyen de l 'a rgument  u. 
Par  la th6orie des fonctions elliptiques on parvient facilement aux 

d6veloppements que voici: 

2 K k  2 sin 2 am $ 

rc d n ~  

( ~ ) ' / d "  sin 2 am 6: an ~ = - -  

I - -  , s in2x  + . . . ,  

I 6 q  64q ~ . 
i -~-~lsin 2x + ~ m n 4 x  + . . . ,  

Nous aurons ains'i: 

(2K : _=2K2E= - k '  - 
\ ~ /  K ~r zr 2 

Mais~ puisqu on a (ffAcom~ Fund. nov. p. lO5): 

il viendra: 

I 6qXt  + 2q '  + 4~ '  + . - . ) .  

I - -  " k ~ = I + 24~ ~ + 24~ ~ + 96,26 + . . ,  
2 

2K2E 

d'o~ l 'on tit% aisdmen h la formule signalde. 
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� 9  - -  c o s  2 X  
I - - ~ '  

32q ~ + ~ c o s 4 x  + . . . ,  

dn~ ~ I + 8 q ~ 8 q  4+...+~_~,cos2x 

+ ~ c o s 4 x  + . . . ,  

( ~ 4 ~ C O S 2 a i l ~ l ~ d n ~  ~--- ~2~2(I 71- 2~ ~ ~ - . . . ) ~ -  I6~(I  7[- 0~2) COS2X 

+ 96q ~ cos 4x, 

oh nous allons introduire les expressions de sin 2x, . . ,  obtenues tout-~- 
l 'heure. I1 r6sulte de la sorte: 

2KMsin2trm~~r dn~ --  1 6~'(I . . . .  I9r 2) sin 2u + 64~ ~ sin 4u + , 

(,~K)Sk2 sin 2 alnSdn,---~ I6q(I 5I~)  sin 2/~ 7[- I 28~  2 s in4u + . . . ,  

(2~) 'k~ cos 2 am~:----- - -  96ff 2 + I344q 4 + i 6 q ( l -  27q u) cos 2u 

+ 96g ~ cos 4 u, 

( ~ ) ' d n $ ~  = I - 2 4 q ' +  696q '  + 8 g ( , -  27q')eos2u 

+ 48ff ~cos4u + . . . ,  

cos2 a m S d n  = - -  32~ 2 + 2496q 4 + I6ff(I - -  5Iq ~) cos 2u \ r g ]  

+ I6oq~eos4 u + . . . .  
Finalement, puisqu'on a: 

(3 -~ )~dneo '=  I + 8~?'--8~,  4 + 8q(, + q ' )cos2u  + I 6 q ' e o s 4 u  + . . . ,  

( ? ) ' d n e o '  = , + 48q'  + 24oq'  + I6q( ,  + ,Tq')eos2u+64q'eos4u+..., 
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on formera ais6ment les expressions que voici: 

(~ )k~eos2am,dn to ' - - - - -  32q 2 -  x 4 7 ~ q ' +  i6q(t + 5f~)eos2u 

+ 224q 2 eos4u + . � 9  

( ~ ) ' k '  s i n 2 a m ~ d n , d n t o '  = 16q(1 + 29q2) sin 2u + 256q's in4u + ... 

( ~ ) 5  k' sin 2 a = 6q(II + 2U dn~m~dnto 4 29q ~) sin + 1 92q2sin4u + . . . ,  

- -  k ' e o s z a I n ~ d n ~ d n t o 4  = 9 6 q 2 +  i728q4 + i6q(i  + 77q~)eosau 

+ 288q ~ cos 4u + . . . .  

Ayant obtenu ees d6veloppements, on aura imm6diatelnent, en les 
introduisant dans l'6quation (I3), celle-ci: 

d2z 
(14) du'---t -{- { I92qa sin 2gt - 128q~ sin 4gt}d~Zt 

+ h2{64q'--3968~/'  + 3 2 q ( I -  l~q~)cos2u + 448q ~ cos4ulz 

--{i6q(~ + ~3q~)sin2u + 256q~sin4u}z ~ 

2 
- - ~ { 9 6 q ~ +  I92q4 + I6q(I + 6Iq~) eos2u + 288q2cos4ulz ~ 

= - - h ~ { I 6 q ( I  --~ I3q ' ) s in2u + I92q~sin4u} 
s - 2, d n  ~ 4  

6. Apr6s avoir 6tabli l'6quation (I4), il nous reste k la transformer 
au moyen d'une substitution convenable, de mani~re k d6barrasser les 
divers termes des facteurs trlgonom6triques. Cette transformation dont 
la th6orie g~n6rale a 6t6 expos6e dans le paragraphe 5, s'op~re dans 
notre eas tout simplement en adoptant l'expression 
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8 
z ----- y - -  4q(~ + ~3~ ~) sin 2u.y ~ - -  ~q(~ + 6 ~  ~) cos 2u.y  ~ 

- -  I 6q 2 sin 4u.92 - -  I 6q 2 cos 4u.y 3 

+ 4h2q(I + I3q ~) sin 2u + 8h2q(I - -  I Iq:) cos2u.y 

+ I2h2q ~sin4u + 28h2q 2cos4u.y 

d:l 2 dy - -  8q(I -{- I3q 2) cos 2u.Y-~u + 8q(I + 6Iq 2) sin 2u.y 

�9 ~ dy 
- -  16q 2 cos4u.Ydd~Y u + 24q 2sm4u .y  ~uu" 

On en obtient par  diff6rentiation: 

dz dy 
8q(I + I3q 2) cos 2u.y'  + ~---~q(x + 6Iq ~) SiR 2u.y a du du 

- -  64q 2 cos 4u.y~ + 64q 2 sin 4u.y 3 

+ Sh q(  + x3q ) co 2u--  6h q(i- 

+ 48h~q 2 cos 4u - -  I 12h2q 2 s in4u .y  

dy 
+ 8q(I + ~3q') sin 2u.y-lu + 8q(I + 6 ~ q  ~) cos 2u.y '  

dy 2 dy 
+ 32q 2 s in4u.y~u + 48q 2 cos4u.y ~u 

- { - { S h 2 q ( I -  I Iq2) cos2u --{- 28h.,q 2 Cos4u} dy 

- - { S q ( i  + I 3 q ' ) c o s 2 u +  I6q 'cos4u} ~u Y~-u' 

+ {8q(~ + 6~q ~) ~ 2u + ~4q ~ s i~4u}  2~ ~ ,  

71 



72 Hugo Oyld6n. 

et puis: 

d~z d'y x6q(x 3q 2) sin 2u.y 2 .+ ~ q ( I  -4- 6,q 2) cos d u ' - -  du" -at- + I 2u.y a 

+ 256q~sin4u.y'~+ 256q2cos4u.y 3 

- -  i6h2q(i + i3q ~) s i n 2 u - -  32h2q(I - -  11q~)cos2u.y 

- -  192h~q 2 sin 4u - -  448h~q ~ cos 4u.y 

- - { 3 2 h 2 q ( I  - -  I Iq ~) sin2u + 224h2q ~sin4u}~-~ 

§ + 124q(I + I3q ' )s in2u + 96q ' s in4u  } du Y~u' 

"t-124q(I + 6xq2) cos2u + ~44q~eos4 u} 2V a~, I 

+ {8h~(~ - ~  ~ ' ) c o ~  ~ .  + ~8~.q~ co~4.}~.~ 

~ { 8 q ( i  + x3q~)eos2u + x6q'eos4u} 3~uu~u~u,+ y ~  

"1 
dy d~y 2 Y 

+ {8q(I +Siq2) s in2u+24q~s ln4  u} 2 + 6 y ~ u ~ + y  ~ .  

On obtient encore: 

z~ = y2 __ 8q(x + x3q 2) sin 2u.y 3 - -  32q 2 sin 4u.v '~ 

-I- {ah2q(I "a t- 13q ~) sin 2u + 24h2q ~ sin 4u}y 

~dy 
- -  { 16q(I + 13q 2) cos 2u + 32~' cos 4u]y "~u" 

Avee les expressions que nous venons de signaler, on d6duit de 
l'6quation (I4) la suivante, oh l'on a omis les termes surpassant le qua- 

dy . . . .  
tri6me ordre et le troisi6me degr6, la d6rlv6e ~- u 6tant toujours eonslderee 

comme une quantit6 du premier ordre et du premier degr6: 
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d~y 
+ 2o48q4y 3 - -  3o72~/%2y 

73 

+ { I92q ~ sin 2u - -  x 28q ~ sin 4U}dd~ 

+ 8.64q 3 sin 2u(y~--h~) + ~_~q3 cos 2u.y 3 

- -  { I92q 3 cos 2u - -  64q 2 cos4u}h~y 

dy ~ dy 
- -  8.64q 3 cos 2u.yy~u + {2o.64q 3 sin 2u + 128q 2 sin 4u}y du 

__{32q( I + 5q2) sin2 u + 224q2sin4u}h ~ dy U~ 

+ {24q(I + ISq' ) sin2u -{-- 96q=sln4u}l(dY~'+kdu/ Y-dT'cl"V I 

+ 124q(i + 6iq ')  cos 2u + I44q'  cos4u} 2y duu + y ~-u ~ 

[ dud'y d~Y] - - {8q ( t  + t3q ' )cos2u + I6q2eos4 u} 3~u~-~(,,+y~-u3 

I (dy~'+6V~ud'y ,el'y} + {8q(i + 6Iq =) sin 2u + 24q = sin4u} 2\du/ ~ + y 

+ {8q(t - -  i Iq ' )  cos2u + 28q 2 cos4u}h2 d'y du ~ 

= -  ( ~ ) ' ( I -  I6q')dn~ (X 
dn $ \-- + /2), 

d'y 
ou hien, en rassemblant les termes multipli6s par ~uu~ , et en 

encore certains termes sans importance, 

d,~y l I -t- (24q sin 2u "-1- 96~=sin4u)y + (24qcos2u + I44q= eos 4u)y ' ! 
du~ I .~ dy dy (24q cos 2U + 48q" COS 4U) duu + (48q sin 2u + 144q ~ sin 4u)y ! 

-{- 2~ 3 ~ 3o72~%2Y + 512q ~ sin 2u(y ~ - -  h:) 

dy ~ 8q cos 2u.y + {24q sin 2u + 96q ~ sin 4u} ~ ~u.~ 

= -  ( I -  i6q =) dna,' (X + e). -agg 
Acta malhamatiea. 17. Imprim~ le 21 mai 1892. 10 

n6gligeant 



74 Hugo Gyldd.. 

Arriv6 ~ cette 6quation, nous la multiplions par: 

{ i -{- 24q sin 2u . y  Jr . . .  }-~ ---- r - -  24q sin 2u .y  -t- . . .  ; 

puis, en consid6rant que les termes essentiels h facteur trigonom~trique 
d~y 

de l'expression ~ sont ceux-ci: 

dy)  s 
d~-~Ydu2 ---~ - -  512q 3 sin 2u(y 2 - -  h2) - -  24q sin 2u dun ' 

d'oh  l'on tire: 

v~Sy _ _  

du ~ 
/ 

io24q 3 cos 2u(y  2 -  h ~ ) -  48qcos 2u(~L. ~ - - . . . ,  

nous introduisons cette valeur dans l '6quation dont il s'agit. Malntenant, 
si dana le premier membrc, nous rejetons les termes du deuxi6me ordre 
d6pcndant d'une fonction trigonom6trique, termes qui en effet sont tr6s 
peu sensibles, il en rdsulte: 

du ~d~--~y- I ~ - -  96~12 ~u y "4- 24q sin 2u - -  8q cos 2u . y  d'ydu 3 

(~)' dn,o'(X + ~),1 
- - - - - -  ( I  - -  x 6 ~ ) ( I  - -  24qsin2u.y "4-"'')dn-~ 

6quation dana laquelle on a toutefois n6glig6, parmi d'autres termes aussi 
quelqucs-uns d6pendant de la troisi6me et de la quatriSme d6riv6e de y. 

En supposant que y soit finalement expr im6 au moyen d'une suite 

de termes trigonom6triques, il est visible que la fonction [dY'~ ~ renfermera \d~/ 
un terme constant, n6cessairement positif, du mgme ordre que la somme 
des tcrmes p6riodiques. En ne consid6rant, dana une premi6re approxi- 
mation, que cette partie constante, on parvient ~ un r6sultat de la forme 

a~Y fl, y = _ Q,  

d~y 
I Ea formant uno nouvelle expression de ~uu8 ~ il faut ~videmment rejeter le terme 

/ 2 
48q cos 2u|=~--) . 

\ a n ~  
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oh /~1 signifie une constante positive du quatri4me ordre par rapport aux 
forces perturbatrices, et Q, une suite de termes trigonom6triques qui 
s'obtiennent en ddveloppant 1'expression 

(~_K)' dn o~' (_ 
Q = (I - -  I 6 q ~ ) ( I -  24qsin2u.y + . . . ) -d -~2~  -t" .(2). 

Les transformations que nous venons d'op~rer ont fait naltre, dans 
l'~quation r6sultante, quelques termes de nature particuli~re, k savoir des 
termes qui ne sent multiplies ni par une  fonction trigonom~trique de 
la variable inddpendante, ni par quelque autre fonction de cette variable, 
mais lesquels so composent de deux facteurs, dent l 'un est fonction des 
coefficients constants entrant dans rexpression de y e t  l'autre fonction de 
y et de sa premiere d~riv~e. Ces t e r m e s -  je les appellerai termes 
facteur horistique ou, plus bri~vement, termes horistiques 1 __ sent dans 
la th~orie des mouvements des corps c~lestes, on l'entend ais~ment, de la 
plus grande importance: en effet, la presence des termes de la nature 
envisag4e rend convergentes et, quant au r~sultat num~rique, limit~es, les 
solutions des dquations diff~rentielles, tandis que, sans eux, le precis 
d'int~gration pourrait aboutir ~ un rdsultat divergent. 

Cependant, les coefficients constants des termes dent il s'agit n'~tant 
que trSs petits, l'influence qu'ils peuvent exercer est, ~ l'ordinaire, peu 
sensible, et le mode de calcul des in~galit~s plan4taires devient, dans la 
plupart des cas, presque le mdme que celui qu'on a employ~ dans les 
theories ant~rieures. Pourtant, si la p~riode d'une in~galit~ est tr~s longue, 
et surtout s'il s'agit du calcul d'un terme ~ldmentaire ou de la ddtermina- 
tion <l'un terme de libration, la forme plus complete de l'~quation diff~- 
rentielle que nous avons mise en dvidence, l'emportera sur celle qu'on 
obtient en n~gligeant, d~s le d~but, les termes d'un ordre plus ~levd 
que le premier. 

7. II s'est montrS, dans ce qui pr4c~de, que les coefficients des 
termes ~ facteur horistique sent du quatri~me ordre par rapport aux 
forces perturbatrices: venons maintenant ~ rexamen des termes analogues 
provenant de l'~quation (I2), si l'on y ajoute l'expression 

I ~ptartz~ appartenant ~ ce qui limit% qui termine. 
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Faisons d ' abord :  

ce qui  nous  donne :  

Hugo Gylddn. 

dT 
= s, ~l, s in (G ~ + soT)-d- ~- 

-=- s ~  Ao sin (G O + s o T) d T 

' ' I  4, 1 Ao = LA~ ~ - . ~  + . . .  , 

so. 7.21'2K\ ~ d T  

et consid6rons l e s  fo rmules  

2 V1 ' T=Zo +.~ 

s, dx - -  

1'expression de X p rend  alors la fo rme  que voici: 

cos 2 a m  . .  

' .. I dr,  

Puis, en in t roduisan t  les valeurs  

V~ 2Kdn$:z; dr, 2Kdn~dZ ~k2(2K\" 

l 'expression prdc6dente  se t r ans forme en celle-ci: 

sin 2 am ~.z, 

cos 2 a m  $ dn  $ 

I .  , .4 /2K\ '  I + 7 P~ t , T }  sin 2 am $' I 
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- - 1 2 p k ' ( ~ ) '  ( ~ d n  $ - - i ) ~ s i n  2 am $ d n $ '  

"t- Pk 4 sin 2 am $ cos 2 am ~ dn ~ z ~ 

14 . 2 / z K ~  ( ~ d n  r dn 

- -  k 4 s i n  2 am ~ dn ~2 z ~ 

, , �9 . 

+ pk ~ sin 2 am ~ dn ~ d--x 

4" 2Pk ~ cos 2 am ~ dn ~ z  dzz 

~2ok ~ sin 2 am $ dn $~z ~ dz 
dz  

4.  ,.2t/2K\ ~ ~ 3 P ~  k T )  cos 2 a m S d n ~ ' z  3dA 
dz 

En ne demandant que Ies termes du deuxi~me ordre par rapport  ~, 
q, il sera permis de remplacer, g6n6ralement, la variable x p a r  u, ou $ 

dz 
par to; seulement dans le terme qui se trouve multipli6 par z ~ ,  il est 

indispensable d 'employer 1'expression plus rigoureuse du coefficient, ainsi 
que de tenir compte du facteur 

I0~t )~-- -~-= I -Jr- 2 4 ~ 2 ~  - I 2 ~  COS2U 7 l- . . . ,  

qui peut ~tre 6ga16 k l 'unit6 dans les autres termes.  

@)' Avee 1'expression de k 2 cos 9_ am~ dn~ 2 que nous avons donn~e 

dans l e  n ~ 5, il s 'obtient: 

(7)' 2 (I - -  I6~/2) dn~~ , dn ~ cos 2 am ~ dn ~2 

= i 2 8 ~  2 ~t_ 3 2 ~  e o s 2 u  .~  . . . .  
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Maintenant, 'si nous portons duns l'expression de X, la valeur de Z 
dz 

donn6e par l'6quation (I5) , ainsi que celles de ~ ,  z ~ , . . ,  et que nous 

nous rappelions la relation 

d~ dz 
d-'x ~--- ~ { I  - -  8~ C08 2~ - - . . . } ,  

il est ais6 de voir que la fonetion X exprim6e en y ne contiendra pas 
de termes du deuxi6me ordre de la forme /~lY, ni de la forme /~3y ~,/?l 
et /~a 6tant deux constantes de l'ordre de q~. I1 est encore visible, si 
l'on ne consid6re que les quantit6s du deuxi6me ordre, que les autres 
termes ind6pendants d'une fonction trigonom6trique de l 'argument u, ne 

dz dz 
proviennent que des produits sin 2u~u , cos 2 u . z ~ , . . . .  Retenons seule- 

men~ les termes 

dz dy dy (~u) ' 
d u  - -  d u  + 8qsin 2 u . y ~  + I6~ sin 2u.y 

dz dy (dr)" z~u = y ~ - -  I6q cos 2u.y du ' 

introduisons-les duns l'expression pr6c6dente de X et rejetons les termes 
p6riodiques du deuxi6me ordre; nous aurons ainsi: 

- -  '(I - -  16q~)-d~n-- ~ X = - -  64pff~g~ 4 1281~'Y 

dy dr 
- -  I6pq sin 2 u ~ - -  32pq cos 2u.y~u 

dy 
+ 32_Pq sin 2u.y~d~ + . . . .  

Apr6s avoir introduit, duns l'6quation (i6), l'expression que nous 
venous de trouver, il faut la multiplier par: 

dy dy 
i - -  24q sin 2u.y + 24g COS 2U~u - -  48q  sin 2u .y~u- -  . . ."  
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celle.ci: 
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lieu de 1%quation (~6), 

d~y dy 2 Y du---~-- I o 2 4 q ' h , y - -  I = 8 p q y ~ u - - ( 9 6  "-]- I 2 8 p ) q y ( d )  ' 

dy ~u 
- -  - -  x6pg sin 2udd~Y u ~ 32pq cos 2u.yuu + 3210q sin 2u.y 2 

dy) ~ d'y 
24q sin 2u ~uu + 8q cos 2u.Y-d---~u ~ 

( ~ )  t - d n  t o  4 

(I ~ I6q2)(z - -  24q sin ~u.y + .. ")-dTn-( at. 

Maintenant, pour d6barrasser cette 4quation des termes p5riodiques 
d~pendant de l 'argument  u, nous admettons, en d&ignant par ~" une 
fonction nouvelle, 

d~ ,~ d~" d~ 
Y ---- ~ +  4Pq sin 2u-uu + 8pqcos2u:C. U u - -  8Tqlsin2u'~ du ; 

d& 

d'r ] d~ ' .  
+ 4Pq sin 2 u ~  + 8.pq cos 2u (dTu) -I- r 

! 

- -  spq '+.r162 

d u  2 

d~y 

ay de" a:" 
d-~--:~-u+ 8 p q e o s 2 u ~ u - - I 6 p q s i n 2 u . r  - - x 6 p q e o s 2 u . r  "2 

I6pq sin ZU~u- -  32pq cos2u.C'a-~u q- 327q sin 2u. d~--~ 

+ I6pqc~  32-pqsin2u du r ' 

+ 4Pq sin euh-~u ~ + 8pq cos 2u, 3 -~udu~ "-[7 - d u  s j 

6r r162 I - -  8pq sin =u \du] du du "a "}- du" I ' 

on en tire: 
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a y d~ d~ , . /de \ '  
y ~ =  ~ ' ~ +  8_pq cos 2 u . r  + ~6pr coszu .~k~  ) --t- . - . ,  

~a?~ r162 r 
Y du ~ ~ + 8pq sin 2u. \a~/  + "'" ' 

(~y~,= (dr ar / \  

Mais avant que nous allons introduire ees valeurs dans l'6quation 

(2o), examinons ce qu'il faut y placer au lieu du terme d6pendant de d*-~Y. 
d~ a 

Evidemment, puisqu'on a d6j~ tenu compte, dans l'6quation (I6), du 

~-u~ ne devra contenir 

que les termes provenant de la fonction X. En consid6rant s6par6ment 
ces termes, et en ne retenant que ceux qui sont p6riodiques et du premier 
ordre, nous aurons: 

_ _  ~ -  _ _  d y  _ _  dy 
du ~d~y I6pq sin 2u~u u 32pq cos 2u.y~u + . . .  

ce qui nous donne: 

du~ 3 2pq cos 3 + . . . .  - 2 u ~ - -  2pq  cos  2 u  

Avec cette valeur, l'6quation (20) deviendra: 

2 d y  ~ 

~u dy ~ dy 
- - - -~ I62qsin 2u ~ 32pqcos2u.y-~u :+ 32pqs in2u .y  -du 

[ d y \  ~ ' �9 . ~ d n  o~ ~ 

- ~ ~~ ~ t ~  - ( ~ )  (' - ~ ~ i .  ~ + , ~ . .  

C'est dans cette 6quation qu'il faut substituer les expressions que 
nous venons de trouver tout  ~. l'heure. 

On aperqoit de la sorte que la somme des termes de la forme 

a: r 
const. ~" du + eonst. \du/  
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disparait, autant que ceux-ci rdsultent des termes 

u dg dy 2 dy 
- -  t6pqsin2 d u - - 3 2 p q e ~  32pqsin2u.y ,~u. 

L'6quation qui reste, et oh l'on a rejet6 tout terme inutile, sera donc la 
suivante: 

d'~" , ( d , ) '  
{ I + I 6pq cos 2u - -  32pq sin 2u. ~ - - . . . }  ~ - -  ~ o24q4]q~ - 96q ~* ~uu 

- -  384Pq'r 

----- - -  24q sin 2 u ~ u  ) + 32pq sin 2Ukd, / + 64pq eo~ 2u. \a~,/ 

- -  {4Pq sin 2u + 8pq cos 2 u . ~ - -  8pq sin 2 u . ~ }  ~ls( 
d~t s 

+ ( !  - -  24q sin 2u.~ '+ . . . )  d,--~- 

En multlpllant eette 6quation par {I + 16pq eos 2u --32pq sin 2u. ~--...}-', 

le coefficient de ~ deviendra 6gal k l'unit6, et lea termes d6pourvus de 

faeteurs trigonom6triques provenant du prodult 

I /,ZCX' (~:~ '  
{t - -  x6pq cos 2u + 32pq sin 2u. ,} - -  24q sin 2ulvT, t) + 32pq sin 2u\dv, / 

forment, en s'ajoutant, un seul terme, savoir: 

2 ,l~ ' 

de sorte que la multiplieation envisag&, fait disparaltre, dan~ l'dquation 
pr&6dente, ee terme au premier membre. Mais puisqu'on a, en rejetant 
la fonetion ~, ainsi que tout terme d'un ordre surpassant le premier par 
rapport g q: 

c/u-- ~ ~--- ~ 24q sin 2u\du + 32pq sin 2u/w-/,au/ + 64pq cos 2u.~" ~"Y 

Aeta mathematiea, 17. Imprim~ le 8 juin 1892. 11 
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d'oh l'on ddduit:  

Hugo Gylddn. 

du 8 - - 4 8 q e ~  + 64pqeos2u - -  i 2 8 p q s i n 2 u . ; k ~ )  + . . . ,  

le terme dont il s'agit reparait, mais rdduit  h, la moiti6 de la valeur 
pr6c6dente; nous aurons donc, en 6crivant finalement y au lieu de ~': 

(2 ,) du'db'! . , o 2 4 q ' h , y -  (96 + '92p)q2y(d~.) {' + �9 �9 o} ~o 

On aurait obtenu un r6sultat un peu modifi6 si,  au lieu d'avoir 
adopt6 l'expression prdc6dente de y, on avait retenu t o u s l e s  termes mis 
en 6vidence, k l 'exception de celui-ci: 

d~" 
4Pq sin 2u d-~" 

En effet, avee les valeurs 

dy d~" 16pq sin 2u. ~ ' ~  ~ 16pq cos 2 u. q du 
du du 

d~y d~ 
d "re ~ dq.~ 2 

32pq cos 2u.~ + 32pq sin 2u. r d~ 
du 

3 2PCl sin 2u \dul  + ~ d.,d I ~ 3 2pq 

+ 8pq cos 2u I 
< ,z,: r162 t 

3 ~ du---~, + du'J 

,zy d: (d:) '  
y ~ =: r ~ + 16pq cos 2u./" \ ~ /  

8pq sin 2u 2 + 6r dTu ~ + C~ ' 

dy ~ d~ 
; Y ~  = du 

et: 

\d"/ \ dW ~ 32pq sin ",a~l 
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on d6duit imm6diatement de l '6quation (20') celle-ci: 
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I d'r [ I ~ 32pq sin 2 u . ~ ' - - . .  "~d-~, ' - -  I~ I 2 8 / 0 2 q = ~  " 

- - ( 9 6  + 384p - i28p2)q2r162 ' \du/ 

= - - I  6pgsin 2u~-~ - -247s in  2 u ( ~ ) ~ + 3 2 p q s i n  2 a + 64pqcos2u. "kdu/ 

--(8pqcos'2u.g--8p~lsinau..g'~'~d'r -t- (I - I -  �9 �9 ")~. 

En mult ipl iant  cette 6quation par:  

I + .  32pq sin 2u.~+ 48_pq sin 2u.~'~-~Cu + . . .  

et en rempla(;ant -=;au ~ par:  

de /dC\* /d~\' 
- -  32p~/cos 2u du + 64pg cos 2u~(-~u ) - -  48q cos 2 u ( ~ , ]  , 

on parvient finalement au r6sultat suivant: 

(::) + I6pqsin 2u-~u-- xo24q4h2y-- (96 + ~ 9 2 p - -  256p2)qTy 

= ( ,  + 
dans lequel on a mis y .~ la place de ~'. 

dy 
8. Bien que les termes de la forme ILy-d~u, visibles quelquefois 

dans nos calculs, aient disparu dans les 6quations (2I) et (22), nous 
allons consid6rer une dquation diff6rentielle renfe rmant  un tel terme: 
nous le retrouverons, en effet, en uti l isant une substitution diff6rentc 
de celles quc nous avons employ6es dans les n ~ pr6cddents. 

L'appari t ion d'un terme de la forme envisag6e rend extr6mement 
p6nible l ' int6gration de l '6quation dont il s'agit, et nous ne saurons sur- 
monter les difficult& en provenant que par des approximations ou 
m6me par des tgtonnements. Afin de nous procurer une id6e de ce qui 
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%sulte de la prdsence du terme signal6, concevons d'abord l'6qua~tion 

trds simple: 

d~y dy 
(a)  du---~. + / ~ t y  ~l~ = - -  a sin (o~t "4- b), 

et ddsignons-y, pour abrdger, l'angle ca + b par H. 
Or, puisqu'il ne s'agit maintenant que d'une solution particuli6re, 

et pas du tout de l'int6grale compl6te, supposons: 

y = x~ s i n H +  x~ s i n 2 H +  . . .  

et cherchons ~ d6terminer les coefficients. 
D'abord, si o" n'est pas tr6s petit, on pourrait commencer par mettre: 

Y=Y0  + Y l  +Y~ + " "  

et 6tablir les dquations 

d ~Yo - -  a sin H ,  

d 2!/~ d!/0 
d~ ----- __/ly o ~ ' 

@ O O O ~ O e O @ ~  

mais par cctte voie, la d6termination des y appartenant aux grandes 
valcurs des indices, deviendrait laborieuse, ct encore, la convergence du 

/la 
d6veloppement suppos6 cesserait, si le rapport ~ exc6dait une certaine 

limite. I1 faut donc, dans certains cas, 6viter le d6veloppement suivant 
les puissances de [~, bien quc cette quantit6 soit g6n6ralement t%s petite. 

En admettant le d6veloppement suivant los multiples de H, on en tire: 

+ (xl x.., -4- x2 x~ + "..) cos H 

( ' ~  + ---27"~ + x~x~ + x~x~ + . . . )cos  2 H  

+ ( - -  zlx.2 + z, x4 + z.~r.~ + . . . )  cos3H 

. . . ,  
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ce qui donne par diff6rentiation: 

Y~Yu~ a . .  ? (xlx~ "4- x~x3 + .) sin H 

2-20" /I ) + (~x~---  x l x ~ - -  x ~ x , - - . . ,  sin 2 H  

30" + 7 (xlx2 - -  xix4 ~ x.zx~ - - . . . )  sin 3H 

En substituant ees expressions dans l'dquation 
z6ro les coefficients des divers sinus, on obtiendra: 

x l  ~r ~ . [10" . -t- ~ ~x,x.~ + x.~ x~ + . . .)  = a,  

4x2a ~ 2B0" (_~ ) 
2 

9 X  3 a 2  3, n.0. t 
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(a), et en 6galant k 

11 r6sulte de la deuxiemc de ces 6quations 

X 2 ~ - - - -  
, .  ) 
4a X l - - x i x a - - . ' '  , 

valeur avec laquelle on tire de la premi6re la suiwmte: 

Maintenant, en supposant les coefficients x~, z 4 , , . ,  ou connus, ou 
n6gligeables, il sc comprend que la quantit6 xl, qui s'obtient par la r6- 
solution de l'6quation pr6c6dente du troisi6me degrS, ne surpasse jamais 
une certaine limite qui s'approche d'autant plus de z6ro, quc la valeur de 
16a 

est plus petite. 

On aura facilement des r6sultats semblables relativement aux coeffi- 
cients x~, x~, . . . .  Donc, en admettant toujours la convergence du d6- 
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veloppement suivant les multiples de H, Its rSsultats que nous venons 
d'obtenir nous permettent de calculer, au moyen d'approximations 
successives, les valeurs des coefficients demandds. II faut toutefois re- 
marquer que dans ie cas oh a disparait, la sdrie des x n'est plus con- 
vergente. 

L'~quation (a) se transforme f~cilemcnt duns une autre dent la forme 
est, quelquefois , plus convenablc. Pour y garder plus de gdndralitd,.dd- 
signons par Q une fonction touts connue de u, et consid6rons, au lieu 
de l'6quation (a), celle-ci: 

d~y dy 

�9 r * I 

On en tire ammedmtement, en dSsignant par ~ p h  2 la constante 

d'intdgration, une premiX, re int~grale, k savoir: 

dy 

et, en vertu de ce rdsultat, il seru facile d'obtenir de l%quation (/3)lu 
suivante: 

(r) 

Tclle est la transform6e de l'5quation (fl): on en conclut, toutes les lois 
que lu fonction Q ne renferme qu'un hombre fini de termes trigonom6- 
triques, que le terme ddpendant de # tend ~ diminuer les coefficients 
dans lu solution de l'dquation dent il s'agit. Dans ce cas, o n  pourrait, 
en employant la m6thode du w 5, rdduire l'int6gration de l'Squation (T) 
h eelle d'un syst&ne d'6quations lin6aires et d'une dquation du deuxi6me 
ordre et du troisi6me degr6 h coefficients constants et ne renferment plus 

dy 
aucun terme de la forms #y d~" 

Mais si, par centre, la fonction Q contcnait un terme constant, le 
coefficient de y, dans l'dquation (r), renfermerait lu variable u multipli6e 
par cette constants: l'integration de l'5quation (T) deviendrait, dans un tel 
cas, extr~mement difficile, et on ne saurait d6velopper lu fonction y 
duns la forme d'une s6rie trigonom6trique. 
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Ayant ainsi donn6 une id6e du r6Ie que joue le terme d6pendant 
de /~, nous allons examiner des cas plus compliqu6s que celui qui est 
repr6sent6 par l'6quation (/9). 

9. Considdrons d'abord l'6quation 

(~) d'y dy 
du' "~- /zY ~u --~- Q -{- ]~' 

Q 6rant un polyn6me contenant un nombre fini de termes purement tri- 
gonom6triques et ~ coefficients constants, dont les arguments ne d6pendent 
que de la variable u, et R, une fonction qui peut renfermer, parmi un 
hombre infini de termes trigonom6triques, certains termes d@endant de 
l'ineonnue y elte-m~me. 

Dana l'6quation signal6e, nous allons remplacer la fonction y par la 
somme de deux nouvelles fonctions Y e t  Z, de sorte qu'on air: 

ce qui entralne: 
y - - - -Y+ Z, 

d'Y . d ' Z  . ydY_~  dZ ,zzdY ~_ _dZ 
~ q-~,,Jr p ~ l~Yd.~ + l ~,u #z~---- Q + R. 

L'une des fonctions Y et Z pouvant t3tre choisie k volont6, nous 
~tablissons la relation 

(fl) d~Z ..~ d Y  ~dZ 

et nous retiendrons l'dquation que voici: 

d~Y -~dZ ~ d Y  
(r) d,~, + # ~ ~ + zz,~,, = R. 

De l'6quation (fl), on tire par int6gration: 

,zz =fQ t,, (,~) ~,  + ~#(Y~--h~)  + ~t~z ~ 

~ / ~ h  2 6rant une constante surabondante, qui dolt 6tre d~terminfie de 

dg 
manifire que le d5veloppement de ~ ne contienne pas de terror constant. 

Evldemment, la wleur  du  bin6me y 2  h2 reste toujours n6gative. 
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Dans l'6quation (r introduisons au lieu de Z une nouvelle fonction, 
~', dont la relation k la premibre soit: 

2 d~'. 
Z---- 

I + ~/~du 

il en r6sultera l'6quation 

I d I f? 

Cela pos6, noua allons introduire, dans l%quation (T), la valeur de 

d_g tir6e de l'6quation (3), et noua aurons, aprils avoir remplae6 Z par 
du 

2 d~ 
+ (/~du' l%quation que voiei: 

~,,, + ,  + ~ . ~ , ,  - -  # ' ( Y ' - - h , )  (, + r ~ + # f Q ~ , ,  = ~ ,  

d'oh l'on tire, en admettant: 

la suivante: 

I 
Y - -  U, 

ou bien, en introduisant la valeur 
= (i + OR,  

eelle,ei: 

I d ' ~ _ _ / ? r  U~ 

(r ~.,  + - ~ "  (i + :), 1,, (, + : ) ' v ~ , /  ~t,foJ,, v 

= (~ + ~')/~. 

Des deux 6quations (s) et (~), il faut d6duire lea deux ineonnues 
et U. Pour lever les difficult~s adh6rant k cette ts voici les 

ddmarches lea plus convenablea. 
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Au l ieu  de supposer Q tout connu, admettons maintenant: 

89 

et puis: 

Q= Q0 +r 

R = Ro - -  r + F,  

off nous avons d6sign6 par Q0 et R 0 deux fonetions tout eonnues dont 
nous suppoaons la premi6re du deuxi6me degr6 ou bien 6gale k z6ro et 
la seconde, du premier degr6, et par F ,  une fonction du troisi6me degr6 
d6pendant de U et ~'. 

Cela admis, la fonction ~ sera 6videmment une quantit6 du deuxi6me 
degr6, et si l'on n6glige, dana l'6quation (~'), lea quantit6s du quatri6me 
degr6, et que l'on suppose tout simplement: 

il viendra: 
P = f lu  

h,) + f l b ' - - i z f  Qodu U= no. 

Cette 6quation 6rant ind6pendante de ~', on en d6duira une valeur 
approch6e de U, qu'il faut d'abord 6galer k la fonction Y. 

Ayant trouv6 une valeur pr6alable de Y, on va chereher la fonction 
~" en int6grant l'6quation (e) qui, si l'on n6glige les termes du quatri6me 
degr6, s'6crit ainsi: 

d*( I [P d Y  2t - I 
(~q) du'  2 # R o r  - -  2 Y -~u 2 # Qo. 

Certes, l'int6gration de cette 6quation n'est pas facile, maia on par- 
vient n6anmoins, par approximations successives, b. l'expression de ~ sans 
constantes arbitraires, tout ce qu'on demande ici: d'ailleurs, l'6quation du 
troisi6me ordre se trafisforme ais6ment en une autre du deuxi6me degr6 
qui n'est plus lin6aire, mais dont la forme, si l'on n6glige un terme du 
troisi6me degrd, est bien celle de l'6quation (a), de sorte qu'on pourrait 
appliquer, k son int6gration, le proc6d6 dont nous avons fait l'exposition 
pr6c6demment. Mais on peut aussi, en partant de l'6quation (e), d6duire 
directement une nouvelle 6quation de m6me nature que l'6quation (~). 

Aaa math~matica. 17. Imprim6 le 16 juin 1892. 19 
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En effet, si nous posons: 

nous aurons de l'~quation (e) celle-ci: 

d < +  + = o, 

et puis, par diff4rentiation: 

/l 2 d'~ + 2~. --[- y d Y  i 
d~" -~ d--~ = ~ Q "  

df 
En ~liminant du entre  ces deux ~quations, et en admettant la notation 

~ y l ~  
il viendra: 

d ~  ~ 

6quation qui appartient, 6videmment, au type de l'6quation (~) ou de 
l'6quation (~/). 

En int6grant l'6quation que nous venons de trouver, nous pouvons 
dans la premi6re approximation n6gliger Q, de sorte que le second 
membre soit r6duit h: 

I ~ d Y  

S'il s'agit de d~terminer des termes ~l~mentaires, la quantitd signal~e est 
du troisi~me ordre et du quatri~me degr~ par rapport aux excentricit~s, 
tandis que R o est du deuxi~me ordre et du deuxi~me degr~; en con- 
sid~rant les termes non-~l~mentaires, la fonction /~0 peut ~tre du premier 

d Y  
ordre, mais le produit #Yd-u-u est alors du quatri~me ordre par rapport 

aux forces troublantes. On a donc obtenu une vraie approximation. 
De la relation 

~og(, + C) = #fy,  du 
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on d~duit ais~ment: 
Z =  2 de 

I "t------~,udu--~ 2yl' 
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de sorte qu'on aura: 
y = Y-]- 2y 1. 

Evidemment, eette formule n'est qu'approximative; elle donne cependant, 
dans la plupart des eas, le rdsultat d'une exactitude suffisante. 

I o. Pour la transformation de l'6quation (a) du num6ro pr&6dent, 
voici une autre m6thode. 

Faisons d'abord: 

_~ 3U 

. .(, +f..o) 
ce qui nous donne: 

dy 3 d U 3 U2 

dSy _ 3 dsU 9 dU 6U' 
t/ , U "t- 3 , ol_SUd%l, ) ~ /1 ( i ..I.. / iTd,R, ) 

Yd~ 11'(I 9 dU 9 U3 S ~ 

En introduisant ces expressions dans l'~quation dont j 'ai parle, il s'ensuit 
imm~diatement: 

d'U 
(24) du" Us =~- (~ + f Udu)(Q + t~). 

3 ( i  .-b f Udu) s 

Telle est l'~quation transform~e rempla~ant l'6quation (a): on l'utili- 
sera avantageusement, mais seulement, bien entendu, en adoptant rhy- 
poth~se que / U d u  s'exprime au moyen d'un d~veloppement convergent, 

et que cette int~grale soit inf~rieure h l'unit& Mais en tous cas, l'emploi 
de la transformation indiqu~e se montre avantageuse s'il ne s'agit que 
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d'une solution approch6e et que la somme d'un nombre fini de t e rmes  
repr6sentant l'int6grale dont nous avons parl6, ait une valeur suffisam- 
ment petite. 

Concevons encore le cas oh la fonction R renferme un terme de la 
forme 

--yf(u), 

f(u) 6tant une fonction route connue de u. 
En d6signant la somme des termes restants dans R par R,  nous aurons 

faeilement de l'~quation (~ la suivante: 

(25) d,~S . f(u)U-- - -  -3  

- -  2 us f U d u - - . . . ,  

r6sultat dont nous pourrions faire application proehainement. Dans le 
cas des termes 616mentaires, la fonction U est, le plus souvent, une quan- 

�9 t r .1  tl e du deuxleme ordre et l'int6grale f udu du premier. 

I I .  La mkni6re d'op6rer la transformation de l'6quation fonda- 
mentale que nous venons de poursuivre dans les n ~ 5m7,  se remplace 
avantageusement par plusieurs autres proc6d6s, dont voici un qui m6rite 
d'6tre examin6 soigneusement. 

Reprenons comme point de d6part l'6quation (4), k savoir, si nous 

2K celle-ci: admettons toujours la notation $ = - - x ,  
7~ 

(4') + k ~ COS 2 am$.~rl - - k  2 sin 2 am$.V~ 

cos2am$.  1 - - X - - ~ 2 .  
3 

Or, au lieu de faire disparaltre le terme du premier degr6, nous 
nous proposons seulement de d6barrasser les termes du deuxiSme et du 
troisi&ne degr6 des facteurs trigonom6triques. On peut donc tout-d'abord 
mettre: 

~ 0 . 1  ~ O~ 
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ce qui entraine imm6diatement: 

~Lo -~- O, 

MMntenant, en adoptant l'expression 

V1 = z - -  {4q(! - -  I Iq~) sin 2x -~- 4q:sin4x}z'  

nous aurons: 

dirt d z 
d~ dz 
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[~ 20 ~ ]Z a 
- -  q(~ -- I6q~)cos2z +~-a co~4x 

- -{8q( I  - -  I Iq ~) cos 2x + 4q ~ cos4x}zdd~ 

2 dz + {8q(I - -  I6q ~) sin 2x + IO~sin4x]z  ~ ,  

{8~(I - -  I I~ 2) COS 2Z + I6q 2 cos4x}z ' 

1~6 8o~ ] + ~-q(i  - -  I6~2) sin2x + ~ - q  sin4x z 3 

+ { S q ( i -  i iq~) sin2x -1.- 8q~sin4x}z~ 
+ {8q(x - -  x6q~) cos 2x + 2oq  ~ c o s 4 x } z  ~ 

~ { 8 ~ ( ~  - -  ~i~r + 4q ~ cos4x} ~ z ~  

d~z I 
-~. { S q ( I -  i6q2)sin2x Jr- ioq's in4x}12z(~ ) +z2Tx.~] , 

d'V, d'z 
d . ' =  dx ---~ + { I6~(I - -  I ,q~) sin 2x + 64q 2 sin 4x}z' 

1 ~  32Oq, cos 4xJz 3 + q (i - -  ~ 6q~) cos 2x + ' T  

[ ldz\ ~ d2z ] 
+ 1 2 4 q ( I -  I Iq ' ) s i nzx  + 24q'sin4x} l~)~) + z ~ j  

I Idz\* 2d~z ] 

I dz d'z d'z I 

] I + {8q( I - - I6~ ' ) s in2x+ ioq ' s in4x } 2(~-~ + dz~xx~+ ~--~,j, 
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e t  encore :  

V~ = z 2 - - { 8 q ( i  i iq  2) sin 2x + 8q 2 sin 4x}z 8 

- - { I 6 q ( I -  IIq2) cos2x + 8q 2 cos4xl z~a~ 
dz 

V ~  = z ~ - - . . . .  

Ensui te ,  si nous  6tablissons l ' express ion 

k ' / 2 K \ '  (~_)"  ~--~-) c o s 2 a m ~ . V  1 ---~ k s cos2  am~: .z  

o o o ~  

] - - { 4 q ( I  - - I  Iq ~) sin 2x -I- 4q 2 sin 4x}z 2 

- -  q( i  - -  i6q2) c o s 2 x  + - ~ - q  cos4x  z 3 

18q(I - -  I I q  2) co s2x  + 4q c o s 4 x ] z ~  

2 �9 ~ " d z l  

_-- k ~ ( ~ ) ' c 0 s  2 a m  $.z 

ainsi que  celles.ci: 

3 2 o  +T 41  64q z~-~, 

+ { I60q  3 s i n 2 x - -  32q 2s in4x}z  2 

q3 cos 2x + -~-q c o s 4 x  

k ~ s i n 2 a m ~ . V ~ = - - { 6 4 q = ( i -  ~2q 2) + I28q4}z 3 

+ { I6q( I  _ _ q 2 ) s i n  2x + 32q ' sin 4x}z 2 

- -  { 192g 3 cos 2x - -  64g 2 cos 4x}z 3, 
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~ k'  cos 2 am ~.V31 = q2 _}_ 

+ f ( I  + q') cos 2x + ~-q  cos4x z 3, 

et que nous les introduisions dans l '6quation (4'), il en r6sultera" 

dz ~dg-z + k ~ (~)*COS 2 am $.Z + (64q ~ -  384q4)z3--64q2z~dZ 

�9 I/dz,~ cZ'z] 
+ { 2 4 q ( I -  IIq2) sin2x + 24q~sin4x} (-~) + z-~ 

t d~ d'z d~z I 

12(dz'~ ' 6z~ d'z z,d~zl + {8q(I - -  t6q 2) sin 2x + Ioq 2 sin4x} \d~] + d-~ + dx'j 

- -  - -  X - -  ~ 2 .  

d~z 
En multipl iant ,  pour 6galer ~ l 'unit6 le coefficient de d-~, l'6qua- 

tion pr6cfdehte par:  

+ 24q2 sin 4x]z 

+ [24q(I - -  I6q 2) cos 2x + 6oq ~ cos4x]z ~ 

- -  [ ~ 4 q ( ~  - -  ~ ~q~) ~os ~ z  + ~ 2q '  cos  4 z ]  

+ [ 4 8 q ( I -  I6q ~) sin 2x+ 6oq 2 sin4x]zdZ~x]-I 

----- I - -  [24q(I - -  IIq2) s in2x + 24q2sin4x]z 

+ [ 2 4 q ( I - -  I Iq ~) cos 2x + I2q 2 cos4xjdZ 

+ [I 2.24q 2 - -  24q(I - -  4oq 2) cos 2x - -  12 .29q  2 cos 4x]z 2, 
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on ob t i endra :  
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d,--: ~ + k ~ cos 2 a m  $.z + 64q2z ~ - -  384q4z s 

o r - I 2 8 q ~ z  ~ 2 8 8 q U z  

[ i 2 . i 6 . 4 8 q  4 + I : .  I6q~(~ ~ 39q ~) + I 2 .  I 6 . 29q4 ]z  3 

/dz \ ~ 
+ :4q :xl ) 

~ {[8q(i - -  i iq~) c o s 2 x  + 4q ~ cos 4x]z + 96q2r 

- -  [8q(x - -  I6q 2) sin 2x + Ioq  2 sin4x]z'} d'z 
d x  a 

= - -  I ~ 24q sin 2x.z + 24q cos 2X~-~ 

- -  24q cos 2x.z '  "k .. .](X + ~2), 

ou, afin de faci l i ter  au  lec teur  la  v6rif ication du  calcul ,  on a mis en 

6vidence,  lea diffdrentes par t ies  d o n t  est  compos6  le coefficient de z a. 

I1 nous  reste encore  g r emplace r ,  dans l ' dqua t ion  que  nous  venons  

de t rouver ,  la t rois iSme d6riv6e de z pa r  sa va leur ,  a u t a n t  qu 'e l le  e s t  
e o n n u e .  

Dans ce bu t ,  6crivons:  

d'z (~_ ) '  /dz \ '  
d---~ = - -  k = cos 2 am $.z - -  24q sin 2X~-d~z) - -  Z 

-~0 1 3 2 q ' - -  , 6 q ( I  -Jr q') e o s 2 x - -  32q '  e o s 4 x } z - -  24q sin 2x(dZ'~'--\doc/ Z, 

off la pa r t i e  essentiel le  de Z est 4gale g X + ~(2. 

De l '6quat ion  prdeddente ,  on  t i re  pa r  diff6rent iat ion:  

d'z ( & ) '  
dx----~= {32q(I  + q~ ) s in2x  + i 2 8 q 2 s i n 4 x } z - - 4 8 q  cos2x  5~ 

dZ + {32q ~ ~ I 6 q e o s  2 x - -  32q 2 eos4x}dd~ + ~ ;  
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dsz 
et maintenant, si 1'on introduit cette valeur de ~ dans r6quation (26), 

les termes du deuxi6me ordre de la forme 

const, z s 

se d6truisent, et on obtient l'6quation que voici: 

(27) dz---~ "l- k ~ cos 2 am$.z - -  896oq'z 3 - -  96q~z + 192 q Z~ 

= - - 2 4 q s i n  \dz] 

- -  [ 8 q ( I  - -  x6q2) sin 2x + Ioq' s i n  4x]z'} dg 

a, _ 24q cos 2x .n '+ . . . } (X+  ~) 1-- 2 4q sin zx . z  + 24q cos 2x. .~z 

Cherchons maintenant les termes provenant de la fonction X en 
adoptant, pour cette fonction, la valeur que nous avons donn6e par 
I'6quation (x 8). 

En ne demandant que les termes horistiques du deuxi6me ordre par 
rapport ~ q, nous aurons, en vertu de l'expression mentionnde, en y 

dV, 
portant les valeurs pr6c6dentes de V ~ , d z  , . . .  

__ 64pq~z + (I283 

,, ~ / d z \  ~ + 

dz  dz  ~ dz  
I6pq sin 2 x ~ - -  32pl c o s 2 x . z ~  "4- 32pCl sin 2x.z ~ + . . . .  

I1 suffit dgalement de mettre: 

Achl ~ .  17. Imprlm~ le 17 juln 1892. 18 
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Z I ~tant une fonction renfermant les termea non consid4r~s dans nos 
calcula actuels, et qui donneraient naissance ~ des termea horiatiques d'un 
ordre ou degr6 plus 61ev~s que le deuxi6me ou le troisi~me. 

En diffdrentiant l 'expression signal6e de Z, et ne retenant que les 
dz 

termes d6pendant de cos2x et de d-zz' nous aurons: 

dZ dz /dz  \ ~ dZ, 
d-~ ----- 32-Pq cos 2Xh-~z + 32pq cos 2x~--z) + d-'-~z " 

Maintenant, si nous introduisons cette expression dana l'(~quation (27), 
et que nous multipliions l 'expression pr6c6dente de X par 

i - -  24qsin 2 x . z  -4- . . . ,  

ce qu'exige l '6quation (27) , l '6quation dont il s'agit prendra la forme 

I h~z, d- k ~ c o s 2 a m $ - I -  64pq ~ z --]- I 6 p q a i n 2 x ~  

- -  (I 28pq2 d - 8 9 6 o q ' ) z ~  d- (  x 9 2 - { -64p)q2z -~z - -  (96 - -  384p)q2z 

/dz  \ ~ dz 2 dz 
------ - -  24q sin 2 x ~ )  - -  32pq cos 2 x . z  ~z. "4- 3 :Tq  sin 2 x . z  dz 

- -  8q cos 2X.Zdd z'  

- - { I  - -  :4q sin 2 x . z  d- . . . }~2,  

oh l'on a n~glig~ le terme p~riodique du second ordre. 
On pourrait  se contenter du r(~sultat que nous venona d'obtenir; 

cependant, pour garder plus d 'homog~n6itd dana lea termea p~riodiques 
restants, je pr6f6re de chercher une autre dquation ne contenant plus 
le terme de la forme 

dz 
pCl cos 2x .z -~z .  
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Dans ce but ,  je  fais la subst i tu t ion de 

dy 
z = y + 8~q cos 2x .y  

et des expressions en d6coulant ,  i~ savoir:  

dxdZ = dYd~ IS pq sin 2x.y-~  + 8pq cos 2x ~ -~- y ~ - ,  , 

dg__z d'y dy sin I(dy)  d'Y I d~' = d~" 3210q cos 2x.y--~ 32pq 2X ~ "W Y-~, 

I aye'y e'y I + 8io ~ cos 2x 3 ~ T~' + y d~'J" 

d~] \d~/ 32pq sin 2x.y + . . . ,  

dz dy 
z ~ = y ~ +  . . . ,  

dans l '6quat ion (28), et j 'obtiens:  

i - -  32pq sin 2x.y .~- 24p q cos 2x d.~ 

+ I6pqsin2x~+]k'(~-)'cos2am~+64PC1'ly--(I281x12+896o~')Y3 

+ ( I92q 2 + I28_Pq ~ 28p 'q2)y~  - dy t 

= - -  24q sin 2x + 32pq sin 2x + 32_pq sin 2x.y ~ 

dSy 
82r / cos 2x.y-~,, - -  { I - -  24q sin 2x.y + ...}~2. 

En mul f ip l i an t  ce r6sultat ,  dans lequel  on peut  suppr imer  le t e rme  

d6pendant  de dZ~ par  i - -  32pq s i n 2 x . y  + 24pqcos2x-~ et en y 
. d ~  ' 

por tan t  l 'expression 

dy dy (dy) '  (dy)" 
d'Ydz, ~ - -  I 6q C~ 2X-~ ~ 3 2pcl c~ 2X -d-~. ~ 4 8q c~ 2x ~ - [ ' 64pqc~  ~ ' 
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on obtient finalement: 

Hugo Gyld~n. 

(29) ~-~-~,-]- I S p q s i n 2 x ~ +  k ~ c o s 2 a m $ +  54pq ~ y 

( d~x) g ~ dy 
= -- 8 (3 - -  4P) q sin 2x + 32pq sin 2x.y 

- -  (t -- 24q sin 2x. y "b . . . )P. .  

Dang cette 6quation, qu'on peut regarder comme le r6sultat esgentiel 
de hog transformations, il faut remarquer que le coefficient de yS ne 
contient pas tous l e s  termes du quatri~me ordre; mais les termes qui y 
manquent encore, ne peuvent pug, excepts dans un cas spdcial, annuler ce 
coefficient, vu qu'ils sont multiplids par le nombre irrationnel i~ ou bien 
par son carr6. 

I z .  Si l'on avait introduit, dans l'6quation (27), au lieu de la 
valeur de X qu'on a emprunt6e ~ l'6quation (I8), un terme du type 

A~ sin(2~lv + s~T), 

on aurait obtenu des terme8 d6pendant d'un nouveau module, et no- 
tamment de nouveaux termeg horigtiques. En d6signant par ql la valeur 
de q qu'on d6duit avec A~, ~1 et s~, leg nouveaux termes horistiques 
sont, pour la plug grande part, multiplidg par q2q~ et par g~; ils sont en 
eons6quence du quatri6me ordre. Le nombre de ces termeg 6tant tr6g grand, 
on pourrait croire que leur influence l'emportAt sur leg termes que nous 
venons de mettre en 6videnee. Cependant, ayant calcul6 ces termes par 
diff6rentes m6thodes, je me suis convaincu que leur somme n'aura 
d'autre effet que d'agrandir le coefficient nfgatif  de yS: le r6gultat que 
nous venons de donner par l'6quation (29), n'aurait donc pus chang6 
quant ~ la forme. Or, dang le m6moire prdsent, il ne s'agit pug de 
donner des formules parfaitement pr~par4es ~ l'usage des calculateurs, 
mais seulement de d~gigner leg methodes d'obtenir la solution absolue du 
probl~me des trois corp% tel qu'il se pr~sente duns notre syst~me pla- 
n6taire. Voile, la raison pourquoi je me suig dispense, pour le moment, 
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de communiquer mes recherches, d'ailleurs assez laboriet~ses, sur la to- 
talit6 des termes horistiques; reals, j 'ai pris cette r6solution encore par 
un autre motif, dont voici l'explication. 

Dans les calculs num6riques ex6cut6s d'apr6s les r6gles qu'on pourrait 
d6duire en int6grant l'6quation (29) ou une autre 6quation de la m~me 
nature, il n'est pas du tout indispensable de connaitre, d6s l'abord, tout 
le coefficient d'un terme horistique; il suffit, au contraire, d'en avoir 
6valu6 la plus grande partie, disons un peu plus que la moiti& Cela 
se comprend ais6ment par un exemple, dans lequel on suivra la marche 
des approximations. 

Supposons ~ cet 6gard qu'on ait l'6quation 

d*y 
dz'* _ _  ( ~ 2 _ _  $ ) y  = - -  a ,  s i n H  l - -  a~ s i n H ~  - - . . . ,  

off les H sont donn6s au moyen de la formule g6n6rale 

i t .  = o,,x + b,,, 

et oh (~ d&igne une quantit6 positive ou n6gative, dont la valeur absolue 
est inf6rieure a v ~. Supposont encore que la s6rie des a soit convergente. 

Cela &ant, on voit imm6diatement que si l'on commence par int6grer 
l'6quation 

d 'yo  V~yo "~ ~ a I sin//1 - -  a~ sin H~ - - . . .  
dx~ 

on aura tout d'abord le r&ultat approximatif 

---- a ,  . a ,  s i n H ~ + . . .  Y0 a,-~+--~' sm//I  + ~ + ~, 

d6veloppement qui est n6cessairement convergent. Dans la deuxi6me 
approximation, supposons qu'on connaisse d6js une valeur approch6e de 
~, d6slgnons-la pa r  #0, et proc6dons b. int6grer l'6quation 

_ _  a,~o . a,~o s i n H ~ . . .  d ' y ,  v~Yl = ~ ~ + ~, sm H 1 ~, 
d z '  a] + ' 

d'oh il r6sulte: 

a 3 o  . ~ ,  a ,~o  y~ = (~ + ~,),sm ~1 + (~ + ~,), sin H~ + . . . ,  



102 Hugo Gyld~n. 

Selon l'hypoth6se, le rapport ~ est inf6rieur it l'unit~; done, les yl 

fractions 30 3o -I- ~ ' ~ + ~' ' " '"  sont ~ fortiori moindres que l'unit~. ]1 s'ensuit 

de lk que le d6veloppement de y~ sera aussi convergent. 
Admettons que ~0-I-3~ soit une valeur plus approch6e de et que 

ne l'est o~ seul: or, nous allons int~grer l'~quation 

d'.u, r3o(30 + 30  3, ] 
d ~  - -  ~Y~ ---- - -  a~ T ~ - -  - ~  ~ + ~, �9 [ (a, -!- ~ ) -{- sin//1 

_ r3o(30 + 3,) 3, ~,] sin H~ -i- . . . .  
- -  ~'LV, u ~@ + ~ + 

En continuant ces opdrations, on trouvera dans la quatri6me ~ppro- 
ximation: 

y~ =- a, (a~ + ~')' + (~ + ~'? + (a; + ~')" + (d + ~')' sin//1 

~, ]sinH 2 
+ %L ( ~ + ~ ' ) '  + ( ~ + ~ ' ) '  +(~' ;+~')~ + ( ~ + ~ ' ) '  

. . .  

et ainsi de suite. 
Maintenant, si l'on 6tablit la somme de tous ces d6veloppements 

convergents, on aura, ce qu'on voit facilement, un r6sultat ~galement 
convergent et identique ~l celui-ci: 

a~ l:1 ..~ , a,_~ 3sm H + . . .  ; a~+v ~ - 3  s in~l  a~+ - -  Y 

seulement, les divers coefficients de la somme dont nous avons parl6 
constituent certaines transformations des coefficients qui entrent dans l'ex- 
pression derni6rement signal6e. 

Quant k la forme d6velopp6e des coefficients, il se comprend ais6- 
ment qu'elle admet des d6veloppements convergents, pourvu que la suite 
des approximations successives par lesquelles s'obtient 3, c'est ~ dire, 
la s~rie 

~=~0 +~1 + ~ + . . .  
soit convergente. 
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Puis, des conditions 

3o -~< I ; ~0 > ~  >o~  > . . . ,  
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on conclut la convergence de la suite 

Y = Yo - t -Y1 -t- Y~ + . . . .  

Mais on volt encore de ce que nous venons de mettre en (~vidence, 
qu'il est favorable de commencer les approximations par une valeur de 
~2 un peu plus forte, de fa(~on ~ obtenir une valeur positive de (70. De 
cette maniSre, on trouverait les principales parties des divers coefficients 
des ddveloppements de Yo, Y l , - - .  toujours-positives, ainsi qu'un agrdgat 
de termes positifs, quand on ~tablit la somme des divers y,. Evidem- 
ment, les diffSrents termes dont la somme constitue un coefficient de 
la fonction complete y, seront de la sorte les plus petits possibles. 
Ainsi, une valeur positive de 3, c'est h dire une valeur un peu trop 
grande de ~'~, sera, en effet, plus avantageuse ~ la convergence des appro- 
ximations successives, que ne l'est une valeur n6gative de 3 ou bien, ce 
qui revient au mgme, une valeur de ~,  inf6rieure K la valeur effective. 
Voil~ aussi pourquoi l'emploi de l'6quation (29) est prdf6rable h celui 
de l'dquation (I 7). 

w 7. Equations linJaires. 

I. Par les transformations dont nous venons de faire rexposition 
dans les deux paragraphes pr6c6dents, on a les moyens de ramener les 
6quations diff6rentielles de la m6canique cdleste K des types plus simples, 
notamment ~, celui-ci: 

(i) d ~z 
dr---' -{- Z z  - -  fl~z 3 ---- X ,  

oh l 'on  a ddsign~ par Z et X deux fonctions connues, dont la premi4re 
se trouve tr4s souvent r~duite ~. un coefficient constant, et par f13, une 
quantit6 toujours constante. Gependant, puisqu'il est inutile d'effectuer 
la r~duction complete, ce qui serait aussi extr(~mement difficile si non 
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impossible, on doit supposer la fonction X, non plus tout ~ fait connue, 
mais seulement quant ~ ses termes principaux, ceux-ci ~tant donn~s par 
1'expression 

sin I 
- -  A .  ] G . .  ~ 

COS ! 

La solution c~6finitive ne s'obtient done qffau moyen d'approximations 
successives, dont la convergence n'est, cependant, soumise b~ aucun doute, 
pourvu que la partie de X qu'on a n6glig6e d'abord soit suffisamment 
petite. 

Mais l'int6gration de l'dquation propos6e est ndanmoins trSs p4nible: 
elle ne s'op6re ais6ment que dans deux cas particuliers. D'abord, si la 
fonction Z est remplac~e par une constante et que la fonction X ne 
contienne qu'un seul terme, l'dquation dont il s'agit s'int~gre sans trop 
de peine, comme nous l'avons vu dans le Chap. I. Puis, s'il 6tait pos- 
sible de r6duire notre 6quation ~ la forme lin6aire, la forme du r6sultat 
serait telle qu'on en obtiendrait l'int6grale d'une mani6re ais6e. Darts ce 
qui suit, nous allons examiner comment une telle r6duction s'opSre. 

La principale objection qu'on peut fairc contre l'emploi d'une 6qua- 
tion lin6aire comme point de d6part des approximations successives est 
eelle qu'il donne naissance ~ des expressions dont les d6nominateurs peuvent 
acqu6rir des valeurs tr6s petites et m~me dvanouissantes. En effet, ayant 
form6 l'6quation lin6aire tout simplement en supprimant le terme --flaz ~, 
on tombera dans une solution souvent assez inexacte et quelque fois m~me 
tout ~ fait inadmissible; et une telle 6quation ne fournira pas de fort- 
dement pour d6montrer la convergence du r6sultat. 

Mais si, au contraire, on op6re la rgduction b~ la forme lin6aire en 
tenant compte, de la mani6re qu'on va apprendre prochainement, du terme 
en z ~, l'int6grale de l'6quation transform6e a la propri6t6 de n'exc6der 
jamais certaines limites. Les diffieult6s adh6rant ~ l 'emploi d'une 6qua- 
tion lln6aire oh l'on a n6glig6 enti6rement les quantitds du troisi6me 
degr6, ayant ainsi disparu, on aura l'occasion fr6quente de consid6rer 
des 6quations lin6aires d'une forme sp6ciale. 

Concevons maintenant la r6duction de l'dquation (~)~ la forme lindaire. 

Nous admettons toujours: G. ~ 2,~nv -I" 2Bn, "~m ayant une valeur quelcosque. 
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2. En d5signant par r une fonction encore indStermin~e, nous 
allons introduire, dans l'~quation (i), une nouvelle inconnue au lieu de 
z, en admettant la relation 

Nous aurons de la sorte: 

Y 

(2)  I T ~bdv* (I -b p )~dvdv  "3V (~ + r  (, + r + ~-+--r y 

yS 
--fl~(~ + r  X,  

et, si nous ddterminons la fonction r de mani~re k satisfaire ~ la condition 

y~ 
(3) dv-~ = - ' 

~ 6tant une constante, nous aurons, pour d6terminer la fonction y, l'Squa- 
tion que voici: 

d'y 2 dC dy [ 2 (de , ' ]  (! X. 
(4) dr' i + r dv + Z - -  ~2 + (~ + r \dv /  y ---- -t- r 

Cela ~tant, si nous admettons qu'on sache intSgrer l'Squation 

~'Y { z -  (, (5) d~-~ + ~'}u = + r  

le second membre 6tant suppos6 connu, nous aurons imm6diatement, cn 
n6gligeant d'abord 1~ quantit6 r une valeur pr6alable de la fonction y. 

Avec l'expression de y qu'on obtient ainsi, on va chercher la fonction 
r au moyen de l'dquation (3); ~ cette occasion on dolt aussi d6terminer 
le coefficient ~ de mani6re que la fonction r soit ddpourvue de tout 
terme constant. 

Dans ce but, 6crivons l'6quation (3) de la mani6re suivante: 

d'ofl il s'entend imm~diatement que la demi-so~mne des carrds de tous les 
Aata matlammtiaa. 17. Imprim6 le 27 jufa 1892, 14 
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coefficie~ts que ren#rme l'expression de y ,  cette demi-somme multipli~e par fi~ 

constitue la pa t t i e  essentielle de la conslante v 2. 

En effet, si nous admettons que l'intdgrale de l'~quation (5), les 
const,intes arbitraires 6tant dgal6es a z6ro, soit exprimde par le d6veloppe- 
men~ 

y = z ~ c o s G ~  + x ~ c o s G  2 + . . . ,  

i l  ' s e n s u l v r ~ :  

Y~ = 2 (7.~ + x~ + . . . )  + ~ x, cos 2G~ + -~ z.~ cos . . .  

+ X1z2{eos (G1-  62) "~ c o s ( e  I --1- 62) } + . . . .  

En introduisant eette expression clans l'6quation pr&'~ddente, on obtient 
tout d'abord les rdsultats approchds que voiei: 

+ + . . . ) ,  

= cos2G 1 + 2u~eos2G 2 + . . .  r 16,t~ + 2v 2 16,t~ + 

&~,~', 2~,cos (G1 + G 2 ) +  �9 s 2:~cos(G1 G 2) ~ ~ . .  , 

d6veloppement dent la convergence est 6vidente, si la s6rie 

z~ + x 2 + . . . ,  

chaque terme 6t'mt pris avec le signe positif, jouit de cettc propri6t6. 
Ayan t 6tabli ces rdsultats, il sera facile de parvenir aux expressions 

alg6briques des coefficients z ,  routes les lois qu'on salt int6grer l'5qua- 
tion (5)- 

En admettant d'abord que la fonction Z soit r6duite k une constante, 
r a g ,  et en ddsignant par H la demi-somme 

I g (x, + ~.~ + . . . ) ,  

de sorte qu'on air" 
V = fl~H, 
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les expressions des coefficients demand6s seront visiblement cellos-el: 

A1 
z,  --- 4,~ + g + r It'  

12 

Maintenan't, si nous 6tablissons l'expression de la somme des carr6s 
des divers z, il en r6sulte imm6diatement l'6quation 

(6) H =  + ' ' ' '  

d'oh s'obtient toujours une valeur r6elle et positive de H, pourvu que 
la s6rie raise entre les crochets soit convergente. 

Lr~ fonction H d6termin6e de ]a sorte, je l'appellerai fonction horistique, 
vu que sa pr6sence dans le coefficient de y rend la solution de l'6quation 
lin6aire Convergente, et quant ~ sa valeur, limit6e; en consSquence, une 
6quation lin6aire renfermant, dans le coefficient de l'inconnue mSme, 
une fonction horistique, sera appel6e dquation horistique. Mais je d6- 
signerai plus g6n6rulement par fonction horistique lu somme des puis- 
sances paires des coefficients xl, z ~ , . . . ,  multipli6es par des coefficients 
positifs quelconques. 

Donc, par la r6duction d'une 6quation contenant des termes hori- 
stiques, on est parvenu ~ une 6quation horistique. 

La fonction H suppos6e r6elle, iI sera facile de d6montrer la con- 
vergence de la s6rie 

+ + . . . .  

Dans ce but, reprenons l'6quation 

A~ 

et posons-y: 
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la quantit6 P e s t  donc ind6pendante de x.; on obtient ainsi: 

I 8 ~y,x. + 1% = A., 

d'oh l'on conclut que la valeur de x,,, quel que soit P ,  ne surpasse 
jamais la limite 

2 V O~" 

Or, les A formant une sdrie dont la convergence 6gale celle 'd 'une pro- 
gression g6om6trique, il s'ensuit que la convergence de la s6rie dont il 
s'agit cst au moins aussi rapide que celle de 

(~ ~v , + i/A, + ~/A~ +...}. 

La recherche sur la convergence de notre d6veloppement est doric ramen6e 
celle de la r6alit6 de la fonction horistique H. 

3. En supposant, dans l'6quation (6), une valeur positive de g, les 
tcrmes du second membre forment n6cessairement une s6rie convergente; 
doric, la valeur de  H sera r6elle et positive. 

Mais si, par contre, la valeur de g 6tait ndgative, la discussion de 
l'6quation (6) deviendrait d61icate. 

En entamant cette discussion, nous posons, pour abr6ger, 

O. =- 4~ + g; 

puis, nous omettons l'indice 3 attach6 k/~, apr6s quoi l'6quation (6) s'6crira 
ainsi 

= ~ (o, + ~')~ + (bi, + ~,)2 + . . . .  

En utilisant toujours la notation 

ce qui entraine l'expression 

An 
X. = bi n + v2 

~2 O . +  A. 
Xrt 



Nouvelles recherches sur les sdries employdes dans les tMories des plan~tes. 

nous aurons: 

+ ~-7 ..~ . . . . .  

109 

Maintenant, si nous supposons fini le nombre des termes de X duns 
l'6quation (5), on trouve toujours une valeur r6elle ct positive de la 
sonlnle 

~ +  + ~  : ~. x . _ ~ +  + . . +  m ~ n :  �9 " " X n  + 1 " X m ,  

doric, en d6signant cette somme par 

2 

le coefficient P~) duns l'6quution 

I 3 
A,, = P(,?),,, + ? fix, 

J 

est une quantit6 r6elle et finie. 
Puis, si l'on ddsigne par Z., sans tenir compte du signe, la valeur 

maximum que peut acqu6rir z, pour une valeur rdelle quelconque de 
P,(') on aura, quelles que soient les valeurs des quantit6s ~1,0~, ., 0~, 
ainsi que celles des coefficients A~, A 2 , . . . ,  A.,, la comparaison 

d'oh il s'ensuit: 

Z . ~ - v f l  , 

1 2 

expression qui montre que la valeur minimum de 0,, + ~2 ne peut 
1 2 

s'ab~isser au-dessous d'une quantit6 du m6me ordre que fl~A~. 
En supposunt toujours que les Am forment une suite de quantit6s, 

d6croissant comme les termes d'une progression g6om6trique, il s'ensuit 
de ce que je viens d'6tablir, que les coefficients zl ,  z : , . . . ,  x.,, e t a  

z ~ , . . .  ~ diminuent duns le rapport indiqu6: fortiori, leurs carr6s x~, , z~ 
et comme cette th~se est 6galement vraie quel~ue grand que soit le 
nombre m, nous en concluons la convergence de la s6rie 

~ + ~ + . . . ,  
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c'est-k-dire, que P~ eat une quantit6 r6elle et finie. I1 nous reste 
montrer qu'on peut toujoura, au moyen d'approximations successives, 
s'approcher de la valeur exacte de v2. 

2 Darts ce but, d6signons par vz ce que devient v~, lorsqu'on ne 
consid6re, dana l '6quation (6), que les m premiers termes du second 
meInbre, et cherchons ~ d6terminer la diffdrence 

2 2 
I J m + l  ~ ] Jm ~ ~ m + l  :~ 

dont la valeur s'obtient au moyen de l '6quation 

: - -  .. { A; , 

A~ 
+ + . . . +  

2 2 (a~ + t,,.)(O~ + ~,,,, + ~,,,+~)~ 

_ _ _  ,.: j A~ 
I flg'm+l ~ ~ ~ ,~ " 

2 I (0, + ~,,,) (0~ + ~,,, + 4:,,,~-,)* 

(0 + v,,,)(0., + v,,, + $,.+,)~ 

.a '~, 
+ + . . . +  

2 
Am+a I 

(#,.4-, + v~ + ~.,+,)" 

~ 2 2 (0,,, + ,~.,) (0,,, + v., + ~.,+ ~) 

En vertu des eonsid6rations pr6c6dentes, on conclut facilement que 
les rapports 

~m+l ~m+l ~m+l 
2 ~ " " " ~ #, + ~'.,, 0, + v., Or. + ~,,, 

sont de petites quantit6s, lesquelles, dans une premi6re approximation, il 
sera permis de n6gliger aupr6a de l 'unit6. L'6quation que nous venons 
de signaler, s'dcrit donc de la mani6re suivante: 

~A~ ~A,' 
+ (0, + ~L) ~ + % + ~2)" + "'" -t 

d'oh l'on tire toujours une valeur r6elle de ~m+l qui s'6vanouit avec A~+I. 
Apr6a avoir repris l '6quation primitive, il ne reste plus aucune 

difficult6 ~ obtenir une valeur plus exacte de ~+1. 
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De la maniSre indiqu6e, on parvient k d6terminer les $,,+2, $m+3,... 
sans autres inconv&fients que ceux qui tiennent k la peine d'un long calcul 
num6rique. 

Ajoutons ici Ia remarque que tous leg calculs pr~c6dentg auraient 
6t6 plus compliqu6s mais quant  k leur port6 et nature pas essentielle- 
ment chang6s, si l'6quation (I) avait contenu les termeg 

Z~ 6tant une fonetion connue de v. Je ne tieng pas, cependant, opportun 
d'entrer dang le d6tail y relatif. 

4. Consid6rons maintenant le eas plus compliqu6 oh la fonction Z 
n'a plus une valeur constante, maig d6signe une fonction connue de v. 
En d6signant par a une constante, nous gupposong encore la fonction 
dont il g'agit telle, que si l'on met: 

Z = a + X ,  

l'int6grale de l'6quation 
d2y 
a--~ + Xy ---- o 

soit connue. 
Admettons d'abord le d6veloppement 

dz . d~z 
y - _  q,'oZ+ ~ ' ~ +  ~ , ~ , + . . . ,  

d'ofi l'on tire par diff6rentiation: 

Si nous portons ces expressions dans l'6quation 

(7) a'y ~_ (X + a)Y = o, 
d ~ '  - -  

et que noug d6signions par p une congtante encore k notre disposition, 
il en r6sultera l'6quation de condition que voici: 
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,1 ~ q;. d r dz d '  z 
(s) ~ z + 2 ~ ; ~ +  q"o~ 

d'q~, dz dqP, d ' z  d~z 

+ d~' dz + ~ a--:Z dx----" + ~'~ dz---' 

+ dz s d~ ~ + 2  dz g~ + -~d~' 

�9 ~ , o m 

+ ( x +  ~ +~)) ~ ; z +  ~ ' 1 ~ + . . .  - - P  ~oZ+ ~ ; ~ +  . . . .  o: 

6videmment, les termes multiplids par p s 'annulent identiquement. 
Pour  satisfaire h cette condition, dtablissons avant tout  l '6quation 

(~ 2 Z 

(9) dz-~ "F ( a n  t- p ) z  ~-  o,  

ce qui donne: 
dSz �9 dz a----~ + (~ + p ) ~  = o, 

d ' z  . d ' z  
d-m + (~ + p ) ~ ,  = o, 

et encore: 
I d~z I d4z 

a + p dz '  (a + ~)* dz" "" " ' 

dz I daz I d %  

d~ - -  a + p dz  ~ (a + ? ) ' d z  " ~ -  " " ' "  

Avec ces relations, on tire immddiatement de l'fiquation 
autre, oh ont ddjb~ disparu certains termes; puis si l 'on met:  

P----P1 +P~ + " ' ,  

et que l'on introduise, dans 

pZ 

P ~ =  a 

l '6quation dont il s'agit, 

T, d~z Ts d ' z  

+ T d z * - { ' ( a + P )  ~d~4 

Pl dSz ps d% 

+ T ~ " } - ( a  + p)~dx 6 

* ~ 1 7 6  

~ 1 7 6  

(8) une 
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on parviendra, en 5galant h z~ro les coefficients de z, de  dz 
d - - x ' ' ' ' '  a u x  

conditions que voici: 

(io) 

a'~0 

d~r - -  2 dr 
--~-.Y -4- Xu ----- --if-Z-.' 

--d--~ + x u  d z  a +  Io 

dz a + p  
d 2 ~ F . ~  
--~ ~- + X ~'~ - - -  2 - -  

2 ~ p , .  P8 ~Fo ' 
d x  a + p  

La forme de toutes ees 6quations est 6videmment telle qu'on peut, 
selon la supposition , d&erminer les diverses fonctions ~'0, ~F1,"" sans 
avoir recours ~ des approximations. Cependant, la partie tout connue 
de chaque 6quation &ant f o r m &  au moyen des fonctions pr('c6dentes, 
on ne saurait parvenir aux int~grales demand&s que de proche en proche. 
Par  ce fait, la marche ~ suivre pour obtenir ces diverses fonctions est 
indiqu&. Mais il faut qu'on fasse encore une observation. 

L'int4gration d'une 6quation quelconque du syst~me (Io) introduit, 
dans l'int~grale, deux arbitraires: ces constantes &ant, en effet, sura- 
bondantes, on les d&erminera de fa?on que l'expression de l'int6grale 
soit exempte de termes contenant la variable ind~pendante hors des signes 
trigonom6triques. Mais puisque, avec ces constantes seules, on ne saurait 
6viter tout terme de la nature mentionn&, on a introduit une suite d'autres 
constantes, ~ savoir p l , p ~ , . . ,  qu'oia va choisir de mani~re ~ atteindre 
le but propos& 

5. Supposons qu'on ait trouv~, par l'int~gration de la premiere des 
~quations (io), l'expression 

~o = c , f , (x)  + c2[hxf~(x ) -]- f~(x)], 
Aega mathamativa. 17. Imprim~ le 28 juin 1892. 15 
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c~ et c 2 6tant les deux arbitraires, e t h  une constante tellement choisie 
que l'6quation 

dy~ dy 1 

subsiste, dans laquelle on a ddslgn6 par  y~ et y~ les deux int6grales 
partieuli6res de l'6quation proposde, de sorte qu'on ait: 

v, = f,(~), v, = kxf,(x) + 5(~). 

Avec ces valeurs, la condition 6tablie s'exprime de la mani~re 
suivante: 

ou bien, si l'on admet la notation 

f,(x) =r  

ainsi: 

h = 
d~(z) 

(fl(x)) 2 d~ 

En substituant, dans la formule (I6) du w 2, l'expression pr6c6dente 
de h, il est facile de parven i r  au r6sultat que voici: 

( , , )  v = ~,f,(x) + c,f,(x)[h~ + r 

f ~ x  ff, (~) wax, + f,(x) (r,(.~))' 

formule qui peut devenir d,un usage tr6s frdquent. 
Maintenant, si nous d6signons par W. les divers membres de droite 

des dquations (9), on aura: 

~, -- r  + r + r 

+ f,(x) i '~ (r,(~;)), f f,(x)W.dx" 
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Evidemment, les constantes p. entrant dans les expressions des divers 
W doivent 6tre d6termin6es de maniSre k d6barrasser les produits f~(x) W.  
de tout terme constant: par le choix convenable des constantes c~ ") et 
c(2 ~), on pourra ensuite faire disparaltre, dans la formule pr6c6dente, le 
terme constant ainsi que celui qui est form6 par une constante multipli6e 
par x. Seulement, s i n  est 6gal ~ z6ro - -  cas dans lequel on dolt, tout 
d'abord, annulet lu eonstante c(~ ~ ~ l'autre constante, k savoir c(~ ~ peut 
6tre choisie k volont& En effet, ayant attribu6 k la constante c(~ ~ une 
valcur quelconque, cela n'exerce qu'une modification des arbitraires in- 
troduites par l'int~gration de l%quation (9). Egalons donc, d~s le d6but, 
la constante c~ ~ k l'unitS, ce qui donne: 

~o = f,(x). 

Ayant alnsi d~termin6 les fonctions ~F., admettons la notation 

a + p  = - - v  2, 

et nous aurons, en int6grant !'6quation (9), 

z =  Cle~ + C2e -'~, 

G~ et C' 2 6tant les deux constantes effeetivement arbitraires. 
Maintenant, si nous nous rappelons le d6veloppement suppos6 de y, 

il sera facile de parvenir au r6sultat que voici: 

(,~) v = c,{r + ~ ,  + ~'r + . . . }e  ~ 

+ c,{r - -  ~ ' ,  + ~ ' r  -~. 

En admettant les notations 

p =  r + v'r + v'e ,  + . . .  

(t3) Q = ~I~ + v2~'3 + ~'q~ + . . . ,  

la formule pr6cddente s'dcrit ainsi: 

( ~ ' )  y = Cl(P + vQ)e~ + C , ( P - -  vQ)~-y~; 

et, si nous posons: 

y~ = fl,(P + vQ)d~; 
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~ et ~ 6tant deux constantes que nous allons d6terminer de mani~re 
k avoir: 

dy~ dy 1 

nous aurons les termes k ajouter k la formule (I2'), afin qu'elle donne 
l'int6grale de l'6quation complete 

d2y (7') a~, + (~ + x).y = w ,  

au moyen de l'expression 

(,4) - -  fl, A ( p  + ~q)e=f w ( p - -  ~q)e .... dx 

+ fl, A ( f ' - - ~ O ) ~ - : : f w ( p  + rq)e':dx. 

Pour arriver k une relation d'ofl s'obtient le produit fl~fl~ - -  car 
nous n'avons aucun moyen imm6diat pour s@arer les deux facteurs -- 
voici un proc6d& 

En introduisant, dans l%quation 

\Yl l  I 

d~ V~ ' 

les valeurs de Yx et de y~, il viendra: 

/ P  - -  vQ e _ ~  
d ~ ~ / I e - ~  

on tire de lk, aprSs avoir effeetu6 la diff6rentiation, 

(,5) 2~fl, A P ' - - ~ ' Q ' - -  Q ~  + P = - -  ~. 

Par eette relation, il sera visible que, si l'on y introduit les valeurs de 
P e t  Q qu'on va trouvfr proehainement, le produit fl~fl2 soit 6gal k 

I 

2 v  
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En supposunt que W, P e t  Q soient donn6s au moyen d'expressions 
ne contenunt que des termes p6riodiques ou des constantes, on se con- 
vaincra que chuqu6 diviseur introduit par 16 proc6s d'int6gration, prendra 
la forme 

0, 2 .3l- V2~ 

a 6tant le coefficient de x dans l 'argument du terme dont il s'agit. 
Donc, si a renferme une fonction horistique des coefficients dans y~, fonc- 
tion qui entre aussi duns l'expression de ~2, et que W, P e t  Q soient 
donn& uu moyen de s6ries, convergeunt comme des progressions g6om6- 
triques, 16 r6sultat qu'on obtient, en effectuant le calcul d 'apr& lo for- 
mule (I4), seru aussi convergent. 

6. Ayunt 6tabli les expressions d6 Yl et de Y2 au moyen des fonc- 
tions P et Q, on pourmit se proposer de d6terminer, d'une mani6re di- 
recte, ces fonctions sans passer par les fonctions ~F0, ~/"~, . . . .  Si duns ce 
but, on introduit, duns l'6quation (7), apr6s y avoir 6erit X au lieu de 
a + X, l'expression de Yl ou bien celle de Y2, il sera ais6 d'en tirer 
une nouvelle 6quation qui se divise imm6diatement en deux autres, pourvu 
qu'on 6gale s6par6ment ~ z6ro les termes d6pendant des puissances paires 
de v, uinsi que ceux qui contiennent comme facteur une puissance im- 
paire de cette quantit6. Ces deux 6quations, les voici: 

[ d~P ~ dQ + + (X + 

[ d~Q dP -}- 2~--s (X + v:)Q--~o. 

Le syst6me des deux 6quutlons lin6uires que nous venons de d6duire, 
se remplac6 facilement par une seule 6quation du deuxi6me ordre qui, 
toutefois, n'est plus lin6aire. En effet, si nous posons: 

f d.~ v ~ --~x 
+ = + r  {1+. , 

+ r  
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toutes les deux ~quations (I6) seront satist'aites par la valeur de r qui 
rSsulte en intdgrant l'dquation 

(i7) d~r ] - - -  -t- X(I + r  o. + r 

Nous reviendrons plus tard ~t cette 6quation qui, si on la ddveloppe suivant 
les puissances de r  renfermera des termes horistiques, et qui en con- 
sdquence admet une solution uniform&nent eonvergente. 

Mais, en procddant ainsi, on trouverait les fonctions P e t  Q affectdes 
des exponentielles, rdelles ou imaginaires, vu que les puissances paires de 

renferment n6cessairement des termes constants. Bien que l'inconv6nient 
qui en r&ulte ne soit pas, en effet, tr&s grave, cherchons n&nmoins 
d6terminer, s'it est possible, les io et Q autrement, mais de mani6re 
ne contenir, outre un terme constant, que des termes trlgonom6triques 
d6pendant des arguments qui se trouvent d6jk dans la fonction X, ainsi 
que leurs multiples. 

I1 ne s'agit 'toutefois que d'une solution particuliSre du syst&me (i6) 
laquelle s'obtient quelquefois tr& ais6ment au moyen d'approximations. 

Posons dans l'dquation (7), en 6crivant toujours X au lieu de a- t -X,  

(,8) ., ~,x + f ~dx 
y = + , 

off l'on a d6sign6 par ~ et z deux nouvelles fonctions que nous allons 
d6terminer de fa~on k remplir certaines conditions. On obtient de la 
sorte l'6quation 

('9) i q - r  ~ i+~o d~ + + 2 ~ z +  + ~ + X = o .  

Or, puisqu'une des fonctions F et z est enti&rement arbitraire, on 
pourrait 5tablir la condition 

z ~ (i + ~)------~ ~' 

ce qui nous am~nerait ~, l'~quation (I7) de sorte que ~ fdt ~gal ~ r 
mais cherchons d'autres modes pour de~terminer les deux fonctions V et z. 
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D'abord, si l'on cxprime ces deux fonctions au moyen d'une troisi6me, 
en admettant les relations 

I 

Z ----- VT], 

est encore 6gal k r et il sera facile d'obtenir l'6quation que voici: 

dx ~ 
z + + 7) = o, 

r6sultat qui n'est au fond qu'une simple transformation de l'6quation (I 7). 
Evidemlnent, apr6s avoir d6velopp6, suivant les puissances de 7/, 

l'6quation que nous venons de trouver, elle renfermera des termes hori- 
stiques, et on en pourrait, par cons6quent, tirer une solution uniform6ment 
convergente. En d6terminant, en m~me temps, la constante ~ de mani6re 
que la fonction ~ ne contienne aucun terme constant, nous aurons les 
fonctlons P e t  Q exprim6es au moyen des formules 

P + ~ Q - - - - - - e  

I --vf:q(fx 
_ P - - ~ Q  = - - e  

qui permettent de d6terminer les deux fonctions dont il s'agit de fagon 
qu'elles ne d6pendent que des arguments qui figurent dans 7] ou bien 
d~jb~ dans X. Donc, si l'on suppose que la fonction X ne contienne, 
outre un terme constant, que des termes p6riodiques, il sera toujours 
possible de parvenir, apr6s avoir obtenu une solution particuli6re de 
l%quation (2o), b~ l'int6grale g6n6rale de l%quation (7). 

Mais on pourra aussi op@er la d6termination des deux fonctions 9, 
et z de la mani6re suivante. 

Si l'on 6tablit l'6quation 

( 2 I )  d*r - - ~  12~, ---- - -  X + l ~ ~ X ,  
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1 ~ &ant une constante encore g notre 
terminer la fonction Z, celle-ci: 

d-~"a t-2 i ~ - { " V  Z-! 

et on en conclut la formule suivante: 

z ~ (, T ~ ) , J (  I + v -~  

qui sert ~ calculer z de proche en proche. 
En consid6rant la relation 

exempt du terme constant, 
ais&nent en celle-ci: 

disposition, il restera, pour d& 

d~o 
2V d- ~ 

F ~ + l~ + z ~ = o;  I + ~  

(i ) (23) z = - - 2 ~  ( ~ + ~ ) ,  

e-~Vx P l 
. . . .  (I + u2 12 + ( ~ - ( l + ~ ) = - - c )  dVXdx. I 

Mais avant d'aller plus loin, eherehons g d6terminer la fonetion g par 
int6gration de l'6quation (2i). 

7. Supposons qu'on air: 

X = a  0 + a  l c o s H  1 + a ~ c o s H  2 + . . . + a n c o s H . ,  

les a l ,  %, . . . ,  an &ant des coefficients positifs, et les arguments H., 
donn6s au moyen de la formule g6n6rale 

H n = o n x + b , , .  

oh l'on a d6sign6 par c une constante surabondante qu'il lane d&erminer 
de mani~re g avoir le faeteur 

I ~(~ + ~)~-- c 

l'expression pr6e6dente de z se transforme 
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Ensuite, posons: 
~9 = ~/~0 "JI- ~1  "Jl'- . �9 �9 

121 

e t  d6terminons la fonction F0 au moyen de l%quation 

I1 s'ensuivra: 

dz ~ l ~ r  - -  X + a o. 

= at.. COS B'1-3 t- a, an U cos H a. r176 d + t '  ~ c o s L r  + . . . + ~ : +  

Maintenant, en formant  le produit  Fo X, et en ne eonsid6rant que 
la partie constante y contenue, la condition que le second membre de 
l '6quation (21) soit d6pourvu du terme constant, s%tablit imm6diatement, 
tant  qu'elle est ind6pendante des termes qu'on va obtenir dans les ap- 
proximations suivantes. La condition dont nous parlons s'exprime au 
moyen de  la relation 

(a) 
2 2 

12 = ao + 2 ~ + 1 " +  2o'~ + l' "-]- " ' "  "k-~a~ + l"  

Evidemment,  si la va l eu r  de a0 est positive, l '6quation que nous venons 
d'6tablir, admet toujours une racine r6elle et positive. 

Mais, si, au contraire, a 0 a une  valeur n6gative, distinguons alors 
deux eas: l 'un oh l'on a: 

- -  a0 + i .~ I a~ I ~; ~ + ~ + . . . + 5 - ~ > o , r  

et l 'autre oh l ' in6galit6 

I a~ I a~ . I a~  
- - a 0 + ~ + ~ +  . + ~ < o  

subsiste. 
Dans le premier cas, il y a 6videmment une valeur de 1 ~, entre o 

et + c~, qui satisfait l '6quation (a): en effet, la somme 

I a~ I an 
- - l ~ a o  . - l - 2 ~ + t ~ + . . .  + 2 a ~ + / ~ ,  

qui, selon l 'hypoth6se, est positive , si 1 ~ est disparu, reste toujours con- 
Aala math~atioa. 17. Imprim6 le 1 juillet 1892. 16 
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tinue, autant que l ~ est positif, et prend une valeur n~gative lorsque 1 ~ 
acquiert une valeur suffisamment grande. 

Dans le second cas, ~crivons - - I :  au lieu de l :, et d~signons par a 
la plus petite des quantit~s e~, ~ , . . . .  Or, la valeur de 

2 2 
I (~1 I a n 

l~ - -  ao "~- 2 a~ __ l~ "~- . . . - J v 2 a ~ _ _ l ~  

6tant n6gative, si l ~ est dgal ~ z6ro, et continue, l 2 ayant une val0ur entre 
o et a 2, nous en concluons qu'il y a une valeur de 12, entre o et a :, 
satisfaisant l 'dquation (a), mais il en peut aussi rdsulter une racine, s 
peu pros 6gale k a 0. L'6quation dont il s'agit a donc toujours au moins 
une racine r6elle, qui peut aussi dtre consid6r6e comme une petite quantit6, 
pourvu que les coefficients a o , . . .  , a~ ainsi que les a~, . . . .  ~ aient de 
petites valeurs. 

Apr6s avoir ainsi ddtermin6 une valeur approch6e de 1: et en consd- 
t t �9 quence rouve une expression approch6e de f0, passons aux approximations 

suivantes. On aura d'abord la fonction F~ en int~grant l '~quation 

dg~ 
dx'* 

12~1 ---- 12 ~ po X. 

Dans le courant des approximations successives, il y u lieu de faire 
une remarque importante. En 5tablissant le produit  F1X, il en pourra 
dSj~ r~sulter une partie constante qui se rejoint ~ l'~quation (a), et qui, 
par consSquent, tend ~ modifier un peu le r~sultat qu'on venait de 
trouver d~s le dSbut. Cela arrive toutes les fois que quelques-uns des 
a r g m n e n t s / [ ,  sont des multiples de quelques-uns des autres H,.  Mais 
en continuant les approximations pal" la vole indiqu5e, on retrouvera, 
du moins dans l'expression de F:, et dans eelles des fonetions sui- 
vantes, les arguments d'oh d@endent  les termes de la fonction T0" 
I1 s'ensuit que les approximations cons~cutives nScessitent des incrSments 

ajouter au r4sultat qu'on a obtenu d'abord relat ivement k 1 :. Que 
ces increments tendent s augmenter la valeur positive de 12~ ou bien 
diminuer sa valeur nSgative, cela se comprend par le fair que t o u s l e s  
nouveaux termes entrant dans la fonction r sont positifs, pourvu qu'on 
y fasse l ~ ~gal s z~ro. De cette circonstance, on conclut aussi la con- 
vergence des approximations successives, d'ofl d~coule imm~diatement celle 
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du r6sultat final, vu que chaque approximation ne donne qu'un nombre 
fini de termes. En effet, plus la valour positive de 1 s est sensible, 
moins s'agrandit ~ par le proems d'int6gration: et puisque los approxi- 
mations successives tendent ~ agrandir la valeur positive de 1 ~, on finira 

par avoir le rapport X. l~ , X. ~tant ~gal k 1 2 -  ~._IX, moindre que 

l'unit6. A partir de lk, los rdsultats des approximations cons6cutives 
diminuent on raison hyperg6ometrique. Rien n'empdche cepcndant que 
le rdsultat ne converge, la valour de l ~ 6tant ndgative; seulement, on 
ne saurait, d'une mani6re aisde, mettre cette convergence en lumi6re sans 
avoir recours aux valeurs sp6ciales des eonstantes entrant dans la fonction X. 

Ayant ainsi obtenu le r6sultat que la fonction ~ s'exprime au 
moyen d'unc s6rie trigonomdtrique, uniform6ment convergente et exempte 
du terme constant, revenons k la formule (23). 

8. Si nous ddsignons par h~, h4, . . .  los parties constantes de 
~ ,  ~ , . . . ,  et que nous ne consid6rions que la partie exempte dusigne 

f ,  nous aurons tout de suite l'dquation de condition que voiei" 

I 

2 

d'oh s'obtient la valeur 

+ 3h, + Sh, + . . . ) = o ,  

I 3h 2 + . . . ;  
2 2 

ensuite, apr~s avoir admis le  ddveloppement 

Z----- z o -{- z I -Jr-..., 

on pout 6tablir l'expression suivanto, qui donne approximativement la 
fonction z, 

Z o ~ -  - -  2 p ~ .  

Cependant, la structure alg6brique des r6sultats qu'on pourrait obtenir 
en 6tendant plus loin l'application de l'6quation (23) , devenant fort com- 
pliqude, je prdf6re l'emploi de l'6quation (22) comme base des recherches 
sur la fonction z. En mettant dans la dite 6quation, 

d~ 
dx 

z =  - - + 5  
i +  9, 
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nous aurons imm6diatement: 

Hugo Gyldgn. 

d( r v2 12 4-7 + 2vr + + + 

d'9, 
dx 2 

1 +  9 ' 
O, 

ou bien, en vertu de l'6quation (2I), celle-ci: 

(=4) dr r us d~ + 2 u r  + + X = o .  

Si nous rempla~ons r par deux nouvelles fonctions, U et 17, de ma- 
ni6re k avoir: 

r  U + v V ,  

nous pouvons les d6terminer de fa?on que chacune d'elles ne d6pende que 
des puissances paires de v. De la sorte, si v 6tait imaginaire, les deux 
fonctions dont il s'agit deviendraient n6anmoins r6clles. 

Par la condition admise, l'6quation en r se divise dans les deux 
suivantes: 

dU US ~V~ v2 -~ + 2v~V + + + + X = o ,  

,iV 
-d-g+ 2U + 2UV = o, 

d'ofi l'on tire, en diff6rentiant la premi&e, et en rempla~ant les premi6res 
d6riv6es de U et de V par leurs valeurs tir6es de ces 6quations elles-m6mes, 
le r6sultat 

(26) d'__.__U 2 X U - -  2Ua--6v'U(I  + 17")2= __d___X. 
d~' dx 

Mais la premigre des 6quations (25) nous donne: 

; ( ,  + v)2= dU 
d~ 

U2 ~ . X ,  

de sorte que nous pouvons remplaccr l'6quation pr6c6dente par cdle-ci: 

d'U 6udU dX 
d~, + 4 X U  + d~ + 4 U "~ = d~ " 

Cette 6quafion du troisi6me degr6 se transforme ais6ment en une 
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~quation lingaire du troisigme ordre, du reste bien connue: en effet, si 
l 'on introduit la fonction Z au moyen de la relation 

I d x  

2 I +  z 
il r~sultera: 

(27) dz'd~7" q- 4Xdd~ q- 2(I q- Z)d@X= o, 

~quation qui s'~crit aussi de la manibxe suivante: 

d~Z dZ ~Z  dzd*z-[  - 4(I "nt" z )  dZ x " {  - 2(I -l- . , d X  
d~ a~ ~ ~ Z) ~ = o. 

On en tire .imm~diatement une int~grale, ~ savoir: 

(27') (i -Jr- Z) d'Z ~ {d;(~ 2(~ a~  ~ 2 \a~/ + + 2 ' )~X - ~  - -  2T~' 

2~ -~ ~tant l'arbitraire introduite par l'intdgration. 
Ayant trouv6 la solution d'une des ~quations (25), (25'), (27) ou (~7'), 

la difficult~ principale de notre t~che est surmontde, vu que la fonction 
V, encore ind~termin~e, s'obtient au moyen de la formule tr~s simple: 

V = e "~ f  ~:~ (const. - -  e 2f udx) 

const. 
Iq- z 

En introduisant cette valeur de V, ainsi que celle de U exprim~e 
par Z, dans la premiere des ~quations (25), nous retrouverons tout facile- 
ment l'~quation (27'), et il en r~sultera simultan~ment la valeur 

e o n s t .  = _r. 
l; 

Mais, on pourrait aussi chereher la fonction V d'une mani~re directe. 
Dans ce but, nous tirons de lu seconde des 4quations (25) la suivante 

~ uaV ~,~v+2(~+v)~+2 a~=~ 
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en introduisant dans la premi6re des 6quations (25), au lieu de U, la valeur 
dV 

I dz  
nous retrouvons l'6quation (2o), except6 que V aura pris la 2 I + V '  

place de 7]" Nous en eoncluons l'6galit6 

~=V. 

Egalement, il sera facile d'6tablir une relar simple entre la fonc- 
tion Z et celle que nous avons d6sign6e, un peu plus haut, par ~b. En 
effet, si nous ~dmettons: 

I + r = Vii + Z' 

on retrouveru l'6quution (17), k condition toutefois qu'on air: 

T----v. 

Nous retomberons-donc dans la formule d6j~ 6tablie 

I 
V =  ~ = (I  + r  I .  

Maintenant, puisqu'on a: 

U ___ 

de, 
dz 

on arrivera imm6diatement au rdsultat 

d~ dr 
dx dx 

Z - -  2 { _ _ _  
t + 9  1 + r  

-{- v~], 

ce qui donne 

f zdx = , f vdx + log 
I + r 

I I 

= ~ f ~  + r  ~--~(r  ~) + ~(r ~') + . . . .  

La diff6rence r m ~  qui entre dans la formule signal6e, s'obtient 
directement en vertu d'une 6quation diff6rentielle du second ordre que 
nous allons d6duire maintenant. 
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En supposant r moindre que l'unit6, l'6quation (~7) s'~crit de la 
mani~re suivante: 

d ' r  

la diff6rence entre cette 6quation et l'~quation (21)nous donne imm6diate- 
ment: 

d~(r _ r 
d~ + I X - -  3 ; ] ( r  - -  r 

= __ 1 ~ ~ v ~ + (3 u 2 -  l~),~ - -  6v:q52 + IOv2r ~ -{- . . . .  

Mais puisqu'on a: 

r = r 1 6 2  + r r = ( r  ~)~ + ~ r 1 6 2  r + ~ ;  

l'6quation pr6c6dente se met sous la forme qui voici: 

(28) 

�9 ~ �9 , 

d~, + I X - -  3 ;  + ~ ~ ; r  - -  3 o ; r  ~ + . . . ] ( r  r 

4- 6 ~ ( r 1 6 2  ~o;(r162 + . . .  

I1 est visible par 1~ que la d6termination de la diff6rence ~ 
s'op~re, ~ peu prSs, de la m~me maniSre que celle de la fonction r 
l'introduction de h~ fonction F parait donc inutile. N6anmoins, si le second 
membre de l'6quation (28) est trSs petit, la diffSrence r  deviendra aussi 
tr~s petite, de sorte que les approximations conduisant ~ l'int6grale parti- 
cuti~re de cette ~quation convergent rapidement: dans ce cas, l'emploi de 
ladite ~quation est ~ pr6f6rer ~ celui de l'dquation (I 7), vu que la fonction 
s'obtient, par l'intSgration de l'6quation (2I), d'une mani~re relativement 
facile. 

9. A ce qui concerne l'int6gration des diverses dquations qui se 
sont pr6sent6es, l'une apr~s l'autre, dans les n ~ 6 et 8, il y a quelques 
observations ~ faire. 

La plupart des 6quations dont j'ai p~rl6 renfermant des termes hori- 
stiques, on saurait g6n6ralement en tircr une solution dont la convergence 
serait uniforme; cependant, ces termes pouvant s'annuler, certaines con- 
ditions 6tant satisfaites, il parait n6cessaire d'6tudier s6par6ment les diff6- 
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rents cas qui peuvent se presenter. Mais sans entrer duns le d&ail d'une 
analyse qui serait d'int5r&, plut6t  pour la th~orie des 6quations lin4aires 
que pour les recherehes sur les mouvements des plan&es, jc me borne 
envisager le cas off la quantit~ ~ aura disparu ou du moins sera tr~s 
petite, et encore ~ traiter l ' int~gration de l '4quation (20). 

La condition que , ~  soit ~gal ~ z~ro, s 'exprime au moyen de la 
relation 

0 

- -  a0  = 

t �9 a o &ant  toujours le terme constant duns l 'expression de X.  Ce resultat, 
s 'obtenant sans calcul en vertu de l '6quation (24), peut ~tre v~rifi~ au 
moyen de l '4quation (20). 

En effet, si l 'on met duns cette 6quation ~ 6gal ~ z~ro, elle devient: 

z + 7] 2 (z + 7/)' 
2X; 

et si l 'on y introduit :  

dx ~ d U  U dx 
- - ~ - - - -  ~ 2  2 

dx 
- - ' - -  ~ 2 U ~  

dU 
la relation mentionnde sera retrouv&, -r que la d4rivfie ~-~- x ne peut  

contenir aucun terme constant. 
Supposons maintenant  qu'on ait ~ exactement 6gal ~ z~ro; l '~quation 

(26) devient alors: 

d~U 2 X U - -  2 U 3 d X  ( 2  6 ' , )  = - -  a - ; '  

dont le terme horistique , - 2  U 3 ne disparait aucunement. 
Admettons le d~veloppement 
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et d~signons par g une constante que nous supposons 5galement donn~e 
au moyen d'un ddveloppement, ~ savoir: 

g = g,.o + g~.o + g,.~ + g~.o + g3.1 + .q~.~ + . . . .  

Cela 6tant, nous allons d&erminer les divers ~ au moyen des 6qua- 
tions suivantes: 

dX d'Uo (2% + g)U o --'-- , 
d ~  ~ d x  

da~* ~ - -  (2a 0 71" g ) U  1 ~ " ) ( X - -  ao)U 0 + 2Uo3--ffl.OUO, 

a,v, 
dz---T--" (2ao + g)U2 ----- 2 ( X - - a o ) U ~  "-b 6U~UI "b 6UoU~ + 2U~ 

d 2 U s 

dx" (2a o -[- g)U~ ----- 2 ( X - - a o ) U  2 -a t- 6(U~ -{- U~)U~ -[- 2U~ 

Jr- 6Ug(Uo --b U~) + ~2U o Ua U 2 

--g~.~Uo - -g2.oU,  - -  (g,.o + g...o + g~.,)u~ 

etc. 

Evidemment, les divers g sont introduits afin de rendre les seconds 
membres des ~quations 4tablies si petits que possible, mais il ne sera aucune- 
ment n~cessaire en remplir exactement cette condition. Les g, pouvant 
ainsi ~tre choisis en quelque sorte k volont~, on peut les d&erminer de ma- 
nitre qu'ils soient toujours positifs. En d6signant par h! ~ la partic constante 
de U0 ~, par h(~ ') la partie constante de U1 ~, et ainsi de suite, puis, par 
fl.o, f2.o, f ~ a , . . ,  des eonstantes positives, on pourra 6tablir les formules: 

g,.o = fl.ohl ~ 

g~.o = f2.oh() ); 

~" h(2) �9 gs.o ~--- 13.o 2 , 

etc.; 
Aeta mathematica. 17. Imprim6 le 4: juillet 1892. 

g2.1 ~ ~.1 hO), 

g3.1 ~--- ~" h(~)" ~ ~(~) /3.1 2 , g3.2 ~ 13.2'~2 

17 
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et, apr~s avoir introduit ces expressions dans les ~quations ci-dessus, il 
sera facile de choisir les valeurs les plus convenables des constantes f, 
choix, qui en effet doit dtre dirig~ selon les donndes num~riques de 
l%quation propos~e. 

Cela fait, on parvient k l%quation 

Z Z hr~ _1_ . , , 
(30) g = (~s + z% + g)' (~. + z~0 + g)(~. + 2% + g) 4- . . .  

off l'on a ddsign~ par _hr., _,Y... , . . .  des coefficients positifs constituant 
une s4rie dont la convergence est celle d'une progression g~omdtrique. 
De cette ~quation, il r~sultera n~cessairement une valeur positive de g, ce 
qui entralne la convergence de la s~rie 

v , + . . .  

laquelle, en effet, peut dtre tr~s rapide si g acquiert une valeur considerable. 
En  supposant que la fonction U soit finalement exprim4e par la s~rie 

U -  2~ sin H I q-2~ sin H~ q- , . . ,  

les 2 6tant des coefficients constants, et les //1 des arguments dont une 
partie se trouvent d6jk dans la fonction X, on aura la condition 

(3I) 

qui doit gtre satisfaite, pour avoir le coefficient ~ 6gal k z6ro. I1 y aurait 
donc, si ~2 n'6tait pas exactement ~gal k z6ro, deux 6quations, ~ savoir 
les 6quations (30) et (3I), qu'il faudrait r6soudre simultan6ment, si l'on 
voulait en m~me temps trouver l'int6grale g6n6rale de l'6quation (25")et  
d6terminer la valeur de la constante a entrant dans l'6quation (7). 

Dans le cas envisag6 derni6rement, c'est k dire, si ~ avait une valeur 
tr6s petite mais diff6rente de zdro, on pourrait int6grer l'6quation (26)au  
moyen d'approximations successives, mais on trouverait aussi l'int6grale 
cherch6e en utilisanr la m6thode que nous avons pr6sent6e dans le n o 4 
du paragraphe pr6sent. 

IO. Consid6rons encore l'6quation (20) qui parait s'accommoder le 
mieux k la d6termination de la constante v~. 
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En d6veloppant suivant les puissances de 7, on peut d'abord s'arr4ter 
k l'6quation que voici: 

(32) d'7] 2 X - -  3_ [dV~'+ 6~, r] = 2X + 2~' + -~ ~ , 

oh il s'agit de d6terminer la constante v~ de mani6re que la fonction 7] 
ne renferme clue des termes p&iodiques. 

Supposons, comme dans les num6ros pr~c6dents, qu'on air: 

X = a0 + a, cos H 1 + a~ cos/ /2  + . . . ,  

3 [&t~'+ 6v~, de sorte et d6signons par - - e  ~ la partie constante de 2 X - - ~  \dz/  

que e 2 soit donn6 au moyen de l'expression 

3 0 (d~)'  
e ~ = - 2 a o - 6 v  ~ + ~ T  ~ �9 

Cela 6tant, admettons le d6veloppement 

7 = 7 0  + 7 1  + ' " ,  

et rempla~ons l'6quation pos6e par le syst6me 

d',;o 2 (X + e'70 = - -  a0),  

0 

(33) d'Yh 2X7o 2 T (XTo), 

etc.; 

6videmment, la constante u2 dolt satisfaire k la condition 

o = 2a o + 2u ~ + 2  ~ + 2 T(TX) + . . . ,  

de sorte que cette r ne figure plus dans le syst6me mgnale. 
D e  l'expression pr6c6dente de e ~, on tire maintenanf r 

6 o ( ( d ~ ) , )  o 
e ~ =  4 % +  T ~ + 6 T ( 7  X ) + . . . ,  
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L'int6gration de 
de suite: 

off il faut, pour avoir une valeur pr6alable de e 2, introduire, au lieu de 
7], sa valeur approch6e ~20. 

la premi6re des 6quatlons (33) nous donne tout 

d'ofi s 'obtient: 

2 a t  

% - -  o~ - -  e '  

2a~ .,-,- 
- -  cosH~ - - ~  __ e c o s  ~ ,  - - . . . ,  

0 2N~ 2 2 

\ \d~  / - -  (,,~ - -  ~')' + (o] - -  e ' ?  + " " " '  

(VoX) = , ai--e' ~ - - e '  . . . .  

Avec ces valeurs, on trouve imm6diaf~ment l '6quation 

(34) e 2~- 4a 0 + 6 [ ( a ~ _ e , ) ,  + (a~--e--')  ~ - 4 - - . .  , 

d'ofi il r6sulte toujours une valeur rdelle de e ~. 
Ayant  ddtermin6 la valeur de e 2, eelle de u2 en d6coule facilement, 

vu qu'on a" 

6 ;  = ~ e ~ - -  2 a  o -I-  3 1 ( ~ _ , y  "4- ( d _ _  e~)~ + . .  �9 , 

expression qui se remplace facilement par la suivante: 

i J.:I.! + 1 (35) ~ = ~ a ~  (~'~--~') '  + ( . ; - e ' ) '  + . . . .  

On voit par  1~, que ~ est n6gatif  toutes les fois que a o garde une 
valeur positive, mais que, si a o est n6gatif, ~ peut passer par z6ro et 
m4me devenir positiL Et encore, bien que e ~ soit une fonction de a 0, ce 
qui est d'abord visible del'6quation (34), cette derni6re quantit6 entre dans 
1'expression de ~2 principalement comme terme additif  sans gtre mul- 
tipli6 par aucun autre facteur que l'unit6. En cons6quence, si 1'on va 
chercher la solution de l '6quation (7'), k savoir de celle-ci: 

day 
d~---' + Zy  = W,  
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une fonction horistique se trouvant dans a 0 entrera comme terme additif 
dans les ddnominateurs des divers termes dont la somme constitue la 
fonction y. 

En continuant les approximations que ndcessite l'intdgration de l'dqua- 
tion (2o), on se convaincra facilement, soit de la convergence des ap- 

proximations successives, soit de celle des sdries trigonomdtriques, par les- 
f p~ quelles sont representd~ les rdsultats obtenus clans les diverses approxi- 

mations. 
En effet, les conditions rigoureuses qu'il faut remplir dtant celles-ei: 

d~ 2 

3 T e~ = - -  2ao - -  6~  "at" ~ ,,I --~' , ,  

0 --~ 

o 

\I -- ~2/ 

il est immddiatement visible que la valeur de la fonction ~ ne peut se 
rapprocher trop de l'unit~, vu qu'autrement la valeur de e ~ deviendrait 
tres grande, ce qui rendrait, ~ son tour, les coefficients z et, en conse- 
quence, route la fonction ~/ assez petite. S'~tant ainsi assur~ que les r~- 
sultats des diverses approximations ne peuvent pas diff~rer beaucoup l'un 
de l'autre, on ne doutera pas qu'on ne parvienne finalement ~ un r~sultat 
d~finitif. N6anmoins, les premieres approximations pouvant, dans un cas 
critique, s'6carter plus du r6sultat vrai qu'il n'dtait ddsirable, on pour- 
rait, dans un tel cas, pousser la convergence des approximations successives 
au moyen de certains artifices de calcul, dont je ne tiens pas, cependant, 
n6cessaire de faire mention ici. 

Mais examinons encore la convergence du rdsultat qu'on obtient dans 
une certaine approximation. 

Dans ee but, 6erivons d'abord l'6quation (2o) ainsi: 

d ~  ~ 
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off l'on a d6sign6 par N une somme de termes trigonom4triques dont les 
coefficients sont d6termin6s en vertu des approximations pr6c6dentcs. N'en 
mettons en 6vidence que les parties principales. Les voici: 

3 [dv \  ~ 3(d~])' 
N =  2 X  4 2 ~ X - - - ~ q k ~ z ]  + 2 dzz 4 6~7/~ 4 . . .  4 partie const. 

En substituant, dans cette expression, la valeur de ~/ qu'on a d6jk 
trouv4e il en r6sultera un ddveloppement de la forme suivante 

2v = 2v, cos Itl + 2v~ cos Ha + . . .  

+ N~.~ cos 21/, + N~.~ cos 2H~ + ... 

4 -  ~ ~ ~ 

+ NI~ cos (//, + H,) + N,._~ cos ( H , -  ,//,) + . . .  

4 -  . . . .  

(36) 7/-----x 1 cosH 1 4 x2 cosH2 4 . . .  

+ x1.1 cos 2ttl + x,..~ cos 2H~ + . . .  

4 , o i 

+ x,~ cos(H, + / / ~ )  + x,._~ c o s ( H 1 - / / ~ )  + . . .  

+ ~ 1 7 6 1 7 6  

oh les coefficients sont des quantitds qu'on obtient au moyen des formules 

N. 
x,, = a~ - -  e "  

N.,. ,  N . . . .  

x~.~ = (am + 6 ) ~ - - e  '; x~ ._ .  = ( a = - -  a . ) ' - -  e'" 

L'6quation qui sert ~ d6terminer e ~ est maintenant, k ne tenir compte 
que des termes du deuxi6me degr6, celle-ci: 

Cela pos6, la foaction 7/ s'exprime au moyen du d6veloppement 



Nouvelles recherches sur les sgries employdes dans les thgories des plan~tes. 135 

e 2 ----- 4 a  0 + 3{a~x~ + dz~  + . . .  

+ 4a~x[~ + 4o'~z~.2 + . . .  

�9 �9 �9 

+ (~, + ~,)'x~., + ( ~ , -  ~:)'x~._~ + . . .  

+ . . . }  

"q- 3{axxl .q- a2x ~ .q- . . .}. 

G6n6ralement, la quantit6 e 2 est sensiblement diffdrente de z6ro: si 
elle est n6gative, la convergence du dfveloppement (3 6) est immddiate- 
ment visible; ne consid6rons donc que le cas off e 2 est positif. Admettons 
encore que, si l'on pose: 

(37) e ~ = 3anxn + 3a~X~ + -~n, 

la somme des termes ind4pendants de x,, que nous avons d6sign6e par 
Mn soit une quantit6 positive. 

Cela 6tant, l'expression par laquelie est donn6 le coefficient xn, devient: 

~ n  

x,~ ~ ~ ~ 3 a n z a  _ _  3 a ~ x ~  - -  M n  ' 

d'oh l'on tire l'~quation du troisi~me degr6 que voici: 

(38) 

Qu'on distingue maintenant deux groupes de termes dans l'ex- 
pression (36): au premier groupe appartiennent ceux dont les arguments 
se trouvent d~jk dans la fonction X; les termes du second genre d~pendent, 
au contraire, d'arguments qui apparaissent en vertu des operations ex& 
cut5es pour arriver k l'expression mentionn~e. Les termes du premier 
groupe sont marqu6s par un seul indice, ceux du second groupe, par deux. 

Consid~rons d'abord un terme du second genre. 
En formant l'expression du type (37), le terme d6pendant de an y 
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manquera ~videmment; et le terme analogue manquera ~galement dans 
l'~quation (38), de sorte que nous avons: 

= - -  N , . . . .  

De cette ~quation, il est facile de voir que ]es x... forment n&essairement 
une s~rie convergente, pourvu que les N.. .  en forment une: car si a~... 
&ait une quantit6 fort petite, rexpression approch& de xm.. deviendrait: 

~ m  n �9 

Xm'n ~ Mm.n 

et puisque les diff~rentes M~.. ne diffSrent gu~re, m et n &ant de grands 
hombres, l 'un de l'autre, la convergence des x~.. est presque la m4me que 
celle des N~.;  ensure, si a~.. &ait ~gal k M~.., ne fflt ce m~me qu'approxi- 
mativement, on aurait ~ peu pros: 

x,~.. = - -  V ~ '  

formule qui montre que les x,~. convergent comme leg racines cubiques 
des Nm,.. 

Venons maintenant aux termes du premier genre. 
Si Yon remplace, dans l'~quation (37), a. par la valeur 

a .  . N n  
N .  a~ - -  e 2 (a~ - -  e ' )  ----- f . x . ( a ~ .  - -  e~),  

oh l'on a 6erit, pour abr6ger , f. au lieu de a. il viendra: iV.' 

On tire de lk: 

~ ~ ~ - 0,~ Z, ~ e 2 3 f . x . ( a ;  e ~) + 3  . , .  + M.. 

2 2 2 2 ,7 .x.  + M .  e ~ _--= 3A + 3a,,x. 
+ 3 f . ~  ; 

et ensuite, par l'introduction de cette valeur dans la formule 

iV. 
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on obtiendra: 

Z a + 3 s  .) 
~ r n - -  M n - -  2 ~ ~ 3 a. x,, 

ou bien: 

3~,x~ - -  (~r~ - -  M.)x. = - -  N.(I + 3f.x~) 

137 

r~sultat qui s'obtient, d'ailleurs, imm5diatement de l'~quation (38). 
L'~quation que nous venons d'dtablir se r~sout facilement, en met tant ,  

dans le second membre, la valeur de x. qui est connue par les approxi- 
mations pr~c~dentes; et on en conclut, comme auparavant, que les z,, 
forment une s~rie convergente ou m~me limit~e, pourvu que le nombre 
des _At. ou bien, ce qui revient au m4me, le nombre des a, soit rink 

De la mani~re indiqu~e, on parvient ~ exprimer la fonction ~7 au 
moyen d'une s~rie ne contenant que des termes trigonom~triques, et dont 
la convergence est uniforme. 

I r. Dans les derniers numdros, on a dtabli des m6thodes pour in- 
t~grer l '~quation lindaire du second ordre dans laquelle le coefficient de 
la fonction inconnue est un agr6gat de termes trigonom6triques. On y 
a notamment trouvd les moyens n~cessaires pour arriver aux dSveloppe- 
ments num4riques des diffdrentes fonctions servant k exprimer l'intSgrale 
demand~e. Passant maintenant ~ l'int4grale de l'~quation complSte (7'), 
on sera amend ~ chercher le d~veloppement d'une expression comme 
celle-ci: 

(39) E = e j ,e ax, 

oh ~2 signifie une eonstante renfermant comme terme additif une fonction 
horistique de fous les coefficients du d6veloppement de E ,  et oll l'on a 
d~sign~ par ~ et z, deux d6veloppements uniform~ment convergents. 

Mais bien que le d~veloppement de z soit uniform~ment convergent, 

il pourrait toutefois arriver que la fonction f z d x  ne le ffit plus. Dans 

un tel cas, l'usage de 1'expression signal~e paralt d'abord d~fendu. Ce- 

pendant, en retranchant de z une partie z 0 telle que f z o d x  s'exprime au 
~a mathema2~a, 17. Imprim6 le 8 juillet 1899. 18 
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moyen d'une s6rie uniform6ment convergente, on peut choisir z 0 de ma- 
ni6re que le reste z x devienne aussi petit qu'on voudra. Donc, les fonctions 

e -fz~ et e f~~ se d6veloppant toujours en s6ries uniform6ment conver- 
genres, on retombe dans une formule du type (39), a la seule exception 
que z se trouve remplac6 par z~, fonction dont nous consid6rons la valeur 

toujours comme tr~s petite par rapport ~ f ~ o e ~ d x ,  ~o 6tant 6gal h q~ef ~~ 
Or, on obtient au moyen d'int6gration par parties: 

+ e-'~-f"~xfz,  e f" '*dxfz f lx fq~oe~dz ,  

de sorte que, si l'on admet la notation 

(/)~e ~ ~--- z I _ l e  dx~ 

la fonction E sera exprim6e par le d6veloppement 

E = e - ~ f { v  o - -  ~1 + ~ , - - " "  + ~,~--,} e~dx 

4 e-'~-f"~':f ~,,,e~+fz'a~dx. 

Mais bien qu'on puisse g6ndralement supposer que la convergence 

du d6veloppement 

~0--~1 + . . -  

soit tr~s rapide, il sera n6anmoins utile d'examiner un peu plus soigneuse- 
ment la nature du reste donn6 au moyen de la formule 

Admettons d'abord: 

zl = T1 cos t/1 + r~ cos H~ + . . . ,  

et supposons que 1~ s6rie 

rl + r ~  + " "  



Nouvelles reeherches sur les sdries employdes dans les thdories des plan~tes. 139 

soit convergente, mais qu'au contraire la s6rie 

r_,+ h + . . .  
al a 2  

soit divergente. 
Maintenant, en d6signant par H'= ce que devient H~ lorsqu'on remplace, 

dans la formule 
H~ = a .x  + b., 

la variable x par une autre $, on salt, en vertu des recherches de 
M. POISCAR~, ~ que la s6rie 

r, (sin//1 - -  sin H~) + ~ (sin H~ sin H;) + . .  
a i a s 

est convergente, bien que cette convergence ne soit pas uniforme, et que 
la somme tende vers une limite d6pcndant de la difference x -  $. 

Cela 6tant, et si nous nous r6servons, apr6s avoir ex6cut6 l'int6gra- 
tion demandSe, de mettre $ 6gal ~ x ,  l'expression de R s'6crit de la 
manlere suivante: 

$ /  f vx+~(sinHt-sinH'')+~(sinH2-si"H'2)§ ~ 
R ~-  e -~ - f ~ ' dx  r --~ e -~z ~,,e ~' ~ a x ,  

formule dans laquelle on pourra 

r ,  de ~ l'exponentielle sous ~1 ~ ~l ~ ' ' "  

viendra ~ des int6grales du type 

ddvelopper, suivant les puissances de 

le s i g n e f .  0p6rant ainsi, on par- 

G 11 \ a s /  
I .  2 .3  . . .nl .  I . 2 .3  .,.n~ ... 

I (n l  , n~ , . . . )  

f ~P~ (sin//1 - - s i n  H~)~, (sin H~ - -  sin H~)'~ . . .  d X d x ,  

off l'on a d6sign6 par n l ,  n ~ , . . ,  des entiers positifs. 
Je vais d'abord montrer que, en ex6cutant l'int6gration qu'exige la 

formule signal6e, lea d6nominateurs a[ ' ,  a ~ , . . ,  se d6truisent en vertu 
des facteurs sortant des op6rations successives. 

1 B u l l e t i n  a s t r o n o m i q u e ~  T. I :  p. 319 - -  voir aussi la note insdrde par M. 
CHARLIER dans les A s t r .  N a e h r i e h t e n ~  T. I22~ p. I 6 i .  
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Dans ce but, admettons la notation 

Cx,,)= ~ \a~/ "'" ~,~(sinH2__slnH,2).~(sinHa__sinH,8)~. . . ,  
i .  2 . 3 . . . % .  I .  2.3. . .%. . .  

ce qui donne: 

I ( % ,  % , . . . )  = w , /  
1 . 2 . 3 . . . n t  

~-,=f e , ,  (~in H, - -  ~in H;)"'e" ax. 

On tire de lg, en int6grant par parties, et en remplagant, apr& avoir 
effectu6 l'intdgratioa, $ par x ou bien, ce qui revient au m6me, H~ par / /1 ,  

• n, , . . . )  
/~. ',, hi--1 

r,{'-'~ 
\a,/  [" < ( s i n <  - -  sinH',)',-'ex f r162 

1 . 2 . 3 . . , ( r t  1 - -  iie--Vz , c08 

ensuite, si nous posons: 

co~ H, f ~,-, e= dx 

la formule pr6c6dente prend la forme 

/ ~  \ nl--1 

z + , , , , , . . . )  = - ~.2.3. . . (~,-0 e-~*fgi">(sin//* - -  sinll~)"-ie~Zdx" 

Mais encore, si nous admettons la notation 

I ( n ,  , h a , . . . )  

\7,/ \ ~ /  "'" s O,,,(sin rl - - s i n  W~",:sin H_ - - s i n H ' ? " .  . 
I . 2 . 3 . . . n ~ .  I . 2 . 3 . . . h a . . .  

�9 e'* d x ,  

ce qui serait 
aurons: 

et: 

en pleine concordance avee la notation ddjk utilis6e, nous 

~'i "'> = cos//1 I(n,, "3, ...) 

I (n l ,  n~, . . . )  
/TI \ nl-- 1 

Z ~ S L . _ `  e-~*fcos/ /~(s in/ /~  __ sinlt;)',-'e'*I(%, %,. . . )dx,  x . 2 . . . ( ~ , -  I) 
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formule qui montre que d~jk un facteur ~gal k a~ est disparu du d~- 
nominateur. 

En continuant lea operations indiqu~es, c'est ~t dire, en posant de 
proche en proche: 

~ " " e "  = cos H, f ~'~",,e'd~, 

�9 o , �9 , �9 , 

~/~("')~"'~., ~ = c o s  11,f~.:~,e*dx, 
on parviendra k la formule 

I ( n a  , n~ , . � 9  .) = + ix  '~ ,l - " ,  " " * "  

De m6me, en op6rant de la sorte sur In fonction I ( n ~ ,  n ~ , . . . ) ,  il 
s'ensuivra: 

$ �9 t O �9 �9 O �9 $ $ J 

et on parviendra finalement k l'expression 

I ( o )  ~ e-~* f (~,,,e~*dx, 

Concevons, pour mieux mettre en lumi6re les r6sultats auxquels nous 
sommes d6j~ arriv6a, un exemple sp6eial et assez simple�9 Dana ce but, 
ne consid6rons qu'un seul des termea dont la somme est d6sign6e par le 
symbole r et supprimons en le coefficient qu'on mettrait inutilement en 
6vidence. Donc, en supposant: 

~ m  ~ e t l t x  ~ ( ~ - - i i t x  

nous aurons tout de suite: 

(3iitx ~ - - i ) . x  

I ( o )  - + 
~+i~ ~ - ~ "  

I1 s'ensuit, n 6tant le dernier des nombrea n ,  , n ~ , . . . ,  ainai que H le 
dernier de s / / 1 ,  H~, . . . :  
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+ + - -  + + I 

_ i~(e~a~+~H e-~,~-~H) I v(~,~+, ~ + ~ _ ~ _ ~  __ ~- 

2 

+ 2 2 " 

Inutile de continuer plus loin le calcul; car on voit immMiatement 
que la fonction I(n)se compose d'un hombre fini de termes, chaeun 
ayant pour d~nominateur le produit de n + i faeteurs de la forme 

+ (a _+ m,,)', 

m ~tant un entier n'exc6dant pas n. Et que la puissance T" divis~e par 
un tel produit sera toujours tr~s petite, cela se comprend parce qu'on 
peut choisir les r aussi petits qu'on voudra, mais encore parce que la 
quantit5 ~ contient, selon l'hypothSse, une fonction horistique de tousles 
coefficients figurant dans la fonction E,  et par consequent, aussi dans le 
reste R. 

On conelut de ces considerations que la fonction R se d~veloppe, 
suivant les multiples des divers H,  dans une s~rie uniform~ment con- 
vergente. 

Les r~sultats que nous venons d'obtenir nous permettent d'accomplir 
la r4solution de la question entam4e dans le n ~ 2 du paragraphe actuel; 
car la seule difficult~ y restant a ~t~ lev4e par notre m4thode g~n~rale 
d%tablir l'int~grale d'une ~quation lin~aire du second ordre avec un 
coefficient de l'inconnue renfermant plusieurs termes p~riodiques. 

Ces r~sultats suffiront encore pour 4tablir, d'une mani+re absolue, 
le d~veloppement de l'int~grale de l'~quation (53, w 2), aussi que de 
celles de plusieurs autres , ~quations que nous avons rencontr~es clans les 
pages pr~cMentes. 

i2. Avant de  mettre un terme aux considerations g~n~rales que 
sugg~re l'emploi des 4quations r4sultant de nos transformations dans les 
paragraphes 5 et 6, voici encore quelques r4flexions utiles. 



Nouvelles recherches sur les sdries employges daus les thdories des planhtes. 143 

L'admission du prlncipe sur lequel reposent les dites transformations, 
amenait in~vitablement des termes d~pendant de la troisi~me d&iv(~e de 
l'intSgrale cherch~e; n~anmoins, on put conserver la forme des 6quati~)ns 
diffdrentielles du :second ordre par la raison que ces d~riv~es ~taient 
multipli&s par de tr4s petits coefficients du premier ordre, ce qui per- 
mettait d'en remplacer la plus grande partie par une fonction connue. 
Cependant, comme on a d~jk remarqud dans le n ~ 4 du paragraphe 5, 
la poursuite de telles ~liminations ne conduit pas ~ un r~sultat jouissant 
d'une exaetitude surpassant une limite d&ermin~e, bien qu'on puisse de 
la sorte s'approcher de l'expression rigoureuse de l'int~grale cherchSe de 
mani~re que l'~cart inevitable soit tout h fait insensible dans lea calculs 
numdriques. Mais on a aussi, d'un autre c6t~, r~v~l~ le moyen de par- 
venir ~ une solution exacte. En effet, la quantit~ ~20, donn~e par la 
formule (I5) du paragraphe 5, 6rant extrdmement petite, ]a fonction qui 
r~sulte de l'int~gration de l'~quation (i6) du m~me paragraphe, est aussi 
fort petite, vu que ~20 ne dolt plus contenir de termes sensibles s'agran- 
dissant par l'int~gration. On aura donc, au moyen d'approximations 
successlves, l'int~grale de l'~quation (I5). 

Mais entrons un peu plus profond~ment dans le d&ail de la m~- 
thode que nous avons raise en usage pour ddbarrasser l'4quation trans- 
form& des termes d~pendant de la troisi~me ddriv~e, et cherchons en 
la port~e. 

Evidemment, cette m&hode repose, au fond, sur le remplacement de 
l'~quation du troisiSme ordre par un syst~me de deux ~quations dont 
l'une est du second ordre et l 'autre du premier. En effet, si nous ad- 
mettons l a  notation 

d~z 
d%---~ + Y~ z ----- L ,  

ce qui entralne: 
d~z d L  dY~ dz 
d v - - s  -~ d v d v Z -  Y1 "~v ' 

nous aurons, en introduisant, dans l'dquation (I4) du paragraphe 5, cette 
valeur  de la troisi6me ddrivde, une dquation du second ordre par rapport 
k z, mais qui renferme, outre z, la fonction inconnue L.  D'autre part, 
nous aurons, pour d6terminer la nouvelle inconnue, au lieu de l'6quation 
(28), une ~quation du type 
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dI, 
(4o) L = ~ + s o - - ~ , ~ ,  

ce qui revient ~ avoir mis, dans l'6quation (x4, w 5), ~2 + S o ~ la place 
de ~2. En cons4quenee, nous aurions au lieu de l'6quation (15, w 5), 
celle-ci: 

d'y, 

Nous allons voir qu'on pourra d~terminer la f0nction ~L de mani~re 
que le reste de la solution de Y~quation (4o), que nous admettons iden- 
tique avec So, soit une quantit6 tr~s petite ne renfermant que des termes 
p~riodiques dont les p6riodes sont extrdmement courtes. Donc, la fonction 
S o qui figure dans le second membre de l'dquation (x6), dtant en elle- 
mdme tr~s petite, ne peut donner, par l'int~gration, naissanee ~ des termes 
sensibles. 

Pour montrer la propri~t~ de S O que nous venons de signaler, ad- 
mettons l e  d~veloppement fini 

et d6terminons les fonctions 
de condition 

U0 = ~, 
( ~ )  duo 

( d~) dU, 
~ + 2 ~ U~ ---- d~, ' 

Uo, U ~ , . . . ,  U., R au re�9 des dquations 

x + n ~  rY.=  d, ' 

dry+  ~+1 dU~ 
~ R - - - 8  0 - ~  d-T-" 

Evidemment, si l'on a ddsignd par n un nombre trbs grand, de sorte 

que  le produit n ~  peut 8tre consid6r6 comme une quantit6 de l'ordre 

zdro, bien que sa valeur soit infdrieure ~ l'unitd, les fonctions U. tendent 
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s'agrandir eonsid~rablement: d'abord, parce que le dSnominateur I-}-n dr 
d v  

peut aequ~rir des valeurs voisines de z~ro, et encore, parce que les 
operations successives font naltre des termes trigonomStriclues dans les 
fonctions dont il s'agit, dSpendant des multiples tr~s ~lev~s de v, ce qui 
fera ressortir, en effectuant les differentiations successives, de grands fac- 

d~ 
teurs. En d~signant par e la valeur maximum de la fonction dvv ' on peut 

estimer la valeur maximum de U~ en raison de celle de U 1 au moyen 
de l'expression 

I ~. 2 ~. 3 2 , . . n  ~. $~; 

I 
done, si n n'exe~de pas consid~rablement la valeur de ~-~, le produit 

signal~ sera une cluantit~ trts petite. Mais le nombre n peut sortir 

beaucoup hors de cette limite sans que le produit ~.+~du,, ely cesse d'dtre 

une quantit~ extr~mement petite. 
Cela ttant, divisons le produit dont nous avons parl~ tout tt l'heure, 

en deux parties V~ et W~, de sorte clue la premiSre renferme seulement 
des termes de m~me nature que celle des termes de la fonetion N, et la 
seconde, des termes ~ p~riodes trSs courtes. Or, on pourra applicluer le 
proc~d6 precedent a l'~quation 

dR R = - - v ,  + $1, 

et ~galer le reste S o ~ W 1 -}- S 1. De Ia sorte, on obtiendrait une valeur 
tr~s petite de R, mais aussi tr~s exacte, de fa~on que le nouveau reste 
$1 sera extr~mement petit en comparaison avec le reste S o. 

Ainsi, on peut continuer les approximations aussi loin qu'on voudra, 
et de cette mani~re obtenir les fonctions cherch~es avec une exactitude 
illimit~e. 

Ar mathcmattca. 17. Imprim~ le 15 juillet 1892. 19 
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C H A P I T R E  III. 

Applications aux indgalit4s des planbtes. 

Les mati~res que je viens de traiter duns les chapitres pr6c~dents 
6tant accrues consid6rablement malgr6 Inoi, i[ me faut limiter le plus 
possible l'expos6 des applications qu'on en pourrait faire aux th6ories des 
plan~tes. Je m'arr6terai donc ~ seulement mettre au jour les principaux 
traits des grandes perturbations d6pendant des arguments astronomiques, 
ainsi qu'~ essayer de r6pandre quelques lumiSres sur les in6galit6s dites 
libration~. Mais je vais ajouter encore quelques remarques relativement 
aux restes des solutions suppos6es raises en nombres, prouvant qu'on 
pourrs, en effet, rendre ces restes aussi insignifiants qu'on voudra, bien 
qu'une partie d'eux contiennent une infinit6 de discontinuit6s. 

w 8. Indgalit~s dJpendant d'avguments astronomiques. 

I. La d~termination des in6galitSs du rayon vecteur ainsi que celles 
de la latitude s'op~rent en int6grant un syst~me d'6quations diff6rentielles 
du type que nous avons envisag6 duns les 6quations (47) et (48) du pa- 
ragraphe 5. Ces ~quations ~tant du second ordre et du troisi~me degr6, 
on peut les remplacer par des ~quations lin6aires toutes les lois que les 
membres de droite ne contiennent pus de termes critiques. Mais comme 
il y a toujours une infinlt6 de tels termes, bien que leurs coefficients 
soient g6n~ralement extr~mement petits, il convient de conserver d~s l'abord 
la forme plus rigoureuse des ~quations dont il s'agit. 

Consid6rons en premier lieu le systSme (47), dont les diverses 6qua- 
tions sont plus simples que celles du syst~me (48), et admettons le d~- 
veloppement 

= - -  c o s  ( ( ,  - -  - -  
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Quant aux coefficients ~-., dont la convergence est celle d'une progression 
gdomdtrique, nous en supposons les plus grands du premier ordre et du 
premier degr6; nous admettons de plus que le coefficient d'un terme cri- 
tique soit tout au moins du troisi~me degr6. 

Maintenant, aprSs avoir remplac6 dans les 6quations (47), H par 

43 H ,  H 0 par ~H0, etc., ce qui rend plus simples les opdrations b~ exdcuter 

sans d6ranger l'identit6 de la somme des 6quations dont il s'agit avec 
l'6quation (39), nous allons 6tablir l'int6grale de la premi6re d'elles. Le 
rdsultat s'dcrit immddiatement ainsi: 

(i) V0 - -  zcos(( i  --r 

+ ~ r~ cos ((I - - p ~ ) u - -  B~), 

z et F 6tant les deux constantes arbitraires et r une quantit6 qui s'obtient 
au moyen de l'6quation 

3 H (~--r I - -~--~A . 

Avee l'expression trouv~e, off la fonction horistique H figure encore 
comme une quantit6 ind6termin6e, il sera facile de former le d6veloppe- 
ment de 

ainsi que celui de 

+ I § 

Dans ees formules, ainsi que dans plusieurs formules pr6c6dentes 
de m6me nature, on a suppos6 fl du premier ordre par rapport aux 
forces troublantes, mais eela n'6tait pas in6vitable. Au  contraire, on pouvait 
6galer, sans inconvenient essentiel, eette quantit6 ~ z6ro, ee qui rendrait 
un peu plus simples les seconds membres des 6quations (47) ~ partir de 
la deuxifime. 

Maintenant, sl nous d6terminbns H o de manifire ~ d6barasser la deuxi~me 
des 6quations (47) du terme d6pendant de l'argument (I - -  r  F, 
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en omettant la partie s'~vanouissant avec les faeteurs du 

( 
~quation dans laquelle nous avons employ~ la notation 

~qn = (I - - i t . )  2 -  I JCfll" 

De l'~quation que nous venons d'&ablir, on peut tirer une valeur 
pr~alable de H, en identifiant cette quantit5 avec H0; mais il peut arriver 
qu'on s'arr~te ainsi g u n  r&ultat interm~diaire bien diffdrent du r&ultat 
cherch~, ~ savoir de la fonction horistique totale. Or, on arrive & un 
r&ultat plus satisfaisant en op6rant de la mani~re suivante. 

Considdrons la deuxi~me des ~quations (47), et portons dans les termes 
de son second membre, termes que nous avons d'ailleurs mis en ~vidence 
un peu plus haut, l'expression obtenue de Vo, ainsi que celle de 2' que 
nous supposons connue: de la sorte nous parviendrons ~ l'~quation que 
voici- 

~2 + I - - f iX - - ~ f l  3 V 1 = - -  Ex2ffn cos ((I - -  T n ) ~ - -  On) 

- X  X cos((, - c..) 
2 

l. In, l~,, 
c o s  ((~ - -  r . , . . , , )u  - -  ca.,.,,) 

_p.,~, n,, T.  y,~' r,," 

Dans cctte 4quation, on a employd plusieurs notations nouvelles: 
on a d'abord dSsign~ par gn des quantit& de mdme nature que les y,, 
par rn, des quantites analogues aux ~, par Cn, des angles constants, et 
on a en particulier admis le d6veloppement 

P o t  = ~ g ~  c o s  ( (I  - -  u / u  - -  c ~ ) .  
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On a ensuite d6sign6: par h. et l . ,  certains coefficients, comme les ~*. et 
les g . ,  tout au moins du premier ordre et du premier degr6; par r . . ,  des 
sommes des coefficients r a. etr . ,  chacun multipli6 par un nombre entier, 
positif ou n6gatif; par C..,, de semblables combinaisons des angles F ,  B. 
et C.,; par r..,.,,, des combinaisons analogues de a . ,  a,,, etr . , , ,  ainsi que 
par C..,.,,, des combinaisons de B. ,  B., et C,,,,; par a..,.,, et B..,.,,, de pareilles 
sommes des produits de trois a. ou de trois B. avec certains nombres 
entiers. Finalement, les p..,.,, signifient certains coefficients contenant un 
facteur purement numdrique multipli6 par /?3" 

Maintenant, si nous admettons encore les notations 

'O.n, = (~  - -  r . . , ) ' - -  ~ + f l , ,  

~ . . ' . "  = (~ - -  ~ . . ' . " ) '  - -  ~ + f l , ,  

l'int6grale de l'6quation pr6c6dente sera donn6e au moyen da la formule 
suivante, oh l'on a supprim6 tout terme d6pendant de eonstantes arbi- 
traires nouvelles: 

(3) V1 ~- Z - -  
x29'a COS (( I - -  r.)  U - -  C . )  

oJ.+ 3p~// 

x h .  h,~, 
c o s  ((x - -  r . . , ) u  - -  Q . , )  

l. 1., l.,, 
c o s  ((~ - -  ~ . . , . . ) u  - -  Q . , . , , )  

r ~ . ' . "  r, ,  T. ; T,," 

Ayant obtenu ce r6sultat, il faut l 'introduire dans la troisi6me des 
6quations (47). A cette occasion, on d6terminera la pattie H 1 de la 
fonction horistique totale, en satisfaisant k la condition que nul termed& 
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pendant de l 'argument (i - -  r - -  F n'apparaisse dans le second membre 
de l'dquation mentionn~e. Par cette condition, on sera conduit k une 
expression de la forme 

3 (4) 

+ E E  3 2 

+EEE 
A,,,,,,, 

n n ~  t 

les coefficients A ~tant tout connus et respectivement du deuxi6me, du 
quatri6me, du sixi6me et du huiti~me ordre,. 

En r~unissant les dquations (:) et (4), et en identifiant H 0 q- H 1 
avec H, on aura une nouvelle 6quation d'oh l'on pourra toujours tirer 
une valeur r6elle et positive de H. Certes, cette 6quation sera tr6s com- 
pliqu6e, mais il faut toutefois se rappeler que, si ron s'arr~te aux termes 
d'un degr6 pas tr~s ~lev~, le nombre des termes critiques sera tr6s petit, 
de sorte qu'on pourra tout d'abord rejeter la plupart des termes apparais- 
sant dans la somme des deux ~quations mentionn6es. On aura n~anmoins 
une valeur de H ayant le caract6re d'une v~ritable approximation. Ce 
sont seulement les termes du deuxi6me degr6 et ceux dont les diviseurs 
sont presque 6vanouissants qu'il faut retenir en op6rant cette premi6re 
approximation. 

On pourrait encore s'imaginer qu'il serait quelquefois ndcessaire de 
consid6rcr simultan6ment avec les termes de I t  o et de H~ quclques termes 
provenant des fonctions V2, V3, . . . .  Certes, cela peut arriver, et il 
faudrait op6rer, le cas 6ch6ant, en continuant les proc~d6s que nous venous 
d'expliquer, mais un tel cas cst si rare et si peu probable que nous ne 
nous en soueions pas. 
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Quant k la convergence des d6veloppements des diverses fonctions 
IT, on s'en convainc par la eirconstance que H est une fonction horistique 
de tous Ies coefficients se trouvant dans la somme V 0 q - ~  q- . . . .  II 
s'ensuit encore que cette somme elle.m~me constitue une s6rie convergente, 
parce qu'autrement une valeur assez grande de H sortirait d'un nombre 
fini de fonctions V, ce qui k son tour rendrait ces fonctions tr~s petites 
et m~me insensibles. ~ 

Encore une remarque. En se rappelant qu'un coefficient isol~ x. 
donn6 au moyen de l'6quation 

X n ~ 
3 fl~H 

change de signc sans passer par z6ro, ni par l'infini, lorsque cette 6qua- 
tion admet des racines 6gales, et en eonsid6rant qu'il y a un nombre 
infini de valeurs n6gatives des a~ qui s'aecordent k peu pros avec Ia 
condition de racines 6gales, et qui rempliraient cette condition exacte- 
ment, si la constante arbitraire x subissait un changement mdme extr~- 
mement petit, on en conclut que les divers x. ne sont pas des fonctions 
uniformes de la constante d'int~gration. Ce r6sultat s'6nonce aussi en disant 
qu'une infinit~ de x~ ne peuvent pas ~tre d~veloppds suivant les lmissances 
de Az ,  quelque petit que soit cet accroissement de x. 

Cela est en harmonie avec le th6or~me que la science doit au g6nie 
de M. POINCAR~, et que l'6minent g6om~tre a exprim6 par les roots: 
le probl~me des trois corps n'admet pas d'autre int~grale uniforme flue celles 
des forces vires et des aires. ~ 

N6anmoins si ]es constantes arbitraires sont fix~es, et qu'elles aient 
des valeurs convenables, on peut toujours, abstraction faite d'un cas extrd- 
mement rare appel6 cas asymptotique, obtenir une solution num6rique 
donnant les coordonn6es d'une plan~te au moyen des s~ries trigonom6- 
triques uniform6ment convergentes. 

Mais une telle solution, repr6sentant assur6ment une fonction uni- 
forme quand les constantes y entrant ont des valeurs fix6es, est soumise 

i Voir~ pour plus de d6tail: le dernier passage d u n  ~ 8~ w 5. 
2 M. BRUI~S~ dans une note pr~seat6e ~ ]a Soei6t6 de Leipzig et r6imprim~e dans 

ce journal~ a montr6 que le probl~me dont il s'agit n'admet pas d'int~grale alg6brique ou 
abe|ienne outre les iut~grales connues. 
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k une altdration fiuie, bien que celle-ei puisse ~tre insignifiante, si certaines 
arbitraires chan.gent d'une quantit~ si petite qu'on voudra. Or, ayant 
ddtermind num4riquement, et jusqu'k un certain degr~ d'approximation, 
lea constantes arbitraires et les premiers termes des d~veloppements men- 
tionn~s, ces termes n'offriront g6n~ralement aucune discontinuitY, lorsque 
l'arbitraire entrant duns le d~nominateur varie d'une quantit~ tr~s petite; et 
bien qu'on ne puisse dire la m~me chose des termes restants, on est n~an- 
moins stir que leur somme n'exc~dera jamais une limite d~termin~e, dont 
la valeur est proportionnelle k la somme des racines cubiques des termes 
critiques qu'on a n4glig~s duns la fonction perturbatrice. En d'autres 
mots: l'~tendu du changement brusque que peut subir, apr~s l'int~gration, 
un certain terme critique de la fonetion perturbatrice, est une quantit~ 
comparable k la racine cubique de ce terme, multipli~, il est vrai, par 
un facteur de l'ordre - -  i par rapport aux masses troublantes, mais qui 
est commun k tous les  termes. Donc, en consid~rant que la convergence 
des termes critiques duns la fonction perturbatrice est comparable k celle 
d'une progression gSom~trique, il sera facile de conclure qu'on pourra 
pouss'er le degr6 d'approximation si loin qu'on voudra, de sorte que le 
reste deviendra moindre qu'une quantitd donn~e. 

Ce que nous venous de dire relativement aux coefficients z. s'applique 
aussi k la fonction horistique H consid~r~e comme fonction de la constante 
arbitraire z. L'examen de cette fonetion, qui admet une infinit~ de dls- 
continuit6s, bien qu'elle ne devienne jamais infinie, doit dtre d'un certain 
int~rdt pour l'analyse algebrique. 

2. Quant k l'application des ~quations (48) du paragraphe 5, on 
fera tout d'abord la remarque que chacune d'elles s'intSgre, le second 
membre ~tant suppos6 tout connu, d'apr~s les m6thodes que j'ai d~velopp6es 
avec assez de d~tail pour le cas d'un seul terme tout connu. I1 n'y a, 
en effet, que trSs peu ~ ajouter aux matidres du chapitre I pour ~tendre 
les r~gles du calcul y expos~es aux cas de plusieurs termes connus. 
Envisageons d'abord l'application de la m~thode que nous venons d'ex- 
poser dans le n ~ 4 du paragraphe x. 

A cet ~gard, reprenon~ une ~quation quelconque du syst~me (48)du 
[ d n ~ '  

paragraphe 5, et rempla?ons y: V. par p; u, par v; (I --f l)V~ -]- \ du } ' 
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3 72'; f13 par s Ensuite, figurons-nous que la partie 3fl~(H--H.), qui par 

ne d@end pas des coefficients entrant dans la fonetion V,, soit rSunie 
avec ill. Nous aurons de la sorte: 

(5) 3 2 C~2[}dv 2 -t- ( I "7"-- fll - -  ~r fl3~f] )jO = - -  Z r n  COS ( ( I  - -  {Tn)V - -  ~)"n). 

Maintenant, si l'on op~re les transformations indiqu~es dans le n~  
du paragraphe I, on retrouvera les ~quations (24), (25) , (26) et (27) du 
dit paragraphe, b~ la seule exception que le second membre de l'Squation 
(24) sera dans le cas actuel: 

Z r .  cos ( ( i  - -  ~.}v - -  B. ) .  (, + r  

Ecrivons l'intSgrale de l'dquation envisag& de la maniSre suivante: 

E=kcos((i_q)u_G)+ Z r. ( ~ - ~ . ) ' - 0 - ~ )  cos ((~ - a . ) u - - B .  + (I - -  a.) r + 0, 

k et G &ant les deux arbitraires; O, une correction que nous allons d6- 

A 3 H terminer prochamement, et fl, la quantit6 fll + ~f13 �9 

Puisque H est une fonction horistique de tous les coefficients qui 
cntrent dans l'expression que nous venons d'&ablir, ce d6veloppement 
est uniform~ment convergent, du moins si l'on ne tient pas compte de 
la correction 0. Pour d6terminer cette Correction, diff&entions l'expres- 
sion pr&ddente de E ,  et introduisons le r6sultat, ainsi que la valeur de 
E ,  dans l'6quation (:4) du w I. Nous avons de la sorte un r&ultat qui 

d~  
renfermera une partie d@endant du facteur duu' une autre partie d6, 

pendant du facteur et une troisi&ne pattie multipli6e par d--O-u'" 

En considSrant que ces derniers facteurs sont des quantlt& du deuxi~me 
ordre, nous aurons, si nous ne retenons que les termes du premier ordre, 
et que nous nous rappelions la valeur approch& 

dq: 3 

Aeta m a t h ~ .  17. Imprim~ le 16 julllet 1892. 20 
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l'6quation suivante, servant k d~terminer la correction 6: 

d u '  + ~ fll  

3 ~ (~ - -  ~)~ r,  B) cos ((~ - -  ~ )  u ~ B). 

A p r e s  avoir port6, dans l'6quation trouv6e, la valeur approchde 

~ 2 = E ~ +  du ' 

on obtiendra par intdgration une expression de 0, n6eessairement con- 
vergente, paree que H est horistique aussi par rapport aux coefficients 
dans l'expression de 0, et dont la valeur num6rique est aussi gdn6rale- 
ment tr6s petite par rapport k 'celles des plus grands coefficients mis 
en 6vidence dans l'cxpression de E. Mals il peut aussi arriver, dans le 
cas de termes eri.tiques, que la fonetion O soit du m6me ordre que les 
premiers termes figurant dans E.  En tel eas, on peut op6rer de la ma- 
ni6re suivante. 

On commence par 6tablir l'expression approch6e 

COS ( ( I  - -  On) ~( - -  Bn ) ,  E =  k c o s ( ( i  - -  r  G) + (~ - - o . ) ~ - - (  t r "  - - P )  
1 

d'oh l'on tire par diff6rentiation 

d E  
d-~ ---- " -  ( i  - -  ~)k s i n  ( ( i  - -  r - -  G)  

_ _  ~ (r -- o.) r. sin ((I - -  a.)u -- /3 . ) .  
1 (' - -  ~ " ) ' - - ( '  - - f l )  

En multlpliant par cette 6quation, membre par membre, l'6quation 
d~ E ~o 

+ (i - -  f l )E  = - -  Z r o  cos((  - -  - -  
1 

et en ne retenant que les termes devenant agrandis par l'int6gration, on 
obtiendra 

d u '  "31- (I - -  f l )E  ~ -  
n ~ o o  n ~ o o  

= ~ E Z A.., sin ((a. - -  a,,)u + ( i  - -  a.,) ~" + B .  - -  B, ,) ,  
n = O  n ' = 0  

oll l'on doit identifier a 0 avec r 
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Cela 6tant, diff~rentions l'6quation (27) du w t deux lois, ce qui 
nous donne: 

d~q/ 3 d~ ~ 

d'oh l'on tire, apr~s avoir remplac6 d,~' par sa valeur approximative, 

suvoir: 
Fd~E + ( '  - ~-~-~, 

l'6quation 

d~'d'e = - -  ] A Z Z A . ~ ,  sin [(~.  - -  a.,)u + B .  - -  B.,  + (I - -  a . ) ~ ] .  

Si, duns cette 6quation, on met k part les termes dont les indices 
sont 6gaux, et que l'on supprime le facteur ( I -  a.,), qui en effet est 
fort pr6s de l'unit6, on tombera duns une 6quation du type 

d'u ~ a ~ s i n ~ ' - - ~ A .  sin(2,t.u+ 2 B . +  ~ ,  du' = 

oh a 2 est une quantit6 positive ou n6gative du deuxi~me ordre, 2,~, 
une diff6rence a . -  er,, et 2 B . ,  u n e  diff6rence B . -  B,,. 

On cherchera la solution de cette 6quation, en utilisant une des 
m6thodes que j'ai exposdes, soit dans le w 3 du pr6sent m6moire, soit 
dana le m6moire Untersuchungen abet die Converyenz etc.)). 

Ayant  ainsi obtenu une expression approximative de ~', on formera 
eelles des foncfions cos ~" et sin q:, apr6s quoi il sera facile d'dtablir une 
nouvelle 6quation du type de l'6quation (24) w I. Ensuite, on d6duira 

dE 
une nouvelle valeur de Tuu' laquelle servira ~ renouvcler les proe6d6s 

que nous venons d'expliquer prdc6demment, et notamment k refaire le 
calcul du coefficient a 2 ainsi que celui des coefficients A, .  

De la mani6re dont nous venons d'esquisser les traits princlpaux du 
calcul, on parviendra k une solution aussi approch6e de l'6quation (5). 

3. Quant k l'application de la m6thode du w 2, il suffit de r6- 
veiller l'attention du lecteur sur l'~quation (I4) du dit paragraphe, ]a- 
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quelle renferme, duns son second membre, le terme i98fl~Az3. 1 Elle 

se transforme donc, au moyen d'une substitution convenable, en une 
autre du type de l'6quation (I5) , si l'on y augmente le coefficient de y 
par la quantit6 - - b H ,  b 6tant un coefficient du mgme ordre que fl~, et 
H,  une fonction horistique des coefficients da'ns le d6veloppement de la 
fonction Az. L'6quation qu'on obtient ainsi s'int6gre en employant la 
m6thode du n ~ 5 du paragraphe pr6cddent. 

Mais il nous reste k signaler une difficult6 qui concerne le d6- 
veloppement de la foncfion W. 

On a ,  duns le w 2, 6tabli les formules 

d r 2  ~ du~  ~ 

cependant, si l'6quation (I) renfermait, dans son membre de droite, plu- 
sieurs tertnes tout connus, les expressions de M et de Nseraient  6videm- 
ment plus compliqu6es. Or, il peut arriver que l'int6grale 

f FM dv L 
que renferme l'6quation (I2), ne soit pas exprim6e au moyen d'un d6- 
veloppement convergent, bien que les foiactions M et N soient donn6es 
par de telles s6ries. Duns ce cas, la m6thode envisag6e n'est plus applicable, 
bien qu'elle puisse rendre de grands services toutes les fois que l'int6grale 
raise en 6vidence s'exprime au moyen d'un d6veloppement convergent. 

Je n'insiste pas davantage sur les nombreuses applications qu'on 
pourra faire des th6ories pr6c6dentes au calcul des perturbations du rayon 
vecteur et de la troisi6me coordonn6e. 

4. L a  d6termination des grandes in6galit6s de la longitude exige 
qu'on int6gre l'6quation (I) du w 6. Cette 6quation 6tant assez compliqu6e, 
on l'a transform6e de diverses mani6res afin de parvcnir ~ d'autrcs 6qua- 
tions plus simples, notamment aux 6quations (I7) et (29). Je vais main: 

t P a r  une e r r e u r  d ' impress ion ,  le signe ~ avan t  le t e rme  - - - -  

a manqud.  

~88fl ~(- ~+ zo)Az ~ 
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tenant montrer l'application de ces deux 6quations au caleul des grandes 
in6galit6s et aux in6galit6s 616mentaires. 

Supposons qu'on ait, dans le second membre de l '6quation (I7)  , 
remplac6 la variable v, qui y figure encore dans les arguments, par la 
nouvelle variable u, et n6gligeons de plus les petits termes de courte 
pSriode, qui effectivement sont sans aucune importance. Alors nous 
aurons, en mettant ~2 au lieu de fla 

(6) d~Y du e ~2y = __ Za,,  sin (~.u -{- b.), 

dont l'int~grale s%crit imm~diatement ainsi: 

~ a. sin (a,,u + b.). y = c~e + c~e-~" + Z a~ + ~ 

Pourvu que les a. forment une sdrie convergeant comme une progres- 
sion g~omdtrique, ce que nous avons suppo.~5 d~s le dSbut, la s~rie trigono- 
m~trique figurant dans 1'expression de y est visiblement uniformdment con- 
vergente quelles que soient les valeurs de a,. Quant aux deux arbitraires 
c 1 et c~, il faut 4videmment les ~galer k z~ro, vu qu'autrement des ex- 
ponentielles paraltraient dans l'expression de l a  longitude. Or, il est dans 
1~ nature des choses que celu soit ainsi; parce que: dgaler k z~ro les con- 
stantes cl et c~, c'est faire prendre au mouvement moyen sa vraie valeur. 
Au contraire, si l'on ava i t  calcul~ les coordonn~es d'une planSte en em- 
ployant une valeur du mouvement moyen pas tout k fait exacte, on 
aurait n~cessairement ~tabli certains d~veloppements suivant les puissances 
du temps, dSveloppements qui cesseraient d'etre convergents lorsque le 
temps Grit acquis des valeurs d@assant une certaine limite. 

Consid6rons maintenant, au lieu de l'~quation (5), celle-ci: 

d'y u2g --__ __ A sin (22u -}- 2b + sy), (7) 

off l'argument du seul terme de droite renferme la fonction cherch~e 
multiplide par un nombres  que nous supposons assez grand. L%quation 
consid~r~e convient d'ailleurs k la recherche d'une in~galit4 de tr~s longue 
p~ri0de provenant d'un terme tr~s 51oignd dans le d6veloppement de la 
fonction perturbatrice. I1 y a done lieu de supposer A et 2 trSs petits, 
ainsi que le produit sA .  
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En d6signant par ~ un facteur que  nous Mlons ehoisir convenable- 
ment, nous mettons l'6quation pr6c6dente sous la forme 

~A (7') d~  d2y -- t + sin(22u + 2b + sy) + v2y --t+fsin(22u + 2b + sg); 

puis, nous d6terminons un module elliptique en 6tablissant l'6quation 

'k2 = i'(~ + ~,)" 

Maintenant, si nous n6gligeons la somme des deux derniers termes 
du second membre, nous aurons facilement: 

(s) 

et: 

y : 2 { a m ~ ( 2 u + b ) - - 2 u - - b ]  

= ; sm 2(,~u + b) + 2~ u ~,)s n . . .  

r (2u + b) I 9 sin (22u + 2b + 8y) : --~ 

[ I6q . 32~ ~ . } = sin + b ) +  + b) 

Ensuite, si l'on fait: 
I l~ ~ 

r = ~ ,  

les termes d6pendant de sin2(2u + b) disparaltront de l'6quation (7'), 
de sorte que la somme des deux dcrniers termes de son second membre 
sera toujours tr6s petite autant que le module k ~ n'est pas trSs pr6s 
de l'unit6. Done, en calculant le module moyennant la formule 

422 + v 2 

l'expression de y que nous venous de signaler, donnera avec un trSs haut 
degr6 d'approximation, la solution de l'6quation (7'). I1 serait facile d'cn 
obtenir la correction si approch6e qu'on voudrait. 

En consid6rant, dans le d6veloppement de la fonction perturbatrice, 
des termes assez 61oign6s pour que le produit sA soit moindre que v 2, 
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on voit imm~diatement que des in~galit4s sensibles ne peuvent pas se 
produire en dehors d'une certaine limite, m~me si 2 acquiert une valeur 
dvanouissante. I1 est encore visible que, si l'on calcule une suite de 
modules avec divers A convergeant comme une progression g~om~trique, 
la s~rie des modules convergera de la m~me mani~re. Done, en supposant, 
dans le second membre de l'6quation (7), une suite de termes au lieu 
d'un seul, dont les coefficients convergent comme une progression g~.om4- 
trique, on pourra renouveler les operations que nous avons expos~es dans 
le n ~ 3 du w 6, et on aura de la sorte une expression de l'intdgrale 
cherch~e, d'abord plus convergente que les diff4rentes parties de l'ex- 
pression ( I i )  du m6me paragraphe. I1 serait facile de rapprocher ces 
deux r~sultats, l 'un de l 'autre;  je n'insisterai cependant pas sur ce point. 

5. S'il s'agit de calculer un terme 41~mentaire, et surtout une 
grande in4galit5 provenant d'un terme de la fonction perturbatrice mul- 
tipli6e par un coefficient trSs grand par rapport ~ ~2, la m~thode simple 
que nous venons d'expliquer pr~cddemment ne paralt pas assez efficace, 
principalement parce que les ~quatioris (6) et (7) ne renferment pas de 
terme d4pendant de y8 On aura, dans ces cas, un meilleur point de 
d~part pour le calcul, dans l'6quation (29) du w 6. Mais cette 6quation, 
6tant clans sa forme primitive trop compliqude, on lui donnera la forme 
de l'~quation (i) du w 7, ou une forme analogue. 

Pour cet effet, mettons: 

",~ 8 - -  8pff eos 2x 
Y = ~+---~-'-;i dx ----(x + r du, 

et nous aurons une nouvelle 6quation, dans laquelle a disparu le terme 

d(ipendant de dz Puis, en op(~rant comme dans le n ~ 6 du w 5, on 
du" 

pourra dSterminer la fonetion tb de mani~re que l'4quation r~sultante 
prenne la forme 

(9) d~ --~ + q z _  ~z3 _-- B ,  

~ et fl ~tant des constantes, dont fi est toujours positive, mais a g4n~rale- 
ment n~gative. La fonction R renferme, il est vrai, des termes d~pendant 
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dz 
de z et ~uu' ainsi que de ~, mais ces termes, ~tant sans importance essen- 

tielle, on pourra les nSgliger darts la premiere approximation, ou plut6t, 
n'en considdrer que la plus grande partie, en modifiant un peu lea va- 
leurs de a et de /3. 

Cela admis, nous allons chercher la solution de l'4quation 

du" + uz - -  flz 3 = - -  a sin (au + b), 

ce qui revient h dSterminer le terme 614mentaire qui provient du terme 
mis en 6vidence dans lc second membre. 

En op@ant comme dans le nO 9 du w 4, nous 6crivons l'(~quation 
pr~c6dente ainsi: 

d ~z 

puis, en d~signant par g , k  et x trois quantltds constantes, dont une est 
arbitraire, nous d6terminons les autres en vertu des ~quations 

9~ g~k 2 

Nous aurons de la sorte: 

Z Z3 
g,du~ T (I + k~)~ ~ - ~  { - - a  sin (au + b) "k hz}. 

En admettant la constante h d6terminde de mani6re que le second 
membre soit aussi petit que possible, on aborde l'int6gration de l'6qua- 
tion pr(~c~dente en mettant ce membre exactement 6gal ~ z6ro; on obtient 
ainsi: 

z = x s n ( ~ u - l - b ) ,  rood ~- k, 

l 'arbitraire qui entre dans rargument 6tant dgalSe ~ b. 
L'autre arbitraire, introduite par l'int6gration de l'~quation du second 

ordre, dolt ~tre choisie de mani4rc que la p6riode de la fonction elIiptique 
coincide avee celle de sin (au -[- b) ; donc, il faut mettre: 

gTr 
x 2 K  



Nouvelles recherches sur les sdries employdes dans les thdories des plan~tes. 161 

Puis, en 6galant la constante h ~ a - ,  ce qui annule, dans le second membre 
X 

de  l'8quation (I), le terme d6pendant de sin(au + b), on aura: 

~ + . > ~  a+x= 
et en soustrayant de cette relation celle ci: 

on retiendra: 
o + o  

~quation qui se met imm~diatement sous la forme 

En vertu de cette dquation, il sera facile de conclure la valour de x, 

b~ savoir celle du coefficient du terme 61~mentaire, mais seulement sous 
la condition que le module k soit connu. Or, l a  valeur du module n'6tant 
pas connue d6s l'abord, on pourra le plus souvent commencer le calcul 

par mettre 2K dgal • 1'unit6, ce qui conduira K une valeur approchde de 

x. Avec cette valeur de z ,  on d6duira celle de k au moyen de l'6quation 

\ ~  / 2 a ---~-) 

et, ayant ainsi une valeur approch6e de , on renouvellera le calcul 

d e  x .  

Dans les cas oh k s'approche beaucoup de runit6, on peut entamer 
les approximations en utilisant l'6quation 

I S 
= o. 

On volt, par l 'analyse pr~c~dente, combien peut 8tre diff~rente, la 
vraie valeur du coefficient d'un terme 6l~mentaire de celle qu'on ob- 
tiendrait en employant la formule brute 

a 

.Acta matht~mat~va. 17. Imprlm6 lo 18 juillet 1892. 91 
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w 9. D e  la l ibrat ion.  

I. L'in~galit~ dans les mouvements de translation que LAPLACE 
nomme libration, se manifesta pour la premiere lois dans le systSme 
des satellites de Jupiter. 

Les observations ayant prouv4 que le mouvement moyen du pre- 
mier satellite, moins trois lois celui du second, plus deux lois celui 
du troisi~me est toujours 5gal ~ zSro, l 'auteur de la mScanique cSleste 
en d~couvrit la vraie cause et ~tablit ainsi la thSorie de ]a l i b r a t i o n . -  
Depuis lors, un long intcrvalle s'~tait accompli avant que le second cas 
d'une telle in6gali~4 fur signal6, cette lois, par M. M. HALL, MARTH et NEW- 
COMB dans le syst~me des satellites de Saturne. Mais ce cas ~tant plus 
compliqu5 que celui de LAe•ACE, il paralt que la th~orie en est encore 
susceptible de quelql~e perfcctionnement. I1 en est de m~me, mais 
un plus haut degr5 encore, de quelques autres tentatives, peut-~tre plus 
intr~pides que d6cisives, parce que les librations auxquelles visent ces 
essais, se trouvent m~16es avec plusieurs autres in~galit~s, ce qui rend ex- 
trdmement difficile leur dtude. 

La th~orie des librations est g~n~ralement tr~s compliqu~e. On ne 
saurait la traiter avec succ~s - -  sauf dans des cas exceptionnellement 
simples - -  sans avoir recours aux fonctions elliptiques. Cela s'entend de 
ranalyse communiqu~e, dans la section II de mon mSmoire de I887; et 
presque en m~me temps, M. TISSERA~D montra, d'une mani~re trSs claire, 
ce m~me fait dans une note ins6r4e dans les Comptes  r e n d u s  de l ' aca-  
d~mie de Paris .  Dans mon m6moire cependant, j 'ai tent~ de donner 
quelques renseignements sur la convergence des in~galitds ordinaires, 
lorsque les mouvements moyens remplissent la condition de la libration; 
et on y peut voir qu'une grande valeur du coefficient de cette in~galit~, 
rend douteuse la convergence de certaines autres in~galit4s. Donc, si l 'on 
a obtenu, en vertu des observations, une valeur consid6rable du coefficient 
dont il s'agit - -  car ce coefficient est en effet une constante d'intdgration 
- -  il y aurait lieu ~ quelques doutes de la r~alit~ du r~sultat. 

Que LAPLACE, alors que la th~orie des fonctions elliptiques dtait 
peine crude, air n~anmoins r~ussi ~ obtenir un r~sultat, q'on peut con- 
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sid6rer comme k peu pr6s exact, cela doit dtre attribu6 d'abord k la presque 
insensibilit6 du coefficient de la libration/mais aussi k la circonstance que la 
p6riode de cette in6galit6, duns le cas envisage, est ind6pendante des excen- 
tricit6s et des inclinaisons. Duns le cas oppos6, k savoir si la p6riode de 
la libration d6pendait des excentricit6s ou des inclinaisons ou de ces deux  
616ments ensembl% les termes horistiques l'emporteraient consid6rablement 
sur la dire p6riode, et ils pourraient m6me la rendre imaginaire finale- 
ment. On peut, en effet, 6noncer la rSgle g6n6rale que: plus dlevd est le 
degrd d'un terme critique, moins il est probable qu'il en sortira un terme de 
libration. 

Dans aueune des recherches de 1887, ni dans celles de M. TlSSE~AND, 
dans les miennes, on n'avait pu tenir compte des termes horistiques, 

Mors encore inconnus. C'est sur le r61e que jouent ces termes dans la 
th6orie des librations que je vais donner quelques remarques assez rapides. 

2. Consid6rons en premier lieu le cas simple oh le coefficient de 
la libration est tr6s petit, de sorte qu'on en peut n6gliger les puissances 
surpassant la premi6re. 

S i  duns l'6quation (7) du paragraphe pr6c6dent, on met ~et  b 6guux 
k z6ro, et qu'on remplace u par v, il en r6sulte: 

d~y 
( I )  dr' - -  - -  v 2y ~ __ A sin sy. 

Voilk l'~quation diff6rentielle, d'ofl l'on d6duit, par intSgration, l'expression 
de l'in6galit6 cherch6e. Apr6s avoir d6velopp6 le second membre suivant 
les puissances de sy et n6glig6 les termes dont le degr6 surpasse le pre- 
mier, on aura imm6diatelnent l 'expression analytique de rin6galit6 de- 
mand6e. La voiei: 

y ~ 1 sin (~/~-A-- v *.v - -  L), 

l e t  L 6tant les deux arbitraires dont nous supposons la premiSre tr~s petite. 
Qimnd le produit sA,  que nous supposons toujours positif, l'em- 

porte sur le coefficient v ~, aussi positif, la solution trouv6e sera r6elle et 
p6riodique; dans le cas oppos6, c'est k dire, si: 

~' > sA, 

la solution sera donn6e au moyen des exponentielles multipli6es par des 



164 Hugo Gyld4u. 

constantes arbitraires. Evidemment, ces constantes doivent ~tre ~gales 
z6ro. 

En supposant, par impossible, le coefficient ~ rigoureusement 6gal 
z6ro, des librations pourraient se produire, quelque petit que ffit le produit 
sA; par contre, b, l'6tat r6el des choses, il y a 1~ une limite, d6termin6e 
par la condition 

s A  - -  ~2 > o .  

Par  ce r6sultat, on conclut qu'une relation lin6aire de la forme 

soy "l" slY' -f" s2v" + . . .  = termes p6riodiques, 

v , v ' ,  v " , . . .  6tant des arguments astronomiques, et s o s, 1 , . . .  des entiers 
quelconques, positifs ou n6gatifs, ne reste pas maintenue par les forces 
attraetives, si la somme des entiers surpasse un certain nombre. 

En partant de l'dquation (I), il sera facile d'obtenir un rdsultat plus 
approch6 que le pr6c6dent. Pour y arriver, 6crivons la dire 6quation, 
apr6s avoir d6sign6 par h un faeteur constant, de la mani6re suivante: 

d~y (A h) sin sy -t- ~ ~Y h sin sy. 

Maintenant, si l'0n fait: 
y~ 

8 

la somme des deux derniers termes de droite de l'6quation prSe6dente 
sera trbs petite, et on aura, en int6grant l'6quation 

d-vv ~ - -  (A ~ ' )  sinsy, 

une valeur tr6s approch6e de la fonction y. Pour en d6duire la cor- 
rection, il faut recourir k l'~quation (24) de l'article III de mon m6moire 
Untersuchungen iiber die Convergenz etc. 

3. Dans lea recherches sur les librations, il faut ~videmment qu'on 
emploie des termes horistiques aussi bien d4termin6s que possible. I1 
est done ~ presumer que l'emploi de l'5quation ( 2 9 ) d u  w 6, ou bien 
de l'6quation (9) du paragraphe pr6c6dent conduise plus rapidement au 
r4sultat que ne le fair, l'dquation (i). C~r dans cette ~quation-l~, la partie 
des termes horistiques mise en 6vidence est, comme on le trouve imm~- 
diatement~ plus grande que dans l'~quation derni6rement citde. 
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Reprenons donc l '6quation (9) du paragraphe precedent, et rempla- 
~ons-y, pour 6tablir dSs l 'abord le cas de la libration, la fonction R par 
le terme - -  A sinsz. Puis, en d6veloppant ce terme suivant les puissances 
de sz, et en ne retenant quc les deux premiers membres de ce d6veloppe- 
ment,  nous aurons: 

(2) + sA)z - -  + z 3 = o .  

Admettons encore les notations: 

0 
z----- 

a T s A  
a ~ 

I I 

# 6tant une constante k notre disposition, et rappelons-nous que le coeffi- 
cient a peut prendre des valcurs n6gatives aussi bien que des valeurs 
positives. Notre 6quation sera alors: 

2d~O 
# ~ q - a O - - 2 0  ~ = o .  

On en ddduit tout de suite, en d6signant par 9 2 une constante d'int6- 
gration quc nous supposons moindre que l'unit6, 

2/dO\ ~= 92 0 ~ (3) ,# ( ~ )  - - aO: - t =  

Mettons encore: 

et nous aurons: 

--= g 2 - -  I- a 2 "at- ( ~ a - -  O'~ ) 

I a2 - g2 _~_ b2 
4 

(4) 
2/dO\ ' 
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ou bien : 

Hugo Gylddn. 

2 / d O \  ~ 

Done, si nous posons: 

- a  b 
2 

i O~ )" 
- ~ a +  b 

O ' - - ~ - ( ~ a - - b ) r  

! 
- ~ o - -  b 
2 ~ kS ; 
x 
- a + b  
2 

! 
- a  T b = ,u ~, 
2 

il rdsultera: 

d~') ' 

ce qui donne: 

~ '=  snx: 0 = ' q s n x  ~- g s n x ,  

la deuxi6me constante d'int6gration 6tant renferm6e dans x. 
Si b 6tait 6gal ~ z6ro, le module k prendrait la valeur I, et le cas 

i 
deviendrait asymptotique. Si ensuite g devenait plus grand que 2a,  la 

transformation pr6c6dente conduirait k des expressions d6pendant des ar- 
guments imaginaires: pour les 6viter, 6crivons l'6quation (3) ainsi: 

(s) 2/dO\ ~,~) = (0 + ,,o + o~) (g - , , o  + o~), 

le coefficient n dtant 6gal k ~/a + eg, de sorte qu'on a: 

Maintenant, si l'on introduit, au lieu de 8, une nouvelle fonction r 
en mettant: 

z + ~to~ng~O' 
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on trouvera par un calcul pas tr~s long: 

r  k 2 ~  x ~ e 4 ;  

Nous avons supposS" 

2 V'~- + " 
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Z g : + ~  ; 

a < 2g; 

donc, le coefficient n est r~el et moindre que 2~/~. I1 s'ensuit que e2, et 
en consdquenee aussi k 2 sont des quantitSs r~e]les, positives et moindres 
que l 'unit& Mais dans ce cas, puisque la fonction 6 peut passer par 
l'infini, ce q u i  ne convient pas aux in~galitSs dont il s'agit, il faut  inettre 
g ~gal ~ ' zero. Donc, la l ibration est impossible. 

En supposan t :  
a ~  2g~ 

on aura:  

et en consequence: 
e 2 = o ;  k~_-- ~; 

on est donc retomb~ dana le cas asymptotique. 
Supposons finalement a ndgatif, ce qui entraine la forme suivante 

de l '~quation (4): 

En mettant:  

~ / d O \  ' i i . 

V 
- -  

0 ~ g tang r = a Z ? -  b tang r  

il r&sultera l'fiquation que voici: 

~/d,r ? ~ _  
sin ~b ~ �9 a + ~  , , _~:+ 

2 
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Donc, les quantit6s 

~2 I k~ = - a + b ;  -----i 
2 

I 
- o ~ - - b  
2 
! 
- a + b  
2 

sont r6elles, et le module k, moindre que l'unit6. En cons6quence, la 
fonction ~b peut prendre route valeur entre - - o o  et + oo, en sorte 
que 6 passera par l'infini. Mais cela est contre la nature des in6galit6s 
consid6r6es, d'oh l'on conclut que la libration est impossible, ce qui revient 

dire qu'il faut 6galer k z6ro la constante g. 
Par l'anulyse pr6c6dente, deux choses ont 6t6 d6montr6es: I ~ que 

la librati0n est impossible si le coefficient a est n6gatif; 2 ~ que la li- 
bration peut exister si le coefficient mentionn6 est posltif, mais seulement 

condition que: 

g < - a .  
2, 

Or, pour les termes 61oign6s dans le d6veloppement de la fonction per- 
turbatrice, le coefficient a est n6gatif; on en conclut que des librations 
ne peuvent p~s s'engendrer de ces termes. 


