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PREMIERE PARTIE. 

CHAPITRE I. 

Propt-iete genet-ale des systemes d'equations 
attx dePivees patotielles~ 

1. On appelle multiplicite an dimensions d'un espace a n + p dimensions 
un systeme de p fonctions z1 , z2 , ••• , zP de n variables independantes 

xl ' x2 ' ... ' xn. 
Si une telle multiplicite satisfait a une ou plusieurs equations aux 

derivees partielles, entre les x, les z et leurs derivees, elle satisfait aussi 
aux equations qui s'en deduisent par differentiation. En s'elevant aux 
ordres superieurs, on obtient de la sorte un nombre illimite d'equations; 
si on ne considere pas celles-ci comme distinctes des premieres, il y a lieu 
de se demander s'il peut exister des systemes comprenant un nom bre 
illimite d'equations ainsi distinctes, et s'il peut exister des multiplicites 
definies comme solutions de pareils systemes illimites d'equations. 

Nous verrons qu'il n'en est rien. Par exemple, on sait 1 que la 
condition necessaire et suffisante pour que la solution generale d'un 
systeme d'equations aux derivees partielles ne depende que d'un nombre 
fini de constantes arbitraires, est que l'on puisse a l'aide de ces equations 
exprimer toutes les derivees d'un certain ordre des z, en fonction des 
derivees d'ordre inferieur, des x et des z. Un pareil systeme est neces
sairement limite. 

2. Considerons d'abord le cas simple d'une seule fonction z de deux 
variables, x et y, definie par un systeme donne d'equations aux derivees 

1 Voir, LIE, Theorie der Transformationsgruppen, Erster Abschnitt, p. I 79· 
BouRLET, Surles equations aux deriveespartielles simultanees, Annales de !'ecole 

n ormale, 1891, Suppl. 
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partielles. Considerons les equations d'ordre k de ce systeme, et mettons
les so us une forme canonique, en les resol vant par rapport a une ou 
plusieurs derivees d'ordre h, 

de telle fa9on que la fonction ¢h,a ne contienne que des derivees d'ordre 
h, Za',h-a' telles que l'on ait 

a.' < a.. 

Une pareille reduction est toujours possible. De plus, les equations d'ordre 
superieur, qu'on en deduit par differentiation, se presentent encore sous 
forme canonique. 

Representons alors dans un plan, la derivee 
Za,tJ par le point de coordonnees a., p: les deri- J 
vees d'u:ri meme ordre sont situees sur une droite: 

x + y = const. 

La presence, dans le systeme canonique, d'une 
equation resolue par rapport a Za,fjl entraine, pour 

0 

les systernes d'ordre superieur, celle d'equations resolues par rapport a 
toutes les derivees, dont les points representatifs sont situes dans l'angle 
forme par les paralleles aux axes menees par le point a., p, ou sur ces 
paralleles. Si done il y a des equations resolues par rapport a une ou 
plusieurs derivees d'ordre h: 

avec 

on aura, a partir d'un certain ordre, des equations resolues par rapport 
a toutes les derivees de z, Za,fi• excepte pour 

a. < (J.q ou p < h - a.l ; 

il peut meme se presenter plusieurs equations re
solues par rapport a une meme derivee Za,fii il 
nous su:ffit de ne conserver qu'une seule d'entre 
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elles, celle, par exemple, qui s'obtient en di:fferentiant la derivee d'indice a 

le plus eleve, parmi }es derivees (I). 
Le nombre des derivees qui ne :figurent pas dans les premiers membres, 

pour un ordre determine, est alors constant quel que soit cet ordre, et 
egal a h- a1 + aq. Si alors le systeme n'est pas limite, c'est qu'il y a 
lieu d'ajouter des equations nouvelles, lesquelles, combinees avec les 
precedentes, peuvent se mettre encore sous forme canonique. Or, apres 
h- a1 + aq equations nouvelles, au plus, on trouve un ordre s, tel que 
toutes les derivees d'ordre s et d'ordre superieur de z s'expriment en 
fonction des derivees d'ordre inferieur. Le ~ysteme est alors necessairement 
limite, et toute equation nouvelle, ajoutee aux precedentes, se ramene a 
une equation d'ordre inferieur a s, laquelle peut etre ou n'etre pas 
analytiquement independante des premieres. Dans tous les cas, le systeme 
est done limite. 

3· La proposition subsiste dans le cas d'une multiplicite, que j'ap
pellerai de deuxieme espece, formee de p fonctions z1 , z2 , ••• , Zp dependant 
chacune de deux variables independantes, x

1 
, y1 , pour z

1 
, X

2 
, y

2 
pour 

z2' ... ' xp, yp pour zp: ces variables peuvent d'ailleurs ne pas etre toutes 
difl'erentes. lei, on dressera encore une liste des derivees d'ordre h, en 

( 
~a+;l'z) 

rangeant d'abord celles de z1 , z1 afl z1 afJ = --~ suivant les indices a 
, ' ~x~~y, 

decroissants, puis celles de z
2 

, de la meme maniere, et ainsi de suite. En 
suivant cette liste, on peut mettre les equations d'un meme ordre h, que 
comprend le systeme, sous une forme canonique, c'est-a-dire, en les resol
vant par rapport aux derivees d'ordre h: 

zi,a,h-a = cpi,a,h-a. 

de telle fa~on que les derivees d'ordre h, qui :figurent dans (Aa,h-a sui
vent zi,a,h-a dans la liste. Cette forme a encore la propriete manifeste de 
rester canonique apres differentiation. 

Dans les premiers membres de ces equations :figurent par leurs deri
vees une ,ou plusieurs fonctions z. D'apres le paragraphe precedent, on 
ne peut ajouter qu'un nombre :fini d'equations nouvelles, resolues, par rap
port aux derivees de ces fonctions. Si done le systeme n'est pas limite, 
on fera apparaitre, apres un nombre fini d'additions d'equations nouvelles, 
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une on plusieurs fonctions nouvelles z, et ainsi de suite. Finalement, on 
aura dans les premiers membres, toutes les fonctions z, apres quai, en 
ajoutant encore un nombre fini d'equations nouvelles, on arriverait a ex
primer toutes les derivees d'un certain ordre en fonction des derivees 
d'ordre inferieur; Sous cette forme, le systeme est alors necessaire
ment limite. 

4· Pour generaliser la proposition, je la supposerai etablie pour toute 
multiplicite de -n- 1 1~me espece, et l'etendrai a celles de n1~me espece. 

Soit, celle-ci, formee de p fonctions, z1 , z2 , ••• , zP, chacune de n 

variables independantes, zi, par exemple, etant fonction de xi, I, xi,2 , ••• , xi,n. 

On posera 

Comme dans les cas precedents, on dressera une liste des derivees d'un 
meme ordre, en rangeant les derivees de z1 , Z1 ,a~oa,, ... ,an suivant les indices 
a1 decroissants, celles ayant meme indice a

1
, suivant les indices a2 de

croissants, et ainsi de suite, et de meme pour les fonctions suivantes 
z2 , ••• , zP. D'apres cette liste, il est encore possible de mettre les equa
tions d'ordre h sous une forme canonique se conservant par differentiation: 

les derivees d'ordre h qui figurent dans c/Ji.a11a,, ... ,a. suivant zi,a,,a,, ... ,a. sur 
la liste. 

Qela fait, supposons que la fonction zi figure dans l'un des premiers 
membres de ces equations, par sa derivee Z;,a .. a,, ... ,an" Dans les equations 
d'ordre superieur, on a, par le fait, des equations resolues par rapport a 
toutes les derivees de zi,a,,a,, ... ,a.· Nous considerons !'ensemble des autres 
derivees de zil d'ordre h et d'ordre superieur, comme appartenant a une 
multiplicite de n- 11eme espece, definie comme il suit. Prenons comme 
fonctions les derivees de z., d'ordre h, distinctes de zi,a.,ll,, ... ,a.i et soit 
zi,f111p,,. .. ,p. l'une quelconque d'entre elles: l'un au moms des indices (3 est 
inferieur a l'indice a correspondant, car on a: 
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Si, fin < an, on considere seulement les derivees de zi,fi"fi ...... ~. prises par 
rapport a xl' x2' ... ' Xn-U et non a Xn. . Parmi les autres Zi,fil>fi., ... ,{i. on 
.prend celles pour lesquelles on a: fin-t < an-t, et on considere toutes 
leurs derivees, sauf celles prises par rapport a xn-u et ainsi de suite. 
De cette fa9on, on fait entrer toutes les derivees de zi, d'ordre egal ou 
superieur a h, qui ne sont pas derivees de zi,a"a,, ... ,a., dans une multiplicite 
de n- Ii~me espece, car une telle derivee a l'un au mains de ses in
dices inferieur au nombre correspondant de la suite a1 , a2 , ••• , an. De 
plus, cette multiplicite de n- Ii~me espece ne comprend aucune derivee 
de z. 

~,a11 a2, ... ,an • 

On fera ainsi pour toutes celles des fonctions z1 , z2 , ••• , zP qui fi
gurent dans les premiers membres du systeme (2). Or, d'apres ce qui a 
ete admis sur les multiplicites de n- Ii~me espece, on ne peut ajouter 
qu'un nombre fini d'equations nouvelles resolues par rapport aux derivees 
de ces fonctions, ainsi mises a part: il en est meme certaines qui s'intro
duisent necessairement, celles qui expriment que deux des derivees de la 
multiplicite de n- Ii~me espece sont identiques. Si done le systcme n'est 
pas limite, on fera apparaitre, dans les premiers. membres, apres un nombre 
fini d'additions d'equations, une ou plusieurs nouvelles fonctions z, et ainsi 
de suite. Finalement, on arriverait encore a un systeme necessairement 
limite, permettant d'exprimer toutes les derivees d'un certain ordre en 
fonction des derivees d'ordre inferieur. Done: 

Theoreme I. Un systeme d' equal'ions aux derivees partielles etant defini 
d'une maniere quelconque, ce systeme est necessairement limite, c'est-a-dire 
qu'il existe un ordre fini s, tel que, toutes les equations d' ordre s·uperieur a 
s que comprend le systeme, se deduisent par de simples diff~rentiations des 
equations d' ordre egal ou in(erieur a 8. 

5· La methode suivie dans cette analyse conduit a d'autres resultats. 
En differentiant les equations d'un systeme canoniqne, on a neglige ce 
fait qu'une meme derivee peut1 dans certaim cas, s'exprimer de plusieurs 
manieres differentes, pour n'envisager qu'une seule de ces expressions. Si 
on exprime que ces differentes valeurs doivent etre egales, on forme ainsi 
des equations, qui, si elles ne sont pas des consequences analytiques de 
celles deja connues, appartiennent a la categorie des equations nouvelles 
qu'il faut ajouter au systeme. 
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Dans le cas ou ce procede n'ajoute pas d'equations nouvelles, on dit, 
ou que les conditions d'integrabilite sont satisfaites, ou que le systeme est 
completement integrable, ou qu'il est en involution. 

D'apres cela, etant donne un systeme quelconque de p equations aux 
derivees partielles, on peut, selon la marche suivie, le mettre sons forme 
canonique, puis differentier ses equations, et exprirner, s'il y a lieu, les 
conditions d'integrabilite. Nos raisonnements rnontrent que, en suivant 
cette voie, on arrive, a pres un nombre limite d' opb·ations, ou a un systerne 
completement integrable, ou a un systeme definissant toutes les derivees 
d'un certain ordre s, en fonction des derivees d'ordre inferieur. Si on 
differentie ces equations d'ordre s, puis qu'on ecrive lcs conditions d'inte
grabilite relatives aux derivees d'ordre s + r, ou bien on trouve qu'elles 
sont des consequences analytiques des equations d'ordre egal ou inferi~ur 
a s, ou bien on obtient de nouvelles equations d'ordre s ou inferieur. 
Dans ce cas, on ajoute ces equations au systeme propose, ct on repete 
les memes operations. Finalement, les derivees d'ordre au plus egal a s 
etant en nombre fini, on arrive, apres un nombre limite d'operations, ou 
a un systeme incompatible, ou a un systeme completement integrable, 
dont la solution generalene depend alors que d'un nombre fini de con· 
stantes arbitraires. Done: 

'rheoreme II. Etant donne un systeme quelconque d'equations aux deri
vees partielles, on peut, apres un nombre limite de differentiations et d' elimina
tions; ou bien montrer qu'il est incompatible, ou bien le mettre saltS forme 
d'un systeme cornpleternent integrable, dont la solution, generate depend 
alors, suivant les cas, de fonctions ou de constantes arbitraires. 

6. L'existence des solutions de ces systemes completement integrables, 
dans toute leur generalite, a fait l'objet de plusieurs travaux remarquables, 
particulierement de MM. l\iERAY et RrQUIER 1 et BouRLET !1, qui ont con
tinue les savantes recherches de CAUCHY, de M. DA:tmoux 3 et de Mme DE 

KowALEVSKI 4
• Le developpement de ces travaux n'a pas place ici; j'en 

1 
MERAY et RIQUIER, A.nnales de l'ecole normale superieure, 1890. 

' BouRLET, loc. cit. 
3 G. DARBoux, Comptes rendua. de l'academie des sciences, t. 8o, p. 

JOI et 317. 
4 SoPHIE VON KowALEVSKI1 Journal de Crelle, t. 8o. 
Acta mathematica. 18. Imprime le 2G septembre 1893. 2 
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retiendrai seulement, pour l'utilite de ce qui suivra, ce fait que la solu
tion generale d'un systerne completement integrable depend de fonctions 
ou de constantes arbitraires. Je remarquerai de plus, ce qui est encore 
un resultat des travaux que je viens de citer \ que les equations d'un 
systeme completement integrable permettent de former les developpements 
en series des solutions; les coefficients de ces series, c'est-a-dire les valeurs 
que prennent, pour un systerne donne x10 , X20 , ••• , x,0 , de valeurs des 
variables independantes, les fonctions z et leurs derivees, sont assujettis 
seulement a satisfaire aux equations du systeme, de telle sorte qu'un 
certain nombre d'entre eux peuvent etre choisis arbitrairement, sous cer
taines conditions de convergence seulement. 

CHAPITRE II. 

Les groupes de hle. 

1. Je rappelle d'abord quelques definitions 2• Etant donnees n 
variables, ou coordonnees d'un point d'un espace Rn a n dimensions, 
X 1 , X 2 , ••• , Xn, considerons n autres variables x~, x;, ... , x~, definies en 
fonction des premieres par les equations: 

(i= 1,2, ..• ,n) 

Si inversement, on peut resoudre ces equations par rapport aux X en 
fonction des x', on dit qu'elles representent une transformation, substituant 
les x' aux x. Une transformation peut etre consideree, soit comme un 
simple changement de 'Variables, soit comme une transformation ponctuelle 
de l'espace Rn en un autre espace R~. Ainsi, les equations: 

x' = x cos a - y sin a, . y' = x sin a + y cos a 

1 BoURLET, loc. cit., p. 52. (Suppl.) 
• SoPHUS LIE, Theorie der Transformationsgruppen, Erster Abschnitt, Einleitung. 
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representent, soit un changement de coordonnees rectangulaires, soit une 
rotation du plan autour de l'origine. 

Etant de.fini un ensemble de transformations, on dit qu'il constitue 
un groupe de transformations, si la succession de deux d'entre elles, 
effectuees l'une apres l'autre, constitue encore une transformation de 
I' ensemble. 

Nous supposerons toujours, avec M. LIE, que toute transformation (1) 
d'un groupe veri:fie un systeme d'equations aux derivees partielles entre 
x1 , x2 , ••• , xn, d'une part, x~, x;, ... , x~ considerees comme fonctions 
des variables precedentes et leurs derivees, d'autre part, et que, recipro
quement, toute solution d'un pareil systeme de:finit une transformation 
du groupe. Nous supposerons en outre que ce systeme n'est forme que 
d'equations analytiques par rapport a tous les arguments, variables, fonc
tions et derivees qui y :figurent, et qu'il est irreductible. J'appellerai 
groupe de Lie, un groupe ainsi defini; il est fini ou infini, suivant que 
sa transformation generale depend de constantes ou de fonctions arbitraires; 
il est continu, c'est-a-dire, que l'on peut passer de l'une quelconque de ses 
transformations a une autre par une variation continue de ces arbitraires. 

2. Quant au systeme d'equations qui de:finit les transformations du 
groupe ( 1 ), je supposerai toujours qu'il est mis sous forme completement 
integrable, operation que l'on sait effectuer; alors, si le systeme est d'ordre 
N, toute equation d'ordre inferieur ou egal a N, que l'on pourrait de
duire de ce systeme par des differentiations, suivies de !'elimination des 
derivees d' ordre superieur a N, est necessairement une consequence ana
lytique ;des equations de ce systeme; en outre, toute equation d'ordre 
superieur a N, satisfaite par toutes les solutions de ce systeme, se deduit 
necessairement par differentiation des equations de ce systeme. Soit, ce 
systeme, forme de p equations: 

Wh (x1 , ••• , Xn , X~ , ••• , X~ , ••• , x;,a.,a,, ... ,a. , ••• ) = 0 (h=1,2, ... ,p) 

en posant: 
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Il cornprend p.0 equations distinctes d'ordre zero, p
1 

equations di
stinctes d'ordre ·un' ... ' flN equations distinctes d'ordre N, c'cst-a-dire que, 
des /lK equations d'ordre K, par exemple, on ne peut pas deduire d'equa
tions d'ordre inferieur par elimination des derivees d'ordre K; ces /lK 
equations comprennent d'ailleurs celles qu'on obtient en differentiant les 
equations d'ordre K- I. On a: 

P =flo + /11 + · · · + /lN 

et le groupe est fini, si /lN est egal au nombre des derivees d'ordre N, 
infini, s'il lui est inferieur. 

On pourra d'ailleurs, suivant les cas, supposer le systcme ( 2) prolonge 
jusqu'a un ordre Q superieur a N en, lui adjoignant lcs /lN+I equations 
distinctcs d'ordre N + I , /1N+ 2 d'ordre N + 2, ... , /lQ d'ordre Q, qui se 
cleduisent des /lN equations d'ordre N, par I ' 2' ... ' Q- N derivations 
successives. Quand nous parlerons des equations du systeme (2), d'ordre 
au plus egal a K, ce nombre K pourra ctre quelconque, inferieur, egal, ou 
superieur a N; et il faudra entendre par la l'ensemble des flo equations 
d'ordre o, PI d'ordre I , ... , /lK d'ordre K, qui viennent d'etre formees. 

Oes equations peuvent prendre une autre forme qui nous sera utile 
dans la suite. Les flo equations d'ordre zero n'entrainent pas de relation 
entre :r1 , x2 , ••• , xn seulement, de sorte qu'elles permettent d'exprimer 
un certain nombre des fonctions x~, x;, ... , x~, en fonction des autres 
et de XI, X2 , ••• , Xni plus generalement, elles permettent d'exprimer 

I I I £ t' d t d 't .x1 , ;1:2 , ••• , xn en one wn e X 1 , X 2 , ••• , Xn, e e s0 para me res, 
).~' ).~' ... ').~ •• que j'appellerai parametres d'ordre zero: 

X~ = (/h (x1 , X 2 , ••• , Xn , A~ , A~ , .•. , ).~.) . (h=I,2, ... ,n) 

Ensuite, les PI equations du premier ordre donnent certaines des derivees 
du premier ordre en fonction des autres, de x1 , x2 , ••• , Xn , x~ , x~, ... , x;,; 
on mieux, elles donnent les derivees du premier ordre, en fonction de 

10 •o •o t d 't 11 11 11 X 1 , :x: 2 , ••• , x", /,1 , /,2 , ••• , A
20

, e e s
1 

parame res nouveaux 111 , 112 , ••• , 11,
1

, 

dits parametres du premier ordre: 

ex~ ( 10 10 10 ll li 11) - = ([:h o o 1 o X 1 , X" , ••• , Xn , 111 , /12 , ••• , A. , 111 , 112 , • _. • , lie • C'Xi J , ' , ••• , , ... , ~ ~o 1 
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Et ainsi de suite, jusqu'a un ordre quelconque K, les derivees d'ordre K 
s'exprimant en fonction de X

1
, X

2
, ••• , Xn, des c

0 
parametres d'ordre zero, 

e1 d'ordre un, ... , et de eK parametres d'ordre K, ).~, ;.:, ... , .A~K: 

(AA.) x;,,a"a2 , ••• ,a. = 9h,a"a,, ... ,a. (xl' · .. 'X,').~' .. ·, J.~.' ).~' .. ·'A!,' .. ·' J.f, "·' ).~) · 
(A=l,2, ... ,n) (a 1+a2+ ... +a,.=K) 

L'ensemble des equations (Ao)' (AI)' ... ' (AK) est equivalent au systeme 
(2) pris jusqu'a l'ordre K. 

Dans les fonctions 9' qui :figurent dans ces equations, les parametres 
). sont essentiels, c'est-a-dire qu'il n'existe pas de fonctions des ). et de 
x1 , x 2 , ••• , x,, en nombre in{erieur a c0 + c1 + ... + cK, telles que les 9' 
puissent s'exprimcr a l'aide des X et de ces fonctions seulement. Il en 
resulte que les equations (A

0
) peuvent etre resolues par rapport a;.~,;.~, ... ,;.~,, 

l . . (A ) . ll ;.l 11 • • ·a . es equatwns 1 , par rapport a ,,1 , 2 , ••• , A
51

, et ams1 e smte, pour 
tout systeme de valeurs des x' satisfaisant aux equations (z). 

Notons en outre qn'on pent tonjours tronver au moins une solution 
des equations (2), representee par des fonctions X~, x;, ... , x;,, qui pren
nent, ainsi que leurs derivees, dans le voisinage d'un point quelconqne: 

des valeurs de:finies par les formules (A), on l'on donne aux ). des valeurs 
arbitraires, et aux x, les valenrs X

1 0 
, X

20 
, ••• , X no. 

3· Cela pose, soit Tune transformation determinee, mais quelconqne, 
du groupe: 

(i=l,2, ... ,n) 

et e:ffectuons sur les x' le changement de fonctions de:fini par la trans
formation T: 

(3) 

Les x', fonctions de x
1 

, x
2

, ••• , x,, et leurs derivees, s'expriment en fonc
tion des x' et de leurs derivees, et reciproquement, )es equations (3) etant 
resolubles par rapport a X~' X~' ••• 'X~. Le systeme (2) se change ainsi 
en un systeme: 
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et les equations (.A.) se transforment en des equations (A'): 

(Ao') -I - ( ~0 ~0 lO) 
Xh = 'fh Xt , x, , ... , Xn, 111 , 112 , ••• , 1160 

ou les parametres .A sont encore essentiels dans les fonction ~, car si leur 

nombre pouvait s'abaisser, il en serait de meme, en revenant aux fonc
tions initiales x', pour les fonctions rp. 

Toute solution de (2') se deduit d'une solution de (2) par la trans

formation (3), de sorte que, SI 

(4) (i=l,2, ... , .. ) 

est la solution gimerale de (2), celle de (2') est: 

(S) 

Or, ceci represente la transformation obtenue par la succession des trans

formations (4), puis (s), toutes deux appartenant au groupe. Par suite, 

toute solution de (2') satisfait aussi aux equations: 

systeme qui peut se mettre sous la forme: 

(AK") -, ( ~·o l'O vt ~·t vK ~'K) 
xh,aha.2,···,an. = ¥'h,au~, ... a" XI ' •. ' xn' J\1 ' ••• ' Aeo' At ' ••• ' Ael' ••• ' AI ' .•• ' ll.eK 

ou :figurent s0 + s1 + ... + sK parametres essentiels nouveaux )..~0, ••• , ).~~' 

Ai1
, ••• , )..~~, ••• , ).~K, ••• , )..~~· A tout systeme de valeurs attribuees aux 

X et aux A dans les equations (A') correspond done, dans les equations 

(A") un systeme de valeurs des x et des A', qui rend les seconds membres 

de (A") egaux respectivement a ceux de (A'): 

( 6) ~h,alta,, ... ,an (X1 1 • • • , Xn, A~, • • • , A~0 , • • • 1 Af, • • • , A:K) 

_ ( l/0 ltO liK liK\ 

- '?h,ahal, ... ,a. xl ' 0 • 0 ' Xn ' lit ' 0 0 0 ' ~~ •• ' 0 0 0 ' lit ' 0 0 0 ' lleKI' 

les x ayant memes valeurs dans les deux systemes. 
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Ces equations (6) peuvent done etre resolues par rapport aux ).' et 
sont compatibles. Elles donnent pour les di:fferents ordres successifs: 

;,.:o = L~(xl' x2' •. . ' Xn, ).~' •• • ' ).~.), (i=l,2, ... , •• ) 

(7) 
A: 1 = LJ (x1 , X 2 , ••• , Xn, ).~ , ••• , A~. , A} , ... , J.!J 

liK LK( 10 10 ll ll lK lK). 
ll.i = i xl ' x2 ' ... ' Xn ' 11.1 ~ •.•• ' ~~. •• ' ll.j ' ••• ' lis,' •.• 'lit' ••• ' li,K (•=!,2, ... ,sK) 

ou les fonctions Lf ne dependent que des parametres )., d'ordre au plus 
egal a K. Inversement on peut resoudre ces equations (7) par rapport 
aux ).; car, s'il en etait autrement, elles entraineraient au moins une rela
tion de la forme: 

t:J ( ltO HO ltK ltK) 
u xl ' x, ' ... ' Xn ' lit ' ••• ' lie. ' ••• ' lit ' ••• ' 11/!K = o, 

laquelle serait ainsi consequence des equations (6). Alors, en substituant 
dans les fonctions ~ les parametres A' aux parametres ;., on pourrait, 
dans ces fonctions ~, abaisser le nombre des parametres en vertu de la 
relation precedente; et ceci est impossible, puisque les ). sont essentiels 
dans les fonctions 5?. 

Les formules (7) etablissent ainsi l'identite des systemes (A') et (A''), 
ou encore !'equivalence des systemes (2') et (2"). Done: 

Theoreme I. Les equations de definition des transformations ifun 
groupe de Lie restent invariantes lm·squ' on effectue sur les x', un changement 
de fonctions defini par une transformation quelconque du groupe. 

4· Par une marche parallele, on pourrait resoudre les p.0 equations 
d'ordre zero par rapport aux variables x1 , x

2
, ••• , x,., car elles ne pen

vent en trainer de relation entre les fonctions x; , x; , ... , x~, toute trans
formation ayant necessaireinent une inverse. On formerait ainsi un systeme 
analogue au systeme (A). En effectuant alors sur les variables indepen
dantes X1 , X2 , ••• , xn, la transformation inverse de T: 
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le systeme (2) se changerait en un systeme equivalent au suivant: 

oil les derivees x;,al,a,, ... ,a. sont prises par rapport aux variables xl' x2' ... ' x,. 
Done: 

Theoreme II. . Les memes equations restent invariantes, par un chan

gement de variables independantes, defini pm· une tmnsformation inverse d'une 

transformation quelconque du groupe. 

S· Il se deduit de la de nouvelles consequences. Les systemes (2) 
et (2') ont memes solutions, et en particulier, la suivante: 

corrcspondant a la transformation T. On peut done dans (4), disposer 

des fonctions F, c'est-a-dire trouver une transformation S du groupe, 

de fa<;on que les relations (5) deviennent: 

Ceci extge: 

ce qui fait apparaitre, parmi les transformations du groupe, la transforma

tion identique. Ensuite, puisqu'il en est ainsi, on pent determiner S de 

fa<;on que l'on ait: 

Ceci ex1ge que les fonctions F satisfassent aux identites: 

et alors la transformation S donne: 

xi = fi(x~ , x~ , ... , x~), 
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c'est-a-dire, qu'elle est inverse de T, transformation arbitraire du groupe. 
Donc: 1 

Theoreme III. Tout groupe de Lie contient la transformation identique 
et ses transformations sont deux a deux inverses. 

Ceci permet d'etablir la reciproque des Theoremes I et II. Soit, en 
effet, T, une transformation, qui effectuee sur les fonctions x': 

laisse invariant le systeme (2). Ce systeme (2) etant satisfait pour la 
transformation identique: 

aura done aussi pour solution: 

x; = ft (x1 , x~ , ... , x,.) 

c'est-a-dire que le groupe contient la transformation T. En operant de 
meme pour le changement de variables independantes, on voit finale
ment que: 

Theoreme IV. Un groupe de Lie etant defini par le systeme d'equations 
aux derivees partielles, completement integrable: 

(h=I,2, •.. ,p) 

la condition necessaire et suffisante pour que ce groupe contienne une trans
formation T, est que cette derniere, effectuee, soit sur les variables indepen
dantes x, soit sur les fonctions x', laisse invariant le systeme ( 2). 

1 Je doia cette demonstration de cette proposition a l'obligeancc de M. ENGEL, qui 
a bien vnulu me la communiquer. .Je repete d'ailleurs que tous les resultats de ce cha
pitre soot dus a M. LIE, qui les a exposes en particulier dans le roemoire suivant: Die 
Grundlagen fur die Theorie der unendlichen continuirlichen Trans{ormationsg1·uppen, J1 e i p
ziger Berichte, 1891. 

.Aota .nathsmatica. 18. hnprim6 le 7 octobre 1893. 


