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PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE L

Propriété générale des systémes d’équations
aux dérivées partielles.

1. On appelle multiplicité ¢ n dimensions d'un espace & n 4 p dimensions
un systéme de p fonctions #,,4,,...,2, de n variables indépendantes
Tyy Ty oney By

Si une telle multiplicité satisfait & une ou plusieurs équations aux
dérivées partielles, entre les z, les z et leurs dérivées, elle satisfait aussi
aux équations qui s'en déduisent par différentiation. En gélevant aux
ordres supérieurs, on obtient de la sorte un nombre illimité d’équations;
si on ne considére pas celles-ci comme distinctes des premieres, il y a lieu
de se demander sil peut exister des systémes comprenant un nombre
illimité d’équations ainsi distinctes, et g'il peut exister des multiplicités
définies comme solutions de pareils systémes llimités d'équations.

Nous verrons qu'il n'en est rien. Par exemple, on sait' que la
condition nécessaire et suffisante pour que la solution générale d'un
systéme d’équations aux dérivées partielles ne dépende que d’un nombre
fini de constantes arbitraires, est que I'on puisse a l'aide de ces équations
exprimer toutes les dérivées d'un certain ordre des 2, en fonction des
dérivées d'ordre inférieur, des = et des 2. Un pareil systéme est néces-
sairement limité.

2. Considérons d’abord le cas simple d'une seule fonction z de deux
variables, # et y, définie par un systéme donné d’équations aux dérivées

! Voir, Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Erster Abschuitt, p. 179.
BouRLET, Sur les dquations aux dérivées partielles simultanées, Annales de 1'école
normale, 1891, Suppl.
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partielles. Considérons les équations d'ordre % de ce systéme, et mettons-
les sous une forme camomique, en les résolvant par rapport a une ou
plusieurs dérivées d’ordre 7,

2
Za;h——‘l = ewaayb—a = S[)h,a

de telle fagon que la fonction ¢,, ne contienne que des dérivées d’ordre

hy 2y . telles que Ton ait
a < a.

Une pareille réduction est toujours possible. De plus, les équations d’ordre
supérieur, qu'on en déduit par différentiation, se présentent encore sous
forme canonique.

Représentons alors dans un plan, la dérivée
2,5 par le point de coordonnées a, 3: les déri- 7
vées d’'un méme ordre sont situées sur une droite:

z -+ y = const.

La présence, dans le systéme canonique, d’une o
équation résolue par rapport a z,,, entraine, pour

les systémes d'ordre supérieur, celle d’équations résolues par rapport 2
toutes les derivées, dont les points représentatifs sont situés dans l'angle
formé par les paralléles aux axes menées par le point a, 3, ou sur ces
paralléles. Si done il y a des équations résolues par rapport a4 une ou
plusieurs dérivées d'ordre h:

(I> Za,, h—ay ? Zaz,h-—ag LR | Zaq,h—aq

avec
Gy 2 0y > oo 2> 0Oy,

on aura, & partir d’un certain ordre, des équations résolues par rapport
& toutes les dérivées de z, 2,4, excepté pour

e<a ou Bh—aua;

il peut méme se présenter plusieurs équations ré-
solues par rapport 4 une méme dérivée z,,; il
nous suffit de ne conserver qu'une seule d’entre
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elles, celle, par exemple, qui s'obtient en différentiant la dérivée d’indice «
le plus élevé, parmi les dérivées (1).

Le nombre des dérivées qui ne figurent pas dans les premiers membres,
pour un ordre déterminé, est alors constant quel que soit cet ordre, et
égal & h—a, + a,. Si alors le systéme n’est pas limité, c’est quil y a
lien d’ajouter des équations nouvelles, lesquelles, combinées avec les
précédentes, peuvent se mettre encore sous forme canonique. Or, aprés
h — a, + a, équations nouvelles, au plus, on trouve un ordre s, tel que
toutes les dérivées d'ordre s et d’ordre supérieur de z sg’expriment en
fonction des dérivées d'ordre inférieur. Le gystéme est alors nécessairement
limité, et toute équation nouvelle, ajoutée aux précédentes, se raméne a
une équation d'ordre inférieur & s, laquelle peut étre ou n’étre pas

analytiquement indépendante des premiéres. Dans tous les cas, le systéme
est donc limité.

3. La proposition subsiste dans le cas d’une multiplicité, que jap-
pellerai de deuziéme espéce, formée de p fonctions 2, , 2,, ..., 2, dépendant
chacune de deux variables indépendantes, z,,y,, pour 2, «,,y, pour
Zy4 40y T, Y, pour z,: ces variables peuvent d’'ailleurs ne pas étre toutes
différentes. Ici, on dressera cncore une liste des dérivées d’ordre %, en
or+dg,
oz oy? '
décroissants, puis celles de 2,, de la méme maniére, et ainsi de suite. En
suivant cette liste, on peut mettre les équations d'un méme ordre &, que
comprend le systéme, sous une forme canonique, c'est-a-dire, en les résol-
vant par rapport aux dérivées d’ordre k:

rangeant d'abord cclles de 2, 2, ,, (zl,ap = > suivant les indices a

Zi,a,h——a = ¢i,a,h—a'

de telle facon que les dérivées d'ordre h, qui figurent dans ¢;,, , sui-
vent 2, , dans la liste. Cette forme a encore la propriété manifeste de
rester canonique apres différentiation.

Dans les premiers membres de ces équations figurent par leurs déri-
vées une -ou plusieurs fonctions z. D’aprés le paragraphe précédent, on
ne peut ajouter qu'un nombre fini d’équations nouvelles, résolues. par rap-
port aux dérivées de ces fonctions. Si donc le systéme n'est pas limité,
on fera apparaitre, aprés un nombre fini d’additions d’équations nouvelles,
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une on plusieurs fonctions nouvelles z, et ainsi de suite. Finalement, on
aura dans les premiers membres, toutes les fonctions z, aprés quoi, en
ajoutant encore un nombre fini d’équations nouvelles, on arriverait a ex-
primer toutes les dérivées d'un certain ordre en fonction des dérivées

d’'ordre inférieur. Sous cette forme, le systéme est alors nécessaire-
ment limité.

4. Pour généraliser la proposition, je la supposerai établie pour toute
multiplicité de # — 1™ espéce, et 'étendrai & celles de %™ espéce.
Soit, celle-ci, formée de p fonctions, 2,,2,,..., 2,, chacune de =
variables indépendantes, z;, par exemple, étant fonction de x;;, #;4, ..., %;,-
On posera
pttant.tang,

T Aau®) ALCa an )
0% 10255 .. 0%y

zi,al,ag,...,an

Comme dans les cas précédents, on dressera une liste des dérivées d'un
méme ordre, en rangeant les dérivées de 2,2, . . Suivant les indices
a, décroissants, celles ayant méme indice @, , suivant les indices a, dé-
croissants, et ainsi de suite, et de méme pour les fonctions suivantes
Zyy -y 8. Daprés cette liste, il est encore possible de mettre les équa-
tions d’ordre % sous une forme canonique se conservant par différentiation:

(2) B tasgytn. == S[li,a,,a,,...,an" (@ + 05t .t an=h)
les dérivées d'ordre & qui figurent dans ¢,, . ., suivant z,, ., sur
la liste.

Cela fait, supposons que la fonction ¢ figure dans l'un des premiers
membres de ces équations, par sa dérivée 2,, . .. Dans les équations
d’ordre supérieur, on a, par le fait, des équations résolues par rapport a
toutes les dérivées de #,., .. Nous considérons l'ensemble des autres
dérivées de z;, d'ordre h et d'ordre supérieur, comme appartenant a4 une
multiplicité de » — 1™ espéce, définie comme il suit. Prenons comme
fonctions les dérivées de z;, dordre h, distinctes de ¢, , .; et soit
Zipp..pn Lune quelconque d’entre elles: I'un au moins des indices j est
inférieur & lindice a correspondant, car on a:

B+ph+ = tat... +a
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Si, B, <a,, on considére seulement les dérivées de 2, , ., prises par
rapport & %, ,%,,..., %,,, et non 4 z,. Parmi les autres z,, , on
prend celles pour lesquelles on a: f, , <a,;, et on considére toutes
leurs dérivées, sauf celles prises par rapport & z, ,, et ainsi de suite.
De cette fagon, on fait entrer toutes les dérivées de #, d’ordre égal ou
supérieur & %, qui ne sont pas dérivées de 2, . ., dans une multiplicité
de n— 1" espéce, car une telle dérivée a l'un au moins de ses in-
dices inférieur au nombre correspondant de la suite a,, a,, ..., a, De
plus, cette multiplicité de n — 1®"° espéce ne comprend aucune dérivée
de 240, ane

On fera ainsi pour toutes celles des fonctions #,,2,,...,2, qui fi-
gurent dans les premiers membres du systéme (2). Or, d’aprés ce qui a
été admis sur les multiplicités de » — 1™ espéce, on ne peut ajouter
qu'un nombre fini d’équations nouvelles résolues par rapport aux dérivées
de ces fonctions, ainsi mises & part: il en est méme certaines qui s'intro-
duisent nécessairement, celles qui expriment que deux des dérivées de la
multiplicité de n — 1" espéce sont identiques. Si donc le systéme n’est
pas limité, on fera apparaitre, dans les premiers. membres, aprés un nombre
fini d’additions d’équations, une ou plusieurs nouvelles fonctions z, et ainsi
de suite. Finalement, on arriverait encore 4 un systéme nécessairement
limité, permettant d’exprimer toutes les dérivées d'un certain ordre en
fonction des dérivées d’ordre inférieur. Donc:

Théoréme 1. Un systéme déquations aux dérivées partielles étant défini
d'une maniére quelconque, ce sysiéme est mécessairement limité, c'est-a-dire
qu'il existe un ordre fini s, tel que, toutes les équations d’ordre supérieur o
s que comprend le sysiéme, se déduisent par de simples différentiations des
équations dordre égal ou inférieur & s.

5. La méthode suivie dans cette analyse conduit & d’autres résultats.
En différentiant les équations d’un systéme canonique, on a négligé ce
fait qu'une méme dérivée peut, dans certains cas, s'exprimer de plusieurs
manicres différentes, pour n’envisager qu'une scule de ces expressions. Si
on exprime que ces différentes valeurs doivent étre égales, on forme ainsi
des équations, qui, si elles ne sont pas des conséquences analytiques de
celles. déja connues, appartiennent & la catégorie des équations nouvelles
qu'il faut ajouter au systéme.
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Dans le cas ou ce procédé n'ajoute pas d'équations nouvelles, on dit,
ou que-les conditions dintégrabilité sont satisfaites, ou que le systéme est
complétement intégrable, ou qu'il est en involution.

D’aprés cela, étant donné un systéme quelconque de p équations aux
dérivées partielles, on peut, selon la marche suivie, le mettre sous forme
canonique, puis différentier ses équations, et exprimer, s'il y a lieu, les
conditions d'intégrabilité. Nos raisonnements montrent que, en suivant
cette voie, on arrive, aprés un nombre limité & opérations, ou a un systéme
complétement intégrable, ou a4 un systéme définissant toutes les dérivées
d'un certain ordre s, en fonction des dérivées d'ordre inférieur. Si on
différentie ces équations d’ordre s, puis qu'on écrive les conditions d’inté-
grabilité relatives aux dérivées d'ordre s 4 1, ou bien on trouve qu'elles
sont des conséquences analytiques des équations d’ordre égal ou inférieur
a s, ou bien on obtient de nouvelles équations d'ordre s ou inférieur.
Dans ce cas, on ajoute ces équations au systéme proposé, et on répeéte
les mémes opérations. Finalement, les dérivées d’ordre au plus égal a s
étant en nombre fini, on arrive, aprés un nombre limité dopérations, ou
& un systéme incompatible, ou 4 un systéme complétement intégrable,
dont la solution généralene dépend alors que d'un nombre fini de con-
stantes arbitraires. Donc:

Théoréme II. [Etani donné un systéme quelconque d’équations awx déri-
vées partielles, on peut, aprés un nombre limité de différentiations et délimina-
tions,” ou bien montrer qu'il est incompatible, ou bien le mettre sous forme
dun systéme complétement intégrable, dont la solution générale dépend
alors, sutvant les cas, de fonctions ou de constantes arbitraives.

6. L'existence des solutions de ces systémes complétement intégrables,
dans toute leur généralité, a fait I'objet de plusieurs travaux remarquables,
particuliérement de MM. MEray et Riquier’ et Bourrrr? qui ont con-
tinué les savantes recherches de Caucny, de M. DarBoux® et de M™ DE
Kowarevsgi®. ~ Le développement de ces travaux n’a pas place ici; j'en

' MERAY et RIQUIER, Annales de 1’école normale supérieure, 1890.

* Bouruer, loe, cit.

® @. DArBoUx, Comptes rendus de 'académie des sciences, t. 80, p.
101 et 317.

* Soruie voN KowAvrkveki, Journal de Crelle, t. 80.

Acta mathematica. 18. Imprimé le 26 septembre 1893. 2
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retiendrai seulement, pour l'utilité de ce qui suivra, ce fait que la solu-
tion générale d’un systéme complétement intégrable dépend de fonctions
ou de constantes arbitraires. Je remarquerai de plus, ce qui est encore
un résultat des travaux que je viens de citer’, que les équations d'un
systéme complétement intégrable permettent de former les développements
en séries des solutions; les coefficients de ces séries, c'est-d-dire les valeurs
que prennent, pour un systéme donné ), Ly, ..., L, , de valeurs des
variables indépendantes, les fonctions z et leurs dérivées, sont assujettis
seulement & satisfaire aux équations du systéme, de telle sorte qu'un
certain nombre d’entre eux peuvent étre choisis arbifrairement, sous cer-
taines conditions de convergence seulement.

CHAPITRE IL
Les groupes de Lie.

1. dJe rappelle d’abord quelques définitions®’. Etant données =
variables, ou coordonnées dun point d'un espace R, 4 n dimensions,
X, , Ly, ..., %,, considérons n autres variables z;, z;,..., ,, définies en
fonction des premiéres par les équations:

(1) Ty = [i(%,, Tyyov oy Ty)e (G=1,2,00m)

Si inversement, on peut résoudre ces équations par rapport aux z en
fonction des «’, on dit qu'elles représentent une fransformation, substituant
les ' aux z. Une transformation peut étre considérée, soit comme un
simple changement de wvariables, soit comme une transformation ponctuelle
de lespace R, en un autre espace R,. Ainsi, les équations:

% = xcosa—ysina, -y = xsina 4 ycosa

! BourLEr, loc. cit., p. 52. (Suppl.)
* Soruus Lig, Theorie der Tramsformationsgruppen, Erster Abschnitt, Einleitung.



Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations. 11

représentent, soit un changement de coordonnées rectangulaires, soit une
rotation du plan autour de lorigine.

Etant défini un ensemble de transformations, on dit qu'il constitue
un groupe de tramsformations, si la succession de deux d’entre elles,
effectuées l'une aprés l'autre, constitue encore une transformation de
I'ensemble.

Nous supposerons toujours, avec M. Lir, que toute transformation (1)
d'un groupe vérifie un systéme d’équations aux dérivées partielles entre
X, ,Lyy--., &, dune part, 27, 2;,..., 2, considérées comme fonctions
des variables précédentes et leurs dérivées, d’'autre part, et que, récipro-
quement, toute solution d’'un pareil systéme définit une transformation
du groupe. Nous supposerons en outre que ce systéme n’est formé que
d'équations analytiques par rapport & tous les arguments, variables, fonc-
tions et dérivées qui y figurent, et qu'il est érréductible. Jappellerai
groupe de Lie, un groupe ainsi défini; il est fini ou infini, suivant que
sa transformation générale dépend de constantes ou de fonctions arbitraires;
il est comtinu, c'est-a-dire, que l'on peut passer de I'une quelconque de ses
transformations & une autre par une variation continue de ces arbitraires.

2. Quant au systéme d’équations qui définit les transformations du
groupe (1), je supposerai toujours qu'il est mis sous forme complétement
intégrable, opération que 'on sait effectuer; alors, si le systéme est d’ordre
N, toute équation d’ordre inférieur ou égal & N, que l'on pourrait dé-
duire de ce systéme par des différentiations, suivies de I'élimination des
dérivées d’ordre supérieur a N, est nécessairement une conséquence ana-
lytique des équations de ce systéme; en outre, toute équation d’ordre
supériéur a N, satisfaite par toutes les solutions de ce systéme, se déduit
nécessairement par différentiation des équations de ce systéme. Soit, ce
systéme, formé de p équations:

(2) W@y ooy By Blyeeey By ooy Bigananroer) =0  (=l2up)

en posant:
3a,+a,+...+auw£

’
$,01,00,00000 T ay g an *
&y 0%y . . . Ty,
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Il comprend g, équations distinctes dordre zéro, s, équations di-
stinctes d’ordre wn , ..., py équations distinctes d’ordre N, c’est-a-dire que,
des py équations d’ordre K, par exemple, on ne peut pas déduire d’équa-
tions d'ordre inférieur par élimination des dérivées d'ordre K; ces ug
équations comprennent d’ailleurs celles qu'on obtient en différentiant les
équations d’ordre K — 1. On a:

P =K +/‘1+"'+ﬂN

et le groupe est fini, si py est égal au nombre des dérivées d’ordre N,
infini, s'1l lui est inférieur.

On pourra d’ailleurs, suivant les cas, supposer le systéme (2) prolongé
jusqua un ordre @ supérieur a N en, lui adjoignant les py,, équations
distinctes d'ordre N + 1, sy, d'ordre N + 2,..., p, d'ordre @, qui se
déduisent des gy équations d'ordre N, par 1, 2,..., § — N dérivations
successives. Quand nous parlerons des équations du systéme (2), d'ordre
au plus égal & K, ce nombre K pourra étre quelconque, inférieur, égal, ou
supérieur a N; et il faudra entendre par la I'ensemble des p, équations
d’ordre o, p, d'ordre 1,..., p, dordre K, qui viennent d'étre formées.

Ces équations peuvent prendre une autre forme qui nous sera utile
dans la suite. Les g, équations d’ordre zéro n’entrainent pas de relation
entre «,,,,...,«, sculement, de sorte qu'elles permettent d’exprimer
un certain nombre des fonctions z;, x;,,..., ., en fonction des autres
et de »,,x,,...,2,; plus généralement, elles permettent d’exprimer
@y, %5, ...,x, en fonction de =z ,z,,...,x, et de g, parameétres,

Vs 4, ..., A, que Jappellerai paramétres dordre zéro:

(on) @y, = ¢h(x1 y Xgyevey Tny g sAas ey Ag‘,) . (A=1.20..m)

Ensuite, les g, équations du premier ordre donnent certaines des dérivées
du premier ordre en fonction des autres, de x, , z,, ..., ®,, &1, @5, ..., T3
ou mieux, elles donnent les dérivées du premier ordre, en fonction de
By Xyseens Ty Ay dyy.vnydl, et de e paramétres nouveaux Ay, 4, ..., Ay,
dits paramétres du premier ordre:

o 0 30 0 1 3 1
(Al) P = f*”'h,o,o,...,h...,o(x; yLg s voey Xy Apy A2 K] Aeo s A1y Az’ veey Ael)-
T



Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations. 13

Et ainsi de suite, jusqu'a un ordre quelconque K, les dérivées d'ordre K
g'exprimant en fonction de z,,z,,...,z,, des e, paramétres d’ordre zéro,
e, dordre un, ..., et de ey paramétres dordre K, Af, A, ..., A:

(AA) xllz,al,az,...,a,. = ¢/t,al,az,...,a,.(x1 y ooy Ly ?’ 1oy X;oa ;’ reey A;, 9 reey All‘y veey Afk)
(h=1,2,.,n) (34034t au=K)

L'ensemble des équations (4,), (4,), ..., (4, est équivalent au systéme
(2) pris jusqua lordre K.

Dans les fonctions ¢ qui figurent dans ces équations, les paramétres
A sont essentiels, c'est-a-dire qu’il n'existe pas de fonctions des A et de
T,y Ty .., ®,, en nombre infériewr a e, + €, + ... -5, telles que les ¢
puissent s'exprimer a l'aide des z et de ces fonctions seulement. Il en
résulte que les équations (4,) peuvent étre résolues par rapport a A}, 4;,...,4,,
les équations (4,), par rapport a A, A}, ..., A, et ainsi de suite, pour
tout systéme de valeurs des «’ satisfaisant aux équations (2).

Notons en outre qu'on peut toujours trouver au moins une solution
des équations (2), représentée par des fonctions x|, 7}, ..., ,, qui pren-

n

nent, ainsi que leurs dérivées, dans le voisinage d'un point quelconque:
T, =, Xy == Xyyy o ooy B = Ty

des valeurs définies par les formules (4), oi I'on donne aux A des valeurs
arbitraires, et aux z, les valeurs z,,, @, , ..., Ly-
3. Cela posé, soit 7' une transformation déterminée, mais quelconque,
du groupe:
T = [i(®,, Tyyonevy &) @=120m)

et effectuons sur les #’ le changement de fonctions défini par la trans-
formation T%

(3) zi= [z, Tpy ..., L)

Les &', fonctions de z,,x,, ..., z,, et leurs dérivées, s’expriment en fone-
tion des x’ et de leurs dérivées, et réciproquement, les équations (3) étant
résolubles par rapport & x;,z;,..., z,. Le systéme (2) se change ainsi
en un systéme:

7 TIr oy oy 4 ]
(2) Wh(m17m2’ "')xn’xl’w2""7xn"")x‘i,a;,ug....,a,.’“')=O
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et les équations (4) se transforment en des équations (4'):

, = o 30 0
(AO) xh'—fah(xnxw'“;xn’ 19 2,-“"150)

N — 0 o 31 1 K x
(AK) L b1, n = fph,a;,az,...,a»(xl yooey Ty ALy oees Aoy Ay voey Aoy vy A1y ooy Asx)

ot les paramétres A sont encore essentiels dans les fonction ¢, car si leur
nombre pouvait s'abaisser, il en serait de méme, en revenant aux fonc-
tions initiales x’, pour les fonctions ¢.

Toute solution de (2') se déduit d’une solution de (2) par la trans-
formation (3), de sorte que, si

(4) x; = Fy(x, , 2,5 ..., ,) (i=1,2000m)
est la solution générale de (2), celle de (2') est:
(5) o =fF,F,,...,F)=0Glx , 2,,...,%,).

Or, ceci représente la transformation obtenue par la succession des trans-
formations (4), puis (5), toutes deux appartenant au groupe. Par suite,
toute solution de (2') satisfait aussi aux équations:

144 ey oy o ot —_
(27) W@,y ®yy ooy By By By enn s Tiyoves Biga anyees) = O,
systéme qui peut se mettre sous la forme:

” p e o 310 10
(AO) xh - sph(‘,’cl ’ xQ Yyt xn b ; ’ A; Yy v AEo)

v ol . 10 0 31 1 'R 'K)
(‘A‘K) L tystigyennytn = ¢h,al,az,...an(x1 3 ooy Tyy )1 3 ooy Asoy 13 eeeyAgneney AL geney Aex

ou figurent ¢, + ¢, + ... + &, paramélres essentiels nouveaux Moy A,
Ay A, oo A5, A5 A tout systéme de valeurs attribuées aux
x et aux A dans les équations (4') correspond donc, dans les équations
(4”) un systéme de valeurs des z et des X, qui rend les seconds membres
de (A”) égaux respectivement a ceux de (4'):

A [} 0 K K
(6) Crranstanan By s ooy Tny Ay ey Byov oy Ay oeiy AD)
— 10 0 'K 29
- ¢h,a;,a,,...,a..(x1, --',xn’)‘l 3ty Ae‘,! -“7)1 ] “‘;)‘sx)?

les # ayant mémes valeurs dans les deux systémes.
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Ces équations (6) peuvent donc étre résolues par rapport aux A’ et
sont compatibles. Elles donnent pour les différents ordres successifs:

0 0 0 .
A; =] Li (xl y 562 IR xn, Al 9000y Agﬂ), (i=1,2,...,8)

o 1 0 0 1 1. 1 3
M o=Li@ , 2, Ty Ny, LA, A) (=1,2,..08)

'R _ Tk 0 0 1 1 K K\ .
M= LE(@ By eeey Tay By ooy 2, ALy ey Ay ey Ay ey, AR ) =120

ou les fonctions L ne dépendent que des paramétres A, d’ordre au plus
égal a2 K. Inversement on peut résoudre ces équations (7) par rapport
aux A; car, 8il en était autrement, elles entraineraient au moins une rela-
tion de la forme:

0 0 K K\ .
CTCANE AP A AR P 7“'?%,()’—07

laquelle serait ainsi conséquence des équations (6). Alors, en substituant
dans les fonctions ¢ les paramétres A’ aux paramétres A, on pourrait,
dans ces fonctions ¢, abaisser le nombre des paramétres en vertu de la
relation précédente; et ceci est impossible, puisque les A sont essentiels
dans les fonctions ¢.

Les formules (7) établissent ainsi l'identité des systémes (4') et (4"),
ou encore I'équivalence des systémes (2') et (2”). Donec:

Théoréme I. Les équations de définition des transformations dun
groupe de Lie restent invariantes lorsquon effectue sur les «', un changement
de fonctions défini par une transformation quelconque du groupe.

4. Par une marche paralléle, on pourrait résoudre les p, équations
d'ordre zéro par rapport aux variables z,,z,,...,x,, car elles ne peu-
vent entrainer de relation entre les fonctions «;, x;, ..., z,, toute trans-
formation ayant nécessairement une inverse. On formerait ainsi un systéme
analogue au systéme (4). En effectuant alors sur les variables indépen-
dantes z,,x,, ..., z,, la transformation inverse de T

x¢=fi@17—w27"'7£n)
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le systéme (2) se changerait en un systéme équivalent au suivant:

o e =~ ’ ’ ’ ’ —
W@,y s sy By By Ty ee s Lny ooy Tigirans o) = O

ou les dérivées «{, , . sont prises par rapport aux variables 7, z,,..., Z,.
Done:

Théoréme II. . Les mémes équations restent invariantes, par un chan-
gement de variables indépendantes, défini par une transformation inverse d'une
transformation quelconque du groupe.

5. Il se déduit de 14 de nouvelles conséquences. Les systémes (2)
et (2) ont mémes solutions, et en particulier, la suivante:

T = fi(®,, X,y . 0vy X,)

corrcspondant & la transformation 7. On peut donc dans (4), disposer
des fonctions F, c'est-d-dire trouver une transformation S du groupe,
de facon que les relations (5) deviennent:

o =fi(l,, Fy. ..., F,) = fi(z,, 5, ..., %)

Ceci exige:

ce qui fait apparaitre, parmi les transformations du groupe, la transforma-
tion identique. Ensuite, puisqu’il en est ainsi, on peut déterminer § de
facon que l'on ait:
= f(F,, Fy,..., F,) = .
Ceci exige que les fonctions F satisfassent anx identités:
[, F,...,F)=mu«

et alors la transformation S donne:

x,'=f,-(w{,w;,...,x,’,),
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cest-a-dire, qu'elle est inverse de T, transformation arbitraire du groupe.
Done:?

Théoréme III. Tout groupe de Lie contient la transformation identique
et ses transformations sont deux d deux inverses.

Ceci permet d'établir la réciproque des Théorémes I et II. Soit, en
effet, 7', une transformation, qui effectuée sur les fonctions z’:

:E{zﬁ(x{,x;,.,w,’,)

laisse invariant le systéme (2). Ce systéme (2) étant satisfait pour la
transformation identique:

aura donc aussi pour solution:

@=fi(T,, %y ..., T,)

cest-a-dire que le groupe contient la transformation 7. En opérant de
méme pour le changement de variables indépendantes, on voit finale-
ment que:

Théoréme IV. Un groupe de Lie étant défini par le systéme d'équations
aux dérivées partielles, complétement intégrable:

14
(2) W,y Zys ey By By By ey By vey Bl gy ove) = O (=12

la condition nécessaire et suffisante pour que ce groupe contienne ume trams-
formation T, est que cette dernicre, effectuée, soit sur les variables indépen-
dantes x, soit sur les fonctions ', laisse invariant le systéme (2).

! Je dois cette démonstration de cette proposition A 'obligeance de M. ENGEL, qui
a bien voulu me la communiquer. Je répdte d'ailleurs que tous les résultats de ce cha-
pitre sont dus 3 M. LIE, qui les a exposés en particulier dans le mémoire suivant: Die
Grundlagen fiir die Theorie der unendlichen continwirlichen Transformationsgruppen, Tieip-
ziger Berichte, 1891.
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