
18 Ar. Tresse. 

DEUXIEME PARTIE. 

CHAPITRE I. 

Invariants et equations invariantes. 1 

I. Etant donnee, dans un espace Rr a r = n + p dimensions, une 
multiplicite M, a n dimensions, definie par p fonctions zl' z'J.' •.. ' Zp de 
n variables independantes y

1
, y2 , ••• , y,., je me propose d'etudier les rela

tions qui existent entre M et les multiplicites qui s'en deduisent lorsqu'on 
e:ffectue sur I'espace Rr les transformations d'un groupe de LIE, multi
plicites que j'appellerai homologues de M par rapport a ce groupe. 

Les X etant les coordonnees d'un point quelconque de Ro et les x' 
celles d'un point de l'espace transforme R;, les equations de definition du 
groupe definissent les x' en fonction des x: il peut d'ailleurs se faire que 
les transformations du groupe portent seulement sur un nombre moindre 
m de coordonnees, les r - m autres n' etant pas transforrnees: cela revient 
a considerer un groupe a m variables, X

1
, X

2
, ••• , X,. comme s'etendant a 

r - m variables de plus, Xm+I , ••• , Xri il suffit d'ajouter a ses equations 
de definition les suivantes: 

. . . ' 
et celles qui s'en deduisent par derivation. 

La rnultiplicite M est donnee ·par I' expression de p des coordonnees, 
sav01r: 

en fonction des n = r - p autres: 

(I) y2 = X2 , • • • , y,. = X,.. 

1 Ces deux termes ont ici le sens des expressions souve.nt employees de invariants 
absolus, et invariants relatifs. 
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Alors, en transformant B,. en B~ , p coordonnees, z~ , z; , ... , z; sont fonc
tions des n autres y~ , y~ , ... , y~, et representent la multiplicite trans
formee M 1

: 

I I 
Zp =X,., 

y~ = x~, 

Comme nous l'avons deja fait, nous classons les equations du groupe 
suivant l'ordre, et nous les considerons jusqu'a un ordre quelconque K: 

(3) Wh(xl ' •.• ' x,. ' X~ ' .•• ' X~ ' ••• ' x:,a .. az, ... ,a. ' ... ) = 0 
(h= 1,2, ... ,p) (a1 +a,+ ... +a.-==K> 

ou encore, en les prenant sous forme parametrique: 

(i=1,2, ... ,r) 

(A ) I - ( lO lO l1 . l1 lK-1 lK-1 ) 
K-1 Xt,alla,, ... ,ar- 9'i,a .. az, ... ,a. xl' ••• ' x,., 11.1' ••• ' ~~. •• ' 11.1' ••• ' ~~..1, ... ' AJ ' ••• ' JI.·K-1 

(i=1,2, ... ,r) (a1 +a,+~ .. +ar=K-1) 

(A ) I ( lO lO ).K-1 ;.K-1 ).K lK) K xi,al,az, ... ,a.=9'i,aha,, ... ,arxl, ... ,x,.,Au ... ,A •• , ... , 1 , ... , ·K-1' ll'"'JI.EK' 

(i=1,2, ... ,r) (a1taz+ ... +a.=K) 

Je ferai remarquer que, pour chaque ordre K, le nombre eK des 
parametres ).[<', ••• , ).~ depend seulement du nombre m des coordonnees 
x1 , ••• , xm les seules transformees, et reste le meme quel que soit le 
nombre r- m des autres. 

Cela pose, si, dans les equations (2), on remplace les X1 par une 
solution quelconque de (3), on obtient: 

(4) 
y; =ll(yl, ... , Yn, Zp ... , zp), 

z;, = fn+1(Yu ... 'Yn' Zt, ••• ' zp)' 

... ' 
... ' 

Y~ = fn(Yl' .. •' Yn' Zp • .. , Zp) 

z; = {,.(Jjl, ... , Yn, zl, ... , zP). 

Ces relations representent un changement simultane de variables et de 
fonctions, qui met la multiplicite M sous la forme M 1

• Or, c'est un 
resultat bien connu de la theorie du changement de variables que les 
derivees des Z

1 par rapport aux Y1 peuvent s'exprimer en fonction des 
derivees des z par rapport aux y, et des derivees des fonctions {; et 
que de plus, les derivees d'un ordre quelconque K des Z

1
, s'expriment 
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en fonction des derivees d'ordre K et d'ordre inferieur des z et des f. 
Ceci tombe en defaut dans le cas seulement ou la transformation est telle 
qu'il y ait une relation identique entre y~, y~, ... , y~, ce qui se produit 
lorsquc le determinant des expressions: 

p.=p 
A. = o(i + ""o{i . ozp 

v oy· £...- az ay· 
J p.=l p • 

(iJ = 1,2, ... ,n) 

ou les f ont les valeurs (4), est identiquement nul. Ceci n'a evidemment 
lieu que pour des multiplicites deduites de M par des transformations 
particulieres, n'ayant pas lieu dans le cas de M elle-meme. Je laisserai 
de cote, pour !'instant, ces multiplicites particulieres. 

AI . . 1' d ' . K K K 1 d' . ' d' d K ors, s1 on es1gne par Zt , z2 , ••• , zPK es PK ertvees or re 
des z par rapport aux y, et par z~K, z~K' ... , z;~ les derivees correspon
dantes des .z'; puis, si l'on remarque que les derivees partielles des fonc
tions f ne sont autre chose que celles des x' par rapport aux x, lesquelles 
satisfont aux equations (3), on aura les relations suivantes, donnees par 
!'operation du changement de variables et de fonctions (4): 

(BJ 

Ces formules deviennent, en remplacant les x},a~oa:z, ... ,a. par les valeurs 
quelles ont en vertu des relations (A), et par une extension de la 
notation, suivant laquelle Yt , ... , Yn , zt , ... , zP sont representes par 
z~ , ... , z~. (p0 = n + p = r): 

(0 ) It - - 1 ( 0 0 1 1 10 10 11 11) 
1 Zi - W i Z1, • • • 1 Zp

0
, Zt 1 , , , 1 Zp, 1 lit 1 •. • 1 lle

0
, II] 1 • • • 1 lle1 

(OK\ 1K _ -K( 0 0 K K 10 ),0 1K 1K)· (' I ) 
l zi - wi Zu ••• 'ZPo' ••• ' Zt' ••• ' ZPK' Ill' ••• ' 'eo' ••• ' lit' ••• ' lleg ' •= ,2, ... ,pg 

nous leur adjoindrons les suivantes, qui ne sont autres que les relations 
(A

0
) avec une notation differente: 

•o -o ( o o 10 10 \ z1 = wi Zt , ••• , zP., 111 , ••• , lleoJ. (i=l,2, ... ,p.> 
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Cela fait, supposons que l'on puisse eliminer les ;.. entre ces relations 
(C): en general, on pourra toujours choisir, le groupe etant donne, l'espace 
Rr et la multiplicite M, de telle fatyon qu'il en soit ainsi, car le nombre 
des parametres ).. etant fixe, il suffit pour cela de prendre le nombre r- m 
des variables x~+1 , ••• , Xr su:ffisamment grand. 

Le resultat de cette elimination depend de la multiplicite M, les z 
et leurs derivees etant des fonctions donnees de y1 , y2 , ••• , Yni il depend 
de l'ordre le plus eleve des determinants fonctionnels des seconds membres 
des equations (C) par rapport aux )., qui ne sont pas identiquement nuls, 
quels que soient ces ).. Je supposerai d'abord que la multiplicite initiale 
M soit la plus generale, a n dimensions, de l'espace Rr, c'est-a-dire, qu'elle 
ne satisfait a aucune equation aux derivees partielles donnee a priori: en 
particulier, si, dans les equations (C

0
), (C

1
), ••• , (CK), l'ordre des deter

minants fonctionnels consideres, qui ne sont par identiquement nuls pour 
toutes les valeurs des arguments z7 ' ... ' z~. ' ... ' zi'' ... ' z:;;., est egal a 
sK, ces d_eterminants d'ordre sK ne s'annulent pas, lorsqu'on y remplace 
les z et leurs derivees par leurs valeurs en fonction de y1 , ••• , Yn, de
:finies par la multiplicite M. En d'autres termes, M est telle que l'on 
puisse resoudre les equations (0

0
), (0

1
), ••• , (Ox) par rapport au plus 

grand nombre possible de parametres ).. 0 , ).. 1
, ••• , ).K. 

Dans ces conditions, !'elimination se fait par voie progressive. D'abord 
on elimine, si c'est possible, les ). 0 entre les equations (00), puis les A0 et 
).

1 entre les equations (00 ) et (0
1
), ce qui reproduit en particulier les 

equations obtenues dans I' elimination precedente, et ainsi de suite.. Le 
resultat se presente sous forme . d'equations resolues par rapport a cer-
t . d t't' 10 11 IK ( 10 10 l I' d ames es quan 1 es z , z , .•• , z , z1 , ••• , zP.., par exemp e, pour or re 

, 1l 11 1 . d •K IK l' d K) zero, z1 , ••• , zp.,, pour e premier or re, ... , z1 , ••• , zP.JC pour or re 
en fonction des autres z' 0, Z1 t, ••• , ;/K et des z0, zt, ••• , zK: 

(i=1,2, ... ,p.,) 

(i=l,2, ... ,p.,) 

chaque fonction Gf ne dependant que de derivees d'ordre egal ou in
ferieur a K. 
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11 est a remarquer que ce meme resultat aurait pu etre directement 

obtenu sous la meme forme, sans passer par l'intermediaire des equations 

(.A) et (0), par !'elimination directe des derivees des x', xj,a
1
,a., ... ,a. entre les 

equations (B) et les equations de definition (3), classees suivant les ordres 

0' I' .•. 'K. 
Inversement, si M' est homologue de M, toute relation di:fferentielle 

d'ordre K entre M' et M est une consequence des equations (D0)
, (D1)

, 

... , (DK), si elle a lieu queUe que soit cette multiplicite homologue M'. 
Soit, en e:ffet, cette relation: 

A tout element particulier de M, represente par les valeurs numeriques 

de ses coordonnees, correspond un element de M', dont les valeurs nu

meriques sont donnees par les equations (C), ou les .A, avons-nous vu, ont 

des valeurs arbitraires. Ces deux systemes de coordonnees de Met de M', 
satisfont, quels que soi<:mt les .A, a la relation J = o. Celle-ci est done 

une consequence des equations (0), ou encore, puiqu'elle est independante 

des .A, des equations (D), qui se deduisent des (0) par !'elimination des .A. 

2. Ces equations (D) jouissent de proprietes remarquables. D'abord, 
M pouvant etre a elle-meme son homologue par la transformation iden

tique, elles sont identiquement satisfaites, quand on y fait, pour toute~ les 

valeurs des indices i et K: 

Considerons ensuite deux multiplicites homologues de M, quelconques, 

M' et M". D'apres la propriete de groupe, M' est aussi homologue de 

M". On verra plus loin que si l'on .substitue M" a M dans les equa
tions (C), !'elimination des .A se fait de la merne maniere. On peut done 

etablir entre M" et M' les memes relations qu'entre M et M', savoir: 

lh Gh( 10 10 lh lh ,o no ,h "h) 
zi = i zp,+u ... , zP•' ... , z,"•+1, ... , zP• , Z1 , ... , zp, , ... , Z1 , ... , zP• • 

(h=O,l,2, ... ,K) (i=1,2, ... ,p;,) 

Celles-ci, cornparees aux equations (D), donnent: 

(S) 
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Cela etant, considerons les valeurs numeriques de trois elements 
correspondants de M, Mt et M": elles satisfont a ces relations (5). Celles 
de M et M" etant choisies, on peut prendre, pour celles de Mt, les valeurs 
fournies par les formules ( 0), ou 1' on attribue aux A des valeurs ar
bitraires: cela revient a dire qu'on peut choisir arbitrairement les valeurs 
d tO tO tl tl tK tK J t d ' e zPo+I, ... , zPo, z,.,+1 , ••• , zp,, ... , z,.x+l, ..• , zPx' es au res coor onnees 
etant alors donnees par les formules (D). Les relations (s), considerees 
comme ayant lieu entre deux elements correspondants de M et M", ont 
done lieu queUes que soient les valeurs des z~" qui y :figurent: c'est dire 
qu'elles sont independantes de ces quantites. Par consequent si l'on pose: 

Zh( 0 0 h h) 
i Zt ' • • • I Z Po I • • • I Zt I • • • I Z P• 

Oll les c sont des constantes arbitraires t, les equations (S) se reduisent a: 
Z"( 0 0 h h) Z"( ItO 110 llh llh) i z1 , ••• , zP. , ••. , .z1 , ••• , zP• = i z1 , .•• , zP. , ••. , z1 , ••• , zP• • 

(h=O,l, •.• ,K) (i=l,21 ... J.lA) 

Elles ont lieu queUe que soit la multiplicite M", homologue de M, 
de sorte qu'on a aussi, entre M et Mt: 

Z~(z~, ... , z~.) ZO( tO tO) 
- i Zt' ••• ' zp. (i=1,2, ... ,, •• ) 

Zl ( 0 0 l \ ) zt ( tO tO tl tl) 
i z1, .•• , zP., Z1, ••• , .zp, = i Z1 , •.. , zP• , .z1 , ••• , .zp, (i=l,2, ... ,,.,) 

(1=1,2, ... ,J.lg) • 

Les fonctions Z, d'apres leur definition, se r~duisent respectivement 

a .z~' •.. 'z~.' z~' •.. ' z;,' ... ' .zf, .•. ' z,.~, lorsqu'on y fait 

ll en resulte que les equations (E) sont independantes. Elles doivent en 
outre etre des consequences des equations (D); et par suite, elles forment 
un systeme equivalent au systeme (D). 

1 Les valeurs des constantes c sont asujetties seulement a laisser holomorphes les 
fonctions G. 
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Ces fonctions Z sont appelees invariants de la multiplicite M, relati{s 

au groupe de transformations considere. 
Je dis que, de plus, tout invariant d'ordre K, H(z~, ... ,z~., ... ,z;', ... ,zffx) 

est nne fonction des invariants Z~, ... , z~., ... , Zf, ... , Z~, d'ordre K 

ou d'ordre inferieur qui viennent d'etre obtenus. 

En effet, d'apres la definition de II, on aura, queUes que soicnt les 

deux multiplicites M et M' Be deduisant l'une de l'autre par une trans

formation du groupe: 

et cette relation, d'ordre K, sera necessairement une consequence des equa

tions (D0), (D1), ••• , (Dx), ou encore, des equations (E0 ), (E1), ••• , (Ex)· 

En resolvant ces dernieres par rapport aux quantites z', pour les porter 

dans H(z~0 , ••• , z;~, ... , z~x, ... , z;~, il faudra done que les z' disparais

sent, ce qui exige bien que H soit une fonction de Z~, ... ,z;:., ... ,Z;', ... ,ZffK. 
De la cette proposition: 

Theoreme I. Lorsqu'une multiplicite M, soumise aux transformations 

d'un groupe de Lie, admet des invariants, ceux d'un ordre quelconque K ou 

d' ordre inferieur sont fonctions d' un nombre limite d' entre eux; et ces derniers 

peuvent se deduire, a l' aide de differentiations et d' eliminations seulement, des 

equations de definition du groupe. 

Toute relation . differentielle d' ordre K existant entre M et toute multi

plicite homologue M', est une consequence des relations obtenues en egalant 

entre eux les invariants dis tincts d' ordt·e K et d' ordre inferieur, de M et de M'. 

3· Equations invariantes. Dans ce qui precede, on a suppose que 

M etait une multiplicite genemle, de telle fa9on que l'on pouvait resoudre 

Ies equations (00), (01), ••• , (Ox) par rapport au plus grand nombre 

possible de parametres A 0, At, .•• , Ax. Les conditions necessaires et suf

fisantes pour que ce nombre s'abaisse s'expriment par des relations ob

tenues en annulant identiquement, quels que soient les A, les determinants 

fonctionnels d'un certain ordre des seconds membres des equations (00), 

(01), ••• , (Ox) par rapport aux ).. On obtient ainsi un systeme d'equa

tions, ou, plus generalement, plusieurs systemes distincts, les conditions 

cherchees etant que M satisfasse a l'un quelconque d'entre eux. 
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Soit done, l'un de ces systemes: 

(6) J ( 0 0 1 1 X K) ; Z1 , ••• , zP. , z1 , ••• , zp, , ••• , z1 , ••• , zPx =. o 

et supposons que la multiplicite initialc satisfasse a ce systeme: j'appelle 
alors M, multiplicite particulif:re, et je dis que toute multiplicite JJr, trans
formee de M, satisfait au meme systinne (6), qui pourra etre appele 
systeme d'equations invariantes par rapport au groupe de transformations. 

En effet, rernarquons d'abord que !'elimination des ). entre les equa
tions (00), (OJ, ... , (Ox) donne dans cette hypothese entre JJf et M', cer
taines relations differentielles dont le nornbre est superieur a celui que 
l'on obtient dans le cas general, et n'est pas nul. Ces relations sont 
d'ailleurs independantes, et se presentent sous la meme forme que les 
equations (D): appelons-les (A0), (AI), ... , (Ax)· 

Cela etant, considerons une troisierne multiplicite JJf", homologue de 
M et cherchons les relations . qui existent entre JJ;l' et M". Soient xi , 
X 2 , ••• , xr les coordonnees d'un point de M, x~ , x;, ... , x; celles d'un 
point de M' et x~', ... , x;', celles d'un point de M". Nous regarderons 
M'' comme une representation analytique nouvelle de la multiplicite JJI£, 
obtenue en faisant le changement de variables independantes et de fonctions: 

(i=l,2, ... ,r) 

defini par la transformation qui fait passer de M a JJ![". On sait (I ~rc 
partie, ch. II) qu'on peut lui assoeier un changement de parametres: 

l"" Lh( 10 10 lh lh) 
''i = i XI ' • • • ' Xr ' AJ ' • • • ' ''•o' • • • ' ''1 ' • • • ' A,, (h=I,2, ... ,K) 

1=1,2,. .. ,£11. 

de telle fa<;on que les equations qui se deduisent des (A) en substituant 
cornme coordonnees les x" aux x, s'obtiennent simplement, en remplac;ant 
dans (A) les x et ). par les x" et )." correspondants. Elles deviennent 
ams1: 

(A") 

D'autre part, le changement de variables et de fonctions qm met }If sous 
.Acta rnathematica. 18. Imprime le 10 octobre 1893. 4 
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1a forme M", donne 1es relations suivantes, analogues des (B) et ayant 
necessairement me me forme: 

(B") 

de telle sorte que 111' se rattache a 111" par les relations suivantes (0") 
qui ont encore meme forme que (C): 

(CYII) th -h( 110 110 11/t llh ~110 ~110 ~llh lllh) zi = wi z1 , ••• , z.o, , ..• , Z1 , ••• , zp, , A1 , ••• , ''•• , ••• , ,,1 , ••• , ll<• • 

(lt=O,l, ... ,K) (i=1,2, ... ,p,) 

Les relations entre 111' et 111" s' o btiendraient en eliminant les )" entre 
ces equations 0". Or, entre JYJ et ;M', on a, jusqu'it l'ordre K, les rela
tions independantes (~0 ), (~J, ... , (~K); si, dans ces dernieres on rem
place les elements de 111, par leurs valeurs, sous la forme M", elles de
viennent des relations entre M' et M", (~~'), (~~'), ... , (~;;), qui 
restent independantes, etant toujours resolues par rapport aux memes 
quantites z;K. L'elimination des }. entre (C~') , (0~'), ... , (0~) entraine 
done les relations independantes (~~'), (~;'), ... , (~~), et par suite, 
(M") est telle que les equations (0") ne sont pas resolubles par rapport 
au nombre maximum de parametres ).'', sans quoi, il ne pourrait exister 
entre M' et M' qu'un nombre moindre de relations independantes. 

Cette conclusion subsistant, quelle que soit M", homologue de· M, il 
faut done que le systeme (6) ou ·l'un des systemes analogues soit satis
fait par M", independamment des arbitraires dont depend celle-ci; et ce 
fait ne peut avoir liEJu que pour le systeme (6) lui-meme, le seul qui 
soit satisfait quand on prend pour M", la multiplicite M elle-meme, qui 
correspond a la transformation identique. En particulier, on voit bien que 
deux multiplicites homologues, sont ou generales, ou particulieres, en meme 
temps, resultat auq uel no us avons fait appel precedemment (§ 2, page 2 2 ). 

4· L'etude des multiplicites satisfaisant a un systerme invariant d'equa
tions se fera de la meme maniere que celle des multiplicites generales. 
Les coordonnees des elements de pareilles multiplicites satisfont au systeme 
(6), et, pour les ordres superieurs, aux equations qui s'en deduisent par 
derivation. Ces coordonnees s'expriment done en fonction d'un certain 
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nombre d'entre elles, .ou de certains parametres, pris comme nouvelles 
coordonnees. On peut ainsi transformer les equations (B) et (C) de fa~jon 
a n'y laisser figurer que ces nouvelles coordonnees. De la une seeonde 
classification de ces multiplicites, en multiplicites generales qui ne satisfont 
a aucune equation nouvelle donnee a priori, et en multiplicites particulieres. 
Pour les premieres, !'elimination des .A entre les equations (G) donne, 
s'il y a lieu, des relations, analogues aux equations (E) entre des invariants 
des deux multiplicites; les secondes sont definies par des systhnes d' equa
tions invariantes entre les coordonnees d'une meme multiplicite; et ainsi 
de suite. Ces divisions et subdivisions ne peuvent d'ailleurs pas se pro
longer indefiniment: on ne peut concevoir, en effet, qu'il y ait un nombre 
illirnite de relations entre les coordonnees d'ordre K ou d'ordre inferieur, 
ces coordonnees etant en nom bre fini. 

Cette classification effectuee, on est en mesure d'etablir toutes les 
equations aux derivees partielles d'un ordre quelconque K et d'ordre in
ferieur auxquelles satisfont les multiplicites 111', transformecs d'une multi
plicite initiale, M, donnee. D'abord, ces equations comprennent toutes 
les equations invariantes auxquelles satisfait M. Quant aux autres, elles 
sont satisfaites pour toutes les valeurs des quantites z' 0, z11, ..• , z'K don
nees par les formules (C); elles sont done des consequences des equatipns 
(E) (ou des equations analogues, quand JJf n'est pas une multiplicite ge
nerale). Dans ces equations (E), les quantites z0, z\ ... ' zK qui y figurent 
sont des fonctions donnees des r variables independantes y1 , y

2 
, ••• , Yr· 

L'elirnination de ces dernieres, si elle est possible, donnera enfin des rela
tions de la forme suivante, auxquelles satisfont les multiplicites M': 

lP(Z?, ... , Z~., ~, ... , Z~~·, ... , Zf, ... , Z{:) = o 

ou les Z sont pris en fonction des quantites z' 0
, z'\ ... , z'K. 

On obtient ainsi toutes les equations cherchees, d'oir la proposition 
suivante qui complete la precedente: 

Theoreme II. Etant donnee une multiplicite M, que l' on soumet a 
toutes les transformations d' un groupe de Lie, les rnultiplicites homologues M' 
satisfont a des equations aux derivees partielles qui sont de deux sortes. Ces 
equations s'obtiennent en exprimant pour les unes, queM' satisfait aux memes 
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systemes d' equations invariantes que M, pour les autres, que les in
variants de 11:f' sont lies par les memes relations que ceux de JJ1. 

Ces equations invariantes et ces invariants se dedttisent d'aillettrs 
par de simples differentiations et eliminations des equations de definition 
du groupe. 

5· Remarque. Nous avons exclu de notre analyse, parmi les multi· 
plicites 111', transformees de M, celles pour lesquelles y; , y;, ... , y~ sont 
lices entre elles par une relation, et ne peuvent plus etre prises comrne 
variables independantes. Il e~t bien evident par raison de continuite, que 
les invariants absolus et les equations invariantes ne cessent pas d'avoir 
un sens dans ce cas. 

En effet, les quantites y;, ... , y~, z;, ... , z;, fonctions de y1 , ••• , Yn' 
.z

1 
, ••• , zP ne cessent pas de representer une multiplicite a n dimensions, 

sans quoi, en repassant de 111' a M par la transformation inverse, on 
trouverait que JJ1 a mains de n dimensions distinctes. Il est done possible 
de prendre comme variables independantes, dans M, n quantites distinctes 
parmi vi , ... , y~, zi , ... , z;. Alors . toute expression differentielle ou 
y~ , ... , y~ sont les variables independantes se transforme en une expres· 
siop nouvelle ayant un sens bien defini. Les invariants et equations in· 
variantes subsistent encore avec ces nouvelles variables, et, en particulier 
dans le cas des multiplicites M' qui avaient ete precedemment exclues. 

Par cxemple, considerons, dans le plan, le groupe des rotations au
tour de l'origine. Une courbe definie par une fonction z, de y, admet 
pour invariant 

qui represente )a distance a l'origine de la tangente au pointy, z. Notre 
analyse tombe en defaut, lorsque la courbe en y, z se transforme en une 
courbe en y', z', pour laquelle on aurait y' = canst. .Mais, en prenant .z 
pour variable independante, !'invariant considere devient: 
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expression qui pour la courbe y' = const. se reduit a y'. On a done, 
entre 'Ia courbe en y, z, et cette courbe particuliere qui est une de ses 
transformees, la relation: 

I (dz ) , 
~(:;r Yay-z =y. 

6. Exemple. Considerons le groupe des mouvements dans un plan, 
dont la transformation generale est: 

x~ =a+ xi cos a- x2 sin a, 

x; = b + xi sin a + x2 cos a 

oi1 a, b, a sont des constantes arbitraires. Les equations de definition 
(A) sont ici: 

ax; 
- = cosa 
ax1 ' 

~x; . 
-=sma 
~xl ' 

~X~ 
- = cosa 
ax~ 

les derivees d'ordre superieur etant toutes nulles, A1 , A2 et a etant trois 
parametres arbitraires. 

Effectuons ces transformations sur une courbe definie par une fonc
tion z de y; la courbe transformee sera definic par une fonction z' dey' 
en posant: 

z = x2 , 

y'= x~, z' = x~ 

et on a: 

En tenant compte imrnediatement des equations de definition, ceci donne, 
comme equations (C): 

. its 
d:i sm a + cos a djj 
dy' = . dz 

cos a - sm a dy 
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et, pour le second ordre: 

La premiere equation donne: 

. dz 
cos a - Sin a -d 

!I 

Ar. Tresse. 

dz' 
dy' 

de sorte que !'elimination de rx donne: 

equation qm se met sous la forme: 

(
I (dz') 

2)-~ a~ z' = ( 1 (dz) 
2)-~ a• z + dy' dy' 2 + dy dy' 

ou l'on voit apparaitre !'invariant bien connu, donne par la courbure 
de la courbe. 

Le calcul tombe en defaut dans le cas ou (01) n'est plus resoluble 
par rapport a rx, c'est-a-dire, lorsque on a: 

c (dz') [( . dz)' (. dz)' 'J 1 - ~d , = cos rx - sm rx -d + sm rx + cos rx -d~ ( -----de:---)-,;~ ca \ y y y . ,z 
cos a - sm a --dy 

I + (dz)' 
- ( dy d • = 0. 

cos a - sin a ~) 
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L, 1 t' (dz) 2 
, • • • • , equa wn I + dy = o est une equatwn mvarzante, qm entrame 

bien I + (:'.) 2 

= o: elle represente les deux systt'nnes de droites isotropes 

qui jouent done le role de courbes particulieres par rapport aux trans
formations considerees. 

7· Application. Reprenons les equations de definition d'un groupe 
de transformations, entre les m variables x1 , x

2
, ••• , xm et leurs m fonc

tions x~ , x; , ... , x~.. Adjoignons-leur m nouvelles coordonnees, non 
transformees, en posant: 

(7) ... ' u;,. = Um 

et faisons porter la transformation sur une multiplicite definie par les m 
fonctions xi , X2 , ••• , Xm des m variables independuntes ui , u2 , ••• , um. 

La theoric generale, reprise sur cet exemple, montre que les equa· 
tions (C) comprennent, en outre des equations (7), d'autres equations ex
primant X~ , X~ , ••. 1 x;,. et leurs derivees par rapport a U~ , U~ , ••• 1 u;,. 1 

en fonction des parametres )., des fonctions xi, x
2

, ••• , xm, et des derivees 
de celles-ci par rapport a UI 1 U2 , ••• 1 Urn, ces expressions etant en outre 
independantes de u

1 
, u

2 
, ••• , um. 

Il en resulte que les equations (E) sont, dans le cas d'une multi
plicite initiale geuerale, de la forme: 

(i=l,~, ... ,m) 

J~(x~' x;' ... ' x~.) = Jf(xl' x2' ... ' xm) (i=1,2, ... ,,u.> 

N ( 1 • 1 eX~ CN X~ ) Ji X!' .•. , X,,, ... '-,' ... , --,a-.-~' ... 
cUK cU1 • • • cUm 

= Jf(x1 1 ••• , X,. 1 ••• , 'ax,, , ... , __!!!_!!!...__, ... ) (i=l,2, ... ,.us) 

ctt K cu~· . . . cze:~ 

ou les invariants J sont independants des variables u1 , ••• , u"'. 
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En particulier, supposons que la multiplicite initiale M soit la 
suivante: 

Alors s1 
(i= 1 ,2, ... ,m) 

definit la transformation generale du groupe, la multiplicite M sera: 

(i=l,2, ... ,m) 

M ne cesse d'ailleurs pas d'etre une multiplicite generale, car alors les 
equations (0) se confondent, a la notation pres, avec les equations (A): 
et celles-ci sont resolubles par rapport a tous les parametres .A, sans quoi 
ces parametres cesseraient d'etre essentiels. D'autre part, !'elimination, 
entre les equations (E), des variables independantes UJ ' u2 ' ... ' um de M 
est immediate, et par suite, lJ-11 satisfait, jusqu'a l'ordre N, aux seules 
equations suivantes, qui sont done, sous une autre forme, les equations 
de definition du groupe: 

(i=1,2, ... ,p01 

(8) 
J 1 ( I I ox; ox~ ax~) 1 ( ) 

i XI ' ••• ' Xm ' -' ••• ' -' ••• ' - = ai XI ' x2' ... ' Xm cX1 cXk oXm 

(i=l,2, ... ,pN) 

ou les a representent ce que deviennent les J quand on y fait: 

. . . ' X.~= X,. 

Done: 

Th~oreme III. Les equations de definition des transformations dlun 
groupe de Lie s'obtiennent en exprimant que certaines fonctions J, de x~, 

... , x~ et de leurs derivees par mpport a x1 , ••• , xm sont identiquement 
egales aux expressions qu' on en deduit en y attribuant aux X

1 les valeurs 
qu' elles ont pour la transformation identique. 
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Ces invariants J jouent un role capital. On vient de voir qu'ils 
restent inalteres si on effectue sur les x' un changement de fonctions 
defini par une transformation du groupe; d'oi1 en se reportant au 
theoreme IV (I ere partie, ch. II): 

Theoreme IV. La condition necessaire et suffisante pour qu'une trans
formation appartienne au groupe defini par les equations (8) est qu'elle laisse 
invariantes les expressions J, quand on effect~te sur les x' un changement de 
fonctions defini par cette transformation. 

CHAPITRE II. 

Les inva'J•iants et equations invariantes, dejlnis a l'aide des 
transformations injlnitesimales d'un groupe de Lie. 

I. Considerons les groupes, dits a un parametre, dont les trans
formations dependent d'une seule constante arbitraire. S'il y a n va
riables, les equations de definition comprendront n- I equations d'ordre 
zero, de la forme: 

(i=2,3, ... ,n) 

ou les n - I fonctions J;,(x1 , x2 , ••• , xn) sont distinctes entre elles et de 
l'une au moins, x1 , par exemple, des variables x1 , x2 , ••• , xn. Pour les 
ordres superieurs, il y a autant d'equations que de derivees. 

En posant: 

(i=2,3, ... ,n) 

X~ = J;(x~ , x; , ... , x~) 

la transformation generale du groupe sera done de la forme suivante: 

X~ = f(xl' x2l ... ' Xa' a) 

X~= X; (i=2,3, ... ,n) 

.Acta math6matica. 18. Imprimli.Ie 10 octobre 1898. 5 
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avec la constante arbitraire a. La premiere equation peut etre resolue 
par rapport a a: 

(I) 

et la fonction w sera telle que I' equation (I) combinee a: 

entrainera: 

c etant une nouvelle constante, et cela, queUes que soient les constantes 
a et b. Ceci veut dire que les equations homogenes en dx1 , dx~, dx~': 

sont compatibles quels que soient x1 , x~, x~'. D'ou l'identite: 

Cette identite subsistant si on attribue a x~' une valeur numerique quel
conque, la fonction w(x~, x1 , X2 , ••• , Xn) satisfait done a une equation 
de la forme suivante: 

et par suite, I' equation (I) peut s' ecrire: 

J1 (x~ , X2 , ••• , Xn) - J1 (x1 , X~ , ... , Xn) = t 

ou t est une nouvelle constante, fonction de a. 
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w(x~' xl' x2' ... ' Xn) dependant necessairement de X~ et de xl, il 
en est de meme de J 1 (x1 , X 2 , ••• , Xn) relativement a x1 , et, par suite, 
en posant: 

xl ' x2' ... ' xn seront independants, et on a: 

Done: 1 

Theorems I. On peut, par un choix convenable de coordonnees, mettre 
la transformation generale d' un groupe de Lie a un parfJ,JYlet1·e sous la forme: 

(3) . . . ' X~=X.. 

oit t est une constante arbitraire. 

2. On retrouve ainsi une des proprietes, aujourd'hui bien classiques, 
des groupes a un parametre. On pourrait en deduire les autres. Je 

remarquerai seulement, que la condition necessaire et suffisante pour 
qu'une fonction f(X1 , X2 , ••• , Xn) soit un invariant de ce groupe, est 
que l'on ait 

'iJf 
'iJX =o. 

1 

En retournant aux coordonnees x1 , x2
, ••• , xn, on trouve: 

expression qu'on represente par X(. 
La transformation (3), pour t = o, est la transformation identique; 

pour t ayant une valeur infiniment petite at, elle est dite transformation 
infinitesimale, et attribue a une fonction f(x1 , x2 

, ••• , xn) un accroissement 
dont le premier terme est precisement X{. at. 

1 LIE, Theorie der Transformationsgruppen, I, chap. 3, p. 49· 
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Le symbole Xf caracterise completement la transformation infinite
simale et son groupe a un parametre. 

La condition pour qu'une fonction soit un invariant du groupe est 
qu'elle satisfasse a l'equation 

Xf= o, 

et, de meme, pour qu'un systeme d'equations: 

. ' fi = o, 

admette les transformations du groupe, 1 il faut et il suffit que ce systeme 
entraine: 

xh =o, . . . ' Xt; = o. 

3· Ceci rappele, nous distinguerons, avec M. LIE, entre une trans
formation infinitesimale, ainsi deduite d'un groupe a un parametre, et une 
transformation infiniment petite: 

ou les termes d'ordre superieur au premier n'ont pas avec ceux du 
premier ordre la meme dependance que dans une transformation in:finite
simale, et ne sont pas necessairement determines par eux. 

Pour exprimer qu'une telle transformation (4) appartient au groupe 
de LIE defini par les equations (8) du chap. I, adjoignons aux formules 
(4), les suivantes qui s'en deduisent par difl'erentiation: 

(s) 
e1p. = o pour i =F p. 

1 Ib., oh. 7, p. 108. Le systeme d'equations est suppose ne pas annuler tous les 
determinants fonctionnels d'ordre l de {1 , { 2 , ••• , {z. 
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on trouve ainsi, en ecrivant que les. equations de definition sont satis
faites, jusqu'aux termes du premier ordre, que les ~ sont assujettis aux 
seules relations suivantes, lineaires et homogenes par rapport aux ~ et a 
leurs derivee:S: 

(i= 1,2, ... ,p..> 

(6) 

(i=J,2,. .. ,!J.N) 

ou l'indice inferieur o indique que l'on prend les valeurs des derivees 
des J pour 

. . . ' 

A un autre point de vue (chap. I, theor. IV), il suffit aussi d'exprimer 
que la transformation (4), ou les x' et les x sont deux systemes de n 
fonctions des memes variables independantes ul' u'J' •.. ' un, laisse in
variantes les expressions J 0, J 1

, ••• , JN, fonctions des x et de leurs deri
vees par rapport aux u. En calculant, a l'aide de (4), les expressions 
des derivees des x', les termes du premier ordre obtenus sont les memes 
que ceux qui se deduiraient d'une transformation infinitesimale entre les 
x et leurs derivees par rapport aux u: 

ou l'on pose: 

Les ~i,a,,a2, ... ,a. sont des fonctions bien determinees, lorsque les ~ sont don-



38 Ar. Tresse. 

nes, des x et de leurs derivees, et X<N>f n'est autre chose que la trans
formation prolongee, 1 jusqu'a l'ordre N de 

L a( 
X(= ~~-· 

'CXi 

Les ~ sont done assujettis a satisfaire aux identites suivantes, par rapport 
aux x et leurs derivees: 

(7) . . . ' x<N>Jf = o. 

Or, ces memes relations expriment que les J admettent la transformation 
infinitesimale X(, et par suite, son groupe a un parametre. 

Le raisonnement suppose d'ailleurs seulement que les ~ sont, dans 
(4), les coefficients des termes d'ordre le moins eleve. Done: 

Theoreme II. Etant donnee une transformation infiniment petite d' un 
groupe de Lie, la transformation infinitesimale definie par ses termes d' ordre 
le moins eleve, et son groupe a un parametre appartiennent aussi au groupe 
de Lie. 2 

Soit cette transformation infinitesimale, ayant memes termes du 
premier ordre que (4): 

<i=l,2, ... ,n) 

on aura: 

x; = xj + ot2
• 8i(xl ' x2 ' ... ' xn) + ... 

ou en exprimant les seconds membres en fonction de xl ' x2 ' ... ' x:: 

Pour les memes raisons que tout a l'heure, la transformation infinitesimale: 

1 LIE, Transformationsgruppen, I, ch. 25, p. 523. - Je suppose connus ici tous 
les resultats exposes dans ce chapitre. 

2 LIE, Die Grundlagen, etc., p. 342. 
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appartient encore au groupe; et ainsi de suite. On peut done considerer 
la transformation infiniment petite (4), en ce qui concerne au moins ses 
termes pris jusqu'a un ordre infinitesimal quelconque, comme obtenue en 
effectuant successivement un certain nombre de transformations infinitesimales 
du groupe. 

11 y a plus, si Xf et Yf appartiennent toutes deux au groupe, 
X<Nlf et y<N)f satisfont touteS deUX aux equations (7), et par SUite, aussi 
(X<N) P.Nl). Cette derniere, etant, comme on sait, 1 la transformation pro
longee de (XY), la transformation in:finitesimale (XY) appartient au 
groupe. Done: 

Theoreme III. Si les deux transformations infinitesimales Xf et Yf 
appartiennent a un groupe de Lie, il en est de meme de leur crochet (X Y). 2 

4· Cette propriete du systeme d'equations (6) permet de retrouver 
les invariants dont on a etabli !'existence, par une marche tout a fait 
parallele a celle deja suivie. 

Reprenons, en effet, un systeme de p fonctions z1 , z2 , ••• , Zp de n 
variables independantes, y1 , y2 , ••• , Yn, les r = n + p quantites y et z 
n'etant autre chose que x

1
, x2 , ••• , xr. Considerons une transformation 

infinitesimale quelconque: 

et, en calculant les variations qu'elle fait subir aux derivees des z, par 
rapport aux y, prolongeons-la jusqu'a un ordre quelconque K 

1 LIE, 'Jlransformationsgruppen, I, chap. 25, p. 547. 
2 LIE, Die Grundlagen, etc., p. 348. - Dans le cas d'un groupe :fini, les trans

formations infinitesimales du groupe sont des fonctions lineaires a coefficients constants 

d'un certain nombre d'entre elles X 1f, X 2f, ... , Xr{, et ce theoreme etablit }'existence 

des relations: 
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Les y et z etant egaux aux coordonnees x, no us egalerons les "') et ( aux 
~ correspondants, ceux qui sont relatifs aux variables non transformees, 
s'il y en a, etant egales a zero. Alors, les ~ satisfaisant aux relations 
(6) et a celles qui s'en deduisent par derivation, on peut, jusqu'a l'ordre 
K, exprimer un certain nombre de ~ et de leurs derivees, en fonction 
lineaire et homogene des autres, qui restent arbitraires, et on trouve ainsi, 
X<Klf etant lineaire et bomog(me par rapport aUX ~ et leurS deriveeS: 

i=E6 i=Et i=EK 

(8) x<K) f = L ~ Xo d + L ~}XI J + ... + L t;f Xx d 
i=l , i=l , i=l J 

ou les Xx,J sont des transformations in:finitesimales bien determinees, par 
rapport aux y , z, et aux derivees des fJ et les t;f des coefficients ar
bitraires. 

Toute fonction des y, des z et de leurs derivees jusqu'a l'ordre K, 
ou tout systeme d'equations entre ces memes quantites qui admet toutes les 
transformations in:finitesimales du groupe, admet done les transformations 

(9) ... ' 

et reciproquement. 
Les equations obtenues en egalant a zero les expressions (9) forment 

d'ailleurs un systeme complet. En effet, si Jr!K>f et y<K)f appartiennent 
toutes deux a la forme (8), nous savons qu'il en est de meme de leur 
crochet (X<K> y<Kl), quels que soient au reste les coefficients de X<K)f et 
de y<K)r. En particulier, (XK,i' Xx..;) appartient done a cette forme (8): 
c'est done bien une combinaison lineaire et homogime de transforma
tions (9). 

5· Je dis que, de cette mamere, on n'obtient pas d'invariants di
stincts de ceux obtenus par le procede du chapitre precedent. En e:ffet, 
d'abord, ces nouveaux invariants admettent une transformation infiniment 
petite quelconque du groupe, car !'expression obtenue en 'faisant une telle 
transformation sur l'un d'eux, est, jusqu'a un ordre infinitesimal quelconque, 
la meme que si on e:ffectuait successivement plusieurs transformations in
:finitesimales. Elle ne di:ffere done de l'invariant que de quantites dont 
l'ordre peut etre pris arbitrairement, et par suite, lui est identique. 
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Or, en se reportant aux equations (A) du chapitre precedent, une 
transformation infiniment petite s'obtient en attribuant aux parametres ). 
des valeurs arbitraires, assujetties seulement a etre infi.niment voisines de 
celles qu'elles ont dans le cas de la transformation identique. Tout in
variant ou equation invariante admettant les transformations (9) est done 
indeyendant de ces arbitraires, et se confond bien avec un invariant ou 
une equation invariante, obtenue par le premier procede. Done: 

Theoreme IV. Les invariants d'un groupe de Lie peuvent s'obtenir par 
la rechet·che des solutions communes a un systeme complet d' equations lineaires 
aux derivees partielles; la formation de ce systeme resulte immediaternent des 
equations de definition des transformations infinitesimales du groupe. 

Les systernes d' equations invaTiantes sont ceztx qui adrnettent l' ensemble 
des transformations infinitesimales ainsi formees. 1 

6. Exemple. Reprenons le groupe des mouvements du plan, dont 
les equations de definition: 

c2 x; c2 x; c2 x; o'x~ o 2 x~ o•x; 
0=-=--=--=-=--=-

cx~ cx1 ox2 ox~ ox~ ox1 cx2 ox~ 

donnent, pour les transformations infinitesimales: 

l LIE, Uber Diffet·entialinvarianten, Math. Annalen, t. 24, p. s66. -:- Die Grund

lagen, etc., p. 370 et 374. 
Rappelons que les systemes d\]quations invariantes doni il est question, s 'obtiennent 

en egalant a zero les determinants d'un meme ordre, formes avec les coefficients des trans· 

formations (9). 
ActtJ mtJthematioa. 18. Imprim6 le 11 octobre 1893. 6 
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La transformation etant supposee porter sur une fonction z = x2 , 

d'une variable y = x1 , on aura: 

o"z - t= at 
- .. 2 ' 

Les invariants du second ordre admettent ainsi les transformations: 

3f of (I + z''J)of + 3z' z" of 
3y ' oz ' oz' oz" 

ce qm reproduit l'equation invariante du Ier ordre: 

(1 + z' 2
) = o 

et l' invariant du second m·dre: 

CHAPITRE Ill 

Systemes finis d'invariants, et parametres dijferentiels. 

I. Nous avons vu que toute multiplicite M', deduite d'une multi
plicite generale M, par une transformation d'un groupe de LIE, a ses 
invariants egaux a ceux de M, savoir: 

JK( 10 10 11 11 1K 1K) _ JK( o o l ,1. K K) 
i z1 , ... ,zP.,z1, ... ,zP,, ... ,z1 , ... ,zPx- i Z1, ... ,zP.,z11 ... ,wp,, ... ,zl, ... ,zPx 

ou, pour abreger l'ecriture: 

(I) 

(K=1,2, ... ) (i=1,2, ... ,1'xl 

TIK- JK. 
..,, - i ' 
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et les multiplicites M' satisfont aux equations obtenues par !'elimination 
des coordonnees y1 , y

2 
, ••• , Yn d'un point de M entre ces relations (I); 

et a celles-la seulement. 
Supposons, par exemple, que l'on puisse trouver n invariants distincts 

I 1 , I 2 , ••• , I", en nornbre egal a celui des coordonnees d'un point de M. 
Sur la rnultiplicite M, ils se reduisent a n. fonctions de y1 , y, ... , y,. 
que nous supposerons encore distinctes. Alors, tout autre invariant J, de 
M, peut s'exprimer en fonction de I 1 , I

2
, ••• , I": 

et les equations auxquelles satisfait M' sont les suivantes: 

.r - so (I~ , 1~ , ... , I~) = o 

ou, plus simplement: 

(3) J' -so'= o. 

On en deduit, par differentiation par rapport a y~: 

(4) 
dJ' 3cp' di; 3cp' dl~ -,--,·-,- ... ---,·-, = 0 
dy; 'iJl1 dyi 3ln dy; 

ou l'on represente par ~;;' la derivee totale, par rapport a Yo d'une 

fonction {, de y1 , y2 , ... , Yn, de Z1 , z2 , ... , zP, et de leurs derivees zf, 
c' est-a-dire: 

Ces relations (4) doivent se deduire, comme on sait, de la considera
tion d'invariants nouveaux. En effet, il resulte d'abord des relations: 

(s) . . . ' I~ = I,,, J'=J, 

que I~ , I~, ... , 1~, sont comme I 1 , 12 , ••• , In, des fonctions distinctes 
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de y~, ... , y~. Les relations (4) peuvent done etre resolues par rapport 
. crp' crp' 
a -I,, ... , -I,, et se mettre sous la forme: 

U 1 U n 

(4') D(I;, 1~, ... , I~)Urp' nu;, ... , z;_l, J', 1;+1, ... , z:.J 
D( ' ' ')-1'- D(' ' ') = o. Yt , Y2 , · · · , Yn u ; Yt , Y2 , · · . , Yn 

(i=l,2, ... ,n) 

De la meme maniere, on deduit des identites ( 2) les suivantes: 

Or, en vertu de (5), on a: 

et par suite, les equations (4) deviennent: 

(6) D(l;, ... , 1;_1, J', 1;+1, ... , J~) D(l1, ... , Ii-1, J, Ii+1, ... , In) 
D(I;, ... , I;_t, !';, 1;+1, ... , I~) = D(l1, ... , li-1, 1;, IH1, ... , In) 

ou chacun des deux membres represente le quotient de deux determinants 
fonctionnels formes avec des derivees totales par rapport aux y', pour le 
premier, aux y, pour le second. 

Les equations (5) donnent done par l'elimination de y1 , ••• , Yn, une 
relation, qui, par differentiation, conduit a n nouvelles; et eelles·ci peu
vent s'obtenir autrement par !'elimination de y1 , ••• , Yn entre les equa
tions (s) et (6). On voit par la que: 

Theoreme I .. Etant donnes n + 1 invariants, le quotient de deux de 
lettrs determinants fonctionnels formes avec leurs derivees totales par rapport 
aux n variables independantes, y1 , y2 , ••• , y,., constitue un invariant nouveau. 

Nous dirons que cet invariant (6) se deduit pm· differentiation, de 
11 , ••• , In , J, a vee les invariants de base I 1 , ••• , In. 

2. Les equations, relatives a M', auxquelles conduisent ces in
variants, ne different pas de celles deduites par differentiation des equa-
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tions (3). n en resulte qu'il sera possible, a partir d'un certain ordre, 
d'obtenir par ce procede, applique aux invariants de cet ordre ou d'ordre 
inferieur, taus les invariants d'ordre superieur. Autrement, on aurait ainsi 
un systeme d'equations aux derivees partielles, qui, sans etre incompatible, 
ne sera it pas limite. Designons par / 1 , 1'1 , ... , In , J 1 , J2 , ... , JP, l' en
semble de taus ces invariants, pris jusqu'a cet ordre: nous dirons qu'ils 
forment un systeme complet d'invariants. 

Cela Ctant, considerons deux multiplicites, l'une: M, generale ct pour 
laquelle les invariants de base 11 , 12 , ••• , In sont clistincts, definie par p 
fonctions z1 , .z2 , ••• , zP de y1 , y2 , ••• , Yn, l'autre: M', representee par p 
fonctions z~ , ... , z; des variables y~ , y;, ... , y~. S'il existe une trans
formation du groupe permettant de passer de ]J.f a J1f', on peut exprimer 
y~ , y; , ... , y~ en fonction de y

1 
, y

2 
, ••• , Yn, de fac;on a. satisfaire simul

tanement aux equations: 

(7) . . . ' . . . ' 

Ces conditions sont en outre sufi'isantes. En effet, 1J.f etant soumise 
aux restrictions enoncees, les relations (7) entrainent les suivantes: 

(8) H'=H 

ou H est un invariant quelconque se deduisant par differentiation de 
ceux du systeme complet, et peut etre par suite un invariant quelconque 
du groupe. Considerons alors un point quelconque (y

1
) 0 , (y2 ) 0 , ••• , (y,)0 

de M, et les valeurs en ce point des z et leurs derivees: (z
1

)
0

, ••• , (zr)0 , 

(zDo , ... , (z!Jo , ... , (zf)o , ... , (z:)o , ... ; puis, defi.ni par les equations 
(7), le point correspondant de M', (y;)

0
, (y;)

0
, ••• , (y;.)

0
, avec les valeurs, 

en ce point, des fonctions z' et de leurs derivees: (z;)
0 

, ••• , (z;)
0 

, (z;1
)

0
, 

... ' (z;~)o' ... ' (z;K)o ' ... ' (z;~)o ' .... 
Si on se reporte aux equations (0) du chapitre I: 

(C) tK _ -K( (} 0 1 1 K _J( 10 10 1K 1K) 
Zi - Wi Z1 l • • • l Z Po) Z1 l • • •) Z PI l • • • l Z1 ' , •• l ~p K l A1 ) • • • l /\00 ' • • •' A1 ' • , , l A, K l 

(K=1,2, ... ) (i=l,2,. .. ,pK) 

les relations (7) et (8), satisfaites pour les valeurs particulieres consi-
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den3es, expriment que l'on peut attribuer aux parametres ). des valeur;; 
particulieres (J.f)

0
, telle que, pour: 

on ait: 

et cela, jusqu'a un ordre quelconque Q. A ces valeurs des parametres 
A correspondent des fonctions x~ , x; , ... , x~ de xi , x2 , ••• , xr, sa tis· 
faisant aux equations du groupe, dont les valeurs ainsi que celles de 
toutes leurs derivees, sont determinees pour: 

XI = (xi)o = (yi)o' 

Xn+l = (Xn+l)o = (zl)O l 

Xn = (xn)o = (Yn)o' 

Xr = (xr)o = (zP)o · 

Ces fonctions representent une transformation du groupe, qui, effectuee 
sur M, donne une nouvelle multiplicite M, telle que, au point (yi)o, ... , (Yn)o 
de M, correspond le point (YDo , ... , (y~)0 , les valeurs des fonctions et 
de leurs derivees en ce point etant en outre donnees par les equations 
(C), en y faisant _;.~ = (A~)0 et z~ = (zf)0 • M doit necessairement se con· 
fondre avec M, les fonctions et toutes leurs derivees ayant, dans chacune 
d'elles, les memes valeurs, pour les memes valeurs des variables indepen
dantes. La transformation consideree transforme done bien M en M 1

• 

lei pourrait se presenter cette objection que les developpements ainsi 
obtenus peuvent ne pas etre convergents; auquel cas la transformation 
qu'ils definissent serait illusoire. Mais toute solution des equations (7) 
peut etre consideree comme representant r = n + p fonctions, y~, ... , y~, 
z~, ... , z; des variables yi, ... , Yn· Notre proposition etablit qu'a une 
pareille solution, correspondent r fonctions x~, x~, ... , x;, des variables 
XI , X2 , ••• 1 Xr, Satisfaisant aUX equations de definition du groupe, et Se re-
d • t ' £ t' I I I I d l t ' d' msan a ces one wns YI , ... , Yn , z1 , ••• , zP e yi , y2 , ... , Yn, c es -a- Ire 
de x1 , X2 , ••• , xn, lorsqu'on y fait: 

zl' z2' ... ' Zp etant les .fonctions de yl 'y2' ... 'Yn qui representent M. 
II resulte des propositions generales relatives aux equations aux derivees 
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partielles, que, si ces fonctions y~ , ... , y~ , z~ , ... , z; de y1 , y~ , ... , Yn 
sont regulieres (nous supposons toujours qu'il en est ainsi), il en est de 
me me des fonctions X~ , X~ , ••• , x; de :.I\ , X~ , ••• , Xr. 

3· Parametres dif{erentiels, ou operations invariantes. Les resultats 
precedents tom bent en defaut lorsque, sur la multiplicite M, les invariants 
de base 11 , 12 , ••• , In ne sont plus distincts. Dans ce cas, M et ses 
transformees satisfont toutes a une meme relation de la forme: 

f(I1 , I~ , ... , In) . o. 

On pourrait alors les traiter comme multiplicites particulieres, satisfaisant 
a ['equation invariante precedente; mais ce procede aurait le defaut d'exiger 
une etude speciale pour chaque equation de cette forme; et la relation 
entre 11 , ••• , In peut d'ailleurs etre arbitraire. 

II est preferable de reprendre la discussion generale a l'aide d'une 
notion nouvelle, celle de parametres differentiels ou operations invariantes. 
On appelle ainsi, etant donne un inva.riant J, une fonction de ses deri

dJ 
vees totales, -d ' des variables y' des fonctions z et de leurs derivees, 

y; 
qui, quelque soit J, constitue aussi un invariant: le parametre est du 
xume ordre, si les derivees de J qu'il renferme sont d'ordre K et d'ordre 
inferieur. Dans le cas precedent nous avons etabli !'existence de n para· 
metres differentiels du premier ordre: 

D(I1 , ••• , l;-1, J, IH1, ... , In) 
' D(I1 , ••• , I;, ... , In) 

(i=1,2, ... ,n) 

lesquels sont des formes lineaires, homogenes, et independantes, de 
dJ dJ 
dy

1 
' • • •' dyn • 

La recherche de !'expression generale de ces parametres differentiels 
se reduit a une simple construction d'invariants. II suffit, aux fonctions 
z1 , z2 , ••• , Zp de y1 , ••• , Yn, d'en ajouter une nouvelle, J, que la trans
formation laisse invariante: 

J'=J. 
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Les transformees des derivees du premier ordre sont definies par les 
relations: 

(i=l,2, ... ,n) 

OU }es derivees ~x;, ~X~ , satisfont aUX equations de definition du groupe. 
~X; ~Xn+v 

En les rempla<;ant par leurs expressions parametriques, et resolvant par 

dJ' '1 . rapport aux -d ,, 1 v1ent: 
Y; 

(8) {i=1.2, ... ,n) 

, 1 A f . d ~z, <'lz, ozp ou es sont onctwns e y1 , ••• , Yn , Z1 , ••• , zP , -, • • • , ,- , • • • , .,-
lily, vYn vYn 

et des parametres .A~ , ••. , ).~. , ),~ , •.. , .A!,, des ordres zero et un. Il faut 
eliminer les ). entre ces equations (8) et les equations (C): 

(C) z;K = wf (zL ... , z~., ... , zf, ... , zffx, ).~, ... ,A~., ... , .Af, · .. , .AlfJ 
(K=1,2, ... ) (i=I,2, ... ,pK) 

Pour cela, il est possible en general de resoudre les equations (C) jusqu'a 
un certain ordre minimum K, determine, par rapport aux parametres 
).~, ... , .A~., ).~, ... , ;.;,, ou un certain nombre d'entre eux, de fa<;on que, 
leurs valeurs etant portees dans les relations (8), tons les ). disparaissent: 
il ·en est certainement ainsi dans le cas au moins ou on pent former n 
invariants distincts 11 , 1

2
, ••• , In, car, dans cette hypothese, nous avons 

etabli !'existence de n parametres differentiels du premier ordre, distincts. 
En rempla<;ant dans les seconds membres de (8), ainsi transformes, les z;K 
qui y figurent par des constantes arbitraires, on obtient n expressiOns: 

(i=l,2, ... ,n) 

qui sont des invariants, c'est-a-dire, ici, les parametres differentiels. Les a 
sont des fonctions de y1 , y2 , ••• , Yn, de z1 , z2 , ••• , zP et de leurs derivees 
jusqu'a l'ordre K. Ces parametres sont des fonctions lineaires et homogenes 
des derivees de J; ils sont en outre en general, independants, car, pour 
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des valeurs particulieres attribuees aux arguments dont dependent les a, 

A J 'd • • , dJ ~i se re mt respechvement a -d • 
Yi 

L'existence de ces parametres differentiels tombe en defaut, seule-
ment dans le cas ou la resolution des equations (C) n'est plus possible 
comme elle a ete effectuee, ce qui se produit. lorsque M satisfait a une 
ou plusieurs equations invariantes bien determinees. Il en est de meme de 
leur in dependance: le determinant de ces n parametres, egale ~ zero, 
donne une equation invariante, ou se decompose en plusieurs equations, 
dont chacune est invariante, car, si elle est satisfaite par la multiplicite 
M, on a entre ces n parametres, une relation lineaire: 

a coefficients non tons nuls, et qui, apres toute transformation effectuee 
sur M, se transforme en une autre relation lineaire 

C'est la l'avantage de ces parametres sur les premiers que nons avons 
formes, car ceux-ci cessent d'etre holomorphes on independants, dans le 
cas Oll M satisfait a des equations invariantes, dependant de fonctions ar
bitraires. 

4· Ces n parametres jouissent de proprietes capitales. D'abord, 
tout autre parametre diflerentiel, lineaire, et du premier ordre: 

dJ dJ dJ 
~J = f3o + {31 a-:-+ (3'J -d + ... + f3n-d Yt Y2 Yn 

est une fonction lineaire de ~1 J ,· ~2J, ... , ~nJ, dont les coefficients 
sont eux-memes des invariants. Car, ~J, ... , ~nJ etant independants, 
on a: 

~J = ro + rl~lJ + r'J~'JJ + ... + rn~nJ, 
de sorte que toute transformation du groupe, effectuee sur M et sur une 
fonction quelconque J, de y1 , y'J, ••• , Yn, donnerait: 

r~ + r~~~J' + ... + r~A.~J' = ro + rlA.lJ + ... + rnA.nJ, 
ou 

r~- ro + (r~- rl)A.lJ + ... + (r~- rn)A.nJ = 0 

.Aet11 m~~thematieiJ. 18. Imprime le 11 octobre 1893. 7 
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et cette identite aurait lieu queUe que soit la transformation. a 1J, ···~ anJ 
etant distincts, ceci exige bien: 

r~- ro = o, . . . ' r~-rn = o. 

En particulier, 1es deux parametres differentiels du second ordre 
Ap.~vJ et, avap.J ayant une difference qui ne contient que des derivees 
du premier ordre de J, on a: 

les 1 etant encore des invariants. 1 a,.J et ayJ se reduisant d'ailleurs, 

d 1 • 1' I d • bl I dJ dJ A A J t pour es va eurs partiCu teres es varia es, a -d et -d , ~P. ~v e 
YP. Yv 

avap.J se reduisent dans 1es memes conditions a d·dldJ ' a des termes 
YP. Yv 

additifs pres ne contenant que des derivces du premier ordre. On obtient 
done, par la combinaison- des parametres du premier ordre, autant de 
pn-rametres du second ordre distincts qu'il y a de derivees de cet ordre: 
il en est mn,nifestement de meme pour 1es ordres superieurs, et l'on voit 
que, dans 1a formation de ces parametres, on peut faire abstraction de 
l'ordre dans 1equel on combine les parametres du premier ordre. 

Ensuite, les n operations a
1
J, ... , anJ, effectuees sur q invariants 

J 1 , J
2

, ••• , Jq, d'ordre a, au mains -egal a K, donnent autant d'in
vn-riants d' ordre a + I, distincts par rapport aux derivees d' ordre a+ 1, 

qu'il y a de fonctions distinctes par rapport aux memes derivees, parmi 

1 t . ' dJl dJl dJq E i'J! t 1 . . t A J es quan ttes d- , .•• , d----:-- , ... , d- . n cue, es n mvar1an s ~~ 0 
Yt Yn Yn 

... , an.J;, en tant que fonctions des derivees d'ordre 0' + I, sont n fonc-
. 1· ' . d' . d dJ1 dJi 1 t I 't t hons memres tstmctes e d- , ... , d- , es uns e es autres e an 

Yt Yn 

1 Ce resultat peut s'interpreter ainsi. Les invariants etant consideres comme solu
tions d'un systeme eomplet d'equations lineaires que I'on sait former, ce systeme admet 

les transformations infinitesimales ap.{, ou les derivees totales ddf sont explicitees. Il 
Y1 

ad met aussi Ies transformations (ap. av): eelles-ci s 'exprimant en fonctions linea ires de 
a 1{ J ••• J an{, on sa.it que les coefficients de ces formes Iineaires sont des solutions du 
systeme complet. LIE, Math. Annalen, Bd. I I. 
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d'ailleurs des formes lineaires des derivees d'ordre 0' + 1. Si done les 

d ' . ' dJ ' . 1' ' . £ • d d' t er1vees dyp. peuvent s expr1mer mea1rement en !Onctwn e p en re 

elles, independantes, il y aura, de meme, p invariants D.P.~ independants, 
H1 , H~, ... , HP, les nq-p autres pouvant se mettre sous la forme: 

(i= 1, 2, ... , nq-p) 

ou les a ne dependent pas des derivces d'ordre 0' + 1. H 1 , 112 , ••• , liP 

etant independants, il en rcsulte, comme plus haut, que ces .coefficients a 
sont encore des invariants lesquels peuvent, au reste, se reduire a des 
constantes. 

En particulier, on retrouve que les expressions tl.p.tl.vJ constituent 

bien ~ n(n + 1) parametres differentiels du second ordre, distincts. 

5· Cela etant, dans la determination des invariants d'une multiplicite 
M, on trouve, ou bien seulement un nombre fini d'invariants, ou bien 
un nombre d'invariants qui croit sans limite avec l'ordre. Construisons, 
dans ce cas, les n parametres tl. 1J, A 2J, ... , AnJ, et soit K l'ordre le 
plus eleve des derivees qui figurent dans leurs coefl:icients: la determination 
des invariants d'ordre au plus egal a K' J~' ... 'J;.' ... ' Jf' ... ' JffK, se 
fait en meme temps, de sorte qu'on a entre M et ses transformees M', 
les relations: 

(9) (h=l 1 21 ... 1 K) (i=I,2, ... ,p.K) 

De celles d'ordre K, on deduit, a l'aide des parametres differentiels, les 
suivantes, d'ordre K + I: 
(IO) 

Le .nombre de celles-ci qui sont independantes, entre elles et des relations 
(g), est egal, avons-nous vu; au nombre des fonctions distinctes d'ordre 

K + 1, que l'on peut former avec les derivee.s dJf, et ne pourrait 
dy. 

s'abaisser que si les parametres differentiels A..J cessaient d'etre inde
pendants en vertu des relations (g), c'est-a-dire en raison des valeurs que 
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t Ml . 'tJO JO JK JK N prennen sur , es mvar1an s 1 , ••• , ~'-• , ••• , . 1 , ••• , flK' ous 

supposerons qu'il n'en est pas ainsi. 
Alors les equations d'ordre J( + I, entre M et M', comprennent les 

equations (ro), et s'il y a lieu, un certain nombre d'autres, fournies par 
des invariants distincts des precedents. On proceaera de meme pour les 
invariants suivants d'ordre K + 2, et ainsi de suite. A partir d'un 
certain ordre l, tons les invariants d'ordre superieur s'obtiennent en effec
tuant les operations invariantes, une ou plusieurs fois, sur ceux d'ordre l. 

La chose s'etablirait de la meme maniere qu'il a ete demontre que 
tout systeme d'equations aux derivees partielles est necessairement limite. 
C'est aussi ce qui resulte du meme fait, etabli dans le cas ou on applique 
le procede par differentiation, ce qui revient a substituer aux parametres 
A. 1J, A.

2
J, ... , A.nJ, un systeme particulier de n autres parametres, 

fonctions lineaires, et, en general, distinctes, des precedents. Par suite l 
ne depasse certainemcnt pas l'ordre le plus Cleve des invariants du systeme 
complet. 

On n'est arrete, dans ces operations, que si la formation des in
variants jusqu'a l'ordre l devient impossible, ou si les parametres diffe· 
rentiels cessent d'etre independants. Ceci ne se presente que dans le cas 
oi:t M satisfait a des equations invariantes bien deterwinees, cas que nous 
laisserons d'abord de cote. 

6. Supposons main tenant, qu'une telle multiplicite generale. M cHant 
donnee, elle ait a invariants d'ordre 0', J1, J2, ... , Ja, s'exprimant en fonc
tion des autres invariants d'ordre 0' et d'ordre inferieur: I 1 , 12 , ••• , lp: 

Les multiplicites M', transformees de M, satisfont aux memes relations 

(II'} Ji - 5"!1 ( li , I~ , ... , If,) = o , ... , J~ - 50 a (I~ , I; , ... , If,) = o. 

Or, au systeme d'invariauts distincts 11, ... , frn J1 , ... , Ja, ct. a ceux 
qu'on en deduit A.1J 1 , ••• , A.nJa, on peut supposer substitue celui des 
invariants aussi distincts 11 , ••• , lp, J1 - 501 , ••• , Ja- sea, et ceux qui 
s'en deduisent A.1(J1 - scJ, ... , tl.n(Ja- sea)· En vertu de (rr), ces 
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derniers sont tous nuls sur M, de telle sorte que M' satisfait aux 
equations: 

(12) (v=l 12, ••• ,n) (i=l,2, •.. ,a) 

Mais ces equations sont satisfaites pour toute solution du systeme ( 1 1'), 
dont elles sont des consequences par derivation: en effet, le systeme (1 1') 
n'entrainant pas la dependance des parametres a;J', on sait que les equa
tions (1 2), d'ordre d + I, forment Un systeme equivalent a celui que 
l'on obtient en differentiant les equations (I I'). 

D'apres cela, si tous les ~nvariants de M, d'un ordre ;.,, egal ou 
superieur a l, sont tous fonctions des invariants d'ordre inferieur a )., il 
suffit, pour exprimer que tous les invariants de M' satisfont aux memes 
relations que ceux de M, d'ecrire les equations (I I') jusqu'a l'ordre )., 
equations parmi lesquelles il peut d'ailleurs y en avoir un certain nombre, 
qu'on sait reconnaitre, de la forme: 

et qui sont des consequences des autres par derivation. I1 en resulte, en 
egalant entre eux les invariants distincts 1

1 
, 12 , ••• , I1, de M et JJI', 

que tous les invariants de M sont egaux respectivement a ceux de M'; 
et par suite, comme on l'a deja etabli, ces conditions sont suffisantes pour 
que M' soit homologue de M. 

Quant a la correspondance entre M et l'une des solutions M' de ce 
systeme (I 1'), elle fait correspondre a un point quelconque de M, un 
point determine de M' ou une infinite de points, suivant que le nombre 
(1 des. invariants distincts est egal ou inferieur a n: et, une fois fixe ce point 
de M', la correspondance est completement determinee. 

Enfin, comme il y a au plus n invariants distincts, l'ordre )., qm 
est au mains egal a l, est au plus egal a l + n- 1. En resume: 

Theoreme II. Dans le cas ou une multiplicite a n dimensions admet 
relativement a un groupe de Lie, un nombre illimite d' invariants, on peut 
toujours construire et un systeme d' invariants d' un ordre minimum l, et un 
systeme de· n parametres dif{erentiels, lineaires et homogenes, du premier ordre, 
q_ui, appliques aux invariants precedents donnent tous ceux d'ordre superieur. 
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Les multiplicites M', homologues d'une multiplicite generale donnee, M, 
sont definies par un systeme d' equations aux derivees partielles obtenu en 
exprimant que leurs invariants d'un ordre .A, au moins egal a l, et au plus 
a l + n - 1, sont lies par les memes relations que ceux de M; et la ou 
les correspondances qui rattachent l'une d'elles a llf s'obtiennent en egalant 
les invariants distincts de M aux invariants correspondants de M'. 

7· Les multiplicites particulieres, pour lesquelles ce qui precede nc 
s'applique pas, se partagent en un nombre fini de classes, chacune d'elles 
etant definie par un systeme bien determine d'equations invariantes. L'etude 
de chaque classe se fait, comme on l'a vu (2e partie, ch. I), de la meme 
maniere que celle des multiplicites generales. On est conduit a repeter 
sur elle les memes subdivisions, les multiplicites de cette classe possedant, 
les unes un systeme d'invariants que l'on saura former, les autres etant 
de:finies par de nouvelles equations invariantes. Pour ces dernieres, il faut 
continuer de la meme maniere. Cctte suite de subdivisions est d'ailleurs 
limitee, et on arrive necessairement a des classes ne se partageant plus, et 
ayant ou n'ayant pas d'invariants: dans le cas contraire, on aurait en effet 
des multiplicites satisfaisant a des equations invariantes formant un syst{mle 
illimite d'equations aux derivees partielles. 

8. Application. La theorie des surfaces applicables nous donne une 
application des principes precedents, en meme temps qu'un exemple de 
calcul d'invariants a l'aide des transformations in:finitesimales. Nons con
siderons un ds 2

, rapporte a ses coordonnees symetriques: 

ds 2 = 2J.dxdy. 

Cette forme n'est pas alteree par les transformations: 

x' = X(x), y' = Y(y) 

lesquelles forment un groupe de LIE, dont les transformations in:finite
simales sont: 

iJx = - e(x)ot, o!J = - YJ('!J)ot 

Oll X et e sont des fonctions arbitraires de X seulement, y et 7) de y 
seulement. 
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A est une fonction de x et y, dont la transformation infinitesimale 
est donnee par l'equation: 

ou 

(14) o"A = A ( ~· + '7') at. 

On a a chercher les invariants du groupe de transformations (I3) 
et (14)· Nons poserons, St' etant une fonction quelconque de X et y: 

Les derivees d'une telle fonction sont transformees de telle sorte que la 
relation: 

reste invariante, ce qm donne: 

" d \\ + '"t 0 St'ot = dy 0 St' SCot '7 ° 

' d d 1 t d d' 0 

I 1 ou dx et dy representen · es eriVees tota es. 

Pour l'ordre zero, on a l'equation invariante ;. = o, dont la significa
tion est banale. Nous supposons done ). =f: o, et posons A = ew, ce qui 
donne: 

om = (~' + 'l')o"t, 

Q(t)Ol = ('/" + (t)Ol '/')at, 

d'ou un premier invariant du second ordre (courbure totale): 
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Pour les ordres superieurs, nous ne conservons, des derivees de w, 

que celles de la forme wno et Won, et substituons aux autres les derivees 
de a. Ceci donne, pour le troisieme ordre: 

\\ t::.l "t 
OGtl o = otl o c; 0 ' 

Les coefficients de ~', ... , ~~v , YJ', ••• , YJ 1
v donnent ainsi, pour ]a determina

tion des invariants, jusqu'au 3m~ ordre, un systeme de 8 equations a 10 

mconnues; ces equations sont independantes, car elles se reduisent a: 
~r ~r ~r ~r ~r ~r 0=-=-=-=-=-=-, 

~Wso ~Wos ~W20 ~W02 ~WlO CWOl 

~r cf ~r - + w - + Gt - = 0. cw 11 ~w 01 ~a 11 01 

Elle cessent d' etre distinctes, seulement dans ]e cas de 

equations qui forment ainsi un systeme invariant. Elles definissent des 
surfaces particulieres, savoir: 

a= const. 

On voit immediatement que ces surfaces n'ont pas d'autre invariant que oc. 
Pour les autres, on trouve deux invariants, oc, et un autre: 

Pour le 4 me ordre, il faudrait prolonger les equations (Is), en y 
ajoutant les 5 elements du 4me ordre, W 40 , Gt~ 0 , Gt11 , a02 1 w04 , ce qui }aisse 
evidemment ces equations independantes, et leur ajouter les deux suivantes, 
provenant des coefficients de ~v et Y)v: 

lesquelles sont independantes entre elles, et des precedentes. On trouverait 
done 3 invariants du 4me ordre, et, de la meme maniere, n- I invariants 
du n1~me ordre. 
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Pour les determiner, construisons d'abord les parametres differentiels. 
J etant un invariant, on a: 

N ous prendrons les deux parametres: 

qui ne sont pas symetriques, mais qui tombent en defaut seulement dans 
le cas de a

01 
= o: dans ce cas, il suffirait de recourir aux parametres 

1 w J. t J10 ana ogues e- a10 • 01 e -· 
a1o 

Nous remarquerons que: 

Ax AyJ -· Ay AxJ = - e-w[::: JOI + (:::- Woi) JJO] 

ce qm met en evidence. deux invariants du 4me ordre: 

On en connait, en outre, deux autres: 

lesquels sont lies aux precedents, comme cela doit etre, par une relation: 

On a ainsi 3 invariants du 4me ordre, Axf3, A.J1 et r qui constituent des 
fonctions distinctes, respectivement, de a20 , a1 P et a0 2 • Leurs derivees 
du q1~me ordre donnent q + 3 fonctions distinctes des q + 3 derivees 
d'ordre q + 2 de a; en repetant sur elles, une ou plusieurs fois, les 
operations AxJ et AyJ, on forrnera done q + 3 invariants distincts d'ordre 
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q + 4, c' est-a-dire, to us les invariants d' ordre superieur a 4; le nom bre 
l est ici egal a 4· 

Cela pose, considerons d'abord une surface generale M, qui n'annule 
done pas a01 (ce cas se traiterait de la mernc rnaniere). Si ses invariants 
a et f3 sont distincts, les invariants du 4me ordre D..xf3, D.. 11 f3, r seront 
fonctions de a et (3: 

(I 6) r = fa(a' f3). 

Toute surface M', transforrnee de M, est alors definie par les equations 
(I 6) qui suffisent, et les correspondances, en nornbre fini, entre Met M' 
sont donnees par: 

I a = a, f3' = f3· 

La troisieme equation (I 6) est, au reste, une consequence des deux prece
dentes, en vcrtu de l'identite: 

qui donne {3 connaissant {
1 

et {
2

, car !'expression: 

ne s'annule que si a et fi ne sont pas distincts. 
Si M est telle que f3 et a ne soient pas distincts: 

(I7) f3 = f(a) 

D..xf3 et D..vfi sont auss1 fonctions de a: 

D...'Cfi = f( a). f'( a), 

et il en est de meme des 3 invariants du sme ordre, D.. X D..xf3' D..y D..xf3' 
D..yD..yf3· Sir est distinct de a, le 4me invariant dn sme ordre, D..Yr' est 
alors fonction de (X et r: 

Les multiplicites (M') sont, dans ce cas, definies par les equations (I 7) 
et (I 8), la correspondance etant don nee par 

a' = a, r' = r· 



Sur les invariants differentiels des groupes continus de transformations. 59 

Si, en rneme temps que (3, r est fonction de a: 

les 3 invariants du 4me 
equations (r7) et (19)· 
par la seule relation 

r =if( a) 

ordre sont fonctions de a; M' est detinie par les 
lei, il y a une infinite de_ correspondances donnees 

a'=a, 

un point x
0 

, Yo de M pouvant correspondre a tout point x', y' de M' 
satisfaisant a !'equation 

a'(x'' y') = a(xo' Yo)· I 

TROISIEME PARTIE. 

CHAPITRE I. 

Calcul des invariants. Formes reduites. 

I. Le calcul des invariants peut etre facilite sou vent. par !'applica
tion d'unc nouvelle notion, celle de forme reduite d'une' multiplicite, rela
tivement a un groupe de LIE. 

Considerons un element particulier E
0 

d'une multiplicite M, c'est-
, d' t' d - 1 00 00 10 10 Ko KO a· 1re, un sys erne e va eurs z1 , ••• , z,. , z1 , ••• , zp, , .•• , Z1 , ••• , zPx, ••. , 

des variables independantes, des fonctions et de leurs derivees; et re-

1 Si l'on admet, ce. qu'on verra dans la suite, que les invariants consideres sont 
les memes que ceux que l'on aurait, en prenant un ds' sous sa forme generale 

on retrouve ici la solution du probleme suivant: reconnaitre si deux surfaces sont appli
cables. Cf. DARBOux, Theorie generale des surfaces, t. III, liv. VII, chap. II. 


