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DEUXIEME PARTIE.

CHAPITRE 1L
Invariants et équations invariantes.’

1. Etant donnée, dans un espace R, & r = n + p dimensions, une
multiplicit¢ M, & » dimensions, définie par p fonctions z,,2,,...,2, de
n variables indépendantes y,,9,,...,%,, je me propose d’étudier les rela-
tions qui existent entre M et les multiplicités qui s'en déduisent lorsqu'on
effectue sur 'espace R, les transformations d'un groupe de Lig, multi-
plicités que jappellerai homologues de M par rapport & ce groupe.

Les # étant les coordonnées d’'un point quelconque de R,, et les o’
celles d’un point de l'espace transformé R, les équations de définition du
groupe définissent les 2’ en fonction des x: il peut d'ailleurs se faire que
les transformations du groupe portent seulement sur un nombre moindre
m de coordonnées, les »r — m autres n'étant pas transformées: cela revient
a considérer un groupe & m variables, %, ,4,,..., %, comme gétendant &

r — m variables de plus, %,,,, ..., #,; il suffit d’'ajouter & ses équations
de définition les suivantes:

Tpgl = Lpgry « + 0y B =021,

et celles qui s'en déduisent par dérivation.

La multiplicité M est domnnée par I'expression de p des coordonnées,
savoir:

21 = &yt1s 52 = Lpgay - -y ‘zp =X,

en fonction des # = r — p autres:

(I) yl = xl’ y2 =x2’ L R yn=xn'

' Ces deux termes ont ici le sens des expressions souvent employées de invarianis
absolus, et tnvariants relatifs.
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Alors, en transformant R, en R,, p coordonnées, 2, 2, ..., 2, sont fonc-
tions des » autres y{,%;,...,¥,, et représentent la multiplicité trans-
formée M':

o ’ ’

4 = xf'a+1) Z; = m;+27 o o0y By =10y,

(2)

#

hn

’

7 r
1y Yy = %q, ey Y=210,.

I

Comme nous l'avons déja fait, nous classons les équations du groupe
guivant 'ordre, et nous les considérons jusqu'a un ordre quelconque K:

(3) Walto, s ooy @y By ey Bhyonny &f

121583, voeyBr
*=12,..,0) (Htagt..Ha—=K)

y. o) =20

ou encore, en les prenant sous forme paramétrique:

(4,) T = @By yeees By M yeeny A) (=1,2,0007)

’ — 0 0 1 D} K—1 K1
(AK—I) i 0,05 000 = ?i,a,,ag,...,ar(wl y veey Zpy Aly seey Asoi 13 veey As,’ ey Al PERXS AEK—I)
(i=1,2,...,”) (ot azt..Far=K—1)

’ _ 0 0 K—1 k-1 K K
(-AK) L0055 00r = S"-i,a,,a,,...,a.(zcu ey @y Ay aeey Asoi s ATy Asx_ly 1900y )‘sK)-
(E=12,...,1) (m+at...tar=K)

Je ferai remarquer que, pour chaque ordre K, le nombre e, des
paramétres A<, ..., AX dépend seulement du nombre m des coordonnées
L, y..., %, les seules transformées, et reste le méme quel que soit le
nombre r — m des autres.

Cela posé, si, dans les équations (2), on remplace les &’ par une
solution quelconque de (3), on obtient:

y;=f1(y1}"'; Yus Bys coes &p)y ooey 3/;';==fn(y1, vy Yny By eney zp)

Zi =ﬁ:+1(y11-“7?/m517--"5p ) ey z;’;=fr(.7/1, veey Yns Bygeeny zp)‘

(4)

Ces relations représentent un changement simultané de variables et de
fonctions, qui met la multiplicité M sous la forme M’. Or, clest un
résultat bien connu de la théorie du changement de variables que les
dérivées des 2/ par rapport aux y peuvent s’exprimer en fonction des
dérivées des z par rapport aux y, et des dérivées des fonctions f; et
que de plus, les dérivées d'un ordre quelconque K des 2/, s'expriment
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en fonction des dérivées d’ordre K et d’ordre inférieur des z et des f.
Ceci tombe en défaut dans le cas seulement on la transformation est telle
qu'il y ait une relation identique entre y;, y;,...,y,, ce qui se produit
lorsque le déterminant des expressions:

(iy=1,2,...,m)

Vo oy L L 0sp oy

ou les f ont les valeurs (4), est identiquement nul. Ceci n’a évidemment
lieu que pour des multiplicités déduites de M par des transformations
particuliérés, n’ayant pas lieu dans le cas de M elleméme. Je laisserai
de coté, pour linstant, ces multiplicités particuliéres.

Alors, 'si T'on désigne par 2, 25, ..., 25 les p; dérivées d'ordre K
des z par rapport aux y, et par 2%, 7%, ..., 2, les dérivées correspon-
dantes des #'; puis, si 'on remarque que les dérivées partielles des fonc-
tions f ne sont autre chose que celles des 2’ par rapport aux z, lesquelles
satisfont aux équations (3), on aura les relations suivantes, données par
Uopération du changement de variables et de fonctions (4):

(B)) = By By )
(tagt..Far=1) (E=12,..,m)

. . . .. . . . . . . . . . .

'K WK1 1 K K ’
(BK) & = ¢i ('zl’ MR 'gp,’ ey @y ey sz! ey xj,a;,%,...,m’ . ')
(+at..+tar=<K) (t=1,2,..05)

Ces formules deviennent, en remplacant les ;, , . par les valeurs

quelles ont en vertu des relations (4), et par une extension de la
notation, suivant laquelle gy, ..., 9,,4, ..., 4 sont représentés par

Ayueis @y (0 =n+p=r):

% RS 0 1 1 30 0 31 1 -
(01) & _‘wi(zu'”;'gpn,zl;-o-,zp”Al;'--’Aso,/Il’*")Ae,) (=1,3,..p1)

Y 1K =K(.0 0 K K 30 0 K KN, 4o
(Co) #* = &} (zl,...,zpo,...,zl,...,sz,/ll,...,).eo,...,Al,...,Asx), G=1,20p)

nous leur adjoindrons les suivantes, qui ne sont autres que les relations
(d4,) avec une notation différente:

(G,) 7' =a0 A, ..., 0,8, ..., A). (G=1,2,.0:100
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Cela fait, supposons que l'on puisse éliminer les A entre ces relations
(C): en général, on pourra toujours choisir, le groupe étant donné, I'espace
R, et la multiplicit¢ M, de telle fagon qu'il en soit ainsi, car le nombre
des paramétres 1 étant fixé, il suffit pour cela de prendre le nombre r — m
des variables #,.,,..., #, suffisamment grand.

Le résultat de cette élimination dépend de la multiplicité M, les 2
et leurs dérivées étant des fonctions données de y,,y,, ..., ¢.; il dépend
de Vordre le plus élévé des déterminants fonctionnels des seconds membres
des équations (C) par rapport aux A, qui ne sont pas identiquement nuls,
quels que soient ces A. Je supposerai d’abord que la multiplicité initiale
M soit la plus générale, a n dimensions, de I'espace R,, c’est-a-dire, qu’elle
ne satisfait & aucune équation aux dérivées partielles donnée a priori: en
particulier, si, dans les équations (C,), (C,), ..., (Cx), l'ordre des déter-
minants fonctionnels considérés, qui ne sont par identiquement nuls pour
toutes les valeurs des arguments 27,...,2,..., 25, ..., 25, est égal &
Sk, ces déterminants d’ordre sy ne s’annulent pas, lorsqu’on y remplace
les 2z et leurs dérivées par leurs valeurs en fonction de y,, ..., ¥,, dé-
finies par la multiplicité M. En d’autres termes, M est telle que I'on
puisse résoudre les équations (C,), (C,), ..., (Cy) par rapport au plus
grand nombre possible de paramétres A°, A', ..., A%

Dans ces conditions, I'élimination se fait par voie progressive. D’abord
on élimine, si c'est possible, les A° entre les équations (C,), puis les A° et
A' entre les équations (C,) et (C,), ce qui reproduit en particulier les
équations obtenues dans lélimination précédente, et ainsi de suite. Le
résultat se présente sous forme -d’équations résolues par rapport A cer-
taines des quantités 2/, 2%, ..., 2% (2, ..., 2, par exemple, pour I'ordre
zéro, 2", ..., &}, pour le premier ordre, ..., 2%, ..., 2,% pour l'ordre K)
en fonction des autres 2'°, 2%, ..., 7% et des 2% 2%, ..., &5

10 0/ ,70 0 0 :
(Dy) & = G'i(z/lo+l""’z;’o’zl""’zzo) G=13t0)

N 1/,.,70 70 " 71 0 0 1 1 i on
D) Z' = Gt(zym,...,zpo,zm“,...,zpl,zl,...,zh,zl,...,z,,‘) (i=1,200tp)

'K K410 "0 'K 'K 0 0 K K .
(Dx) 25 = G (zﬂ0+,,...,zpo,...,z,LKH,...,sz,zl,...,z,,o,...,z,,...,sz) G=12 )

chaque fonction G ne dépendant que de dérivées d’ordre égal ou in-
férieur & K.
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Il est & remarquer que ce méme résultat aurait pu étre directement
obtenu sous la méme forme, sans passer par l'intermédiaire des équations
(4) et (C), par Yélimination directe des dérivées des «', ;, . . . entre les
équations (B) et les équations de définition (3), classées suivant les ordres
0,1,..., K.

Inversement, si M’ est homologue de M, toute relation différentielle
d’ordre K entre M’ et M est une conséquence des équations (D,), (D,),
..vy (Dy), si elle a licu quelle que soit ceite multiplicité homologue M.

Soit, en effet, cette relation:

0 Ul K K 0] 70 'K ’ —_—
Y CURPITE AN NN Y TRUREY ACUPREE A yeees @pt) = O.

A tout élément particulier de M, représenté par les valeurs numériques
de ses coordonnées, correspond un élément de M, dont les valeurs nu-
mériques sont données par les équations (C), ou les A, avons-nous vu, ont
des valewrs arbitraires. Ces deux systémes de coordonnées de M et de M,
satisfont, quels que soient les A, & la relation J = o. Celle-ci est donc
une conséquence des équations (C), ou encore, puiqu’elle est indépendante
des 1, des équations (D), qui se déduisent des (C) par I'élimination des A.

2. Ces équations (D) jouissent de propriétés remarquables. D’abord,
M pouvant étre i elleeméme son homologue par la transformation iden-
tique, elles sont identiquement satisfaites, quand on y fait, pour toutes les
valeurs des indices ¢ et K:

2K = 2.

Considérons ensuite deux multiplicités homologues de M, quelconques,
M et M”. D'aprés la propriété de groupe, M’ est aussi homologue de
M”. On verra plus loin que si I'on.substitue M” a M dans les équa-
tions (C), I'élimination des A se fait de la méme maniére. On peut donc
établir entre M” et M’ les mémes relations qu'entre M et M, savoir:

tho Ry 0 0 th 'h 110 210 1th 223
& = Gi('g/i‘ﬁ-l’""ng""’z/tn-{-l"")Zp;.’Zl 7'--)2,00 yeres ) 7"')3,7;; )

#1=0,0,2,..,K)  (i=1,2,...,3)
Celles-ci, comparées aux équations (D), donnent:

Al 410 0 1h h 0 0 h A

(5) GE(Z 01 eres 2y oo Zrgtseees By By cees Zpyyveey By uney Zp) N
8=y Lyeeey

. Gh(zlo ZI() .Z’h Z,h ZUO Zuo Z”h zuh $=1,2pe i

== BBty voy Bppr covs Bupb 1o s Fpaa F1 grees@p 9y @1 ey @p
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Cela étant, considérons les valeurs numériques de trois éléments
correspondants de M, M’ et M": elles satisfont & ces relations (5). Celles
de M et M" étant choisies, on peut prendre, pour celles de M, les valeurs
fournies par les formules (C), ou Yon attribue aux A des valeurs ar-
bitraires: cela revient a dire qu'on peut choisir arbitrairement les valeurs
[ R AMPPINN ASY AT TI A 5K 1y - .05 2,5, les autres coordonnées
étant alors données par les formules (D). Les relations (5), considérées
comme ayant lieu entre deux éléments correspondants de M et M”, ont
donc lieu quelles que soient les valeurs des #* qui y figurent: c'est dire

qu'elles sont indépendantes de ces quantités. Par conséquent si I'on pose:
(] 0 h h
ZiE) s oy By By, )
e h {0 0 A h 0 0 h h
== G (Cpprs e ovs Cogs vy Cogryenn, Chy@lyenesZoyeees@iyeesh)
ou les ¢ sont des constantes arbitraires’, les équations (5) se réduisent a:

(Y 0 h A\ ___ 1Zh(,110 110 1h )
ZHE s ey By s By ) =20, 8 8.

(h=0,1,...,K) (E=1,2,...ptn)

Elles ont lien quelle que soit la multiplicité M", homologue de M,
de sorte qu'on a aussi, entre M et M’:

(E,) VAL CH 1 = 2} ..., 2 =120 100
() By ey ) = 2oy 20y Aoy ) Gt
(Ep ZE@ s By 8l eens ) = ZE(2s ooy 2y ey 215, ey K)ol

Les fonctions Z, d’aprés leur définition, se réduisent respectivement
S »0 0 1 1 K KX ’ 3
B 2y eerZuy Aoy BuyseenyBlyery i, lorsquon y fait

0 K __ K
y e e .y 2 =02C

O  __ 0 0
fugtl = Cppt1s o o oy By = C Pk Px’

Il en résulte que les équations (E) sont indépendantes. Elles doivent en
outre étre des conséquences des équations (D); et par suite, elles forment
un systéme équivalent au systéme (D).

! Les valeurs des constantes ¢ sont asujetties seulement A laisser holomorphes les
fonotions Q.
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Ces fonctions Z sont appelées invariants de la multiplicité M, relatifs

au groupe de transformations considéré.
~ Je dis que, de plus, tout invariant d'ordre K, H(2],..., 25,0 s 2 eees 25

est une fonction des invariants Z},..., 2, ..., &5, ..., Z{, dordre K
ou d’ordre inférieur qui viennent d’étre obtenus.

En effet, d'aprés la définition de H, on aura, quelles que soient les
deux multiplicités M et M’ se déduisant 'une de Vautre par une trans-
formation du ‘groupe:

0 0 K K 70 ’0 1K ’
H(ly ooy 8y ey 28, 0e-s ) =H{'y o0y 8), .00, 8 yoeey Zph)

et cette relation, d'ordre K, sera nécessairement une conséquence des équa-
tions (D,), (D,), - .-, (Dx), ou encore, des équations (E,), (E,), ..., (Ex)-
En résolvant ces derniéres par rapport aux quantités z/, pour les porter
dans H(z®, ..., 20, ..., 4%, ..., 2%), il faudra donc que les 2* disparais-
- . - - . 0 0 K K
sent, ce qui exige bien que H soit une fonction de Z3,...,Z,,..., 21 yeres Ly o
De 14 cette proposition:

Théoréme I. Lorsquune multiplicité M, soumise aux transformations
d'un groupe de Lie, admet des invariants, ceux d'un ordre quelconque K ou
d'ordre infériewr sont fonctions d'un nombre limité d'entre eux; et ces derniers
peuvent se déduire, & Uaide de différentiations et déliminations seulement, des
équations de définition du groupe.

Toute relation - différentielle dordre K existant entre M et toute mulli-
plicité homologue M, est ume conséquence des relations obtenues en égalant
entre eux les inwvariants distincts d'ordre K et d'ordre infériewr, de M et de M'.

3. Equations invariantes. Dans ce qui précéde, on a supposé que
M était une multiplicité générale, de telle facon que l'on pouvait résoudre
les équations (C,), (C,), ..., (Cy) par rapport au plus grand nombre
possible de paramétres A% A% ..., A¥. Les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que ce nombre s'abaisse g'expriment par des relations ob-
tenues en annulant identiquement, quels que soient les A, les déterminants
fonctionnels d'un certain ordre des seconds membres des équations (C,),
(C),...,(Cx) par rapport aux A. On obtient ainsi un systeme d'équa-
tions, ou, plus généralement, plusieurs systémes distincts, les conditions
cherchées étant que M satisfasse 4 I'un quelconque d’entre eux.
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Soit done, Yun de ces systémes:
0 0 L1 1 K K\ __ . .
(6) (];(Zl y ooy Zp“ ) Zl y e ey zpl gy oo ey 21 g ey ZPK = O (7’_1'2”'”(’-1(}

et supposons que la multiplicité initiale satisfasse & ce systéme: jappelle
alors M, multiplicité particuliére, et je dis que toute multiplicité I, trans-
formée de M, satisfait au méme systéme (6), qui pourra étre appelé
systeme d'équations invariantes par rapport au groupe de transformations.

En effet, remarquons d’abord que 'élimination des A entre les équa-
tions (C,), (C,), ..., (Cx) donne dans cette hypothése entre M et M, cer-
taines relations différentielles dont le nombre est supérieur & celui que
Pon obtient dans le cas général, et n'est pas nul. Ces relations sont
d’ailleurs indépendantes, et se présentent sous la méme forme que les
équations (D): appelons-les (A}, (A,), ..., (Ap).

Cela étant, considérons une troisiéme multiplicité M”, homologue de
M et cherchons les relations .qui existent entre M’ et M”. Soient z,,
€y, ..., %, les coordonnées d’un point de M, zi,x;,..., «. celles dun
point de M’ et z;’, ..., x,/, celles d'un point de M”. Nous regarderons
M"” comme une représentation analytique nouvelle de la multiplicité A7,
obtenue en faisant le changement de variables indépendantes et de fonctions:

=fiw, Ly, e, ) G=1,2,007)

défini . par la transformation qui fait passer de M & M”. On sait (1%°
partie, ch. II) qu'on peut lui assoeier un changement de paramétres:

A{”‘sz(xl,...,xr, 1,...,)“ ---y)‘?w'-)Agh) (?:1],:2%’:.'.‘,5.")

de telle fagon que les équations qui se déduisent des (4) en substituant
comme coordonnées les z” aux @, s'obtiennent simplement, en remplacgant
dans (4) les « et A par les 2" et A” correspondants. Elles deviennent
ainsi:

(An) R ahxi ¢ (xn x ;1”0 R YZ11) 1th )uh
rra 1o 401400030 19°°*) r} L 2rresfigy gy 5oy A )
oxy a0, e *

(=12, E)  (E=1,2,...,7) (g +opt..Far=h)

D’autre part, le changement de variables et de fonctions qui met M sous
Acta mathematice. 18. Imprimé le 10 octobre 1898. 4
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la forme M”, donne les relations suivantes, analogues des (B) et ayant
nécessairement méme forme:

?ha;
u) 1h h ’r rr th 11h )
(B") 2 —~¢i<z,,...,z ey Bt et )
) y &1 3 Y “on 9 s " o )
' oxy ™ ... oz
(=1, ) G=1,20000p))

de telle sorte que M’ se rattache a 1" par les relations suivantes (C”)
qui ont encore méme forme que (C):

Yrr th __ »~=h 10 11Q rth rth 1o 10 ’ rrh [ K
((/) “ ““W(Zl yeers oy neey Bl oy ecey By Ay ey ‘507"'))‘1 )"'))Ls;.)' )

(h=0,1,...,K) (t=1,2,...,1)

Les relations entre M’ et M” s'obtiendraient en éliminant les A” entre
ces équations C”. Or, entre M et M, on a, jusqu'a l'ordre K, les rela-
tions indépendantes (A.), (A,), ..., (Ag); si, dans ces derni¢res on rem-
place les éléments de MM, par leurs valeurs, sous la forme M", elles de-
viennent des relations entre M’ et M”, (AY),(AY), ..., (AZ), qui
restent indépendantes, étant toujours résolues par rapport aux mémes
quantités z*. L’élimination des A entre (Cy), (CY), ..., (C¥) entraine
donc les relations indépendantes (A{), (A}, ..., (AY), et par suite,
(M) est telle que les équations (C”') ne sont pas résolubles par rapport
au nombre maximum de paramétres A, sans quoi, il ne pourrait exister
entre M’ et M’ qu'un nombre moindre de relations indépendantes.

Cette conclusion subsistant, quelle que soit ", homologue de 2, il
faut donc que le systéme (6) ou l'un des systémes analogues soit satis-
fait par M”, indépendamment des arbitraires dont dépend celle-ci; et ce
fait ne peut avoir lieu que pour le systéme (6) lui-méme, le seul qui
soit satisfait quand on prend pour M”, la multiplicité M elle-méme, qui
correspond & la transformnation identique. En particulier, on voit bien que
deux multiplicités homologues, sont ou générales, ou particuliéres, en méme
temps, résultat auquel nous avons fait appel précédemment (§ 2, page 22).

4. L'étude des multiplicités satisfaisant & un systéme invariant d'équa-
tions se fera de la méme maniére que celle des multiplicités générales.
Les coordonnées des éléments de pareilles multiplicités satisfont an systéme
(6), et, pour les ordres supérieurs, aux équations qui s'en déduisent par
dérivation. Ces coordonnées s'expriment donc en fonction d’un certain
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nombre d’entre elles, .ou de certains paramétres, pris comme nouvelles
coordonnées. On peut ainsi transformer les équations (B) et (C) de fagon
& n'y laisser figurer que ces nouvelles coordonnées. De 1a une seconde
classification de ces multiplicités, en multiplicités générales qui ne satisfont
a aucune équation nouvelle donnée a priori, et en multiplicités particulicres.
Pour les premiéres, l'élimination des A entre les équations (C) donne,
sil y a lien, des relations, analogues aux équations (E) entre des invariants
des deux multiplicités; les secondes sont définies par des systémes d'équa-
tions invariantes entre les coordonnées d'une méme multiplicité; et ainsi
de suite. Ces divisions et subdivisions ne peuvent d’ailleurs pas se pro-
Ionger indéfiniment: on ne peut concevoir, en effet, qu'il y ait un nombre
illimité de relations entre les coordonnées d’ordre K ou d’ordre inférieur,
ces coordonnées étant en nombre fini.

Cette classification effectuée, on est en mesure d’établir toutes les
équations aux dérivées partielles d'un ordre quelconque K et d’ordre in-
férieur auxquelles satisfont les multiplicités M, transformées d’une multi-
plicité initiale, M, donnée. D'abord, ces équations comprennent toutes
les équations invariantes auxquelles satisfait /. Quant aux autres, elles
sont satisfaites pour toutes les valeurs des quantités 2% 2%, ..., 2 don-
nées par les formules (C); elles sont donc des conséquences des équatipns
(E) (ou des équations analogues, quand I n'est pas une multiplicité gé-
nérale). Dans ces équations (E), les quantités 2° 2',..., 2% qui y figurent
sont des fonctions données des r variables indépendantes ¥, ,¥,, ..., ¥,
I’élimination de ces derniéres, si elle est possible, donnera enfin des rela-
tions de la forme suivante, auxquelles satisfont les multiplicités 2/

0 0 1 K KN
OZy ooy B0 2y B ZE o ZE) =0

ot les Z sont pris en fonction des quantités 2% 2%, ..., #/%.
On obtient ainsi toutes les équations cherchées, d’olt la proposition
suivante qui compléte la précédente:

Théoréme II. Etant donnée une multiplicité M, que Uon soumet &
toutes les transformations dun groupe de Lie, les multiplicités homologues M’
satisfont & des équations aux dérivées partielles qui sont de deux sortes. Ces
équations s obtiennent en exprimant pour les unes, que M satisfuit aux mémes
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systémes d’équations invariantes que M, pour les autres, que les in-
variants de M sont liés par les mémes relations que ceux de M.

Ces équations invariantes et ces invariants se déduisent d'ailleurs
par de simples différentiations et éliminations des équations de définition
dw groupe.

5. Remarque. Nous avons exclu de notre analyse, parmi les multi-
plicités A, transformées de A/, celles pour lesquelles u,y;, ..., y, sont
liées entre clles par une relation, et ne peuvent plus étre prises comme
variables indépendantes. Il est bien évident par raison de continuité, que
les invariants absolus et les équations invariantes ne cessent pas d’avoir
un sens dans ce cas.

En effet, les quantités y;, ..., 9., 2,..., 4, fonctions de y,, ..., y,,
Z ,...,2, ne cessent pas de représenter une multiplicité a » dimensions,
sans quoi, en repassant de M a M par la transformation inverse, on
trouverait que 3 a moins de » dimensions distinctes. Il est donc possible
de prendre comme variables indépendantes, dans A/, » quantités distinctes
parmi yi, ..., Yn, 41, ...,%,. Alors toute expression différentielle ou
Yi,-..,y, sont les variables indépendantes se transforme en une expres-
gion nouvelle ayant un sens bien défini. Les invariants et équations in-
variantes subsistent encore avec ces nouvelles variables, et, en particulier
dans le cas des multiplicités M’ qui avaient été précédemment exclues.

Par exemple, considérons, dans le plan, le groupe des rotations au-
tour de lorigine. Une courbe définie par une fonction 2, de y, admet
pour invariant

w__‘__.‘( ds z)

\/ (dz)’ dy

14—
dy/

qui représente la distance & l'origine de la tangente au point y, 2. Notre

analyse tombe en défaut, lorsque la courbe en y, z se transforme en une

courbe en ¥, ', pour laquelle on aurait ¥ = const. Mais, en prenant z
2 » ’ P
pour variable indépendante, l'invariant considéré devient:

I dy
=

4+ ()
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expression qui pour la courbe y’ = const. se réduit & . On a donc,
entre la courbe en y, 2z, et cette courbe particuliére qui est une de ses
transformées, la relation:

b= -
Vi ()

6. Exemple. Considérons le groupe des mouvements dans un plan,
dont la transformation générale est:

’

x; = a + x, cosa — T, sina,
%y = b+ x, sina 4 x, cosa
ou a,b,a sont des constantes arbitraires. Les équations de définition
(4) sont ici:
’ ’
wy == Ay Ty = Ay,
, ;s . o1, . a0,
—L = cosa, —— = — sina, — == gina, — = cosa
ox, oz, oz, ox,
les dérivées d’ordre supérieur étant toutes nulles, A , 4, et a étant trois
parametres arbitraires.
Effectuons ces transformations sur une courbe définie par une fonc-
tion # de y; la courbe transformée sera définie par une fonction 2’ de y’
en posant:
y =z, 2 =uw,,

y,= Ty 7= x,
et on a:
3z, o, ds
dZ _ow, " om, @y
dy x| ox, dz’

En tenant compte immédiatement des équations de définition, ceci donne,
comme équations (C):

. dz
sina 4 cos a Efy_
1

(@) =

. dz
CO8 ¢ — gina——

dy
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et, pour le second ordre:

L)

dx, 9xy Bk, °x\ diz dz
o o Gwmma)w &
2 ay (_a_x_; + or, d‘i)B (cos a — sin adi>3
oz, oz, dy dy,

La premiére équation donne:

1

dz\*\2

.odz dz (1 + <—> >
COSa—smad—” sin ¢ +-cosa@ dy

I = d_Z; = . + <dzl)2)%
dy dy

de sorte que 'élimination de a donne:

(D)

équation qui se met sous la forme:

(5) (r+ @) ) =G+ )

o l'on voit apparaitre linvariant bien connu, donné par la courbure
de la courbe.

Le calcul tombe en défaut dans le cas ou (C,) n'est plus résoluble
par rapport a a, c'est-a-dire, lorsque on a:

coSa — 8in a4 —

? /de .odz\? . dz\* 1
@(@) = [(cosa——smaOTy) + <sma -+ cosa@) J———-——-&Z—y
dy

§a — sin d—z~>’_
(coa 8 ady
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, . dz\? , . , . . s
I’équation 1 4 <£> = 0 est une équation invariante, qui entraine

2\ 2
bien 1 4 <%> = 0: elle représente les deux systémes de droites isotropes

qui jouent donc le rdle de courbes particuliéres par rapport aux trans-
formations considérées.

7. Application. Reprenons les équations de définition d'un groupe
de transformations, entre les m variables z ,z,,..., 2, et leurs m fonc-
tions «},®;,..., 2, Adjoignons-leur m nouvelles coordonnées, mnon
transformées, en posant:

’

’ ’

(7) Wy = Uy, Wy == Ugy « « 2 5 Uy = U,
et faisons porter la transformation sur une multiplicité définie par les m
fonctions «,, #,, ..., x, des m variables indépendantes wu, , u,, ..., u,.

La théorie générale, reprise sur cet cxemple, montre que les équa-
tions (C) comprennent, en outre des équations (7), d’autres équations ex-
primant %, x5, ..., %, et lears dérivées par rapport a w;, u;, ..., u,,
en fonction des parameétres A, des fonctions z,, z,, ..., z,, et des dérivées

I 19 Y9 ? Ym?

de celles-ci par rapport & w,, u,,...,u,, ces expressions étant en outre
indépendantes de wu, , Uy, ooy Uy

Il en résulte que les équations (F) sont, dans le cas d'une multi-
plicité initiale géuérale, de la forme:

I3

U; = Uy, (@=1,2,...,m)
0 ’ ’ N (il .
Sy, 05,0y x0) =Ji(@,, 2., ..., 2,) =12, tt0)
s ’
JN ’ o1 3Ly, ath
iAW1y ey Ty oo oy PRI ray Tam?
DUy QUL v ee DUy,

Yl Ny

= Jf"(a: R e AL TT  SE

I » Ymos ’ 3 ’ P am ? )
Ot i oy L™

ou les invariants J sont indépendants des variables u,, ..., u,.
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En particulier, supposons que la multiplicité initiale M soit la
suivante:

x1=u m T Upe.

Alors si

X = [, Tyyer vy ) d=1.2,..,m)

définit la transformation générale du groupe, la multiplicité M sera:

a; = fi(ul, wyy ooy up). (i=1,2,...,m)

M ne cesse d'ailleurs pas d’étre une multiplicité générale, car alors les
équations (C) se confondent, & la notation prés, avec les équations (4):
et celles-ci sont résolubles par rapport a tous les paramétres A, sans quoi
ces paramétres cesseraient d'étre essentiels. D’autre part, I'élimination,
entre les équations (E), des varjables indépendantes w, , w,, ..., u, de M
est immédiate, et par suite, I’ satisfait, jusqua l'ordre N, aux seules
équations suivantes, qtﬁ sont donc, sous une autre forme, les équations
de définition du groupe:

0f ’ ’ 0 .
Sy, xy, o2 =, x5, ..., 1) (E=1,2,...p0)
a7, o, L 1
J} <:c’ U e — ... = (L, Xy, X,) G=12.p)
(8) 1 1 b m ! ax‘ 3 3 axk ) 2 a.Tm 1,( 1? 9 b m)
N ’ ’ 7 N . n
Ji (xl A I m’i,al,ag,...,am y ') == aé (x1) wg? et mm) G=1,2,....5)

ou les a représentent ce que devienment les J quand on y fait:
r r oo
Ty = %y, Ta = T3, =+ . « 5 Ty =17,

Done:

Théoréme III. Les équations de définition des transformations dun
groupe de Lie s'obtiennent en exprimant que certaines fonctions J, de x;,
voo, @, et de lewrs dérivées par rapport & ..., %, sont identiquement
égales aux expressions qu'on en déduit em y attribuant aux x' les valeurs
quelles ont pour la transformation identique.
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Ces invariants J jouent un rdle capital. On vient de voir qu'ils
restent inaltérés si on effectue sur les 2’ un changement de fonctions
défini par une transformation du groupe; d'oul en se reportant au
théoréme IV (1*° partie, ch. II):

Théorédme IV. La condition nécessaire et suffisante pour quwune trans-
formation appartienne aw groupe défini par les équations (8) est qu'elle laisse
invariantes les expressions J, quand on effectue sur les «' un changement de
fonctions défini par cette transformation.

CHAPITRE IIL

Les invariants et équations invariantes, définis a Uaide des
transformations infinitésimales d’un groupe de Lie.

1. Considérons les groupes, dits & wm paramétre, dont les trans-
formations dépendent d'une seule constante arbitraire. Sil y a n va-
riables, les équations de définition comprendront #» — 1 équations d’ordre
zéro, de la forme:

J;(w; s &gy ey .’B;) = L(xl y Lyy o vy xn) (i=2,3,.m)

ou les » — 1 fonctions Ji(z,, 2,, ..., 2,) sont distinctes entre elles et de
l'une au moins, &, par exemple, des variables «,, x,, ..., z,. Pour les
ordres supérieurs, il y a autant d’équations que de dérivées.
En posant:
X =Jd(=x,2,,..., 2,

Xi=Jw, x5, ..., 2)

(i=2,3,...,n)

la transformation générale du groupe sera donc de la forme suivante:

x, = flz,, X;,..., X,, q)

n

X = X

i )
Acta mathematica. 18. Imprimé.le 10 octobre 1898. 5

(i=2,3,...,n)
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avec la constante arbitraire a. La premiére équation peut étre résolue
par rapport & a:

(1) o@,r,X,..., X))=a
et la fonction @ sera telle que l'équation (1) combinée a:
(2) o, 2z, X, ..., X)=10

entrainera:
!
o', 2, X, ..., X)) =c,

¢ étant une nouvelle constante, et cela, quelles que soient les constantes
a et b. Ceci veut dire que les équations homogénes en dw, , dz;, dzy

@, 2,) gy 0, aw(xl, 2 g

= Q0
oA z, 1 ’
aw(x;l xl) (xl xl)
— " dy ——’——d 1 =0
) + o, ’
dw (xl $

)d ”+3w(x"x)dx =0

l

sont compatibles quels que soient z,, 2;,#’. D’ou l'identité:

P (x; ’i;) sz, x,)
oy oz, , x,) 3 YA -Bw(x; XA o
dw (), x;) o, w(z, z,) o,
o, ox,

1

Cette identité subsistant si on attribue & z; une valeur numérique quel-
conque, la fonction w(zi, #,, X,,..., X,) satisfait donc a une équation
de la forme suivante:

3w = ©

oz,

, 9
¢(x17X2’°")Xn)a_;v;+ ?(wl’X27""Xn

et par suite, 'équation (1) peut s'écrire:
J@, Xy oo, X)) —Ji(x,, X;, .00, X)) =t

ou ¢ est une nouvelle constante, fonction de a.
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oz, %, X,,..., X,) dépendant nécessairement de 2| et de z,, il
en est de méme de J (z,, X,,..., X,) relativement & x, et, par suite,
en posant:

X =J(x,X,..., X,), X =y, X5, ..., X)),

X, X,,..., X, seront indépendants, et on a:
X; = Xl + t.
Done:?

Théordme I. On peut, par un choix convenable de coordonnées, mettre
la transformation générale d'un groupe de Lie ¢ un pargmétre sous la forme:

(3) X;=X1+t) X;=X27 v ey X;c= n

on t est une constante arbitraire.

2. On retrouve ainsi une des propriétés, aujourd’hui bien classiques,
des groupes & un paramétre. On pourrait en déduire les autres. Je
remarquerai seulement, que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction f(X , X,,..., X,) soit un invariant de ce groupe, est
que Y'on ait

?
 —o.
X,
En retournant aux coordonnées z,,x,,...,%,, on trouve:

%zél(ml,w25...,xn);£+ R En(xl,xg,...,xn)%,
expression qu'on représente par Xf.

La transformation (3), pour &= o, est la fransformation identique;
pour ¢ ayant une valeur infiniment petite of, elle est dite {ransformation
infinitésimale, et attribue 4 une fonction f(z,, #,, ..., %,) un accroissement
dont le premier terme est précisément Xf. d¢.

' Lie, Theorie der Transformationsgruppen, I, chap. 3, p. 49.
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Le symbole Xf caractérise complétement la transformation infinité-
simale et son groupe 4 un paramétre.

La condition pour qu'une founction soit un invariant du groupe est
qu’elle satisfasse & 'équation

Xf = o,
et, de méme, pour qu'un systéme d’équations:

f1=0, f2=0, ce., =0,

admette les transformations du groupe, il faut et il suffit que ce systéme
entraine:

Xf, =0, Xf,=o0, ..., Xf=o.

3. Ceci rappelé, nous distinguerons, avec M. Lig, entre une ¢rans-
formation infinitésimale, ainsi déduite d’'un groupe & un paramétre, et une
transformation infiniment petite:

(4) wi=wx+ . & ,x,,...,2,)F ot e, mp,...,2) + ...

ou les termes d’ordre supérieur au premier n'ont pas avec ceux du
premier ordre la méme dépendance que dans une transformation infinité-
simale, et ne sont pas nécessairement déterminés par eux.

Pour exprimer qu’une telle transformation (4) appartient au groupe
de Liz défini par les équations (8) du chap. I, adjoignons aux formules
(4), les suivantes qui s'en déduisent par différentiation:

z%=sm+o“t.% |
. €y = O pour ¢ =
(s) o = 1

’ A .
wi,al,az,...,an - Ot . Ei,a,,ag,...,a.. + ey

* Ib., ch. 7, p. 108. Le systtme d’équations est supposé ne pas annuler tous les
déterminants fonctionnels d'ordre I de f,,/, - -+ fi-
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on trouve aingi, en écrivant que les' équations de définition sont satis-
faites, jusqu'aux termes du premier ordre, que les & sont assujettis aux
seules relations suivantes, linéaires et homogénes par rapport aux & et a
leurs dérivées:

0
Z <9_J_f) . E =0 E=1,2,...,10)
- \3%; /o

J

QJé) od’; 3

— . / e — =0 (G=1,2,...,44))
Z <9xj osj + Z ox; oy * ”l
J stk —

(6) 0,/ o

VA oIy .

7
axj,al,ag,...,an

ou l'indice inférieur o indique que I'on prend les valeurs des dérivées
des J pour

’
ax}‘ — Shee et wjzaham"-)an = 0.

= &,

A un autre point de vue (chap. I, théor. IV), il suffit aussi d’exprimer
que la transformation (4), ou les &’ et les x sont deux systémes de n
fonctions des mémes variables indépendantes w,, u,, ..., u,, laisse in-
-variantes les expressions J°, J, ..., J¥, fonctions des z et de leurs déri-
vées par rapport aux . En calculant, & I'aide de (4), les expressions
des dérivées des #/, les termes du premier ordre obtenus sont les mémes
que ceux qui se déduiraient d’'une transformation infinitésimale entre les
x et leurs dérivées par rapport aux u:

of - of
X =Y 6L 4t Y g
f - El or; + + St,al,@,...,% ax{,a,,az,...,an
ou l'on pose:
_ ain
U Ul ... dul’

wi,a,,az,...,an

Les & ..., sont des fonctions bien déterminées, lorsque les & sont don-

n



38 Ar. Tresse.

nés, des z et de leurs dérivées, et X™f n'est autre chose que la frans-
formation prolongée,’ jusqu'a Vordre N de

Les & sont donc assujettis & satisfaire aux identités suivantés, par rapport
aux z et leurs dérivées:

X' =0, XOJ'=o0, ..., X®J¥_o.
7

Or, ces mémes relations expriment que les J admettent la transformation
infinitésimale Xf, et par suite, son groupe & un paramétre.

Le raisonnement suppose d'ailleurs seulement que les & sont, dans
(4), les coefficients des termes d’ordre le moins élévé. Donc:

Théoréme II. Etant donnée une tramsformation infiniment petite @'un
groupe de Lie, la transformation infinitésimale définie par ses termes dordre

le moins élévé, et som groupe & un paramétre apparticnnent aussi au groupe
de Lie?

Soit cette transformation infinitésimale, ayant mémes termes du
premier ordre que (4):

Zy=1m; 4 . &(x, , 2,0, %)+ ... (=1,2,...m)
on aura:

x=1u, 4 0t*. 6,(x,, 2,5 ..., %)+ ...

ou en exprimant les seconds membres en fonction de z,, 7,, ..., &,:
- s _ _
w, =a; + 0*. ,(x, , Tyy ..., T) F ..

Pour les mémes raisons que tout & I'heure, la transformation infinitésimale:

Yf=Z Bi(ml,x,,...,x,,)?i

ox;

' Lie, Transformationsgruppen, 1, ch. 25, p. 523. — Je suppose connus ici tous
les résultats exposés dans ce chapitre.
* Lig, Die Grundlagen, ete., p. 342.
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appartient encore au groupe; et ainsi de suite. On peut donc considérer
la transformation infiniment petite (4), en ce qui concerne au moins ses
termes pris jusqud un ordre infinitésimal quelconque, comme oblenue en
effectuant successivement un certain nombre de transformations infinitésimales
du groupe.

Il y a plus, si Xf et Yf appartiennent toutes deux au groupe,
X®Mf et YMF satisfont toutes deux aux équations (7), et par suite, aussi
(XM Y®),  Cette derniére, étant, comme on sait,’ la transformation pro-
longée de (XY), la transformation infinitésimale (XY) appartient au
groupe. Donc:

Théoréme III. Si les deux transformations infinitésimales Xf et Yf
appartiennent & un groupe de Lie, il en est de méme de leur crochet (XY).?

4. Cette propriété du systéme d’équations (6) permet de retrouver
les invariants dont on a établi l'existence, par une marche tout a fait
paralléle & celle déja suivie.

Reprenons, en effet, un systéme de p fonctions z,2,,...,2, de n
variables indépendantes, ¥, ,%,, ..., ¥,, les r = n - p quantités y et 2
n’étant autre chose que 2,,%,,...,%, Considérons une transformation
infinitésimale quelconque:

i=p

Xf=2771(y1"°°’yn’217"' W-l—ECy,,n-,ymZ,,
i=1 4 ¢=1

Zp) ,‘)—z@

et, en calculant les variations qu’elle fait subir aux dérivées des 2z, par
rapport aux y, prolongeons-la jusqu'a un ordre quelconque K

i=py
xwr =¥ g2 +Z¢: +2¢:‘”"’f +o o+ Y L
i Y =1 =1 02
' Li, Transformationsgruppen, I, chap. 25, p. 547.
* Lie, Die Grundlagen, etc., p. 348. — Dans le cas d'un groupe fini, les trans-
formations infinitésimales du groupe sont des fonctions linéaires A coefficients constants
d’un certain nombre d'entre elles X,f, X,f, ..., X,f, et ce théordme établit I'existence

des relations:

(Xi Xl’) = ; Ciks ch-
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Les y et z étant égaux aux coordonnées z, nous égalerons les » et {aux
& correspondants, ceux qui sont relatifs aux variables non transformées,
gil y en a, étant égalés a zéro. Alors, les & satisfaisant aux relations
(6) et & celles qui s'en déduisent par dérivation, on peut, jusqu'a l'ordre
K, exprimer un certain nombre de & et de leurs dérivées, en fonction
linéaire et homogéne des autres, qui restent arbitraires, et on trouve ainsi,
X®f étant linéaire et homogéne par rapport aux & et leurs dérivées:

i=g, i=g& t=tg

8) XOf =L EXf + ZEX M+ .o + L Xef

ou les Xg,f sont des transformations infinitésimales bien déterminées, par
rapport aux ¥, 2, et aux dérivées des 2z et les & des coefficients ar-
bitraires.

Toute fonction des y, des z et de leurs dérivées jusqu's l'ordre K,
ou tout systéme d’équations entre ces mémes quantités qui admet toutes les
transformations infinitésimales du groupe, admet donc les transformations

(9) Xo,if; Xl,if) e vy XK,if

et réciproquement.

Les équations obtenues en égalant & zéro les expressions (9) forment
dailleurs un systéme complet. En effet, si X®f et Y®f appartiennent
toutes deux a la forme (8), nous savons qu’il en est de méme de leur
crochet (X®Y®), quels que soient au reste les coefficients de X®f et
de Y®f. En particulier, (Xg;, Xg,) appartient donc & cette forme (8):
c'est donc bien une combinaison linéaire et homogéne de transforma-
tions (9).

5. Je dis que, de cette maniére, on n’obtient pas d'invariants di-
stincts de ceux obtenus par le procédé du chapitre précédent. ILn effet,
d’abord, ces nouveaux invariants admettent une transformation infiniment
petite quelconque du groupe, car l'expression obtenue en faisant une telle
transformation sur 'un d'eux, est, jusqu'a un ordre infinitésimal quelconque,
la méme que si on effectuait successivement plusieurs transformations in-
finitésimales. Elle ne différe donc de linvariant que de quantités dont
Pordre peut étre pris arbitrairement, et par suite, lui est identique.
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Or, en se reportant aux équations (4) du chapitre précédent, une
transformation infiniment petite s'obtient en attribuant aux paramétres 2
des wvaleurs arbitraires, assujetties seulement & étre infiniment voisines de
celles qu'elles ont dans le cas de la transformation identique. Tout in-
variant ou équation invariante admettant les transformations (9) est donc
indépendant de ces arbitraires, et se confond bien avec un invariant ou
une équation invariante, obtenue par le premier procédé. Donc:

Théoréme IV. Les invariants dun groupe de Lie pewvent sobtenir par
la recherche des solutions communes & un systéme complet d équations linéaires
aux dérivées partiellés; la formation de ce systéme résulte immédiatement des
équations de définition des tramsformations infinitésimales du groupe.

Les systémes d'équations invariantes sont ceux qui admetient Uensemble
des transformations infinitésimales ainsi formées.®

6. Exemple. Reprenons le groupe des mouvementz: du plan, dont
les équations de définition:

A dxi\? <ax;>’ (an)*
— ) =1 piat.h “2Y — 1
<Bx1> + (ax) ’ oz, + oz, ’

. 9Ly |, Iy 0Ty

ox, ox, ' dw,ox,
_tmy tx _ d'xp 9, d'w, _ 9'xp
T ex?  owpow, oxk a2t dx,9x, ol

donnent, pour les transformations infinitésimales:

' L, Uber Differentialinvarianten, Math. Anualen, t. 24, p. 560. — Die Grund-
lagen, ete., p. 370 et 374.

Rappelons que les systdmes d’équations invariantes dont il est question, s’obtiennent
en égalant 3 zéro les déterminants d’un méme ordre, formés avec les coefficients des trans-
formations (9).

Acia mathemation. 18. Imprimé le 11 octobré 1893. 6
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La transformation étant supposée porter sur une fonction 2z = z,,
d'une variable y = z,, on aura:

oy ={€0t, oz =&,
4 a__sfi ! ?_f_g_ &) 1295 85
07 = oz, T2 (aac2 oz, # o, " a (1 + 47,
Sl ’ ll_ai 951 ’ 35
0z —255%1—— < + )-3331

Les invariants du second ordre admettent ainsi les transformations:

af af ' 2 le
@ “7( + ) 3323

ce qui reproduit U'équation invariante du 1% ordre:

1+¢)=o0

et Uinvariant du second ordre:

zu ( 1 + z/ 2)—-%

CHAPITRE IIL
Systemes finis dinvariants, et paramétres différentiels.

1. Nous avons vu que toute multiplicité M’, déduite d’ane multi-
plicité générale M, par une transformation d'un groupe de Lig, a ses
invariants égaux a ceux de M, savoir:

K (0 0w 1 1 'K 'E\ __ JK/(.0 0 1 »1, K K
JE@s s ey By vy By oey 8155 vy 2 ) = TE2y oy 205 1y ooy Zgys ooy 21 oensy B
K=1,2,.) (=120

ou, pour abréger l'écriture:

(I) JIK JK
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et les multiplicités M’ satisfont aux équations obtenues par 1'élimination
des coordonnées ¥,,y,,...,y, dun point de I entre ces relations (1);
et a celles-la seulement.

Supposons, par exemple, que l'on puisse trouver » invariants distincts
1,1,,...,1,, en nombre égal a celui des coordonnées d’un point de M.
Sur la multiplicité 2, ils se réduisent & # fonctions de y,,¥,...,¥,
que nous supposerons encore distinctes. Alors, tout autre invariant J, de
M, peut s'exprimer en fonction de I,, I,,..., I:

(2) J—¢(,1,...,I)=0

et les équations auxquelles satisfait J/' sont les suivantes:
S—ol,1,,...,I)=

ou, plus simplement:

(3) J — ¢ =o.

On en déduit, par différentiation par rapport a y;:

0 W o A oy L _

4 @y, of, dy, oL dyl

N . af ‘e \ ,
ou l'on représente par & la dérivée totale, par rapport a y,, d'une

. ’ 7. ’ K
fonction f, de ¥, , ¥,y .-, Ysy de 2,,2,,...,2,, et de leurs dérivées 2/,
c'est-a-dire:

df 3f °f 9 3f 2
Ziy By +zagﬁ.3;‘j 22 5#

k=1 p=1 35# 9?/1

Ces relations (4) doivent se déduire, comme on sait, de la considéra-
tion d’invariants nouveaux. En effet, il résulte d’'abord des relations:

(5) I£=Ily o e sy I;,=I,,, J’=J’

que I, I;,...,1I, sont comme I,1,,...,1, des fonctions distinctes
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de y;,...,¥,. Les relations (4) peuvent donc étre résolues par rapport

. 350’ o
2 >,...,~, et s et :
Yl A e mettre sous la forme

(4") wasp'_D(I;’ "'1I;—I7Ja Il"+l7 -.-311)1) = 0O (i=1,2,...,m)
D,y - ymols D yis - Y :

De la méme maniére, on déduit des identités (2) les suivantes:

p(Il,IQ,..‘,In)iLgp__D(II,...,Ii_i,J,I,-+1,...,L.)_O
DY, Yys -, Yn) oL, DY, Yy s ) I

Or, en vertu de (35), on a:

@

S
Q)

S

|
I
|

@
N
@

>~

et par suite, les équations (4) deviennent:

(6) DUy, . Lis, Iy Lwsy ooy L) DU, Ty I T,y o, 1)
D(I;;'--}I;—I;I:"It{+1’ ~-':I;¢) D(Iu'";Ii——U L-, Ii+1’---;IN)

ot chacun des deux membres représente le quotient de deux déterminants
fonctionnels formés avec des dérivées totales par rapport aux ¥, pour le
premier, aux ¢, pour le second.

Les équations (5) donnent donc par I'élimination de y,, ..., 7,, une
relation, qui, par différentiation, conduit & »n nouvelles; et celles-ci peu-
vent g'obtenir autrement par l'élimination de y,,...,y, entre les équa-
tions (5) et (6). On voit par la que:

Théoréme I. . Efant donnés n -+ 1 invariants, le quotient de deux de
leurs déterminants fonctionnels formés avec lewrs dérivées totales par rapport
aux n variables indépendantes, y, , Y, , - .. , Y., constitue un invariant nouveau.

Nous dirons que cet invariant (6) se déduit par différentiation, de
L,...,1,,dJ, avec les invariants de base I, ..., I,.

2. Les équations, relatives a M, auxquelles conduisent ces in-
variants, ne différent pas de celles déduites par différentiation des équa-
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tions (3). Il en résulte qu'il sera possible, & partir d’'un certain ordre,
d’'obtenir par ce procédé, appliqué aux invariants de cet ordre ou d’ordre
inféricur, tous les invariants d’ordre supérieur. Autrement, on aurait ainsi
un systéme d’équations aux dérivées partielles, qui, sans étre incompatible,
ne serait pas limité. Désignons par I, 1,,..., I, J,,J,,...,J,, Ven-
semble de tous ces invariants, pris jusqu'a cet ordre: nous dirons quils
forment un systéme complet dinvariants.

Cela étant, considérons deux multiplicités, 'une: M, générale et pour
laquelle les nvariants de base I, 1,, ..., I, sont distincts, définie par p
fonctions #,,2,,...,2, de ¥,,¥,, -+, Y., Lautre: M, représentée par p
fonctions 2, ..., 2, des variables ¥, y;,..., 5, Sil existe une trans-
formation du groupe permettant de passer de M & M, on peut exprimer
Y15Yss -, Y. en fonction de y,,y,,...,y,, de facon & satisfaire simul-
tanément aux équations:

(7) =15 ..., I.=1, J=dy, .., J=Jd,.

Ces conditions sont en outre suffisantes. En effet, M étant soumise
aux restrictions énoncées, les relations (7) entrainent les suivantes:

(8) H =H

ol H est un invariant quelconque se déduisant par différentiation.de
ceux du systéme complet, et peut étre par suite un invariant quelconque
du groupe. Considérons alors un point quelconque (¥,),, (¥y)g» - -+ s (U)o
de M, et les valeurs en ce point des 2z et leurs dérivées: (2,),, ..., (2,),,
@os vy (@) s (@)gs-evy (@5)ys -5 puis, défini par les équations
(7), le point correspondant de A, (y}),, (va),s - - -, (42),> avec les valeurs,
en ce point, des fonctions ¢’ et de leurs dérivées: ()., ..., (2),, (21),>
’ 1K ’
e (@)g s s (@) s s (515), 5 -

Si on se reporte aux équations (C) du chapitre I:

1K —=K/.0 (] 1 1 X 4 L] ] K K
(©) 2= i(zl,...,z,,n,zl,...,zpl,...,zl,...,zﬁx, Dy eves Rogy eony Ay enny AL,

(K=1)2|---) (i=1x2y'-'apx)

les relations (7) et (8), satisfaites pour les valeurs particuliéres consi-
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dérées, expriment que l'on peut attribuer aux parameétres A des valeurs
particulieres (25),, telle que, pour:

A= A =@,

on ait:

et cela, jusqu'a un ordre quelconque . A ces valeurs des paramétres
4 correspondent des fonctions i, z;,,...,%. de % ,%,,...,x,, satis
faisant aux équations du groupe, dont les valeurs ainsi que celles de
toutes leurs dérivées, sont déterminées pour:

Z, = (xl)o = (y1)o7 e b= (mn)o = ( n)o?

Tpyr = (wn+1)0 = (51)05 e e, X, = (xr)o = (Zp)o'

Ces fonctions représentent une transformation du groupe, qui, effectuée
sur M, donne une nouvelle multiplicité M, telle que, au point (y,),, ..., (¥.),
de M, correspond le point (y;),, ..., (4.),, les valeurs des fonctions et
de leurs dérivées en ce point étant en outre données par les équations
(0), en y faisant AF = (AF), et 2X = (¢F),. M doit nécessairement se con-
fondre avec Jf, les fonctions et toutes leurs dérivées ayant, dans chacune
d’elles, les mémes valeurs, pour les mémes valeurs des variables indépen-
dantes. La transformation considérée transforme donc bien M en .
Ici pourrait se présenter cette objection que les développements ainsi
obtenus peuvent ne pas étre convergents; auquel cas la transformation
quils définissent serait illusoire. Mais toute solution des équations (7)
peut étre considérée comme représentant » = n + p fonctions, y;, ..., y.,

Z5...,8, des variables y ,...,y,. Notre proposition établit qu’'a une
pareille solution, correspondent r fonctions 7, x;, ..., ., des variables
T,y Ty, ...y %,, satisfaisant aux équations de définition du groupe, et se ré-
duisant & ces fonctions y;, ..., 9., 2, ..., 2, dey, , ¥,, .., Y, Cest-d-dire
de z,,m,,...,2,, lorsquon y fait:

Tppr = 81y o o0y X =2,

2y 8y .2, étant les fonctions de y,,y,,...,y, qui représentent »M .
Il résulte des propositions générales relatives aux équations aux dérivées
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partielles, que, si ces fonctions y;, ..., 4.,20,...,2, de ¥, ¥, .. » ¥a
sont réguliéres (nous supposons toujours qu'il en est ainsi), il en est de
méme des fonctions ], 2;,..., 2, de z,,%,,...,«,.

3. Paramétres différentiels, ou opérations invariantes. Les résultats
précédents tombent en défaut lorsque, sur la multiplicité M, les invariants
de base I,,I,,...,I, ne sont plus distincts. Dans ce cas, M et ses
transformées satisfont toutes & une méme relation de la forme:

L, 1,,...,L)=o.

On pourrait alors les traiter comme multiplicités particuliéres, satisfaisant
a U'équation invariante précédente; mais ce procédé aurait le défaut d’exiger
une étude spéciale pour chaque équation de cette forme; et la relation
entre I ,..., I, peut dailleurs étre arbitraire.

Il est préférable de reprendre la discussion générale & 1'aide d'une
notion nouvelle, celle de paramétres différentiels ou opérations invariantes.
On appelle ainsi, étant donné un invariant J, une fonction de ses déri-

vées totales, des variables y, des fonctions 2 et de leurs dérivées,

@
dy’
qui, quelque soit J, constitue aussi un invariant: le parametre est du
K*™ ordre, si les dérivées de J qu’il renferme sont d’ordre K et d'ordre
inférieur. Dans le cas précédent nous avons établi l'existence de » para-
metres différentiels du premier ordre:

DA, ..., I, I, Liss, ..., L)
DA, .., L,.. ., Iy ’

(t=1,2,...,m)

lesquels sont des formes linéaires, homogénes, et indépendantes, de
dJ dJ
a0 g

La recherche de l'expression générale de ces parameétres différentiels
se réduit & une simple construction d'invariants. Il saffit, aux fonctions
2)y8,5...,2,de ¥y, ,...,¥,, den ajouter une nouvelle, J, que la trans-
formation laisse invariante:

J =d.
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Les transformées des dérivées du premier ordre sont définies par les

relations:
ay_ lar ax;+§ o, 92, et
Y = dy, ox; |l W4y OYi
\ fe X, A, . , . o
ou les dérivées o e satisfont aux équations de définition du groupe.
1 n4v

En les remplacant par leurs expressions paramétriques, et résolvant par

rapport aux dJ il vient:

dy:’
dJ dJ deJ dJ )
(8) Zl?/—: = Ail@: + Away—g + ...+ Aina}/: (i=1,2,...,m)
2z, 2z, 22p

@:’...,@;’...’Byn
et des paramétres A%,..., A2, A, ..., A, des ordres zéro et un. Il faut
éliminer les A entre ces équations (8) et les équations (C):

ou les A sont fonctions de g, , ..., %, 2,545 %,

'K __ =~K(.,0 0 K K 0 0 K K
(9] 2 =B ey B evs By ey Zp sy Ry ey Aoy My ey A

B=1,2,.)  (i=1,2,00pp)

Pour cela, il est possible en général de résoudre les équations (C) jusqu'a
un certain ordre minimum K, déterminé, par rapport aux parameétres
S, ... X, A,..., A, ou un certain nombre d’entre eux, de fagon que,
leurs valeurs étant portées dans les relations (8), tous les A disparaissent:
il "en est certainement ainsi dans le cas au moins ou on peut former #
invariants distinets I,, I, ..., I,, car, dans cette hypothése, nous avons
établi l'existence de n paramétres différentiels du premier ordre, distincts.
En remplacant dans les seconds membres de (8), ainsi transformés, les 2%

qui y figurent par des constantes arbitraires, on obtient # expressions:

d
AJ = a“g;; + a, Z—;Z 4+ ... 4 am%, (1=1,2,00.,)
1 2 n

qui sont des invariants, c'est-a-dire, ici, les paraméires différentiels. Les a
sont des fonctions de y,,4,,...,¥,,dez,2,...,2, et de leurs dérivées
jusqu'a l'ordre K. Ces paramétres sont des fonctions linéaires et homogénes
des dérivées de J; ils sont en outre en général, indépendants, car, pour
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des valeurs particuliéres attribuées aux arguments dont dépendent les a,

A;J se réduit respectivement a %
)

L'existence de ces paramétres différentiels tombe en défaut, seule-
ment dans le cas ou la résolution des équations (C) n’est plus possible
comme elle a été effectuée, ce qui se produit lorsque M satisfait a une
ou plusieurs équations invariantes bien déterminées. 1l en est de méme de
leur indépendance: le déterminant de ces n paramétres, égalé & zéro,
donne une équation invariante, ou se décompose en plusieurs équations,
dont chacune est invariante, car, si elle est satisfaite par la multiplicité
M, on a entre ces n paramétres, une relation linéaire:

BAT 4+ AT+ ...+ AT =0

a coefficients non tous nuls, et qui, aprés toute transformation effectuée
sur M, se transforme en une autre relation linéaire

BiAT + BT + ...+ fA,=o0.

Cest 14 l'avantage de ces paramétres sur les premiers que nous avons
formés, car ceux-ci cessent d’étre holomorphes ou indépendants, dans le
cas ou M satisfait & des équations invariantes, dépendant de fonctions ar-
bitraires.

4. Ces m paramétres jouissent de propriétés capitales. D’abord,
tout autre paramétre différentiel, linéaire, et du premier ordre:

aJ aJ aJ
AJ:‘BO +‘81d—y1+ﬁ2;-ﬂ/_z+ "’+ﬂn_d—y"

est une fonction linéaire de A, J, A,J,..., A,J, dont les coefficients
sont eux-mémes des invariants. Car, A,J,..., A,J étant indépendants,
on a:

AT =7, 4+ nAJ + A Jd+ ... + 1A,
de sorte que toute transformation du groupe, effectuée sur M et sur une
fonction quelconque J, de y,,¥9,,..., ¥,, donnerait:

At AAT AT =+ AT AL

ro—ret+ T —rnAJd+ ...+ —r)AJ =0

Acta mathematics. 18, Imprimé le 11 octobre 1893, 7

ou
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et cette identité aurait lieu quelle que soit la transformation. AJ,. AJ
étant distincts, ceci exige bien:

Nn—r=0  A—rn=0. ..., f2a—f=0

En particulier, les deux paramétres différentiels du second ordre
AQ,J et AA,J ayant une différence qui ne contient que des dérivées
du premier ordre de J, on a:

AAT —AAT =7 AT+ ...+ 1AL,

les .y étant encore des invariants." A,J et A,J se réduisant d’ailleurs,

pour des valeurs particuliéres des variables, & % et %, A,A T et
' v

2
dYudy,
additifs prés ne contenant que des dérivées du premier ordre. On obtient
done, par la combinaison- des paramétres du premier ordre, autant de
paramétres dn second ordre distincts qu'il y a de dérivées de cet ordre:
il en est manifestement de méme pour les ordres supérieurs, et l'on voit
que, dans la formation de ces paramétres, on peut faire abstraction de
lordre dans lequel on combine les paramétres du premier ordre.

P p
Ensuite, les n opérations A J, ..., A,J, effectuées sur ¢ invariants
’ 17 ’ n’
J,d,yoo.,J,, dordre ¢, au moins ‘égal 4 K, donnent autant d’in-
1 2 > 7 ’ g 9

variants d’ordre ¢ - 1, distincts par rapport aux dérivées d'ordre o+ 1,
qu’il y a de fonctions distinctes par rapport aux mémes dérivées, parmi

o aJ dJ daJ,
les quantités —, ..., —,..., 2.

dy, @Ya dYn
..oy AL, en tant que fonctions des dérivées d'ordre o - 1, sont # fone-

>

. e 4. . e J,
tions linéaires distinctes de ‘il—“,...,%,
dyl dyn

A,A,J se réduisent dans les mémes conditions a , & des termes

En effet, les » invariants A,J,,

les uns et les autres étant

' (e résultat peut s’interpréter aiusi. Les invariants étant considéréds comme sgolu-
tions d'un systdme complet d'équations linéaires que I'on sait former, ce systdme admet

, ) d ..
les transformations infinitésimales A Lf, ol les dérivées totales ——i- sont explicitées. - 11

dyi
admet aussi les transformations (A, A,): celles-ci g'exprimant en fonctions lindaires de
A5 Anf, on sait que les coefficients de ces formes linéaires sont des solutions du

systtme complet. LIE, Math. Annalen, Bd. 1I,
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d’ailleurs des formes linéaires des dérivées d’ordre ¢ 4 1. Si donc les

r_* 7 dJ . « 7 e .
dérivées 3, peuvent s’exprimer linéairement en fonction de p d’entre
N

elles, indépendantes, il y aura, de méme, p invariants A,J; indépendants,
H,H,...,H, les ng —p autres pouvant se mettre sous la forme:

.H; = am + aﬂHl + ) + a,-pH;, (i=1,2,...,n9—p)

ou les @ ne dépendent pas des dérivées d'ordre o+ 1. H,, I,,..., H,
étant indépendants, il en résulte, comme plus haut, que ces coefficients @
sont encore des invariants lesquels peuvent, au reste, se réduire a des
constantes.

En particulier, on retrouve que les expressions A,A,J constituent

bien :—;n(n + 1) paramétres différentiels du second ordre, distincts.

5. Cela étant, dans la détermination des invariants d’une multiplicité
M, on trouve, ou bien seulement un nombre fini d'invariants, ou bien
un nombre d'invariants qui croit sans limite avec l'ordre. Construisons,
dans ce cas, les » paramétres A J, A,J,..., A,J, et soit K lordre le
plus élevé des dérivées qui figurent dans leurs coefficients: la détermination
des invariants d’ordre au plus égal a K, JY,...,J, , ...,J{‘,...,fo, se
fait en méme temps, de sorte qu'on a entre M et ses transformées M,
les relations:

(9) I = J, (=120, K) G=1,2,.s 1)

De celles d'ordre K, on déduit, & l'aide des parameétres différentiels, les
suivantes, d’ordre K 4 1:

(IO) A,’,J:K = A,,JK. v=1,2..,1) (G=1,2,..,15)

Le nombre de celles-ci qui sont indépendantes, entre elles et des relations

(9), est égal, avons-nous vu, au nombre des fonctions distinctes d’ordre

JE

K 4 1, que lon peut former avec les dérivées , et ne pourrait

Yy
g'abaisser que si les paramétres différentiels A,J cessaient d’étre indé-
pendants en vertu des relations (9), c'est-a-dire en raison des valeurs que
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prennent sur M, les invariants J3Y,...,J.,...,Jd5, ..., J5. Nous
supposerons qu’il n’en est pas ainsi.

Alors les équations d’ordre K + 1, entre M et M’, comprennent les
équations (10), et il y a lieu, un certain nombre d’autres, fournies par
des invariants distincts des précédents. On procédera de méme pour les
invariants suivants dordre K -4 2, et ainsi de suite. A partir d’un
certain ordre 7, tous les invariants d’ordre supérieur s'obtiennent en effec-
tuant les opérations invariantes, une ou plusieurs fois, sur ceux d'ordre [.

La chose s'établirait de la méme maniére qu'il a été démontré que
tout systéme d’'équations aux dérivées partielles est nécessairement limité.
Cest aussi ce qui résulte du méme fait, établi dans le cas ou on applique
le procédé par différentiation, ce qui revient a substituer aux paramétres
AJ,AJd,..., A, un systéme particulier de # autres parameétres,
fonctions linéaires, et, en général, distinctes, des précédents. Par suite I
ne dépasse certainement pas l'ordre le plus élevé des invariants du systéme
complet.

On n'est arrété, dans ces opérations, que si la formation des in-
variants jusqu'ad lordre ! devient impossible, ou si les paramétres diffé-
rentiels cessent d’étre indépendants. Ceci ne se présente que dans le cas
ou M satisfait & des équations invariantes bien déterminées, cas que nous
laisserons d’abord de coté.

6. Supposons maintenant, qu'une telle multiplicité générale. M étant
donnée, elle ait a invariants d’'ordre ¢, J,, J,, ..., J,, s’exprimant en fonc-
tion des autres invariants d'ordre ¢ et dordre inférieur: I,, I,,..., I

(11) J,—e I, L,...,I)=0, ..., J,—e, L, L,....,I;)=o.
Les multiplicités M’, transformées de M, satisfont aux mémes relations
1y Sj—e(li, L, .. ) =0, ..., Jo—e(, L;,...,I}) =o.

Or, au systéme d'invariants distincts I ,..., I;, J,, ..., J,, et & ceux
qu'on en déduit AIJ]v, .oy A,J,, on peut supposer substitué celui des
invariants aussi distincts I, ..., L, J, —¢,,...,J,— ¢,, et ceux qui
gen déduisent A (J, —e¢,), ..., A,(J,—¢). En vertu de (11), ces
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derniers sont tous nuls sur M, de telle sorte que M’ satisfait aux
équations:

(I 2) A,',(J,f —_ 90:) = 0, 0=1,2, wn) (i=1,2,0,m)

Mais ces équations sont satisfaites pour toute solution du systéme (11’),
dont elles sont des conséquences par dérivation: en effet, le systéme (11')
n'entrainant pas la dépendance des paramétres A,J’, on sait que les équa-
tions (12), d'ordre o 4 1, forment un systéme équivalent a celui que
l'on obtient en différentiant les équations (11°).

D’aprés cela, si tous les invariants de M, d'un ordre A, égal ou
supérieur & !, sont tous fonctions des invariants d’ordre inférieur a 2, il
suffit, pour exprimer que tous les invariants de M’ satisfont aux mémes
relations que ceux de M, d'écrire les équations (11’) jusqu'a l'ordre 2,
équations parmi lesquelles il peut d’ailleurs y en avoir un certain nombre,
qu'on sait reconnaitre, de la forme:

Ay(Ji—g¢l)=o

et qui sont des conséquences des autres par dérivation. Il en résulte, en
égalant entre eux les invariants distincts IL,I,...,I;, de M et M,
que tous les invariants de M sont égaux respectivement & ceux de M';
et par suite, comme on I'a déja établi, ces conditions sont suffisantes pour
que M’ soit homologue de M.

Quant a la correspondance entre M et l'une des solutions M’ de ce
systéme (11’), elle fait correspondre & un point quelconque de M, un
point déterminé de M’ ou une infinité de points, suivant que le nombre
p des invariants distincts est égal ou inférieur & n: et, une fois fixé ce point
de M’, la correspondance est complétement déterminée.

Enfin, comme il y a au plus » invariants distincts, 'ordre 2, qui
est au moins égal a [, est au plus égal &4 I + n— 1. En résumé:

Théoréme II. Dans le cas ou une multiplicité & n dimensions admet
relativement & wun groupe de Lie, un nombre illimité dinvariants, on peut
towjours construire et un systéme d'invariants d'un ordre minimum 1, et un
systéme den paramétres différenticls, linéaires et homogénes, du premier ordre,
qui, appliqués aux invariants précédents donment tous ceur d'ordre supérieur.
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Les multiplicités M’, homologues d'une multiplicité générale donnée, M,
sont définies par un systeme déquations aux dérivées partielles obtenu en
exprimant que leurs invariants d'un ordre A, au moins égal & I, et au plus
& I+ n—1, sont liés par les mémes relations que ceux de M; et la ou
les correspondances qui rattachent Uune delles ¢ M s'obtiennent en égalant
les invariants distincts de M aux invariants correspondants de M.

7. Les multiplicités particuliéres, pour lesquelles ce qui précede ne
s'applique pas, se partagent en un nombre fini de classes, chacune d’elles
étant définie par un systéme bien déterminé d’équations invariantes. L’étude
de chaque classe se fait, comme on I'a vu (2° partie, ch. I), de la méme
maniére que celle des multiplicités générales. On est conduit & répéter
sur elle les mémes subdivisions, les multiplicités de cette classe possédant,
les unes un systéme d'invariants que 'on saura former, les autres étant
définies par de nouvelles équations invariantes. Pour ces derniéres, il faut
continuer de la méme maniére. Cctte suite de subdivisions est d’ailleurs
limitée, et on arrive nécessairement a des classes ne se partageant plus, et
ayant ou n'ayant pas d'invariants: dans le cas contraire, on aurait en effet
des multiplicités satisfaisant & des équations invariantes formant un systéme
illimité d’équations aux dérivées partielles.

8. Application. La théorie des surfaces applicables nous donne une
application des principes précédents, en méme temps qu'un exemple de
calcul d'invariants & I'aide des transformations infinitésimales. Nous con-
sidérons un ds®, rapporté & ses coordonnées symétriques:

ds? = 22dxdy.
Cette forme n'est pas altérée par les transformations:
= X(z), y=7Yy)

lesquelles forment un groupe de Lie, dont les transformations infinité-
simales sont:

(13) o = —E(x)ot, dy=—n(y)ot

ot X et & sont des fonctions arbitraires de = seulement, ¥ et  de y
seulement,
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A est une fonction de z et y, dont la transformation infinitésimale
est donnée par l'équation:

__OA  ode , 6dy A , ddx | ddy
c=3tLty—atwtay

(14) = A& + y)a.

On a a chercher les invariants du groupe de transformations (13)
et (14). Nous poserons, ¢ étant une fonction quelconque de z et y:

9i+j¢
v = dxt oy’ ’

Les dérivées d'une telle fonction sont transformées de telle sorte que la
relation:

dg& —-5&106150 - ¢01dy =0

reste invariante, ce qui donne:

Y d A\ [\ N d A\ N\
0Pro = 32%¢ + ¢,,§'0¢, 0@y = @050 + ¢,,7'0t

z d r r_n ’
ou 4 et — représentent des dérivées totales.
de dy

Pour T'ordre zéro, on a l'équation invariante i = o, dont la significa-
tion est banale. Nous supposons donc A == 0, et posons A = e”, ce qui
donne:

ow = (&' 4+ %')ot,
dw,, = (£ + w,,&)0% dw,, = (" + w,,7)dt,
dw,, = (" + w,,&" + 20,,&")dt, 0wy, = (7" + 0,7 + 20,,7)0t,
dw,, = v,,(& + 7)dt,
d’olt un premier invariant du second ordre (courbure totale):

log

o

A

I
- g ? _  ———
@=¢ oy A 3x9y
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Pour les ordres supérieurs, nous ne conservons, des dérivées de w,
que celles de la forme w,, et ,,, et substituons aux autres les dérivées
de a. Ceci donne, pour le troisiéme ordre:

b

ow,, = (" + 0,,§" + ...)ot, bw,; = (" + 0,0 + ...)0t,

Y - ’ s, ~ . A,
oa,, = a,,§'0l, Oa,, = 0,,7'0t.

Les coefficients de &', ..., &7, 9, ..., %" donnent ainsi, pour la détermina-

tion des invariants, jusqu'au 3™° ordre, un systéme de 8 équations a 10
inconnues; ces équations sont indépendantes, car elles se réduisent a:

(15)
of of of of
2w w”awu +a1° aaw— O 9(u+ 1w,

Elle cessent d’étre distinctes, seulement dans le cas de

a‘lo = O, am = O,

équations qui forment ainsi un systéme invariant. Elles définissent des
surfaces particuliéres, savoir:
a = const.

On voit immédiatement que ces surfaces n'ont pas d’autre invariant que a.
Pour les autres, on trouve deux invariants, a, et un autre:

ﬂ =€ "0, 0y;-

Pour le 4™ ordre, il faudrait prolonger les équations (15), en y
ajoutant les 5 éléments du 4™ ordre, w,,, %y, @, @, @,,, c& qui laisse
évidemnment. ces équations indépendantes, et leur ajouter les deux suivantes,
provenant des coefficients de &' et %':

9 ?

————f —_— O, -——-f = 0

9(040 3‘”04
lesquelles sont indépendantes entre elles, et des précédentes. On trouverait
donc 3 invariants du 4™ ordre, et, de la méme maniére, # — 1 invariants
du 2®™° ordre.
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Pour les déterminer, construisons d’abord les paramétres différentiels.
J étant un invariant, on a:

0f,, = J,,§'0t, 0Jy, = Jy, 7ot

Nous prendrons les deux paramétres:

™~

1

A, =¢e"aq,J,,, A,J =

]

01

qui ne sont pas symétriques, mais qui tombent en défaut seulement dans
le cas de a,, = 0: dans ce cas, il suffirait de recourir aux paramétres

_ J.
analogues e “a, ./, et ot
10

Nous remarquerons que:

AAT — A AT = — e“"[Z—:JM + (ﬁ — wo-,) Jw]

aOl

_ Ao — A, W,
= — o, AT — % T SO A T
Uy

ce qui met en évidence deux invariants du 4™ ordre:

g — Gy, 0y, f = e
T T, =€ "0,.
Qos

=

On en connait, en outre, deux autres:

2
Af = e a, (a0, + T

AB
lesquels sont liés aux précédents, comme cela doit étre, par une relation:

6= Ap—fr

On a ainsi 3 invariants du 4™ ordre, A,f, A, B et y qui constituent des

fonctions distinctes, respectivement, de a,,, a,,, ¢t a,,. Leurs dérivées

du ¢®° ordre donnent ¢ 4 3 fonctions distinctes des ¢ + 3 dérivées

d'ordre ¢ + 2 de a; en répétant sur elles, une ou plusieurs fois, les

opérations A, J.et A, J, on formera donc ¢ + 3 invariants distincts d’ordre
Acta mathematicn. 18. Imprimé le 12 octobre 1893, 8

. a,,a
—w 0210
e (all + a w01a10>’

01
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q + 4, cest-a-dire, tous les invariants d'ordre supérieur & 4; le nombre
[ est ici égal & 4.

Cela posé, considérons d’abord une surface générale M, qui n’annule
done pas o, (ce cas se traiterait de la mémec maniére). Si ses invariants
a et f sont distincts, les invariants du 4™ ordre A, A,S, i seront
fonctions de a et }j:

(16) Ap="1p), Ap=FaH rT="5(E7H

Toute surface M’, transformée de M, est alors définie par les équations

(16) qui suffisent, et les correspondances, en nombre fini, entre M et M’
sont données par:

' = a, f =B

La troisiéme équation (16) est, au reste, une conséquence des deux précé-
dentes, en vertu de l'identité:

ByAE— AN L =7 A+ 0.0,8= (8,0 + (A — AP
qui domne f, connaissant f, et f,, car 'expression:

A.f— A = (5,10 — %01)

ne sannule que si a et § ne sont pas distincts.
Si M est telle que 8 et a ne soient pas distincts:

(17) B = f(a)

A, et A, sont aussi fonctions de a:

Az‘ﬁ = f(a)-f’(a)’ Auﬁ = f’(a)

et il en est de méme des 3 invariants du 5™ ordre, A, A5, A, A,B,
A,A,[B. Siy est distinet de «, le 4™ invariant du 5™ ordre, A,j, est
alors fonction de a et j:

(18) A= ¢(a ) 7)-

Les multiplicités (M) sont, dans ce cas, définies par les équations (17)
et (18), la correspondance étant donnée par

!

o = a, r=r
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Si, en méme temps que f,r est fonction de a:

(19) r=¢(a)

les 3 invariants du 4™ ordre sont fonctions de a; M’ est définie par les
équations (17) et (19). Ici, il y a une infinité de correspondances données
par la seule relation

’

a = a,

un point x,,y, de M pouvant correspondre & tout point «',y de M’

0
satisfaisant a 1’équation

“’(x': y’) = a(mo > yo)'l

TROISIEME PARTIE.

CHAPITRE L
Calcul des invariants. Formes réduites.

1. Le calcul des invariants peut étre facilité souvent par I'applica-
tion d’une nouvelle motion, celle de forme réduite dune multiplicité, rela-
tivement a un groupe de Liz.

Considérons un élément particulier E, d'une multiplicité M, c’est-
a-dire, un systéme de valeurs 2°,...,2%, 2, ...,2, ..., 2", ..., 200, ..,
des variables indépendantes, des fonctions et de leurs dérivées; et re-

' 8i Von admet, ce qu'on verra dans la suite, que les invariants considérés sont
les mémes que ceux que l'on aurait, en prenant un ds’® sous sa forme générale

ds* = Edu® + 2Fdudy + Gdv*,

on retrouve ici la solution du probléme suivant: reconnaltre si deux surfaces sont appli-
cables. Cf. DARBOUX, Théorie générale des surfaces, t. IIL, liv. VII, chap. II.



