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ANGENAHERTE DARSTELLUNG 

DER KVADRATWURZEL EINER VERANDERLICHEN 

MITTELST EINFACHER BR0CHE 

VON 

P. T C F [ E B Y O H E W .  

A u s  d e m  1 R u s s i s c h e n  * t i b e r s e t z t  y o n  O .  B a c k l u n d .  

w I. Bei der Berechnung yon Kvadraturen muss man hi~ufig, wegen 
Integrationsschwierigkeiten, die (zu integrirenden) Functionen dutch an- 
genaherte Ausdri~cke ersetzen. Wenn die Integrationsschwierigkeiten yon 
einem Radicale zweiten Grades herri~hren, so kann man mit grossem Vor- 
theil als angenaherten Ausdruck des Radicales 

r 
die Function 

B, + B, + + ~. 
A+C,+----% c s+---E "'" ~ '  

anwenden, welche man mittelst des ersten Theoremes erhrdt, das ich in 
meinem M6moire: Sur  les queslions de minima qui se rattachent d la relord- 

sentation a p_proximative des fonctions, 2 bewiesen habe. Stellt man sich die 
Aufgabe, die Grenzen der relativeu Fehler far alle Werthe von x zwischcn 
x =  I und x = h >  I 

stellung des Radicales 

durch die Function 

msglichst eng zu machen, so wird die beste Dar- 

B, B, + + B. 
A + C, +------~ + O: + ~  " "  C.+~, 

1 3an~c~ HMnep. AKa~eMiK HayK~,. 
M6moires de l'Acadgmie Imp6riale. 

Aeta math~matlva. 18. Imprim~ le 5 mars 1894:. 

Bd. 6I, St. Petersburg I889. 
Tome VII~ 1858. 
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diejenige sein, f a r  welche  die Verhal tn isse  

r 
A + B ,  + B___A__~ + . . .  + B ~  

A + B ~  + B______L_ ~ + . . .  + B_____L_~ 
C, + z  C ~ + z  C ~ + z  

r 
zwischen x = I und x - - - - h  mSglichst  wenig  sich yon i en t f e rnen .  

solche Dars te l lung  des Radicales 

r 

Einc 

ksnnen  wir  mi t  H~lfe  des e rwahn ten  Theoremes  finden, indem w i r e s  zur  

Bes t immung  der  Grsssen 

A ,  B~ , B . ,  . . . ,  B~, C~ , C~, . .  . , 6~ 

anwenden,  so dass der Loga r i t hmus  der  VerhMtnisse 

r 
A + B~ + B ~  + . . .  + B_~_. 

C1 .df_ ~ C 2 .-~ x Un @ X 

oder 

A + B------k--~ -t- B ~  + . . .  -t- B.____._~ 

r 
mSglichst  w e n i g  yon o abweicht ,  wenn  x yon x = I bis x ~ h sich 

i~ndert. W e n n  wi r  annehmen ,  dass in dem In te rva l l e  x ~ I,  x ~ h die 

Grenzwer the  des letzten VerhMtnisses 

I 
l , ~ > l  
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sind, so ksnnen  wir  uns mit  Hii lfe des erwi~hnten Theoremes yon dcr 

MOglichkeit rlberzeugen, dicse Grenzen der Einheit  zu ni~hern, indcm die 

2n + I Constanten der Funct ion 

y = 

A + B ,  + B__A__ , + . . .  + B n 

B1 B2 
- - +  .... + c . +  

in passender Weise bes t immt  werden, vorausgesetzt, dass y yon x = I 

bis x = h wenigcr  als 2n + 2 Mal die Grenzwerthe 

I 

erreicht. 

Hieraus folgt, dass die grSsste Annahe rung  der Grenzwerthe 

I 

an die Einheit  n u t  bei solchen Wer then  yon 

A , B ,  , B ~  , . . . , B . ,  C 1 ,  C~ , . . . , C , ,  

stattfindet,  for  welche die Funct ion  

B 1 _1_ B ,  
- - + ' " + c . +  

im Intcrval le  x = i, x ----- h wenigstens 2n ~t_ 2 Mal die Grsssen 

I 

erreicht ohne sie zu iiberschreiten. 

Wi t  werdcn jetzt zeigen, wie auf  Grundlage  des angefi]hrten sowohl 

die Grssse 1 wie die Funct ion  y, welche zur  Lssung  unsercr Aufgabe  

ft~hren, gefunden werden ksnnen.  
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w 2. Da die Function y zwischen x = I, x = h fiber die Werthe 
i 

1 und ~ hinausgeht, wenn sie in diesem Intervalle far  irgend einen yon I 

i dy 
und h versehiedenen Werth  Yon x gleich 1 ode r7  wird, ohne dass ~**= o, 

so mi;lssen naeh dem oben auseinandergesetzten mindes~ens 2n n t- 2 ver- 

schiedene Werthe yon x, yon x = I an bis x = h, gleichzeitig den Glei- 
ehungen 

(z ~ - -  , j ' ) ( ,  - -  z'v =) = o 

und 

( ~ % '  c - -  . ) ( h  - -  . )  = o dx] X~I 

geniigen, wo naeh ( I )  die linken Seiten ratione]le Briiehe darstellen, deren 
gemeinschaftlicher Nenner 

(c, + x),(c, + & . . .  (c,, + x), 

ist und deren Z~hler (4n + 2) t~ Grades sind. Aus der Zusammensetzung 

dieser Gleichungen geht hervor, dass die gemeinschaftlichen Wurzeln,  dis 
yon x = i und x = h verschieden sind, vielfaehe Wurzeln sein miissen. 
Ill Folge dessen konnen diese Gleichungen far  2n-Jr- 2 versehiedene Werthe 

yon x nicht gleichzeitig stattfinden, ohne 4n -t- 2 gemeinschaftliehe Wurzeln,  
gleiehe oder  verschiedene, zu besitzen. Diess setzt aber ihre Identit~tt vor- 
aus, da sie nach dem eben auseinandergesetzten yore 4n + 2 re" Grade sind. 

ldentisch k0nnen diese Gleichungen sein, nur  wenn 

( ~ = -  v ' ) ( , - - l = v  ') = c . ( 5 -  x ) ( h - - . ) ,  

wo C eine Constante bedeutet. Hieraus geht dann die folgende Differen- 

t ialgleichung hervor: 

- . ' , y  _ _  dx 
(=)  v ' o  Cg~ _ e,~)(, _ ~.:j.) - r  _ . ) ( ~  - ~ ) .  

Unter den versehiedenen Funetionen y, welehe dieser Gleichung fiir 

irgend welehe Constanten 1 und C genagen, ist es nicht schwer diejenige 
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zu untcrseheiden, welche zur Lssung unserer Aufgabe ffihrt. Zu dem 
Zwecke bemerken wir, dass laut (I) 

dy 
- - - ~ - - O  
dx 

zu einer Gleichung 2n t~n Grades fiihrt; yon x = o  bis x =  cx~ kann daher 
dy 

die Ableitung ~ nur 2n Mal Null werden. Da sie aber nach dem an- 

gef~hrten im Intervalle 
X =  I~ X = h  

wenigstens 2n Mal Null wird, so kann sie in den Intervallen 

X~---O,  X ~ I  

und 

kein einziges Mal Null werden; und sie muss zwischen 

genau 2n Mal Null werden. 
zwischen den Integralen 

1 h 

�9 (, ~ ) ( h - -  ~) ~(~ - , ) ( h  - ~)' 
0 1 

1 

~/(L' - -  y')(~ - ~'y~) ' ~ / ( ~  - -  v ) ( , -  z'v ') 
0 l 

die folgenden VerhMtnisse: 

;. f dy d~ 
'~g - -  - -  

(3) o = ( 2 n  + I ) ~  l h 

( y ' - -  z~)(, l ' y ' )  1 
t 

X ~  I y  x ~ h  

Aus der Gleichung (2) erhMt man demnaeh 



118 P. Tchebyr 

w 3" Auf Grund dieser Gleichung kann man die Grssse l mittelst 
des Verhi~ltnisses zwischen den Integralen 

1 h 

. ~(~ - ~ ) ( ~  - ~ ) '  , ~ / ~ ( ~  - -  ~ ) ( ~  - ~) 
0 1 

leicht ermitteln. 
Von den verschiedenen Formeln, die dazu dienen kSnnen, wollen wir 

im vorliegenden Falle die folgende benutzen 

(4) /4 i -  I6q2n+1~I  - I -qan+u ' t -q l~ .+6  ~ . . . ~ 8  
\ i  JI- ~2u-bl  .~_ ~6n-~3 "t- . . ,  /1 

)* q'2(2.+ 1)i(2i-{- 1) 
2 n + l  i = - - ~  

= I - -  I6q ( ~  , 

~k Z ~(2n-]-l)i(2i-t-1) 

WO 
1 

dx 
f~/x(1--=)(a--=) 
0 --Tr h 

q = e  1 

I Diese Formel zeigt, wie l find ~ bei wachsendem n sich der Einheit 

rasch n~hern, und wie in Folge dessen die relativen Fehler der Formcl 

B, + ~ + . + B~ 
A + O, +-------~ ~, +~  " " C. + ~' 

welehe eine Ann~herung des Radieales r  darstellt, raseh abnehmen. 

Indem wir dureh 0 eine Grssse, die zwisehen o und I liegt, be- 

zeiehnen, so stellt 1 ~~ alle Werthe zwisehen 1 und-~ dar. Hiernach 

finden wir mit Rfieksieht auf die erw~hnte Beschaffenheit der Function 

B1 
y-=~/~ A + c , + ~  
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•/i die folgende Gleiehung zur Best immung d(~s Werthes des Radieales ~: 

V'; [ " - - '  § § " - ]  (5) ~=l'-~~ A + c , + ~  e~+~, �9 e,~+~" 

w 4. Die Gr~ssen 

A ,  B~ , B 2 ,  . . . , Bn,  C~ , C 2 , . . .  , C,~, 

welehe in dieser Formel  auftreten, k5nnen leicht ermittelt  werden, und 

zwar mittelst des Integrales der Gleichung (2), das mit  Ri]cksicht auf  (3) 
erhal ten wird. Denn schreiben wir dieses Integral  unter  der Form 

B I + B,~ Y=~/; A + o ~ + z  C,+.z Bn 7 + 
" "  + o~ + ~ij' 

so finden wir, dass hier die Gr~ssen 

A , B 1 , B 2 , . . . , B ~ ,  C 1 , C ~ , . . . , C , ,  

mit Hillfe yon elliptisehen Functionen mit  dem Modul 

(6) k = , h 

und mit Anwendung der bekannten Bezeiehnung 

2 

f K ~--- ~ / I -  k ' s i n ~  
0 

sich dureh folgende Formeln  darstellen lassen: 

A =  i 

Q _ -  m 

l ~/h,[I + 2 dn - - 2 K  4K 
2 n +  I + 2 d n - -  k 2 ~ +  x 

2inK 
2 ~/~ an 

2 n +  I 

2nK 7 + . . .  + 2 dn ! 
2 n +  I J 

2mK [ 
1 Sll '  2~  + I I -11- 

on ~ 2ink 
2n+ Ih. 

s n  2 2inK 
2 ~ +  I 

2 dn 2K 2~K ] 
2~ +-----I + "'" + 2 dn2~ T IJ 
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Bemerken  wir, dass 
2 i n k  

d n - -  
2 r , +  i 

f a r  m : - o  in die Einhe i t  f ibergeht  und  den W e r t h  nieht  i~ndert, wenn  

m durch  - - m  ersetzt wird,  so ksnnen  wir  die S u m m e  

I + 2 d n  2----~K + 2 d n  4----~K + . . . +  2 d n  2n____KK 
2 . , +  I 2 n +  I 2 n +  I 

un te r  der  Fo rm 

2 n +  I 

schreiben, wo a n g e n o m m e n  wird ,  dass die S u m m e  sich fiber alle Wer the  

erstreckt .  Demzufo lge  e rha l ten  wir  

2inK 
2 ~/tt dn2n  "4- I 

A : I Bm : 2 inK 2 inK  

2 n  -{,- I 21b .+ I 2~, -Jr- I 

und  

B~ 2 ~/h dn 2inK 
2 r ~ + I  I 

2inK Z 2inK Cm + �9 l sn ~ -  d n - -  
2 n +  I 2 n +  I 

c n  , 2 m K  
2 n +  I 

h + x  
2 i n k  

Sll 2 - -  

2n + I 

2 inK 
2 d n - -  

X-" dn 2inK 2 inK 2rnK 
l - -  x s n  ~ -  + h c a * - -  /_,  2 n  + I 2 n  + I 2 n +  I 

Weft der  Ausd ruek  

2 inK 
d n - -  

2n + I ~/h 

Z dn 2inK 2inK 
- -  ~6 S l l  2 

2 n +  I 2 ~  .-k I 

2inK 
- -  + h c n g ~  

2 n +  I 
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filr m----o in 
I 

----A 

2~+ i 

121 

iibergeht und unverandert bleibt, wenn m das Zeichen ~ndert, so giebt er, 
indem man iiber alle die Werthe 

summirt, die Summe 
B, B, + + B. 

A + C, +------~ + C, +-----~ " ' "  e. +-----~" 

Folglich ergiebt sich aus der Gleichung (5) folgcnde Formel zur Be- 

r  vorausgesetzt, ~ z = i, stimmung des Radicales ~, dass die Grenzen 

x = h nicht iiberschreitet: 
~/f~ dn 2ntK 

2inK 2inK 
sn  ~ ~ + h c n  ~ r  2n + I 2n + x (7)  = , . v , -  - 

L a n k y  I 

w 5. Aus der Gleichung (7) ist es nicht schwer eine Formel ab- 
zuleiten, welche die Grenzwerthe des Integrales 

giebt, und zwar mit Hrdfe yon Integralen, welche die Function V ausser- 
halb des Radicalzeiehens enthalten. Dazu ist nothwendig, dass die Func- 
tionen U und V f~r alle Werthe der Ver~nderlichen u zwischen den Inte- 
grationsgrenzen positiv bleiben. 

Wenn durch 
M , M  o < M  

die Grenzen bezeichnet werden, welche die Function V dabei nicht ilber- 
schreitet, so bleibt 

V 

~i~tt mat/tcma$/~tl. 18. Imprlm6 le 8 mars 1894. 16 
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zwischen den Grenzen 

P. Tchebychew. 

M 

eingesehlossen, oder zwischen den Grenzen 

I , h  

indem 
M 
Mo 

gesetzt wird. Hieraus geht hervor, dass far alle Werthe von u, i~ber 
welche das Integral 

ausgedehnt wird, die Gleichung (7) far 

V X ~  
Mo 

anwendbar ist, wenn 
M 

sich 
Fahren wir also diese Ausdracke far x und h in (7) ein, so ergiebt 

~ M d n  2ink 
X 2r~+I 

Vsn~ 2m____KK + mcn~ 2 inK 
2~ + t 2n + I 

oder nach Theilung durch ~/M o: 

2~K t eo ~-~ dn 
2r ,+  i 

X ~r Sil ~ 

~/M- dn 2m____KK 
2 ~ + I  

2inK 2inK 
+ Men ~ 

2It + I 2~ + I 

12o~ dn 2inK 
2 n + x  
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Da der Annahme gemass die Function U far  alle Werthe yon u,  fiber 
welche das Integral  

sich erstreekt, positiv bleibt, so erhMt man aus dieser Gleichung 

Well  

so wird mit Rficksicht auf  (6) 

~ /  ~/M-dn 2inK Udu 
2 n + I  

2inK 2inK 
V s n  ~ - -  + M c n  t - -  

2n + t 2n + I 
~-~  a. 2.+__g 

2 n + l  

M h = ~ ,  

(9) M o = M ( I  - -  k'). 

Dies ist eine Relation zwischen 

M ,  2 1 / o ,  

- -  den Grenzwerthen, die die Function 
sehreiten darf - -  und dem Modul 

V bei der Integration nicht iiber- 

k~ 

der zur Bildung der Formel (8) und der Gleiehung (4) dient. 
Indem wir der Knrze halber  

2inK 
8 n - -  

2 ~ + I  
durch 

bezeichnen, erhalten wir 
8,n 

~ d n  2inK - -  I .Jr_ 2 ~ / I  - -  k28'~ .3f- 2 ~/I  - -  k28~ "31- � 9  " t -  2 ~/I  - -  kz8~n. 
2 n + I  

2inK 2inK 
cn 2~ + I ~/I --  8 ~ dn - -  ~/i - -  ~ m~ 2 ~ +  I 
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Setzen wir ferner 

(,o) 

und 

(Ix) 

P. Tchebychew. 

8 = I "31- 2~/I--k 's~x .3 I- 2~]I - - k ' s ]  71 - . . .  "4- ~/'l--k:~s~ 

~,(~) ~mr  ~',' {" va,, 
= 8 j gs, + M(I - - s ' ) '  

so wird die Gleichung (8) 

' 
(~)  v d , ,=  ~[,V(o) + 2F(8,) + 2F(s,) + . . .  + ~F(~.)]. 

Well  die Grssse 0 zwischen o und I eingeschlossen ist, so giebt diese 
Gleichung die folgenden beiden Ausdrncke ffir die Grenzwerthe des 
Integrales 

j ~  ~,~(o)+ < , ) +  ~,~(,)+... + ~c~./. 

wo die Grssse l gem~ss der Gleichung (4)bestlmmt wird, aus der hervor- 
geht, dass l, bei wachsendem n, der Einheit sich rasch n~hert. 

w 6. Indem wir jetzt zur Anwendung der abgeleiteten Formeln 
~ibergehen, beginnen wir mit dem Falle 

U=-- I, V =  I ~ a ' s i n ' u  

wo a < I. Die untere Grenze des Integrales 

i - -  a' sin'-g 

mSge o sein; alsdann wird der grSsste Werth der Function 
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innerhalb der Integrationsgrenzen I sein, und daher kSnnen wir in 13ber- 
einstimmung mit unserer Annahme aber die Bezeichnung setzen 

/If = I. 

Die Gleichung (9) giebt nun 

M'o = , - -  k ~, 

wo M o die untere Grenze yon 

V =  I--2 ~sin~u 

bedeutet, ffir welche die Formel (i2) anwendbar ist. Da die Function 
V far die Werthe der Veri~nderlichen u, fiber welche das Integral 

%/I -- 2' sin 'u 
0 

sich erstreckt, aber die Grenze M o nicht hinausgehen darf, so muss far 
alle diese Werthe yon u 

und folglich 

Wenn 

~ k  
sinu < ~ .  

2_<k, 

so wird diese Bedingung offenbar ffir jeden reellen Werth von u erffillt. 
Ffir den Fall 

kann also die Formel (i2) auf das Integral 

tt 

f,/ I ~ ,~' s i n  ~ ~ 
0 

angewandt werden, wie gross u auch sein mag. 
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Im Falle 
~ > k  

wird dieser Bedingung geniigt nur von solchen Werthen von u, die 

arc sin '~ 

nicht aberschreiten; folglich konncn dann unsere Formeln auf das Integral 

14 

i - -  ,t ~ s i n '  u 
O 

angewandt werden, nur wenn der Bedingung 

u < arc sm 

gentlge geleistet wird. 
Wenn wit in der Formel (x I) 

U =  I, V----- I -  ~2sin2u,  M = I 

setzen und o als untere Integratlonsgrenze nehmen, so finden wir im vor- 
liegenden Falle 

u 

~--- S " J  ( I  - - ~ 2 s i n 2 u ) s ~  + I - - s  2 
0 

_ arc tang (~/~ -- ),'s ' tang u). 

Mit Halle dieser Function so wie der Grossen 

8 1 ,  82 ~ . . . ,  8 n~ S 

die durch eine elliptische Function (w 5) mit dem Modul k bestimmt 
werden, finden wit mit Rilcksicht auf (I2) eine Gleichung, welche die 
Grenzwerthe des Integrales 

~/ i  - -  , t '  s i n '  u,  
0 

geben, Grenzwerthe, die bei wachsendem n sieh einander sehr raseh n'ahern. 



wird 

A n g e n i t h e r t e  D a r s t e l l u n g  d e r  K v a d r a t w u r z e l  e i n e r  V e r i i n d e r l i c h e n .  

Bei der speciellen Annahme 

i 
k - -  

127 

und die Gleichung (4), durch welche die Grssse 1 far  die verschiedenen 
Werthe yon n best immt wird, geht in die folgende fiber: 

[4 = I - - I  6e-(2"+~)'(- I + e-('"+2)~' + e-(~:'+6)~" + ' "  .~8. 
\ I  " ~  e - - ( ' 2 n + l ) z r  " l -  e - ( 6 n + 3 ) ~  d r  �9 ] 

Diese Gleichung giebt fi~r 

resp.. 

n --...~- I ~ 2 ~ . . .  

12 = 0 .9993549 ,  

1 ~ 0 . 9 9 9 9 9 8 8 ,  
�9 , �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

woraus zu ersehen ist, wie die Grenzwerthe des Integrales 

I- - -  , P  s i n  ~ u 
0 

die mit  Hal le  der Gleichung (i2) erhalten werden, bei wachsendem n 
sieh einander raseh n~hern. 

Setzen wir nun 

so erhalten wir 

Fiar 

0 

n--- - -  I 
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geht die Gleichung, welche s bestimmt, aber in 

und 

2K 
sn- = 81 

3 

wird gleich 0.9002226;  daher finden wir 

S = 2.  5 4 2 4 6 5 2 .  

V" F~r k = ? gestaltet sieh also (i I) folgendermassen 

P(s) = 
I 82 I -- - arc  t a n g  (%/I --- 2 ' s '  ~ang ~) 
2 

2 .  5424652 %/I -- ,~%' 

Setzen wir hier 

8 ~ 0 ~  8=8, =0.9002226 , 

so bekommen wir 

F(o) = o.3933195u,  

F(S l  ) = o.  3033402 a r c t a n g  (%/1 - -  o . 8 , o 4 o o 7 , l '  t a n g  u) 

%/i - -  o. 8 *o40072' 

Diese Ausdr~icke, in die Gleichung (12)eingeft~hrt, geben folgende 
Formel zur Bestimmung des Integrales 

/ -~[o.3933195u + 

FQr 

I - -  ~2 sin'  

o. 6066804 aro *~n~ (%/, - -  o .  8,  o4ooz,~' ~ang ,,)]. 
qx -- o. 8 m4oo72' J 

~ 2  
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geht die Gleiehung (12) im vorliegenden Falle aber in 
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u 

f d u 
~/I - -  ,i' s in '  u 

~ [ A u + :  ~B' are tang (R~ tang u) + ~B~ are tang (B~ tang u)]. 

WO 

A = 0.2360679 , B: ~-- 0.4188060 , B~ = o.3451258 , 

R 1 = ~/I --o.42629872s, B, 2 = ~/x --o.931313o)3. 

Jkhnliehe Formeln in Bezug auf das Integral 

u 

C:§ .,, 
jl + q sin'u~/i __ 2' sin'u 
0 

werden aus (I2) erhalten, wenn gesetzt wird: 

U - -  I + p s in  ~ u 
I + q sin*u' 

V = I - -  ~l ~t s in  ~ u .  

w 8. Wenn wit in (I2) far U und V verschiedene Functionen 
nehmen, so erhalten wir Formeln zur Bestimmung der Grenzwerthe yon 
Integralen yon der Form 

U f - = _  du 
3 /v ' 

deren Bereehnung nieht selten grosse Sehwierigkeiten darbietet. In der 
Weise finden wir far 

V = I - -  )3 sin2u, U = @(tangu), 

wo @(tangu) eine Function ist, die das Zeiehen + innerhalb der Intc- 
grationsgrenzen behMt: 

~t 

f ~ ( t a n g  v.) I , 

0 

Aeta mathematiea. 18. I m p r i m ~  le  24 m a r s  1894 .  17 
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W O  
u 

- -  I - -  ) ? S  ] sin ~ u 
0 

Naeh dem, was im w 6 bemerkt wurde, finden diese Formeln fi~r jedes 
u statt, wenn 

~ < k .  

~r als obere Grenze genommen, Wenn diese Bedingung erfallt wird, und ~ 

so leiten wir aus diesen Formeln die folgende ab: 

2 

~]I--;t~sin'u du=  ~;~[F(o)+ 2/~'(81)"4" 2F(s,) " t - . . .  -1- 2F(s.)], 
0 

2 

F(s) = r - f o(  ng d . .  
N f i t  - -  ),'s' s i .  ~ u 

0 

Setzen wir im lctzten Integrale 

tang u ~ z, 

so lasst sich dasselbe schreiben: 

c ~  

f r (z) dz 
I + ( I  - -  ~ t S 2 ) Z '  

0 

Demnaeh gehg die Gleiehung (I ~), welehe die Function F(s) bestimmt, 
im vorliegenden Falle t~ber in 

S t + (l - -  )?s~)z ~ 
o 

Hieraus erhellt, dass die Formel, die wlr zur Bestlmmung des Integrales 

2 

f r du 
~ / t  - -  ~ sin' u 

o 



Angeni iherte  Dars te l lung  der Kvadratwurze l  e iaer  Veritnderl iehen.  

erhal ten  haben,  nur  Integra le  yon  der F o r m  
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~o 

f r I -~- ( I  - -  ~ ' S ' ) Z  ~ 

enthMt. Die  Ausdrf i eke  ffir diese Integra lc  

Annahtnen fiber die Function r bekannt. 
Beispielsweise ffir den Fall 

sind ffir gewisse specielle 

f inden wir  
r  = z ' - ' ,  o < p < , ,  

f r 
I + (L - -  ~s~)z ~ 

0 

~_ f zP-l dz __ 
1 + ( ~  - - 2 % q z  ~ 

0 

) 
P 

2 s i n - ~ ( I - - 2 ' s ' )  ~ 

und zur B e s t i m m u n g  des Integrales  

2 "2 

0 0 

werden wir dann nach (12) haben: 

rt ~] l ~ k~ s z 

P 

2 sin Pzr(I - -  2%') ~- S 
2 

und folglich 
7r 1 

2 I + 2  V l - - k s t  ~ t a n g v - l u d u  ~ (t ~ ,F" s~)p 

l s i n - -  S 
o 2 

2 2 
I M k  sn 

+.. .  § 2 i~ ~ ~.~'.)~ 

Ffihren wir bier den Ausdruck (IO) far S ein, so erhalten wir 

2 I 

[" t a n g ~ - l u d u  2 z 

o 2 

r r I + 2 - -  s~ I - -  k%~ 
I - -  2~s~) ~ + " " " -1- 2 -I - -  2~s~)P 
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In  dem speeiellen Falle,  w o k  = ?. und  n = i a n g e n o m m e n  werden.  

g iebt  diese Gle iehung  mit  Rtieksicht  a u f  

2K 
81 = 8 n - -  = 0 . 9 0 0 2 2 2 6  

3 

zur  Bes t immung  des I n t e g r a l e s  

~t 

0 

f a r  2 ~ r  die fo lgende Formel  

I 

2 [ o. o6 8os o'| 
o . 3 9 3 3 1 9 5  q- - - - - -  , 

l '2~ sin ~0___n ( t - -  o. 8 Io4oo72"@[ 
2 

WO 

l ~ = 0 . 9 9 9 3 5 4 9 .  

Setzen wir  n = 2, mi t  Be ibeha l tung  desselben Moduls, so finden wir  

zur  B e s t i m m u n g  des In tegra les  

im Falle  

die Formel  

7t" 

f t_anggp - 1 u d____y, 

I 

2 I O "  

1 "~~ sin/oz 
2 

2360679  + 
o.4188o6o -I- - -  

p �9 

( I - -  o. 4262987,P)~ 

o:34s!2ss pl' 
(x - -  0.931313o)?)~ ] 

WO 

1" = 0 . 9 9 9 9 9 8 8 .  


