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ANGENAHERTE DARSTELLUNG

DER KVADRATWURZEL EINER VERANDERLICHEN
MITTELST EINFACHER BRUCHE

VON
P. TCHEBYCHEW.

Aus dem Russischen'® Ubersetzt von O. Backlund.

§ 1. Bei der Berechnung von Kvadraturen muss man haufig, wegen
Integrationsschwierigkeiten, die (zu integrirenden) Functionen durch an-
gendherte Ausdriicke ersetzen. Wenn die Integrationsschwierigkeiten von
einem Radicale zweiten Grades herrithren, so kann man mit grossem Vor-
theil als angensherten Ausdruck des Radicales

%

B, B, B,
A+01+m+0,+m+"'+(),,+m’

die’ Function

anwenden, welche man mittelst des ersten Theoremes erhilt, das ich in
meinem Mémoire: Sur les questions de minimia qui se rattachent & la repré-
sentation approximative des fonctions,® bewiesen habe. - Stellt man sich die
Aufgabe, die Grenzen der relativen Fehler fur alle Werthe von z zwischen
z =1 und & = k> 1 modglichst eng zu machen, so wird die beste Dar-
stellung des Radicales
1
Vi

B, B B,

A+Cl+w+02-;w+“°+0n+w

durch die Function

1

Samucku Mmmep. Axayemin Hayrs. Bd. 61, St. Petersburg 1889,
* Mémoires de 1’Académie Impériale. Tome VII, 1858,
Acta mathematica. 18. Imprimé le 5 mars 1894. 15
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diejenige sein, fur welche die Verhaltnisse

v

QTR /R + ...+ B,
C,+z C,+z ~~  Citz
B, B, B,

A+Ol+w+02+w+"'+~()ﬂ+w

V:
@

zwischen # = 1 und 2 = % moglichst wenig sich von 1 entfernen. KEine
solche Darstellung des Radicales
V'
z

konnen wir mit Hulfe des erwiahnten Theoremes finden, indem wir es zur
Bestimmung der Grossen

A,B,B,...,B, C,C,...,C,

anwenden, so dass der Logarithmus der Verhaltnisse

A4 D B oy D
C 4+ 0+ Tl +e
oder
B, B, B,
A+C‘+m+(}',+x+' —{C,,+x

moglichst wenig. von o abweicht, wenn % von « = 1 bis & =k sich
andert. Wenn wir annehmen, dass in dem Intervalle x = 1, x = A die
Grenzwerthe des letzten Verh#ltnisses
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sind, so konnen wir uns mit Hilfe des erwiahnten Theoremes von der
Moglichkeit tberzeugen, diese Grenzen der Einheit zu nahern, indem die
2n - 1 Constanten der Function

B, B B,

2
Ul+w+02+w+'”+

Vi

— Ve[ 4+ 52+

4 +

B, B,
02+m+....+0n+x]

in passender Weise bestimmt werden, vorausgesetzt, dass y von z = 1
bis # = I weniger als 2n 4 2 Mal die Grenzwerthe

I

l,—l

erreicht.
Hieraus folgt, dass die grosste Anniherung der Grenzwerthe

Ly

o~ o

an die Einheit nur bei solchen Werthen von

ny

A,B,B,,...,B,, C,C,...,C

stattfindet, fur welche die Function

. B, B, B,
(1) y =il d+gintoaet o Foas

im Intervalle = 1, £ = I wenigstens 2n 4 2 Mal die Grossen

1,

o]

erreicht ohne sie zu iiberschreiten.

Wir werden jetzt zeigen, wie auf Grundlage des angefiihrten sowohl
die Grosse { wie die Function y, welche zur Losung unserer Aufgabe
fuhren, gefunden werden konnen.
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§ 2. Da die Function y zwischen z = 1, x = h itber die Werthe

! und ] hinausgeht, wenn sie in diesem Intervalle fur irgend einen von 1
) G dy

- wird, ohne dass -~ =o0
l ’ dz ’
so missen nach dem oben auscinandcrgesetzten mindestens 2# 4 2 ver-
schiedene Werthe von z, von # = 1 an bis = &, gleichzeitig den Glei-
chungen

und % verschiedenen Werth von z gleich [ oder

(l?__y?)(l . lﬂyZ) = 0

und

(%)256(1 —z)(h—1x) =0

geniigen, wo nach (1) die linken Seiten rationelle Briiche darstellen, deren
gemeinschaftlicher Nenner

(€, + DC, + 2)* ... (C, + o)

ist und deren Zahler (4n 4 2)*® Grades sind. Aus der Zusammensetzung
dieser Gleichungen geht hervor, dass die gemeinschaftlichen Wurzeln, die
von £ =1 und x = & verschieden sind, vielfache Wurzeln sein mussen.
In Folge dessen konnen diese Gleichungen fir 2n + 2 verschiedene Werthe
von z nicht gleichzeitig stattfinden, ohne 4n 4 2 gemeinschaftliche Wurzeln,
gleiche oder verschiedene, zu besitzen. Diess setzt aber ihre Identitit vor-
aus, da sie nach dem eben auseinandergesetzten vom 4n 4 2*" Grade sind.
Identisch konnen diese Gleichungen sein, nur wenn

d 2
W—fﬁ-JWﬁﬂ%%x@—@@~@
wo C eine Constante bedeutet. Hieraus geht dann die folgende Differen-

tialgleichung hervor:

(2) 0 flg/ S dz )
VE— 30 — ) ya(i —a)h — =)

Unter den verschiedenen Functionen y, welche dieser Gleichung fir
irgend welche Constanten ! und C gentigen, ist es nicht schwer diejenige
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zu unterscheiden, welche zur Losung unserer Aufgabe fihrt. Zu dem
Zwecke bemerken wir, dass laut (1)

dy

E:E = 0O

zu einer Gleichung 2#*" Grades fithrt; von x =0 bis #=occ kann daher
. . 1 .

die Ableitung ;—z nur 2% Mal Null werden. Da sie aber nach dem an-

gefuhrten im Intervalle
T =1, rx=~nh

wenigstens 2n# Mal Null wird, so kann sie in den Intervallen

X == 0, r<1
und
x>h, Z =00

kein einziges Mal Null werden; und sie muss zwischen
z =1, x=h

genau 2n Mal Null werden. Aus der Gleichung (2) erhalt man demnach
zwischen den Integralen

1 &k
/‘ da /“ da
Va(l — a)(h — 2) Vale — O — 2)’
1

f dy f dy
V=0 — ) Vi — 01 — )

0 !

die folgenden Verhaltnisse:

/' dy f dx
J V& =y — 0y Ve(l — 2)(h — )
: = (2”' + I>O % .

4 /, dx
4 Velr — )b — 2)
1

J Vo =D — %)

R
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§ 3. Auf Grund dieser Gleichung kann man die Grosse { mittelst
des Verhaltnisses zwischen den Integralen

1 h
[ dex f dx
J Ve —ah—n ) el — )k —a)

leicht ermitteln.
Von den verschiedenen Formeln, die dazu dienen konnen, wollen wir
im vorliegenden Falle die folgende benutzen

. ont1 I+q4n+‘z+ql2n+6+._.8
(4) [* = 1 — 16¢°" <I+q2n+1+gcn+3+.f
i=4w" 8
. h 92(2n+1)i(2i+1)
= I — 16¢™"! ::: ,

> q(2n+1)1'(2i+1)

i=—cw

WO

1
f dx
\/a:(l——:r)(h—z)
P
h

dx .
= e fV r(z~1)h—zx)
= 1 .

q
Diese Formel zeigt, wie I tnd ; bei wachsendem # sich der Einheit
rasch nahern, und wie in Folge dessen die relativen Fehler der Formel

B, B, . B,
A+01+w+02+w+"'—r0n+w’

welche eine Anniaherung des Radicales \/ I' darstellt, rasch abnehmen.
@€
Indem wir durch # eine Grosse, die zwischen o und 1 liegt, be-
zeichnen, so stellt **~! alle Werthe zwischen [/ und % dar. Hiernach

finden wir mit Riucksicht auf die erwahnte Beschaffenheit der Function

B, B

B,
Cl+w+

2 -
Q+w+”'+%+J

sz{A+
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die folgende Gleichung zur Bestimmung dés Werthes des Radicales \/ f:{,:

I___ 1—26 Bl Bss B"
(s) \/%"l 2[A+'O,+m+02+w+”‘+O,,+w]'

§ 4. Die Grossen
A4,B,B,,...,B, C,¢C,,...,C,

welche in dieser Formel auftreten, konnen leicht ermittelt werden, und
zwar mittelst des Integrales der Gleichung (2), das mit Ricksicht auf (3)
erhalten wird. Denn schreiben wir dieses Integral unter der Form

B, B,
0, +'a:+ +On+a¢]’

y—\/%[A_*—C +w+

so finden wir, dass hier die Grdssen

A,B,B,,...,B

n?

C,C,...,C

"

mit Hulfe von elliptischen Functionen mit dem Modul

(6) k= I—i

und mit Anwendung der bekannten Bezeichnung

K=
f\/x—k’qm ¢

sich durch folgende Formeln darstellen lassen:

A= - :
- 2K 4K 2nK
l‘/h[l+2dnzn+1+Zdnzn+1+"'+2dn2n+1]
2\/1;,(111 2m K
B — 2n
m_lsn2 2m K _I 2d 2K 2d 2nk 7’
2n+’1[ + n2n+1+...+ n2n+l]
0t 2mK
2n 4+ 1
C — B

™, 2mK
$

n—~
2n 4 1
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Bemerken wir, dass
2mK
290 4+ 1

fur m = o in die Einheit ubergeht und den Werth nicht andert, wenn
m durch — m ersetzt wird, so konnen wir die Summe

2K 4K 2nK
1+ 2dn2n+l+ 2dn2n+l—|—...+ 2dn2n+1
unter der Form
2mK
Zdn
2n + 1

schreiben, wo angenommen wird, dass die Summe sich tber alle Werthe

m=—n, —m—1), ..., —1,0,1, ..., 0—1,n

erstreckt. Demzufolge erhalten wir

2mK
I

A = Bm 2n + 1

- 2mK = , 2mK 2mK
l\/hzdn2n+1 Lsn 2n+I§:dn2n+I

2y/hdn

und

2mK
2n 4 I 1
2mK 2mK , 2mK
n+12dn2n+lcn2n+r

ami T

2\hdn

) 2mK
. RETI Vh
-~ K- K ; )
lz dn Zm sn? 2m hcn”ﬂg—

Weil der Ausdruck

2mK
2n + 1 Vh
Z dn 2mK <n’ 2mK , 2mK

dn

x + hen
2n 4+ 1 2n 41 2n + 1
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fir m = o in
I

L\h z dn szl

2n

tibergeht und unverandert bleibt, wenn m das Zeichen &ndert, so giebt er,
indem man tber alle die Werthe
m=—mn, —B—1), ..., —1,0,1, ..., 08—1,H,

summirt, die Summe

B, B, B,
A+Cl+w+02+x+'“+0n+m.

Folglich ergiebt sich aus der Gleichung (5) folgende Formel zur Be-

. . 1 .
stimmung des Radicales \/ —, vorausgesetzt, dass x die Grenzen z = 1,
@€

2 = h nicht tiberschreitet:

— 2mK
‘/hdn2n+1
~ E , 2mK ; 2mK
(7) \/E__ % sn 2n+l+h0n 7n F 1
x 90 - 2mK
l 2dn2n+l

§ 5. Aus der Gleichung (7) ist es nicht schwer eine Formel ab-
zuleiten, welche die Grenzwerthe des Integrales

U

giebt, und zwar mit Hulfe von Integralen, welche die Function ¥ ausser-
halb des Radicalzeichens enthalten. Dazu ist nothwendig, dass die Func-
tionen U und ¥V fur alle Werthe der Veranderlichen u zwischen den Inte-
grationsgrenzen positiv bleiben.
Wenn durch
M, M <M

die Grenzen bezeichnet werden, welche die Function ¥ dabei nicht tiber-

schreitet, so bleibt
14

M

0
Aota mathemation. 18, Imprimé le 8 mars 1894. 16
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zwischen den Grenzen
. M
et
MO

eingeschlossen, oder zwischen den Grenzen
1,h

indem
M

gesetzt wird. Hieraus geht hervor, dass fur alle Werthe von u, iber

welche das Integral
U
—d
S
ausgedehnt wird, die Gleichung (7) fur
I
=i
anwendbar ist, wenn
7 — M
= -M:.

Fithren wir also diese Ausdricke far # und % in (7) ein, so ergiebt

sich
v Vil
i Vo' et g
' DX
oder nach Theilung durch M,:
2mK

\/Mdn2n+l
E , 2mK , 2mK
Vsn 2n+1+Mcn T

T
\/_17= 20 2mK
l z dn
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Da der Annahme gemiss die Function U fur alle Werthe von u, iiber

welche das Integral
U
—d
f s

sich erstreckt, positiv bleibt, so erhilt man aus dieser Gleichung

2mK

VM dn Udu
2n + I L
: V sn? 2mK + M cn? 2mK

U 2n 4 1 2n + 1
8 —:du =S .
( ) f\/V ZMZ dn 2mK

2n 41
Weil
M
h = E )
so wird mit Rucksicht auf (6)
(9) M, = M(1 —k%).
Dies ist eine Relation zwischen
M, M,

— den Grenzwerthen, die die Function V bei der Integration nicht itber-
schreiten darf — und dem Modul

k,

der zur Bildung der Formel (8) und der Gleichung (4) dient.
Indem wir der Kiirze halber

2mK
8N
2n 4+ 1
durch
Sm
bezeichnen, erhalten wir
2mK _— 2mK A
cn — — o — I — Z 2
2n + 1 \/I Sm s 2n 4 I J ksm:

zdn 2mK =14 2yi—Fs+ 2yt —Fs+ ...+ 2y1 —Fs.

2n 4+ I
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Setzen wir ferner

(IO) S=I+2\/1_k’si+2\/[—k’s§+...+ I — ks,

und

(11) F(s) = VM1 — &% '/' Udu

S Vs* 4+ M(1 — s’)’
so wird die Gleichung (8)

(12) f v_l_;- du = 35 [F(0) + 2F(s,) + 2F(s,) + - - . + 2F(s))

Weil die Grosse # zwischen o und 1 eingeschlossen ist, so giebt diese
Gleichung die folgenden beiden Ausdricke fur die Grenzwerthe des

Integrales
f —du:

f\/—du>F()+2F8)+2F( ) + ...+ 2F(s,),

f %dn?;_,[p(o) + 2F(s,) + 2F(s,) + ... + 2F(s,)],

wo die Grosse { gemiss der Gleichung (4) bestimmt wird, aus der hervor-
geht, dass I, bei wachsendem », der Einheit sich rasch nihert.

§ 6. Indem wir jetzt zur Anwendung der abgeleiteten Formeln
tibergehen, beginnen wir mit dem Falle

U=1, V=1—2sin’u

wo A< 1. Die untere Grenze des Integrales

f du = f du
Nig Ny

moge o sein; alsdann wird der grosste Werth der Function

V=1—2Asin"u
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innerhalb der Integrationsgrenzen 1 sein, und daher konnen wir in Uber-
einstimmung mit unserer Annahme uber die Bezeichnung setzen

M=1.
Die Gleichung (9) giebt nun
M = 1—k?

0

wo M, die untere Grenze von

V=1—2Asin’u
bedeutet, fur welche die Formel (12) anwendbar ist. Da die Function
V fur die Werthe der Verinderlichen u, tiber welche das Integral

du
f\/l — A*sin®u

0

sich erstreckt, tiber die Grenze M, nicht hinausgehen darf, so muss fur
alle diese Werthe von

1 —Asin’*u S 1 —k?
und folglich
sin % ?%ﬂ

Wenn
A<k,

so wird diese Bedingung offenbar fiir jeden reellen Werth von # erfullt.
Fur den Fall
A<k

kann also die Formel (12) auf das Integral

13

f du
V1 —2sin’u

0

angewandt werden, wie gross % auch sein mag.
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Im Falle
A>Ek

wird dieser Bedingung geniigt nur von solchen Werthen von u, die

are sin -
k

nicht iiberschreiten; folglich konnen dann unsere Formeln auf das Integral

24

f 7 du
\/I — A Sill’—';

13

angewandt werden, nur wenn der Bedingung

pae—sy » A
% < arcsiny

gentige geleistet wird.
Wenn wir in der Formel (11)

U=1, V=1—Asin’u, M=1

setzen und o als untere Integrationsgrenze nehmen, so finden wir im vor-

liegenden Falle
— Vi — &*s? du.
Fs) = S (1 — A*sin*u)s® + 1— s*
0

T — k*s?
== —S\/le—_k%—_zarc tang (1 — 2%s® tang ).
I — A%

Mit Hulfe dieser Function so wie der Grossen

8,3y 8y9 0098, 8

die durch eine elliptische Function (§ 5) mit dem Modul % bestimmt
werden, finden wir mit Rucksicht auf (12) eine Gleichung, welche die

Grenzwerthe des Integrales
f du
Vi — 2%sin’u,
0

geben, Grenzwerthe, die bei wachsendem # sich einander sehr rasch nahern.
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§ 7. Bei der speciellen Annahme
1
k= \/5

g=2e",

wird

und die Gleichung (4), durch welche die Grosse ! fur die verschiedenen
Werthe von » bestimmt wird, geht in die folgende uber:

_ —@nt)r I + e—(4n+2)w + e—(12n+6)x 4 ... 8
{*=1— 16¢ . - .
I 4 et . p—(6nid)m 4

Diese Gleichung giebt fur
W=1,2,...

resp.
I* =0.9993549,

I’ =0.9999988,

woraus zu ersehen ist, wie die Grenzwerthe des Integrales

%
du
B b
VI — A*sin*u
0

die mit Hulfe der Gleichung (12) erhalten werden, bei wachsendem =
sich einander rasch nihern.
Setzen wir nun

so erhalten wir

Far
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geht die Gleichung, welche S bestimmt, tber in

S=1+4 2\/1—-—£s§
und

2K
sn -3—' = 31

wird gleich 0.9002226; daher finden wir
S = 2.5424652.

Fur &k = \/ —; gestaltet sich also (11) folgendermassen

\/I — g s* arc tang (1 — 2%s* tang u)

2.5424652 1 — 2*s?

F(s) =

Setzen wir hier
§ = 0, § = §;, = 0.9002226,

go bekommen wir

F(o) = 0.3933195%,

F(s ) __0.3033402 arc tang (\/1 ~— 0.81040074* tang u)
! 1 — 0.81040074*

Diese Ausdriicke, in die Gleichung (12) eingefithrt, geben folgende
Formel zur Bestimmung des Integrales

du .
V1 — 2*sin’u
0

0.6066804 arc tang (/1 — 0.8104007 * tang 'u,)]
V1 —o0.81040072®

1
ﬁ[0~3933195“ +

Fur
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geht die Gleichung (12) im vorliegenden Falle tiber in

U

du
fﬁ——ﬁ 720 [Au-f— R, 41 tang (R, tang u)-} R— arc tang (R, tang u)],
0

wo

A = 0.2360679, B, = 0.4188060, , = 0.3451258,

1

B, = /1 —0.426298772%, R, = \/i —o0.9313130%°.

Ahnliche Formeln in Bezug auf das Integral

u

I+ psin’®u du
I+ qsin2u¢T_ A% sin®*u

0

werden aus (12) erhalten, wenn gesetzt wird:

I in® .
U:—tz—o—il};ﬂ, V=1—Asnu.
I 4+ gsin“u

§ 8. Wenn wir in (12) far U und 7V verschiedene Functionen
nehmen, so erhalten wir Formeln zur Bestimmung der Grenzwerthe von

Integralen von der Form
—U—_du,
vV

deren Berechnung nicht selten grosse Schwierigkeiten darbietet. In der
Weise finden wir fur

V=1—2sin"u, U = o&(tangu),

wo ®@(tangu) eine Function ist, die das Zeichen -4- innerhalb der Inte-
grationsgrenzen behilt:

— ’sin*u

f\/l (tang ) du = %}[F(O) + Q‘F(sl) + QF(SQ) + ...+ 2F(Sn)]1

Acta mathematica, 18. Tmprimé le 24 mars 1894, 17
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WO

©w

F(s) = VI —Skfszfl d)(f-,:a,n?g:u)2

— A*s*sin*u

0

Nach dem, was im § 6 bemerkt wurde, finden diese Formeln fur jedes

u statt, wenn
A<k,

. . . . T
Wenn diese Bedingung erfullt wird, und > als obere Grenze genommen,

so leiten wir aus diesen Formeln die folgende ab:

f—_@(ta:% du = %[F(O) + 2F(s)) 4+ 2F(s,) + ... + 2F(s,)],
yI— A*sin*u /

Py = YR [ Ol )

— A8 81N u

0

Setzen wir im lctzten Integrale
tangu = z,

so lasst sich dasselbe schreiben:

o®

D(z)dz )
I+ (1 — A*s%H2?

0

Demnach geht die Gleichung (11), welche die Function F(s) bestimmt,
im vorliegenden Falle tber in

o

v NI — ks’ O (z)dz
F(s) = "3 L+ (1 — 257

0

Hieraus erhellt, dass die Formel, die wir zur Bestimmung des Integrales

__ Oftangu) du
\/ 1 — A*sin’ u
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erhalten haben, nur Integrale von der Form

e ]

D(z)dz
4 (1 — A7)zt

0

Die Ausdriicke fiir diese Integrale sind fir gewisse specielle

enthilt.
Annahmen tber die Function @(z) bekannt

Beispielsweise fir den Fall
O(2) = 2", o<p<t,

finden wir

f D(z)dz __f 2P 1dy .
U (1 — 2292 | 1T 4 (1 — A%s9e®
( ) p ¢ *) 2 Sinl;—n(l — 2%s%)

]

und zur Bestimmung des Integrales

My

2
O(tang u)du tang?—ludu
V1 — 2 sin*u V1i— Asin®w

0 0

werden wir dann nach (12) haben:
1 — k' s®

3

F(s) = .

;P 2.2\2 &

2sm?(1——/1 §')* S

und folglich
\/ e VAT
tang?—tudu 2t T2 — eyt (t — A’s’)”
2 1 sin?” g
2

Vi — Atsinu
0

Fuhren wir hier den Ausdruck (10) fur § ein, so erhalten wir
1 — k*s?

1 \/ VAL
" tang?"'udu 2" P+2 (1 — }‘ “)P T (1 — Psfl)p.
o I+ 21— K8+ ...+ 2{1 — ks,

\/I — A*sinfu 120 sinﬂr
2
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. I
In dem speciellen Falle, wo k = \/5 und # = I angenommen werden.

giebt diese Gleichung mit Ricksicht auf
2K
s, = sn?— = 0.9002226

zur Bestimmung des Integrales
Fid
2

tangr—'udu

Y1 — 2sin’u
0

far /1'?\/5 die folgende Formel

1
-

5 . T
120 gin 27
2

B 0.6066805%
[0-3933195 + > ]’

r
(1 — 0.8104007 %)
wo
I’ = 0.9993549.

Setzen wir # = 2, mit Beibehaltung desselben Moduls, so finden wir
zur Bestimmung des Integrales

bl
2

f tang?—ludu
Vi Tsntu

0

1m Falle
e I
A< \/
die Formel
I
g -
2 . 0.2360679 + 0.4188060 ,,"!' 0.3451258 1,
lz"sinl—;— ) (1 —0.42629872%)* (1 — 0.93131304%)°
wo

" = 0.9999988.




