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SUR UNE CLASSE DE TRANSCENDANTES NOUVELLES

PAR

EMILE PICARD

4 PARIS.

(Premier mémoire.)

Je me propose, dans ce travail, de démontrer l'existence d'une classe
de transcendantes nouvelles qui généraliseront les fonctions doublement
périodiques. Les fonctions que nous allons considérer admettent toutes
une période £, mais le changement de z en z + £ modifie les fonctions
de la maniére suivante. Soit

w =R, (u,v,...,w),

une substitution birationnelle quelconque, relative & m lettres w,v,...,w.
Je me propose de montrer qu'il existe wune infinité de systémes de m
fonctions

f(2) s 9(2)s ..., ¢(2)
uniformes dans tout le plan, w'ayant que des discontinuités polaires, et jouissant

des propriétés suivantes:

Elles admettent la période 8, et on a, par le changement de z en z + &

[z + &)= R[f(2), p(2), ..., ¢(2)],
0@+ &)= R[f(2), ¢(2), ..., ¢(2)],

¢+ 2) = R,[(2), ¢(2), ..., ¢(2)}.

Acta mathematica. 18, Imprimé le 24 mars 18%4.
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(Dans la suite, pour la commodité des calculs, nous poserons, ce qui ne
diminue en rien la généralité: € = o', £ = w, en désignant par o et
o' des quantités réelles positives.)

On trouvera simplement, dans ce premier mémoire, avec quelques
propositions auxiliaires qui ne sont pas par elles-mémes sans intérét, la
démonstration de lexistence des transcendantes dont je viens de parler.
Le mode de démonstration employé me parait digne d’attention; japplique
& un probléme relatif & la théorie des fonctions ces méthodes d’approxi-
mations successives si fécondes dans la théorie des équations différentielles
ordinaires et des équations aux dérivées partielles, méthodes d’autant plus
intéressantes qu'on peut varier presque a linfini les conditions de leur
application, et je ne doute pas que des considérations plus ou moins
analogues & celles dont je fais ici usage ne puissent étre utilisées pour
démontrer, I'existence d’autres classes de fonctions.

(C’est la considération de certaines équations différentielles ordinaires
s¢ rattachant aux travaux de M. SopHus LIt sur les groupes de transfor-
mations qui m'a conduit & I'étude des transcendantes précédentes: c’est un
sujet que jaborderai dans un second mémoire. On trouvera un résumé
trés succinct de ces recherches dans les Comptes Rendus de 1'Académie
des Sciences (9 et 30 octobre 1893).

L

1. Considérons m polynomes
Pu,v,...,w), Pylu,v,...,w), ..., Po(u,v,...,w)

dépendant de m variables w,v,..., w. On suppose que ces polynomes

s'annulent pour
U=0=...=w=DO0,

Soient @ et ' deux constantes réelles et positives données. Nous nous
proposons dabord de faire voir qu'on peut lrowver une infinilé de systémes
de m fonctions analytiques

(@) ¢(2), ..o ¢(2)
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de la variable complexe xz, uniformes & droite de l'axe Oy (on pose 2= x + iy),
admeltant la période ' et enfin satisfaisant aux équations fonctionnelles

suivantes:

fiz + o) = P[f(2), ¢(2),-.., ¢(2)],

¢le + ) = B[f(2), ¢(2),

2.  Démontrons dabord un premier
lemme qui va jouer dans notre analyse un
role fondamental. Je désigne par f(z) et
P(z) deux fonctions uniformes dans tout le
plan, ayant @' pour période. En outre on
a lidentité

f(z + ) = pf(2) + P(2),

;0 étant une constante, qui ne satisfait pas
a une relation que nous écrirons dans un
moment. De plus, ayant tracé une suite de
bandes paralldles & Oy et d’épaisseur w, on

ey (@)

.« e e

O(z + @) = P,[f(2), ¢(2), - -

- (2]

Fig. 1.
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suppose que f(z) est holomorphe dans la premiére bande (et un peu a
droite et & gauche de cette bande), tandis qu'on suppose seulement P(2)

holomorphe dans une bande étroite 4’ contenant Oy.

derniére bande,

P(z) = Z (A,w” + g)

en posant x = ¢“. Dans le plan de la variable z,
nous aurons la convergence dans la couronne coraprise
entre deux circonférences j et 5/, & lintérieur de la-
quelle se trouve la circonférence de rayon un. Suppo-
sons que dans cette couronne et sur les circonférences
J et 5/ ellessmémes, le maximum du module de P(z)
soit M. Il est facile d’avoir le développement de f(z); soit:

2rz

4
vy
.
v

flo) =Y (4o + 2

Soit dans cette
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Nous poserons e¢“ = A; on a alors
4 v ’ /[
4k —p) =4, Bz—n) =B,
Nous supposons que, pour aucune valewr de Uentier positif v, on #'ait
soit g = X, soit g =

Remplacant enfin A par ;} (f < 1), nous avons

’ (}v o BV
‘41' = I—:W';Ay, .B, =

On a done

v ,
1(e) =3 = A +

ce que I'on peut écrire

A6
f(z) = __Zw“ +Z ;0" +Z/A(0’—lu)w”

Je dis que nous allons pouvoir trouver une limite de |f(2)| sur les cir-
conférences 7 et 5. Prenons d’abord la circonférence extérieure j. Les
trois séries, dont la somme est égale a f(2), convergent toutes sur cette
circonférence. D'autre part A4, et B, ont des modules moindres respective-
ment que

M
= et Mp”
P P
en désignant par p et g les rayons des circonférences j et 5. On peut
done certainement fixer un nombre a, indépendant de M, tel que T'on ait
|f(2)] < a.M, (sur la circonférence j)

a dépend seulement de o, ', u et de la position des droites i et 7\
Examinons maintenant la circonférence ;. Nous écrirons f(z) sous
la forme

fle) = —LP(@) + 2 TAz + Y P04 Y
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Les trois séries du second membre convergent sur j*, et on a de suite une
limite supérieure de leur module en rempla¢ant 4, et B, par leur module
maximum; quant & P(z), il a pour module maximum M. On pourra
donc trouver une constante o’ ne dépendant pas de M et telle que l'on ait

|f(¢)| <a.M  (sur la circonférence j’).

En désignant par @ la plus grande des deux constantes positives @ et &’

nous aurons
|f(#)| <a.M

sur les circonférences j et j’, et, par suite, dans l'aire annulaire limitée
par ces circonférences. Nous avons donc le premier lemme que nous
voulions établir. Onr peut trowver ume constante a telle que Uon ait dans
la bande i

|f(2)| < a.M,

a ne dépendant pas de M, mais seulement de w , ', pu et de la position
des droites i et 1.

3. Un second lemme nous sera encore utile. Soient

f(x,y’“-’t); S”(x’?/’”-,t): ceey Sb(w,?/’“',t)a

m fonctions des m lettres x,y, ..., ¢ holomorphes dans le voisinage de
=y =...=1=0 et sannulant pour ces valeurs. Nous considérons
la transformation

(2= fx,y,...,10),
Sp(m’y”"’t)}

Q\
Il

(1)

| =¢@,y,...,0).

On peut, en général, par une substitution linéaire convenable faire en
sorte que les termes du premier degré dans f,¢,..., ¢ se réduisent
respectivement &
BT VY, ..., 7.
Acta mathematios. 18. Imprimé le 28 mars 1894, 18
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Faisons donc cette hypothése, et soit depuis [p| <1, [v|<1,..,|7| < 1.
Nous voulons faire la remarque 4 peu prés évidente que, partant d'un
systéme de wvaleurs (x,y, ..., 1) suffisamment voisines de zéro et effectuant
un nombre indéfini de fois la substitution (1), les valeurs de x,y,...,1¢
auront zéro pour limites.

La démonstration est immédiate. Soit A le module maximum de
JyVy s (A< 1), et désignons par M le module maximum des fonctions

f—pe,0o—vy, ..., ¢ —mt

uand z,y, ..., ¢ reste & l'intérieur du cercle de rayon r ayant l'origine
' Y ’ y g
pour centre. Il suffira de faire la démonstration pour la transformation

. M ety +...+

x—m+1_w+y+...+t M—M @ ’
a

' M ety F+...+¢

y——/ly+1_w+y+_“+t M—M a ’
a

. M e+y+...+t

t—At+I_m+y+...+t—M M a ’
a

en donnant & z,y,...,¢ des valeurs réelles et positives. Or, dés la
premiére transformation, les valeurs des différentes lettres deviennent
égales, et nous sommes ramené par suite au cas d'une seule équation
qui est bien connu, et est entiérement évident puisque de la relation

d=+4...

ot A est compris entre o et wn, on conclut de suite, pour z suffisamment
petit
2z < hx,

b étant compris entre A et ur. Donc au bout de » transformations suc-
cessives, la valeur de z sera inférieure a

M

et tendra par suite vers zéro quand n augmentera indéfiniment.
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4. Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du théoréme
énoncé au paragraphe 1. En laissant de coté certains cas exceptionnels,
on peut supposer en faisant une substitution linéaire convenable que les
termes du premier degré dans
Pu,v,...,w), P(u,v,...,w), ..., Polu,v,...,w)
se réduisent respectivement 2

s a0y ey W
et écrivons

P1=/‘1u+Ql’ Pz=/‘2”+Q2, o e vy Pm=/1mw+Qm

les polynomes @ commencant nécessairement par des termes du second degré.
Ceci admis, en réduisant les P & leur premier terme, nos équations
fonctionnelles deviennent

(e + 0) = pn,f(2),
¢z + o) = pp(2),

¢(z + o) = pin¢(2).

On peut y satisfaire en prenant pour f,¢,..., ¢ des fonctions double-
ment périodiques de seconde espéce, admettant le multiplicateur un pour
la période w'i et respectivement les multiplicateurs g , g, , ..., s, pour
la période w.

Choisissons, arbitrairement d’ailleurs, un systéme

1(2) s 05(2) 5o s §(2)

de fonctions doublement périodiques de seconde espéce, ayant les mémes
poles que nous supposerons simples dans un rectangle de périodes.

Ces fonctions vont nous servir de premicre approximation.

Nous tragons & droite de Oy, dans le plan de la variable 2z, des
paralléles & cet axe distantes de o, soit

T=0,20,....
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Nous avons ainsi une succession de bandes de largeur w. Je considére
alors les équations

' 1z + o) = w1 (2) + Q[ (%) 0(2) 5 - - -, ¢y(2)];

(2) ¢, (2 + )= pe,(2) + @, [7(2) s 04(2) 5 o5 Po(2)],

¢z + 0) = padi(2) + Qulfo(2) 5 9o(2) 5 - -y $y(2)]:

Nous allons montrer qu’on peut trouver un systéme de fonctions uni-
formes f,(2), ¢,(2),..., ¢,(2) ayant la période w’i, satisfaisant & ces
équations, et ayant dans la premiére bande & droite de Oy les mémes poles
que f,(2),..., ¢,(2) (on peut supposer que ces derniéres fonctions n’ont
pas de pdles sur Oy) avec les mémes résidus.

Faisons d’abord la démonstration en supposant que f;, ..., ¢, n'ont
quun pole dans un rectangle de périodes. En désignant par p le degré
des polynomes €, nous pouvons satisfaire aux relations précédentes en
prenant pour f,, ¢,,..., ¢, des polynomes de degré p en f,,..., ¢, et
ne renfermant pas de terme du premier degré; ces relations détermineront
dans ces polynomes les coefficients de tous les termes. Il ne pourrait y
avoir d'impossibilité que si on avait une relation de la forme

LI o P = s
les v étant des entiers positifs pour lesquels v, 4+ v, +... 4y, > 2; nous
supposons qu'il wexiste pas entre les p de relation de cette forme. Au po-

lynome trouvé pour f, on peut ajouter une fonction linéaire arbitraire
—1 .
de f,,..., [0, soit

(¢ afs(2) + afi(a) + . . + g f(a).

La premiére des relations (2) ne cessera pas d'étre satisfaite, quelles que
soient les constantes «. Nous les déterminons de maniére que f,(2) ait
pour poles simples les poles de f,(2) situés dans la premiére bande avec
le méme résidu. On opére de méme pour chacune des autres fonctions
¢, (2) 5.+, ¢,(2), qui se trouvent alors complétement déterminées.

Nous venons de supposer, dans la résolution des équations fonction-
nelles (2), que f,,..., ¢, n'avaient qu'un seul péle dans un rectangle



Sur une classe de transcendantes nouvelles. 141

de périodes. S'il y a plusieurs péles, on détermine toujours de la méme
maniere les polynomes de degré p en f,,..., ¢, ne renfermant pas de
termes du premier degré, et au lieu d’ajouter ensuite une expression de
la forme (¢) qui ne renfermerait pas assez de coefficients arbitraires, nous
ajouterons l'expression générale d'une fonction doublement périodique de
seconde espéce (aux multiplicateurs um et g ) décomposée en éléments
simples et ayant pour péles multiples d’'ordre p les podles de f,. Nous
pouvons alors disposer des coefficients de maniére & avoir une fonction
f, ayant pour pdles simples les poles de f, avec les mémes résidus
respectifs.

Ayant ainsi déterminé f,,¢,,..., ¢, nous continuons nos approxima-
tions. Des fonctions f,..., ¢,, on déduira des fonctions f;, ..., ¢, ab-
solument comme on a déduit f,,..., ¢, de f,,..., ¢,. D’'une maniére
générale, on a

fule + 0) = wufi(2) + Qlfimi(2), Pu1(2) 5+ ooy Paci(2));
Puz + 0) = ﬂafon(z) + Qlfi1(2) s paa(2), ..+, Pna(2)];

ﬁbn(z + w) = pmsbn(z) + Qm[ﬂx—l(z) ’ 50,,_1(5) [N ¢n-—l(z)]

Tous les f,,..., ¢, ont respectivement les mémes podles que f;, ..., ¢,,
dans la premiére bande, avec les mémes résidus.

Nous devons maintenant nous poser la question suivante:

Ces approximations successives convergent-elles vers une limite? Clest

la le point essentiel dans la démonstration, que nous allons maintenant
examiner.

5. En posant d'une maniére générale

1(2) = f,(2) + F.(2),
50,,(3) = 500(2) + @n(z)’

.............

5[1,,(5) = ¢'o(5) + ¥.(2)
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on a pour les fonctions F,, ..., ¥,, fonctions holomorphes dans la premiére
bande

File+ o) =pF(2)+ Qlfy + Fusty 00 + Cucay oo o5 & + s,
(3) e e . Coe e e
Vet o)=m¥ )+ Qlf, +Fs, 0o + Ousy oo & + Fid
Supposons que dans la bande i’ (fig. 1), on ait

L@ <M, .oy |do(a)| < M
et pareillement

an-—l(z)l < Mn—l" LA | ' w.n-—l(z)l < Mn—l'

Remplagons d’autre part dans @,,..., @, chaque coefficient par son
module et désignons par ¢ le polynome ainsi obtenu; nous aurons alors
en nous reportant au lemme du paragraphe 1 et gardant pour a la signi-
fication de ce paragraphe (on prend pour @ le plus grand des m nombres
que donne le lemme)

IFn(Z)‘ <a'Q(M+ Mn—l, M+ Mz&-—l) M '°)M+ Mn—l))

et cette inégalité valable dans la bande #’ ’applique aussi & @,(2), ..., ¥,(2).
Si done nous posons

M,=a.qM+ M, ..., M+ M, )
nous pourrons écrire:
|F.(2)| < M,, ..., |¥.(2)| <M, (dans la bande i').
Or considérons la transformation
(4) vy =aqM+‘o, M+z,..., M+ z)

et cherchons si cette transformation effectuée n fois de suite sur une lettre
x conduit vers une limite quand # augmente indéfiniment. On doit,
conformément au lemme du paragraphe 2, former I'équation

r=a.qM+x,..., M + z)
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Or si M est suffisamment petit, cette équation aura une racine voicine
de zéro, puisque ¢ est un polynome en (M + x) commengant par un
terme du second degré; il est clair que cette racine sera de l'ordre de
M?*. D'autre part la dérivée du second membre de (4) par rapport a z
sera visiblement aussi pour cette racine de lordre de M”* et par suite
d’'un module moindre que wn, si M est assez petit. Par conséquent en
prenant la valeur initiale de x elle-méme assez petite, la succession des
valeurs déduites par la répétition de (4), tendra vers une limite et par
conséquent toutes ces valeurs resteront moindres qu'un nombre K. On
a ici comme valeur initiale de # la quantité M, qui est de l'ordre de
M?; nous sommes donc assuré que le nombre K est trés petit quand M
est lui-méme trés petit. Nous pouvons donc écrire que l'on a, quel que
s0it n

|F(2)| <K, ..., |¥.(2)]< K, (dans la bande ')

K étant une constante trés petite en méme temps que M.

6. Nous allons maintenant faire voir que
F.(2),..., ¥.(2)
ont des limites, sous la condition que M soit assez petit. Nous avons
Fn(z + (0) - F,,_](Z + (0) = #1(Fn(‘z) - Fﬂ—l(z))
+ Ql[ﬁ) + Fn—l"“]_Ql[ﬁ) + Fn—?? ]

et des égalités analogues. Or, en s'appuyant sur les résultats du para-
graphe précédent, on voit immédiatement que la différence qui forme les
deux derniers termes du second membre est moindre que

A'Nn——l)

A désignant une constante indépendante de # et tendant vers zéro en
méme temps que M; quant a N,_,, il représente le maximum des va-
leurs absolues des différences

Fn—l(z) - Fn—-2(z) ’ (D,,_l(z) - Qn—?(z) y ey Ip'n_l(g) - wn—-ﬂ(z)
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dans la bande #’. La lemme du paragraphe (1) nous donne donc
|F,(2) — F,_,(2)| < aA.N,_4,
................. (dans la bande i),
| 0,(2) — 0, ,(2)| < ad.N,_,,

Ces inégalités sont fondamentales, et nous permettent d'achever la dé-
monstration. On voit en effet que la série

Fi(2) + (Fy(2) — Fy(2)) + ... + (Fo(¢) — Foa(2)) + - - -
est convergente dans la bande i’, si on a
al < 1;

elle converge, dans ce cas, comme une progression géométrique décrois-
sante. Or, l'inégalité précédente sera vérifiée si M est suffisamment petit:
c’est 1a une condition que mnous pouvons toujours réaliser, puisque les

fonctions
f;(z) Yooy ¢o(z)

peuvent étre multipliées par une constante arbitraire assez petite, avant
de commencer le calcul des approximations successives. Nous arrivons
donc alors a la conclusion suivante:

Quand n augmente indéfiniment, les fonctions
F,(2), @.(2),..., ¥.(2)

convergent uniformément vers des limites
F(z), 0(2),..., ¥(2),

2 restant dans la bande i,

7. Les fonctions
F,(2), 0,(2),..., ¥.(2)

ayant des limites dans la bande 4, auront nécessairement aussi, d’aprés
les relations (3), des limites dans la bande se déduisant de @' par le
changement de 2z en 2z 4 w. Ces limites notamment existeront sur la
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droite 44’ (fig. 1), par suite dans toute la bande (yy', 44') et enfin
évidemment, d’aprés la maniére méme dont nous y arrivons, un peu &
droite et un peu a gauche de cette bande. Revenant maintenant a

$u(2) = dol2) + ¥o(2)

nous voyons que les limites de

(2)5 -5 da(2)

sont les fonctions cherchées; désignons-les par f(2), ¢(2),...,¢(2). Elles
sont définies dans la premiére bande et un peu au dela a droite de 44’
(il est inutile de parler du coté gauche). Les équations fonctionnelles
elles mémes

e + o) = B\[f(2), ¢(2), .- o, $(2)],
¢(z + ) = Blf(2), ¢(2), ..., ¢(2)),

......................

définissent les fonctions de proche en proche dans le demi-plan & droite de
Oy. Les valeurs des fonctions dans les différentes bandes & droite de Oy
sont bien respectivement les prolongements analytigues les unes des autres,
puisque les limites trouvées pour la premiére bande étaient susceptibles
de sétendre un peu au dela en satisfaisant aux équations fonctionnelles.
Nous avons donc démontré le théoréme énoncé au paragraphe premier. 11
est & peine besoin d’ajouter que les fonctions f, ¢,...., ¢ ne se ré-
duisent pas & des constantes puisqu’elles ont des poles dans la premiére
bande.

Acta mathematica. 18. Imprimé le 29 mars 1894, 19
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11

8. Quelques remarques sont nécessaires sur les hypothéses d'inégalité
qu'exige la démonstration précédente.

D’abord, pour quon puisse appliquer le lemme du paragraphe 2,
nous devons supposer que ['égalité

vmo

(5) p=e"

ne peut étre wvérifiée, v étant un entier quelconque positif ou négatif, pour
aucune valeur de i entre 1 et m.

Nous avons fait ensuite une seconde hypothése (§ 4) consistant dans
Uimpossibilité d'une relation de la forme

e =

les y étant des entiers positifs pour lesquels v, + v, + ...+ v, > 2.
Au fond cette restriction est inutile; nous I'avons faite pour pouvoir cal-
culer plus facilement nos fonctions approchées, mais un peu d’attention
suffit pour montrer qu'une telle égalité n’est la cause d’aucune véritable
difficulté. Nous mnous sommes trouvé en définitive au paragraphe 4
devant. le probléme suivant: en désignant par ¢(z) une fonction de se-
conde espéce pour laquelle on a

gz + o) = ¢(2), Pl + 0) =(2),
trouver une fonction uniforme f(z) ayant la période ' et telle que
[(@ + ) = pf(2) + ¢(2)-

Le cas que nous avons examiné correspondait & A == u. On a de suite
en effet une solution de 'équation précédente, en prenant

Cette solution ne convient plus si 2 = s; mais il suffit de considérer ce
cas comme un cas limite. L’élément simple servant & décomposer ¢(z)
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est fonction de son poéle, d’un certain coefficient et de i; pour des valeurs
regardées comme numériques des divers poles et des divers coefficients,
i1 ne reste que A de variable, et nous pouvons regarder ¢(z) comme
fonction de 2z et A, soit

¢z, A).

Au lieu de prendre la valeur écrite plus haut pour f(2), on peut prendre

_ 9, A — ¢, p)
f(z)_‘ 1__#

et par suite pour A = y, nous avons

() =252,

C’est une fonction uniforme de 2z avec la période 'i et satisfaisant a la
relation

& + o) = i(2) + ¢(2),

et que l'on pourra évidemment exprimer au moyen des transcendantes
de la théorie des fonctions elliptiques.

En résumé, nos hypothéses d'inégalité se réduisent donc & U'impossi-
bilité de relations de la forme (5).

9. Je ferai encore une remarque importante relativement a I'emploi
des approximations successives pour obtenir les fonctions cherchées. Nous
sommes parti des fonctions de seconde espéce

1(2) 5 24(2) s -+ -5 Po(2).

Nous aurions pu partir de fonctions wuniformes quelconques admettant la
période ', holomorphes dans la bande ii’, et admettant une file de poles
(supposés simples) dans la premiére bande (yy', 44’). Il nous faut, dans
ces mnouvelles conditions, compléter un peu le lemme du paragraphe 2.
Reprenons I'équation fonctionnelle

fe + o) = pf(z) + P(2),

P(z) désignant une fonction uniforme de période w'¢, et holomorphe dans
la bande 4. Existe-t-il une fonction uniforme, holomorphe entre 7' et
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AA’, et qui satisfasse & 'équation fonctionnelle ci-dessus? Reprenons le
développement

%74 rz

P(z)=ZXA4,e” + Be “
valable dans la bande #’. En posant

vrz Qvmz

f(s) = ZA4e” + Bie
et en admettant que f{z) soit holomorphe entre i’ et 44’, nous pouvons
avec l'équation fonctionnelle déterminer les coefficients de f(z). On ob-
tient ainsi (§ 2)

4, Yoo B, -
f(z)=z:l_#ﬁve““ +9V—_—pe .

D'ailleurs en désignant par d et d' les distances de l'origine a la droite
i et & la droite ¢, on a

M sl
|A,|<@, |B,| < Me .
e

Il en résulte que la série représentant f(z) sera certainement convergente
pour
—d <zr<o+d, (2 =z + ).

Ce résultat obtenu, il n’y a aucune modification essentielle & faire & la
série de nos raisonnements. Les fonctions successives données par les

approximations
fn(z) ’ ¢n(z) y et Sbn(z)

auront les mémes poles dans la premiére bande que f,(2), ¢,(2), ..., &,(2).
La convergence des approximations successives sera certaine, si f,,...,d,
ont un .module suffisamment petit, dans la bande i’ et dans celle qui

s'en déduit par le changement de 2z en 2z + .
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ITI.

10. Au lieu des polynomes P, , P,, ..., P, du paragraphe 1, con-
sidérons maintenant m fouctions rationnelles

Bw,v,...,w), B(w,v,...,w), ..., B, (u,v,...,w)

de m lettres w, v, ..., w.
Nous allons montrer qu'on peut trouver des fonctions

f(a), ¢(8), .+, (2)

uniformes dans la moitié du plan ¢ droite de Oy, admettant la période o'i
et satisfaisant aux équations fonctionnelles

flz + o) = R [f(2), ¢(2), ..., ¢(2)],
¢(z+ o) = R,[1(2), ¢(2), ..., ¢(2)),

......................

Oz + o) =R,[f(2), ¢(2), ..., ¢(2)]

Nous ne diminuons pas la généralité en supposant que les R s’annulent
: g P
pour # =v=...=1w =0 et que le dénominateur commun des R réduits

a avoir méme dénominateur prend la valeur un pour 4 =v=..=w=o0.
Nous raménerons bien facilement ce cas au cas précédent. Rempla-
cons en effet f, ¢, ..., ¢ respectivement par
! 4 ¢

I+Z’I+Z"“’I+Z.

Les seconds membres des équations fonctionnelles deviendront des frac-

tions rationnelles en /, ¢, ..., ¢ et y avec méme dénominateur. Nous
aurons ainsi
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f(z'}'w) — Pl[f’¢’~"’¢))f] ,
L+ y764+w) 1+ Punrlfe,....¢,7
¢z + o) Plf,e,. ... ¢,4

T+ y+@) 14 Poplfo@se-st. 7]

----------------------

$e+o) _ Palfip,bisl

I+Z(Z+w) I+Pna+1[f;¢,--->¢alJ
les P étant des polynomes. Les m premiers P,, P,, ..., P, sannulent
pour f=¢ =...= ¢ = o, quel que soit y. Le polynome P, sannule
pour f=¢ =... =¢ =y =o.

Nous sommes donc amené & écrire les m + 1 équations

[ fe+w)=Plf,¢s s ¢, xh
(7) ele+ w)=Plf,¢,.-, ¢, 1

...................

{Z(Z_I_w):Pm+1[f7¢7'°-,¢’X],

ce qui nous rameéne au cas précédemment étudié. Les nombres p qui
jouent un réle important s'obtiennent immédiatement. Les m premiers
seront les racines de I’équation relative & la substitution linéaire formée
avec les termes du premier degré, dans les numérateurs des R; quant
au dernier s, il sera égal au degré des polyndomes P. Les conditions
d'inégalité qui doivent étre vérifies (§ 8) sont donc faciles a former.

11. Il nlest pas inutile de s'assurer que les fonctions dont nous
venons d'établir D'existence ne se réduisent pas & des constantes. Nous
sommes certain d'obtenir par les équations fonctionnelles (7) des fonctions
fs¢,...5¢,y qui ne se réduisent pas & des constantes; c’est ce que
nous avons déja dit & la fin du paragraphe 7.. On peut se donner ar-
bitrairement dans la premiére bande les files de podles avec le résidu
corresponaant. Dans ces conditions il ne pourra pas arriver en général
que les quotients

f 4 , ¢
T Ty T
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se réduisent a des constantes. Il suffit en effet d'avoir dans la premiére
bande pour f,¢,..., ¢,y deux poles distincts (c’est & dire différents
d’'un multiple de w'i) avec des résidus dont les rapports sont, pour l'un
ou lautre pole, différents; on est alors assuré que les quotients précé-
dents ne peuvent se réduire a des constantes.

12. Jusqu'a présent, nous n'avons obtenu que des fonctions uni-
formes dans une moitié du plan. Supposons maintenant que la trans-
formation rationnelle
w =R (u,v w)

1 y Vg ey ’

v = R,(u,v,...,w),

®)

.............

w=R,(u,v,...,w),

soit de plus birationnelle, cest a dire que des équations précédentes on
puisse tirer #, v, ..., w en fonctions rationnelles de #', o', ..., w'

D’apres le paragraphe 10, nous pourrons trouver des fonctions pério-
diques de période ' satisfaisant aux équations (6) et uniformes dans la
moitié du plan a droite de Oy. Il est facile de voir que, dans le cas
ou nous nous placons maintenant, ces fonctions seront uniformes dans towl
le plan. On a en effet la substitution inverse donnant les relations

f(z) = & [fle + o), ¢le + ©),..., 9@ + )],
¢(2) = e + o), ¢+ o), ..., ¢+ o)),

............................

¢(2) = Qulfle + 0), ple + @), ..., ¢(z + o)),

les @ étant des fonctions rationnelles. Les fonctions définis a droite de
Oy s'étendront donc de proche en proche dans les bandes successives &
gaunche de Oy et cette extension sera évidemment une extension analytique.

Nous arrivons donc au théoréme suivant qui est le principal résultat
de ce travail:

Etant donnée une substitution birationnelle arbitraire (S), on peut trouver
une infinité de systémes de fonctions

f(2), ()5 .5 §(2)
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uniformes dans tout le plan avec des discontinuités exclusivement polaires,
ayant la période w'i, et satisfaisant aux équations fonctionnelles

[z + o) = R [f(2), ¢(2),..., ¢(2)]
¢z + o) = R,[f(2), ¢(2), ..., ¢(2)]

----------------------

$e + o) = Bu[f(2), ¢(2), ..., $(2))

IV.

13. Je dois, en terminant, rappeler un mémoire de M. Poincark
(Sur unme classe nouvelle de transcendantes uniformes, Journal de mathé-
matiques 189o) dans lequel 'éminent géométre s'était proposé un pro-
bléme analogue & celui que nous venons de traiter.

Soient m un nombre quelconque réelle ou imaginaire ([m| > 1) et

R,R,...,R,

n fonctions rationnelles de # lettres. M. PoINcARE se propose de chercher-
des fonctions uniformes de u

o, (u), gi(u), ..oy oulw)
telles que I'on ait
“ (mu) = Rl [¢1(“) ’ 5’2(") yrety ¢n(u>]’
@y (mu) = B, [g,(u), ¢,(4), .-, ga(u)},

-----------------------

gu(mu) = Rulp,(u), ¢(w), -5 pa(w)];

en se bornant aux fonctions qui me présentent pas pour w = O de point
singulier essentiel.
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Si nous posons
W= €

les fonctions ¢(u) deviendront des fonctions uniformes de z

1i(2)s £,(2) 5 -5 £u(2)

admettant la période 27, et en posant
logm = o

(on prend une détermination fixe d’ailleurs quelconque de ce logarithme),
on aura

e+ o) = R [f,(2), f,(2), ..., fu(2)];
L+ o) = B[1(2), 1,(2) -+, fu(2)]s

......................

iz + o) = B,[f,(2), f,(2), ..., F.(2)]s

et nous obtenons ainsi des équations fonctionnelles toutes semblables &
celles que nous avons étudiées dans ce mémoire.

L’hypothése faite que # == o0 n'est pas un point singulier essentiel
pour les fonctions ¢ entraine une ceriaine relation d’égalité pour les fone-
tions rationnelles B. En admettant que les B s'annulent pour

Pr =@ = .0 =@ =0

et que lon ait, comme il est en général permis de le supposer, les dé-
veloppements dans le voisinage de zéro

Rl(f"]’?a""??n)=/ll¢l + ...,
R2(¢1’¢27"'7§0n>=ﬂ2§02—l-...,

...................

Bo(@ys @arenr 00) = tan + 00y

les termes mnon écrits étant de degré supérieur au premier, lun des
nombres p doit étre égal @ m. Clest a 'aide de développements ordonnés
suivant les puissances entiéres et positives de ef que M. PorxcaRrE démontre
Vexistence des transcendantes dont il s’occupe, et qui pour des B donnés,

ne dépendent que d’une ou plusieurs constantes arbitraires.
Acta mathematica. 18, Imprimé le 3 avril 1894, . 20
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Les problémes que nous avons traités sont donc en réalité différents
de ceux qui ont occupé M. PoiNcARE dans le beau mémoire que nous
avons cité, et je me vois aucune antre maniére d’établir l'existence des
transcendantes que nous avons considéré ici que des méthodes d’approxi-
mations successives susceptibles d’ailleurs, comme on l'a vu, de toute la
riguneur désirable.

Paris, le 30 décembre 1893.




