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SUR UNE CLASS.E DE T R A N S C E N D A N T E S  NOUVELLES 

PAI~ 

EMILE PICARD 
PARIS. 

(Promior m~moire.) 

Je me propose, dans ce travail, de d6montrer l'existenee d'une elasse 
de transcendantes nouvelles qui g6n6raliseront les fonctions doublement 
p6riodiques. Les fonctions que nous allons consid6rer admcttent routes 
une p6riode ~2, mais le changement de z en z + ~(2' modifie les fonctions 
de la mani6re suivante. Soit 

u' = / ~ , ( u , v , . . . ,  w), 

v' = R 2 ( u , v , . . . ,  w), 
�9 ~ �9 �9 �9 ~ ~ ~ �9 . . �9 , 

w' = / ~ , , ( u ,  v , . . . ,  w), 

unc substitution birationnelle quelconque, relative ~ m lettres u , v , . . . ,  w. 
Jc me propose de montrer qu'il existe une infinitd de syst~mes de m 
fonctions 

f ( z ) ,  ~ ( z ) , . . . ,  r  

uniformes dans tout le plan, n'ayant que des discontinuitds polaires, et jouissant 
des propridtds suivantes: 

Elles admettent la pdriode ~ ,  et on a, par le chaugement de z en z + ~2' 

f(z + ~ ' ) =  .tT,[f(z), p (z ) , . .  ., r 
~(~ + ~2,)= S~2Ef(~), ~(~) , . . . ,  </,(~)], 
�9 . . . �9 . . �9 . �9 . . . �9 �9 , . �9 �9 �9 . . 

r + ~') = R,[r(~) ,  ~(~),..., r 
Aeta mathematlca. 18. Imprim~ le 24 mars 1894. 
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(Dans la suite, pour la eommodit6 des calculs, nous poserons, ce qui ne 
diminue en rien la g6n6ralit6:~2--~ r ~2 '~  to, en d6signant par eo et 
a;  des quantit6s rSelles positives.) 

On trouvera simplement, dans ce premier m6moire, avec quelques 
propositions auxiliaires qui ne sont pas par elles-m~mes sans int6r6t, la 
d6monstration de l'existence des transcendantes dont je viens de parler. 
Le mode de d6monstration employ6 me paralt digne d'attention; j 'applique 

un probl6me relatif ~ la th6orie des fonctions ces mdthodes d'approxi- 
mations successives si f6condes dans la th6orie des 6quations diff6rentielles 
ordinaires et des 6quations aux d6riv6es partielles, m6thodes d'autant plus 
int6ressantes qu'on peut varier presque ~ l'infini les conditions de leur 
application, et je ne doute pas que des consid6rations plus ou moins 
analogues ~ celles dont je fais ici usage ne puissent 4tre utilis6es pour 
d6montrer:!'existence d'autres classes de fonctions. 

C'est la consid6ration de certaines 6quations diff6rentielles ordinaires 
se rattaehant aux travaux de M. SOt'HUS LIE sur les groupes de transfor- 
mations qui m'a conduit ~ l'6tude des transcendantes pr6c6dentes: c'est un 
sujet que j'aborderai dans un second m6moire. On trouvera un r6sum6 
tr6s succinct de ces recherches dans les Comptes Rendus de l'Acad6mie 
des Sciences (9 et 30 octobre I893). 

I0 
I. Consid6rons m polynomes 

v , . . . ,  w) ,  P2( , v , . . . ,  w),  . . . ,  . . . ,  w) 

d6pendant de m variables u ,  v , . . . ,  w. On suppose que ccs polynomes 
s'annulent pour 

U - . -~  V " ~  . .  . ~ -  W ~ O .  

Soient eo et co' deux constantes r6elles et positives donn6es. Nous nous 
2~roposons d'abord de faire voir qu'on peut trouver ~ne infinild de syst~mes 

de m fonctions analytiques 

. . . ,  
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de la variable complexe x, uniformes d droile de l'axe Oy (on pose z = x-{-iy), 
admettant la pdriode w'i et enfin satisfaisant aux dquations fonctionnelles 
suivantes : 

f(z + o)) = P ~ [ f ( z ) ,  f , ( z ) ,  . . . ,  r  

fc(z -b co) ----- P ~ [ f ( z ) ,  fD(z) . . . .  , r  

O 9 0 0 1 0 Q l l l 1 4 Q g O g B O Q l l ~  

r + ~) = P~[f(~), ~(~),  . . . ,  r 

2. D4montrons d'abord un premier 
lemme qui va jouer dans notre analyse un 
rSle fondamental. Je d~signe par f ( z ) e t  
P(z) deux fonctions uniformes dans tout le 
plan, ayant eo'i pour p~riode. En outre on 
a l'identit6 

r(~ + ,o)= ~f(z) + p(~), 

~tant une constante, qui ne satisfait pas 
k une relation que nous dcrirons dans un 
moment. De plus, ayant track une suite de 
bandes parallSles k Oy et d'@alsseur co, on 

Fig. i .  

71A 
I O i tel 

11 7'i  I i  
',yJ i ~_' 

suppose que f(z) est holomorphe dans la premiere bande (et un peu b. 
droite et k gauche de cette bande), tandis qu'on suppose seulement 1)(z) 
lmlomorphe dans une bande dtroite ii' contenant Oy. 
derniSre bande, 

2 ~,z 
fo' 

e n  o o s a n t  X. ~ e ]_  Dans le plan de la variable x, 
nous aurons la convergence dans la couronne comprise 
entre deux circonf~rences j e t  f ,  ~ l'int~rieur de la- 
quelle se trouve la circonfSrence de rayon un. Suppo- 
sons que dans cette com-onne et sur les circonf~rences 
j et j '  elles-m~mes, le maximum du module de P(z)  
soit M. 

Soit dans cette 

Fig. 2. 

r i xx\ 

J 
%% / 

Ii est facile d'avoir le ddveloppement de f(z); soit: 

( 
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7rol 
Nous poserons e ~' = 2; on a alors 

B , I  i \ A:(Z ~ - / ~ )  = A, ,  ' t ~  - - / ~ )  = B,.  

Nous supposons que, pour aucune valeur de l'entier posi t i f  v, on n'ait 

I 
soit #----- ~ ,  soit # = ,~-;. 

(0 < I), nous avons Rempla?ant  enfin ). par b 

O H  ~ (]01112, 

0 v By 
A; ----- & ,  B; = 

I - -  [1-(] v 0 ~ - -  ,U 

0 ~ B,  I 
f ( z )  = I - - [10  v 'Av~  + O ~ - - / ~  x~' 

~ 
ee que l'on peut emre 

, By 
/(4= - ;  Z -  x -- t~O ~ + / . . - 1 , ( 0  '~ - - I ~ ) z  ~ 

ae dis que nous alions pouvoir t rouver une limite de tf(z)l  sin" les eir- 
eonfdrenees j e t  j ' .  Prenons d'abord la eireonf6renee ext6rieure ./. Les 
trois s6ries, dont la somme est 4gale k fl(z), convergent toutes sur eette 
cireonfdrenee. D'autre part A~ et B, on* des ,nodules moindres respeetive- 
ment  que 

M 
- -  e t  M p  '~ p~ 

en d6signant par p et p' les rayons des eireonf6rences j e t  j ' .  On pent  
(lone certainement fixer un nombre a, ind@endant  de M ,  tel que l'on nit 

If(z)] < a.M, (sur l~ circonf~ence y) 

a d@end seulement de oJ, o9', l x et de l~ position des droites i et i'. 
Examinons maintenant la circonf6rence ]'. Nous ecnron~ [(z)  sous 

la forme 

f ( z )  = - - -  /~ ,. x - -o~  + z - - i f ( o . - - ~ ) ~  
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Les trois s6ries du second membre convergent sur 2', et on a de suite une 
limite sup6rieure de leur module en rempla?ant  A~ et By par leur module 
maximum;  quant  ~ P ( z ) ,  il a pour module maximum M. On pourra 
donc trouver une constante a' ne d6pendant pas de M e t  telle que l'on ait 

I f(z) I < a'. M (sur la circonf6rence ]'). 

En d6signant par a la plus grande des deux constantes positives a e t  a' 
n o u B  aurons 

If( )l < a . i  

sur les circonf6rences 2" et 2"', et, par suite, dans l'aire annulaire limitde 
par ces circonfSrences. Nous avons donc le premier lemme que nous 
voulions 4tablir. On p e u t  t r o u v e r  u n e  c o n s t a n t e  a te l le  que l 'on air d a n s  

la  bande  ii '  

If( )l < a . z z ,  

a n e  d g p e n d a n t  p a s  de M,  m a i s  s e u l e m e n t  de  (o, co', lu et  de  la pos i t i on  

des  dro i t e s  i e t  i'. 

3. Un second lemme nous sera encore utile. Soient 

f ( x  , y , . . . ,  t) , F ( x  , y , . . . , t) , . . . ,  ~b(x , y ,  . . . ,  t ) ,  

m fonctions des m lettres x ,  y , . . . ,  t holomorphes dans le voisinage de 
x = y . . . .  = t = o et s 'annulant  pour ces valeurs. Nous consid6rons 
la transformation 

(i) 

x ' =  f ( x  , y , . . . ,  t) ,  

y ' -  

z' = r  y , . . . ,  t). 

On peut, en g6n6ral, par une substitution lin6aire convenable faire en 
sorte que les termes du premier degr6 darts f ,  ~ , . . . ,  ~b se r6duisent 
respectivement 

p x  , r y  , . . . , ~ .  

Aot~ ~ .  18. Imprim6 le 28 mars 189L 18 
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Faisons done cette hypothgse, et soit depuis IS[ < i ,  I~l < I ,  . . . ,  < i. 
Nous voulons faire la remarque k peu prgs 6vidente que, par tan t  d'un 

systdme de valeurs ( x ,  y , . . . ,  t) suf f isamment  voisines de gdro et effectuant 

un hombre ind~fini de lois la substitution ( i ) ,  les valeurs de x ,  y , . . . ,  t 

auront z~ro  pour  limites. 

La d6monstration est imm6diate. Soit ), le module maximum de 
/~, ~, ..., 7:(2 < t), et d6signons par M le module maximum des fonctions 

f - -  p x  , 9, - -  ~y , . . .  , r - -  ~rt 

quand x ,  y ,  . . . ,  t reste ~ l'int6rieur du cercle de rayon r ayant l'origine 
pour centre. I1 suffira de faire la d6monstration pour la transformation 

M _ _ M _ _ M x + y + . . . + t  
x'  --~- 2x, -4- x + y + . . .  + t a ' 

I - -  
Cb 

M M _ M z + y + . . . + t  
Y ' = , I Y +  z + y + . . . + t  a ' 

I - -  
a 

t' ~t + M M _ M Z + y  + . . .  + t 
~ + y + . . . + t  a 

I - -  

en donnant ~ x , y , . . . , t  des valeurs r6elles et positives. Or, d~s la 
premiere transformation, les valeurs des diff6rentes lettres deviennent 
6gales, et nous sommes ramen6 par suite au cas d'une seule 6quation 
qui est bien connu, et est enti~rement 6vident puisque de la relation 

x' = , i x  + . . .  

oh 2 est compris entre o et ,;~n, on conclut de suite, pour x suffisamment 
petit 

X' < hx  , 

h &ant compris entre ,i et un.  Done au bout de n transformations suc- 
cessives, la valeur de x sera inf6rieure 

hnx 

et tendra par suite vers zdro quand n augmentera ind6finiment. 
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4. Nous pouvons maintenant aborder la d6monstration du th6or$me 
6nonc6 au paragraphe I. En laissant de c6t6 certains cas exceptionnels, 
on peut supposer en faisant une substitution lin6aire convenable que les 
termes du premier degr6 dans 

~'~(u, v,  . . . ,  w),  P,(~,  v , . . . ,  w),  . . . ,  P~(u, v , . . . ,  w) 

se r~duisent respectivement 

et ~crivons 
[~1 ?'~ ~ ~ t2  V , �9 . �9 , [ - L m W  

P1 = p , u  + Q,,  P ,  = ~ v +  Q~ , . . . , P , ,  = ~ . , w  + Q,. 

les polynomes Q commen~ant n~cessairement par des termes du second degr& 
Ceci admis, en r~duisant les P ~ leur premier terme, nos 4quations 

fonctionnelles deviennent 

f(z + to) =/~,f(z), 
~(~ + to) = ~(~), 
�9 �9 * ~ * ~ * ~ . * , �9 

On peut y satisfaire en prenant pour f ,  ~ , . . . ,  r des fonctions double- 
ment p~riodiques de seconde esp~ce, admettant le multiplicateur un pour 
la pSriode to'i et respectivement les multiplicateurs /~ , /~2 , . . .  ,P~ pour 
la p~riode to. 

Choisissons, arbitrairement d'ailleurs, un syst6me 

fo(z), ~0(z), . . . ,  r 

de fonctions doublement p~riodiques de seconde esp~ee, ayant los m~mes 
p51es que nous supposerons simples dans un rectangle de p~riodes. 

Ces fonctions von~ nous servir de s approximation. 

Nous tra~ons ~ droite de Oy, dans le plan de la variable z, des 
parall~les ~ cet axe distantes de to, soit 

X"~-~ t o :  2to~ . . . .  
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N o ~  avons ainsi une succession de bandes de largeur to. 
alors les 6quations 

Je consid6re 

(2) 

f~(z+ ~ ) =  ~, f~(~) + Q, El0(,), ~0(~), . . . ,  r 

~(~ + ~)= z , ~ ( , )  + Q~[f0(~), ~o(~), . . . ,  r 
�9 �9 �9 ~ . �9 ~ . �9 �9 * ~ . 

r + ~) = ~=r + Q=Ef0(,), ~0(,),  . . ,  Co(Z)]. 

bTous allons montrer qu'on peut trouver un syst~me de fonctions uni- 
formes f ~ ( z ) , ~ ( z ) , . . . , r  ) ayant la p~riode to'i, satisfaisant k ces 
6quations, et ayant dans la 19remi~re bande 5 droite de Oy les mdmes p61es 
que f0(z), . . . ,  r (on peut supposer que ees derni~res fonctions n'ont 
pas de pbles sur Oy) avec les mdmes rdsidus. 

Faisons d'abord la ddmonstration en supposant que fo, . ' . ,  r n'ont 
qu'un pble dans un rectangle de p6riodes. En d6signant par p le degr6 
des polynomes Q, nous pouvons satisfaire aux relations pr~cddentes en 
prenant pour f~, ~ ,  . . . ,  r des polynomes de degr6 p e n  fo, . " ,  r et 
ne renfermant pas de terme du premier degr6; ces relations d6termineront 
dans ces polynomes les coefficients de tous les  termes. I1 ne pourrait y 
avoir d'impossibilit6 que si on avait une relation de la forme 

#1 # . ,  �9 �9 �9 P ~ ,  

les ~ 6rant des entiers positifs pour lesquels ~ § ~2 § ... § ~ ~ 2; nous 
su2posons qu'il n'existe pas entre les # de relation de cette forme. Au po- 
lynome trouv6 pour f~ on peut ajouter une fonction lin6aire arbitraire 
de fo, . . . ,  fo (p-l), soit 

(~) 

La premi6re des relations (2) ne cessera pas d'etre satisfaite, quelles que 
soient les constantes a. Nous les d~terminons de mani6re que ~(z) ait 
pour p61es simples les p61es de f0(z) situ6s dans la premi6re bande avec 
]e m~me r6sidu. On op6re de m~me pour chacune des autres fonctions 
~ 1 ( z ) , . . . ,  ~1(zl, qui se trouvent alors compl6tement d~termin6es. 

Nous venons de supposer, dans la r~solution des ~quations fonction- 
nelles (2), que ~ , . . . ,  ~o n'avaient qu'un seul p61e dans un rectangle 
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de p~riodes. S'il y a plusieurs pbles, on d~termine toujours de Ia m~me 
mani~re les polynomes de degr~ p en f 0 , - - . ,  r ne renfermant pas de 
termes du premier degr~, et au lieu d'ajouter ensuite une expression de 
la forme (e) qui ne renfermerait pas assez de coefficients arbitraires, nous 
ajouterons l'expression g~n6rale d'une fonction doublement p~riodique de 
seconde esp&ce (aux multiplicateurs un e t /~ )  d~compos~e en ~l~ments 
simples et ayant pour pSles multiples d'ordre p les pSles de fo. Nous 
pouvons alors disposer des coefficients de mani&re s avoir une fonction 
f~ ayant pour pSles simples les pSles de f0 avec les m~mes r~sidus 
respectifs. 

Ayant ainsi d~termin~ f~, ~ , . . . ,  r nous continuons nos approxima- 
tions. Des fonctions f ~ , . . . ,  r on d~duira des fonctions f 2 , ' . . ,  r ab- 
solument comme on a d~duit f~, . . . ,  r de fo, " " ,  r D'une mani&re 
g~n~rale, on a 

f,,(~ + ,~)= z,f.(~) + e,[f._,(~), ~ .< (z ) , . . . ,  r 

Q:[f._,(z), ~._,(z) , . . . ,  r 

Tous le s  f , ,  ..., ~. ont respectivement Ies m~mes p61es que f0, ." ,  ~0, 
dans la premiere bande, avec les m~mes r~sidus. 

Nous devons maintenant nous poser la question suivante: 
Ces approximations successives convergent.elles vers une limite? C'est 

1~ le point essentieI dans la d~monstration, que nous allons maintenant 
examiner. 

5. En posant d'une mani&re g&n~ra]e 

f,,(~) = roCz) + ~,,(~), 
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on a pour les fonctions Fs ,  . . . ,  ~,, fonctions holomorphes darts la premiere 
bande 

~n(Z + ~) = ~,Fs(~) + Qx[fo + Fs_,,  ~o + ~ . - , , . . . ,  r + ~'.-,], 

(3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

r + ,o) = , s  ~'.(z) + Q~,Efo + Fs_~, ~o + ~ ,  . . . ,  r + ~-,] .  

Supposons que dans la bande ii' (fig. i), on ait 

Ifo(~)l < ~ ,  . . . ,  Ir < M 

et pareillement 

IF._I(Z)I<M._,~, . . . ,  I r < / , , _ , .  

gemplafons d'autre part dans Q I , . - ' ,  Q - c h a q u e  coefficient par son 
module et ddsignons par q le polynome ainsi obtenu; nous aurons alors 
en nous reportant au lemme du paragraphe x et gardant pour a la signi- 
fication de ce paragraphe (on prend pour a l e  plus grand des m nombres 
que donne le lemme) 

IF~(z)l < a . q ( M  -[- M~_I,  M @ M~_I , . . . ,  M a t- Ms_l), 

et cette in~galit6 valable dans la bande ii' s'applique aussi ~ ~,(~), ..., Ors(z). 
Si donc nous posons 

Ms = a. ~(M + M._, ,  . . . ,  M + M._,) 

nous pourrons ~crire: 

IF . (z ) l  < 21/., . . . ,  I ~ . (z ) l  < Ms (darts la bande ii'). 

Or consid~rons la transformation 

(4) x' ---- a . q ( M  ar x ,  M T x ,  . . . ,  M + x) 

et cherchons si cette transformation effectu~e n lois de suite sur une lettre 
x conduit vers une limite quand n augmente inddfiniment. On dolt, 
conform~ment au lemme du paragraphe 2, former l'dquation 

x = a . q ( M  + x , . . . , a l  + z ) .  
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Or si M est suffisamment petit, cette ~quation aura une racine voicine 
de z~ro, puisque q est u n  polynome en (M 2r x) commengant par un 
terme du second degr~; il est clair que cette racine sera de l'ordre de 
M ~. D'autre part la d~riv~e du second membre de (41 par rapport k x 
sera visiblement aussi pour eette racine de l'ordre de M ~ et par suite 
d'un module moindre que un,  si M est assez petit. Par consdquent en 
prenant la valeur initiale de x elle-m~me assez petite, la succession des 
valeurs d~duites par la r~p~tifion de (41, tendra vers une limite et par 
eons~cluent toutes ces valeurs resteront moindres qu'un nombre K. On 
a ici comme valeur initia]e de x la quantit~ M~ qui est de l'ordre de 
M~; nous sommes done assur~ clue le nombre K est tr~s petit quand M 
est lui-m~me trSs petit. Nous pouvons done ~crire que l'on a, quel que 
soit n 

i F - ( z ) l < K ,  . . . ,  I ~ ' . ( z ) ] < K ,  (dans la bande ii') 

K 6tant une constante tr~s petite en mdme temps que M. 

6. Nous allons maintenant faire voir que 

F.(~), . . . ,  v.(~) 

ont des limites, sous la condition que M soit assez petit. Nous avons 

Fn(z -Jr o)) - -  Fn_l(Z + Go) =/.~l(Fn(z) - -  Fn_l(Z)) 

21- Ql[f0 -{- F . - 1 , . . . ]  - -  Q, If0 + F n - 2 , . . . ]  

et des dgalit6s analogues. Or, en s'appuyant sur Ies rdsultats du para- 
graphe pr6c6dent, on voit imm6diatement que la diff6rence qui forme les 
deux derniers termes du second membre est moindre que 

2 dgsignant une constante ind6pendante de n et tendant vers z6ro en 
mgme temps que M; quant k N._~, il reprgsente le maximum des va- 
leurs absolues des diff6rences 
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dans l a  bande ii'. La lemme du paragraphe (I) nous donne done 

I F . ( z ) -  F._~(~)t < a~.N._l, 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  (dans la bande ii'). 

] O . ( z ) -  q)._l(z)t < aa.N._, ,  

Ces in~galit~s sont fondamentales, et nous permettent d'aehever la d& 
monstration. On voit en effet que l a  s~rie 

~l(z) + (F~(z)--  F I ( z ) ) + . . .  + ( F , ( z ) - -  F._I(z)) + . . .  

est convergente dans la bande ii', si on a 

a ~ <  i ;  

elle converge, dans ce eas, comme une progression g(!om~trique d6crois- 
sante. Or, l'in~galit~ pr~e~dente sera v~rifi~e si M est suffisamment petit: 
e'est lk une condition que nous pouvons toujours r~aliser, puisque les 
fonetions 

fo(~),.",r 
peuvent ~tre multipli~es par une eonstante arbitraire assez petite, avant 
de commencer le calcul des approximations successives. Nous arrivons 
done alors k la conclusion suivante: 

Quand n augmente inddfiniment, les fonctions 

P.(z),  ~.(~),..., ~:(~) 

convergent uniform~ment vers des limites 

F(~), ~(~),..., ~(~), 

z restant dans la bande ii'. 

7. Les fonctions 

F.(~), ~.(~),..., ~.(~) 

ayant des limites dans la bande ii', auront n~eessairement aussi, d'apr~s 
les relations (3), des limites dans la bande se d~duisant de ii' par le 
changement de z en z-[-eo. Ces limites notamment existeront sur la 
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droite AA' (fig. Q, par suite dans toute la bande (yy', AA') et enfin 
~videmment, d'apr&s la mani&re m&ne dont nous y arrivons, un peu k 
droite et un peu k gauche de cette bande. Revenant maintenant k 

f , (z)  = f~ ( z )+  F,,(z), 
�9 ~ , . �9 . ~ �9 , �9 �9 ~ �9 

~(~) =r + m,(,) 

nous voyons que les limites de 

f,(~), . . . , r  

sont les fonctions cherch~es; d~signons-les par f (z) ,  ~ ( z ) , . . . ,  ~(z). Elles 
sont d~finies dane la premi&re bande et un peu au delk k droite de AA' 
(il est inutile de parler du cSt~ gauche). LeE ~quations fonctionnelles 
elles m~mes 

f (z  -f- oJ) : P , [ f ( z ) ,  r  r 

,~(~ + ~) = P~[f(~), ~(~), . . . ,  r 
�9 . . �9 �9 �9 �9 �9 . ~ �9 �9 ~ . �9 . �9 �9 �9 �9 �9 ~ 

,</,(~ + ,<,) P. [ r ( : ) ,  ~ ( ~ ) , . . . ,  </,(~)] 

d~finissent les fonctions de proche en proche darts le demi-plan ~ droite de 
Oy. Les valeurs des fonctions dans lee diff~rentes bandes k droite de Oy 
sont bien respectivement les prolongements analytiques lee unes des autres, 
puisque les limites trouvdes pour la premiere bande ~taien~ susceptibles 
de s'&endre un peu au delk en satisfaisant aux ~quations fonctionnelles. 
Nous avons donc d6montrd le th~or~me ~noncd au paragraphe premier. I1 
est ~ peine besoin d'ajouter que lee fonctions f ,  ~ , . . . . ,  ~ ne se r& 
duisent pas ~ des constantes puisqu'elles ont des pSles dans la premi&re 
bande. 

A c 2 a  m a t h ~ m a t i v a .  1 8 .  I m p r l m 6  l e  2 9  m a r s  1 8 ~ 4 .  19 
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I-l-. 

8. Quelques remarques sont n6cessaires sur les hypoth6ses d'indgalit~ 

qu'exige la d6monstration pr6c6dente. 
D'abord, pour qu'on puisse appliquer le lemme du paragraphe 2, 

nous devons supposer que l'dgalitd 
2yrr~ 

(5 )  p ,  = e ~'' 

ne peut dtre vgrifi~e, ~ dtant un entier quelconque positif ou n~gatif, pour 
aucune valeur de i entre i et m. 

Nous avons fait ensuite une seconde hypoth6se (w 4) consistant dans 

l'impossibilitd d'une relation de la forme 

v I v 2 ym ttl if2 . ' .  #,,, =/~i 

les ~ 6tant des entiers positifs pour lesquels vj "4-~.~ + . . . - 4 - v , , >  2. 
Au fond cette restriction est inutile; nous l'avons faite pour pouvoir cal- 
culer plus facilemenr nos fonctions approch6es, mais un peu d'attention 
suffit pour montrer  qu'une telle dgalit6 n'est la cause d'aucune v6ritable 
difficult6. Nous nous sommes trouv6 en d6finitive au paragraphe 4 
devant le probl6me suivant: en d6signant par r  une fonction de se- 
conde esp6ce pour laquelle on a 

r + ~,i) = r r + ~ ) =  ~r 

trouver une fonction uniforme f(z) ayant la p6riode w'i et telle que 

f(~ + ,,~,)= ,~f(~) + r 

Le cas que nous avons examin6 correspondait k 2 =t= f t .  
en effet une solution de l'6quation pr6c6dente, en prenant 

On a de suite 

r  
f'(~) - ; _ ~ .  

Cette solution ne convient plus si 2 = if; mais il suffit de consid6rer ce 
cas comme un cas limite. L'616ment simple servant k ddcomposer r  
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est fonction de son p61e, d'un certain coefficient et de ~; pour des valeurs 
regard6es comme num6riques des divers p61es et des divers coefficients, 
il ne reste que A de variable, et nous pouvons regarder r  
fonction de z et A, soit 

Au lieu de prendre la valeur 6crite plus haut pour f(z), on peut prendre 

f(z) = r  - 

et par suite pour 2 = ~, nous avons 

I \  ] 
a2 

C'est une fonction uniforme de z avec la p6riode ~o'i et satisfaisant k la 
relation 

f(z + oJ) = ~f(z) + r 

et que l'on pourra 6videmment exprimer au moyen des transcendantes 
de la th6orie des fonctions elliptiques. 

En r6sum6, nos hypotheses d'indgalitd se r~duisent donc ~ l'impossi- 
bilitg de relations de la forme (5). 

9. Je ferai encore une remarque importante relativement k l'emploi 
des approximations successives pour obtenir les fonctions cherch6es. Nous 
sommes parti des fonctions de seconde esp~ce 

Nous aurions pu partir de fonctions uniformes quelconques admettant la 
p6riode ~o'i, holomorphes dans la bande ii', et admettant une file de pSles 
(suppos6s simples) dans la premiere bande (yy', AA'). I1 nous faut, dans 
ces nouvelles conditions, compl6ter un peu le lemme du paragraphe 2. 
Reprenons l'6quation fonctionnelle 

f(z + o~) =/~f(z)  + P(z), 

P(z) d6signant une fonetion uniforme de p6riode co'i, et holomorphe dans 
la bande ii'. Existe-t-il une fonction uniforme, holomorphe entre i' et 
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A A ' ,  et qui satisfasse ~ l'6quation fonctionnelle ci-dessus? Reprenons le 
d$veloppement 

2v;rg 2wvz 

P ( z )  = Z A ,  e '+ .a t- B~e + 

valable dans la bande ii'. En posant 

2vrtz 2Y~'B 

f ( z )  : Z A : e  +" Jr- BDe ~" , 

et en admettant que f ( z )  soit holomorphe entre i' et A A ' ,  nous pouvons 
avec l'~quation fonctionnelle d6terminer les coefficients de f ( z ) .  On ob- 
tient ainsi (w z) tient ainsi (w 

A :  2 ' ~  21~;r z 

e -~(z-~') "4- _~Bv_____ e " 
= - ; , 8 ;  8 - z  

D'ailleurs en d~signant par d et d' les distances de l'origine ~ la droite 
i et ~ la droite i', on a 

M ~,~'d' 
I.,'i,l < IB,  I < Me : '  

Il en r6sulte que la s6rie repr6sentant f ( z )  sera certainement convergente 
pollr 

- - d '  < x < to -4- d,  (z = x .4- iy). 

Ce r6sultat obtenu, il n'y a aucune modification essentielle ~ faire ~ la 
s6rie de nos raisonnemcnts. Les fonctions successives donn6es par les 
approximations 

f , , ( z ) , ~ , ( z ) , . . . , r  

auront les m6mes p61es dans la premi6re bande que fo(Z), Co(z) ,  . . . ,  Co(Z). 

La convergence des approximations successives sera certaine, si f0 , ' - ' ,  ,50 
ont un module suffisamment petit, dans la bande i i '  et dans celle qui 
s'en d6duit par le changement de z en z ~ to. 
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III. 
I o. A u  lieu des polynomes  P~,  P 2 , " . ,  P~ du paragraphe  I, con- 

sid4rons main tenan t  m fonctions rationneltes 

R,(~, v , . . . ,  w), R,(~, ~ , . . . ,  ~ ) ,  . . . ,  R~(~, v , . . . ,  w) 

de m lettres u , v , . . . , w .  

Nous allons montrer qu'on peut trouver des fonctions 

f ( z ) ,  ~ ( z ) ,  . . . ,  r 

uniformes clans la moitid du plan d droite de Oy, admettant la pdriode w'i 
et satisfaisant aux ~quations fonctionneUes 

(6) 

f(~ + ~ ) =  R, [f(~), ~(z),  . .  , r 

~(~ + ~) = R,[f(~), ~ ( ~ ) , . ,  r 

. . . .  �9 . �9 �9 , . �9 . �9 . . * , , �9 �9 . �9 

r + ~)= R,,[f(z), ~(~), . . . ,  r 

Nous ne d iminuons  p a s  la gdndmli tg  en supposant  que les R s 'annulent  

pour  u - ~  v . . . . .  w = o et que le d~nominateur  c o m m u n  des R r~duits 

avoir  mdme d4nomina teur  prend la valeur  un pour  u ~ v . . . . .  w ~ o. 

Nods ramgnerons  bien facilement ce cas au cas prgcgdent. Rempla-  

cons en effet f ,  v , . . . ,  r respect ivement  par  

i + Z '  I + Z '  ' ' ' '  x + Z "  

Les seconds membres  des ~quations fonctionnelles deviendront  des frac- 

tions rationnelles en f ,  ~ , . . . ,  r  Z avec m~me d~nominateur.  Nous 

aurons ainsi 
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f(z + o~) 
x + 2"(z + ~) 

+ 0,) 
I + 2"(z + a,) 

P,[f  , ~ . . . .  , ~', 2"] 
I + P,,,+~[f. ~ . . . . .  r  2']' 

P~[f , ~ . . . . .  r  2"] 
t + P . ,+~[ f .  ~ . . . . .  r 

o Q I o O w Q Q I g o o I O o O I o J Q b O o  

r (, + ~) 
I + Z(Z + W) 

Pm If, ~, . . . .  r  2'] 
i + P,,+~[f, ~ , . . . ,  r  

les P 6tant des polynomes. Leg m premiers P~, P~, . . . ,  P,~ s'annulent 
pour f--= ~ . . . . .  r = o, quel que soit Z" Le polynome 1~+~ s'annule 
pour f = ~  . . . . .  r 1 7 6  

Nous sommes donc amen6 k 6crire les m "4- I 6quations 

(7) 

f ( z  + w) = P I [ f ,  i f , " ' ,  ~' , Z], 

+ = P : [ f  , , . . . ,  r  z] ,  

�9 * �9 . �9 �9 . �9 * �9 . �9 �9 �9 . �9 �9 �9 o 

Z(Z + to) ~--- Pm+,[ f  , ~ , . . . ,  r  Z], 

ce qui nous ram6ne au cas pr6c6demment 6tudi6. Les nombres # qui 
jouent  un r61e important s'obtiennent imm6diatement. Leg m premiers 
seront les racines de l'6quation relative k la substitution lindaire form6e 
avec les termes du premier degr6, dans les num6rateurs des B; quant 
au dernier /~.,+~ il sera 6gal au degr6 des polyn6mes P.  Leg conditions 
d'in6galit6 qui doivent ~tre v6rifi6es (w 8) sont donc faciles k former. 

I I. I1 n'est pas inutile de s'assurer que les fonctions dont nous 
venons d'6tablir l 'existence ne se r6duisent pas b~ des constantes. Nous 
sommes certain d'obtenir par les 6quations fonctionnelles (7)des fonctions 
f ,  ~ ,  �9 �9 ", r  Z qui ne se rdduisent pas ~ des constantes; c'est ce que 
nous avons d~jh dit s la fin du paragraphe 7.  On peut se donner ar- 
bitrairement dans la premiere bande les files de pbles avec le r6sidu 
correspon~tant. Dans ces conditions il ne pourra pas arriver en g6n6ral 
que les quotients 

f r r 
i + 2 , '  x +  z '  . . . ,  i +  z 
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se r6duisent 'k des eonstantes. I1 suffit en effet d'avoir dans la premi6re 
bande pour f ,  ~ , . . . ,  ~b,Z deux p61es distincts (c'est b~ dire diff6rents 
d'un multiple de to'i) avec des rdsidus dont les rapports sont, pour l 'un 
ou l'autre p61e, diff6rents; on est alors assur6 que les quotients pr6c6- 
dents ne peuvent se r6duire k des constantes. 

12. Jusqu'k pr6sent, nous n'avons obtenu que des fonctions uni- 
formes dans une moiti6 du plan. Supposons maintenant que la trans- 
formation ~'ationnelle 

u' = / ~ ( u , v , . . . ,  w), 

v' = / r  v , . . . ,  w), 
(S) 

I ~ �9 �9 , �9 �9 . o ~ ~ ~ �9 * 

w'  = 1 L , ( u ,  v , . . . ,  w ) ,  

soit de plus birationnelle, c'est k dire que des 6quations pr6c6dentes on 
puisse tirer u ,  v , . . . ,  w e n  fonctions rationnelles de u', v ' , . . . ,  w'. 

D'apr6s le paragraphe IO, nous pourrons trouver des fonctions p6rio- 
diques de p6riode o/i satisfaisant aux 6quations (6) et uniformes dans la 
moiti6 du plan k droite de Oy. Il est facile de voir que, dans le cad 
oh nous nous pla~ons maintenant, ces fonctions seront uniformes darts tout 
le plan. On a en effet la substitution inverse donnant Ies relations 

f(z) = Q~[f(z + oJ) , ~(z + w ) , . .  . ,  r + w)], 

~(~) = Q~[f(~ + ,o), ~(~ + .,),  . . . ,  r + .,)], 

r = Q,.[f(z + to), ~(z + t o ) , . . . ,  ~b(z + to)], 

les Q 6tant des fonctions rationnelles. Les fonctions d6finis k droite de 
Oy s'6tendront donc de proche en proche dans les bandes successives k 
gauche de Oy et cer extension sera 6videmment une extension analytique. 

Nous arrivons donc au th~or+me suivant qui est le principal r6sultat 
de ce travail: 

Etant donnde une substitution birationnelle arbitraire (S), on peut trouver 
une infinit~ de systOmes de fonctions 

f(~), ~(~), . . . ,  r 
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uniformes clans tout le plan avec des discontinuitds exclusivement polaires, 
ayant la pdriode oJ'i, et satisfaisant aux dquations fonctionnelles 

f ( z  +oJ)--~ R , [ f ( z )  , F ( z ) ,  . .  . , ,/,(z)], 

~(~ + o,) = s L [ r ( ~ ) ,  ~ ( ~ ) ,  . .  . ,  r 

~b(z -t- w) = R , , [ f ( z ) ,  F ( z ) ,  . . . ,  r 

I V .  
13. Je  dois, en terminant, rappeler un m6moire de M. POINCARi~ 

(Sur une classe nouvelle de transcendantes uniformes, J o u r n a l  de m a t h &  
m a t i q u e s  189o ) d a n s  lequel l '6minent g~om6tre s'6tait propos6 un pro- 
blame analogue k celui que nous venons de traiter. 

Soient m un hombre quelconque r6elle ou imaginaire (ira I > I) et 

R 1, R2, . . . ,  R~, 

n fonctions rationnelles de n lettres. M. PoI~-CAn~ se propose de chercher- 
des fonctions uniformes de u 

telles que I'on air 

~,(u),  ~ , ( u ) , . . . ,  ~=(u) 

~, (mu) = R, [~,(u), ~.. .( , ,) , . . . ,  ~.(~)], 

! ~ �9 �9 �9 ~ �9 �9 �9 �9 �9 * �9 �9 �9 ~ �9 ~ * �9 �9 ~ ~ 

en se bornant aux fonotions qui ne pr~sentent pas Tour 
singulier essentiel. 

u = o de point 
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Si nous posons 
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les fonetions p(u) deviendront des fonctions uniformes de z 

f ~ ( ~ ) ,  f ~ ( ~ )  , �9 �9 � 9  f , , (~ )  

admettant la p~riode 2mi, et en posant 

l o g  ~ $  ~ (23 

(on prend une d~termination fixe d'aUleurs quelconque de ce logarithme), 
o n  a u r a  

f~ (z + r = R, [f~(z), f~(z), . . . ,  f , (z)] ,  

f~(z -I-- oJ) = /7 ,~ [ f , (z ) ,  f : (z ) , . . . ,  f,,(z)], 

f,(~ + ,o) = R . [ f l ( ~ ) ,  f~(z) ,  . . . ,  f . (~)],  

et nous obtenons ainsi des ~quations fonetionnelles routes semblables 
celles que nous avons 4tudiSes dans ce m~moire. 

L'hypoth&se faite que u ~ o n'est pas un point singulier essentiel 
pour les fonctions ~ entralne une certaine relation d'dgalitd pour les fo~w- 

tions rationnelles R .  En admettant que los R s'annulent pour 

~ 1  ~ ~ . . . . .  ~ n  ~ O 

et que l'on ait, comme il est en g~n~ral permis de le supposer, les d4- 
veloppements dans le voisinage de z6ro 

R I ( ~ I  ' ~ 2 )  * " " ' ~ n )  = /A 1~/~1 " - ~  " * " '  

R, (~1, ~2, . . . ,  ~.) = ~ ~ + - . . ,  

�9 . . . . o . �9 , . . . . ~ . �9 �9 , , 

R . ( ~ , ,  ~ 2 ,  . . . ,  ~,,) = ~ . ~ ,  + . . . ,  

les termes non 6crits 6tant de degr6 sup6rieur au premier, l'un des 

hombres IX dolt dtre dgal d m. C'est k l'aide de d6veloppements ordonnds 
suivant les puissances enti6res et positives de e ~ que M. PO~CAR~ d6montre 
l'existence des transcendantes dont il s'occupe, et qui pour des R donn6s, 
ne ddpendent que d'une ou plusieurs eonstantes arbitraires. 

Avla mathomati~a, 18. I m p r i m ~  le 3 a v r i l  1894,  , 2 0  
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Les probl6mes que nous avons trait6s sont done en r6alit6 diff6rents 

de ceux qui ont oeeup6 M. PoINcAI~ dans le beau m6moire que nous 
avons eit6, et .je ne vois aueune autre mani6re d'6tal~lir l 'existenee des 

tvanscendantes que nous avons consid6r6 iei que des m6thodes d'approxi- 

mations suecessives susceptibles d'ailleurs, comme on l'a vu, de toute la 

r igueur  d6sirable. 

Paris, le 30 d6eembre 1893. 


