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SUR LES VIBRATIONS 

DES CORPS I~LASTIOUES ISOTROPES 

PAR 

VITO VOLTEI~RA 
P I S E .  

I n t r o d u c t i o n .  

I. Les lignes caract6ristiques jouent un rble tr6s important dans la 
th6orie des 6quations diff6rentielles aux d6riv6es partielles it deux variables 
ind6pendantes. Leur 6tude a 6t6 d6velopp6 dans l'ouvrage de M. Du Bols 
REYMO~D dont la premi6re partie a paru en I864 et dans un court 
article du m6me auteur qui a 6t6 publi6 en 1883. 

Mais d6s 186o t~IEMAN~ clans son m6moire sur la propagation du 
son avait montr6 l'avantage qu'on peut tirer de la consid6ration des 
lignes caract6ristiques dans l'int6gration des 6quations diff6rentielles. Les 
id6es de RIE~AN~" ont 6t6 reprises tout r6cemment par M. DAiiBOUX qui 
a consacr6 un chapitre de son ouvrage sur la th6orie des surfaces pour 
les appliquer ~ une 6quation qui offre le plus grand inter6t dans la 
physique math6matique et la g6om6trie. 

I1 serait int6ressant de g6n6raliser la th6orie des caract6ristiques aux 
6quations ~ trois variables ind6pendantes; mais il parait avantageux dc 
faire pr6c6der ~ cette extension l'6tude approfondie de quelqucs 6quations 
particuli6res. Les r6sultats relatifs i~ la g6n6ralisation des caractdristiques 
qu'on obtient de la sorte, et les m6thodes qu'on est port6 K suivre peuvcnt 
servir de guide pour une 6tude g6n6rale car ils offrent le moyen dc 
s'orienter et de trouver son chemin dans un champ tout s fait nouveau. 

C'est pourquoi j'ai essay6 de g6n6raliser ]a th6orie des caractdristiqucs 
au cas d'un syst6me d'6quations diff6rentielles aux d6rivdes partielles 
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k trois variables qui se pr~sente dans la physique math~matique. C'est 
le syst~me des dquations diffdrentielles des vibrations des corps ~lastiques 
isotropes lorsque les d~placements des points sont ind~pendants d'une coor- 
donnSe. Les m~mes ~quations paraissent dans la th~orie des vibrations 
des membranes ~lastiques. Elles sont les suivantes: 

ot -~z \~z' q- oy'] q- (b' - -  a') ~ -]- ~ -[- X,  

,'V _ an[,'v O'v'~ ~ (~__~ ,v) 
vt --'r \~z ~ "at- ~yV -b (b' - -  a') \~z + ~ + Y' 

~t - T  \vx" + ~y'] + Z, 

oh les quantit~s constantes a ,  b repr~sentent les v~locitSs de propagation 
des ondes transversales et longitudinales. 

2. Si nous concevons que x ,  y ,  t soient les coordonn~es cart4siennes 
d'un point de l'espace nous pourrons borner nos considerations k un 
espace k trois dimensions. Quels sont maintenant les 41~ments qui jouent 
dans ce cas le m~me r61e que les lignes caractSristiques dans les 4qua- 
tions ~ deux variables? Prenons pour sommet un point quelconque de 
l'espace et conduisons deux c6nes de rSvolufion dont l'axe soit parall~le 
k l'axe t et dont les ouvertures soient 2 arc t g a ,  2 arc tgb. Ces c6nes 
jouent le r61e de c6~es caracldristiques. Je donne dans ce mSmoire les 
formules par lesquellcs on peut calculer les valeurs des fonctions in- 
connues au sommet des c6nes lorsqu'on connalt les valeurs des m~mes 
fonctions et de ]eurs d~rivSes sur des surfaces queleonques limltfes par 
une nappe ou par les deux nappes de ces c5nes. 

3. En particularisant les formules on peut en obtenir d'autres qui 
ont une application directe en physique math~matique. 

I1 est connu que la conception du principe de HUYGHENS a present5 
beaucoup de difficultds jusqu'k ce que KmCHHOFF donna sa formule 
qui pr~sente ce principe sous une forme rigoureuse et gSndrale. Pour 
les ondes cylindriques on ne connaissait pas la formule correspondante, 
car on ne pouvait pas la trouver en employant une m~thode tout k fait 
semblable k celle suivie par KIRCmmFF. En effet j'ai montr4 dans l'Art. 
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1 1 ~m~ que dans le eas des ondes eylindriques les inttgrales qui ont la 
forme de ceux dont KIIWUHOrF a fait usage, sont polydromes, c'est ~ dire 
prbsentent la m6me particularit~ que j'ai observ6e pour les intdgrales de 
LAsI~ relatives aux 6quations de la double r6fraction. ~ Pour employer 
la mfthode GREE~-KIacrmorr il faudrait alors modifier l'espace par des 
coupures, et l'on trouverait des rtsultats fort difftrents de ceux qu'on 
voudrai t  obtenir. 

Au contraire, en particularisant les formules gtndrales dont j 'ai parl6 
dans le paragraphe prtctdent, on peut trouver sous trois formes diff6- 
rentes l'expression mathtmatique du principe de HUyGUENS pour les ondes 
cylindriques. Lorsque les vibrations sont harmoniques l'une d'elle se rfduit 

celle qui a 6t6 trouvte par M. WrBER dans son mtmoire sur l 'tquation 
Au-4-k2u-----o, 2 de la mtme fa?on que la formule de KIRCHI~OFF se 
r6duit k une autre formule que M. HELMHOLTZ avait donn6 anttrieurement. 

Enfin on peut trouver que les surfaces caract6ristiques jouent un 
r t le  dans une question du calcul des variations et l'on peut trouver par 
lk une application de ces surfaces k la thtorie du choc dans un milieu 
61astique. 

ART. I. LV$ formules fondamentales. 

I. Les 6quations que nous allons 6tudier sont les suivantes 

(A) n-r = \~ ,  + ~y , /+  Z, 

+ + + \az ' +  ~y~] 

~ ,  + ~y,/ + (b ' --  a ~)~ ~ + ~ + r 

oh a ,b  sont des constantes et ron a 

b :>a. 

i A c t a  m a t h e m a t i c a ,  T. I6. 
Math.  Anna len ,  Bd. I. 
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Soient a' a", b" , b', des nouvelles constantes telles que 

(~) b ~ a  ~ b,~ a,~ b,,~ a,,~ 

on aura 

a 2 - a  '~ = b ~ - b  ' ~ - - k ' ,  

a 2 ~ a ''2 ~-- b ~ - -  b ''~ ~ k",  

et lea 6quations (B) pourront s'6crire 

(B') 

~ _ _  a~'~ b~__  (b,,~__a,,~) ~'~ ~z ~ - -  ~y~ ~x~y 

-~ X, 

~ Y .  

2. Commenqons par trouver la formule fondamentale relative ~ l'6qua- 
tion (A). Regardons x ,  y ,  t comme les coordonn6es cart~siennes des 
points de l'espace et supposons que dana un champ S b~ trois dimen. 
sions l ' intdgrale w de l '~quation (A) soit r6guli6re. 

Si nous d6signons par 2: le contour du champ S, on aura, en int& 
grant  par parties, 

(3) f w zds f [ 
s 

8 

Z 

)) ~- coant - -  a2 {OW coa nx -1- ~w \ ~  ~yy cos ny d2: 

f (  
8 

OwzOw 

~t ~t 

oh w~ d6note une nouvelle fonction reguli6re dans le champ S, et n 
est la normalc ~ la surface 2: dirig6e vers l ' int6rieur du champ S. 
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De mdme on aura 

165 

__ f ( Ow~ aw 

g 

~(~w~w ~w~)d S 

f [ ~w~ = w ~ - ~  c~176 vx + vw,vy VW~cosny))dX 

+ f w( ~ 
s 

k ~z' + 5~y' / ]dS" 

Par suite en posant 

(4) at" -~ a ~ , ~  -I- v y , ]  + Z~., 

(~) a~(~w ~, ) 
~ c o s n t - -  \~-~ cosnX + ~yy COSny = W, 

(6) ~w~ \ ~w~ eo~ n~" - -  a~(~w~ eo~ ~ + ~ :  eo~ ,y)  = ~ ~ W~, 

l'6quation (3) pourra s'6crire 

(c) f (w~ z -  wz~)ds =~(wW~ - w~W)dZ. 

La formule qu'on vient de trouver est la formule fondamentale qu'on 
cherchait. 

3. Nous allons maintenant proc6der d'une fa~on analogue pour 
trouver une formule semblable pour le syst~me des 6quations (B). 

u ,  v, u~, ~ dtant quatre fonctions rdguli~res dans le champ S, et 
les deux premi6res dtant des int6grales des 6quations (B), on aura 
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f {  (a,~, b,a~, f (u~X + v. Y) dS = u,, t u '  - -  a~' 
8 

8 

a'~ ( v ' -  a") a'' 
- -  - -  a~ ay --~ - -  axayl 

Ia'v ala',v bia'v (b,,l _,,t,, a'u \ I 

= - - ,  u~ ~ c o s n t ~ \  az + ayl C~ \ ay~ ~z cosny 
Z 

% au~ vv b,,~]cosnyjid. ~, + v~[~cosnt--(a 2av a"' - -  ~ / c o s  nx - -  (b ~ ~y + a~/ 

i u u \ a,, + ~ / ~ - - \  ay a ~ , / ~  + u  u t , , - '  
8 

~-7-- ~yyl ~-  - - \  ay + ~-x ay I 

Mais la derni6re intdgrale qui parait dans la formule pr6c6dente peut se 
transformer dans 1'expression suivante 

r ( - , , , '" 'x ooa,.] ~11 Ln , b~ 
~-~z + b"'~-~) c o s n x - -  (a  'au- -2-  

Z 

+ viii - c~  ay)C~ b'ov~ b"aU~c~ 
\ ax I 

8 

/a~vx 2 a'v~ b~ a'v~ 

(b,,2 .2- a'v~k 

_ _  ( b , , _  a,,) a',,,~ azay/ ] dS. 

Par suite en posant 

(7) 
at 2 

a iV). 

at 2 

a ~  t 

a x  ~ 

_ _  ~ a I a2~t~ 

ay ~ 

ay ~ 

" a x a y  

- -  - -  ( b " - -  ~ " ~  a "  = r , ,  
" a z a y  
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I ~ 

+ a y / C ~  a ~ay 

av ( aV _a,,,~__u ~ 
~ c o s n t - -  a ~ -  cosnx ~ az ay/  

~v\ 
- - -  a " - ,  c o s n ~  ax/ �9 

~; ~,,,~ b' ~ + a~] cos ny 
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U' 

[ aU~cosnt __ (b2 ~U~ a~.~) at ~ + b''~ 

(9) / a V ' e o s n l - - ( a ' a V ~  a"au~'l 
( at ~z ay / 

cosnx - -  (a  2 au_____~ _ a , , 2 a v ~  cosny ----- U~', ay ~z / 

e o s n x _ _ ( b  2 ~_yTaV~ b,2au~az / eosny----- V~, 

on aura 

(D) f lu~X + v~Y--,~X~--vr~}dS---- f {uU'~' + vV'~--u~.U'--~,~V"}dx 

qui est la deuxi6me formule fondamentale qu'on cherchait. 

ART. 2. L e s  i n t 6 g r a l e s  f o n d a m e n t a l e s .  

I. 
(i) 

Soit F( r ,  $,  7) une int6grale de l '6quation 

tl , Xl , Yl 
(A) en supposant Z = - o .  
syst6mes de fonctions 

(3) 

6rant des constantes arbitraires, sera une int6grale de l'6quar 
De m4me on v6rifiera ais6ment que les deux 

~(a( t~  ~ t) , z - -  x~ , y --. y,) 
ay 

aF(a(tl ~ t), z - -  ~,, y -- y,) 
az 

V~(b(t, - -  t),  , z - - x , ,  y - -  y,) 

( 4 )  ~ 
.O~(b(t 1 - -  t), z ~ z , ,  y - -  Yl) 

V ~ ay 

satisferont aux 6quations (B) si l'on suppose X - ~  Y----o.  

il est evident que 

(2) W --~ ~P(+  a ( t ,  - -  t ) ,  x - -  x l ,  y - - y , ) ,  
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On pourra  done t rouver  des int6grales partieuli6res des 6quations 
(A) ,  (B), X ,  Y ,  Z 6tant  nuls, en int6grant  l '6quation (t). 

2. Soit 
p ~-- ~/~' + V', 

on aura tout  de suite deux  int(~gralea de l '6quation ( i )  

(5) $'0 = l ogp ,  

(6) 4~ 0 ~-- r l o g p .  

Mais eonsid6rona les int6gralea de l '6quation (t)  qui  ont  la forme 

oh 
0 "t" 

~ o  

p 

L'6quation (I) alora se transforme dans la suivante 

0 2 ( , -  0 ' )r  + 0 ( ~ n -  02)r ' + n ( n -  , ) r  = o. 

Examinons  lea deux  eas qui  ae pr6sentent  lorsque n = o, n = i. 
Dana le premier  eaa on t rouvera  l ' int6grale 

0, = log(0  + ~ /O'- - , )  

qui sera r6el si 0 > x, ou l 'autre 

~2 = arc sin 6 + const. 

qui aera r6el si 101 < I. 
Dans l 'autre eas on aura l ' in t fgra le  

/i~, 1 v'0'--  i 
= 0 + log ( 0 -  r - -  ~) 

si 0 > I, ou 

10[<,. 

C2 ~/I - -  0' 
= 0 -4- arc sin 0 



Sur les vibrations des corps dlastiques isotropes. 169 

Duns t o u s l e s  cas on prendra les radicaux avec leur valeur absolue. 
On tire de l~ les int~grales suivantes de l '~quation (i) 

= log (0 + 

qui seront rdels sl 0 > i, et 

92 --'-- arc sin O, 

' 0 -t- ares in  , 

qui seront r~els si 101< i. 

3. Nous allons maintenant  chercher les int~grales de l '~quation (1) 
qui ont la forme 

= r"(f(O) "k- l ogpz (O) )  

duns le cas 0 < I. L'~quation (i) se transforme ais~ment dans l 'autre 

(02(I - -  0 2 ) f  '' -]- O(2n - -  02 ) f  ' + n ( n  - -  i ) f  + 20~Z ') 

+ logp(0~(I - -  02)X '' + O(2n - -  O~)X ' -I- n(n  - -  I)Z) = o, 

d'oh ron d~duit 

0'(~ - - O ' ) z "  + O( ~ ,~ - - O~) z  ' + , ~ ( n - -  1)Z = o, 
(7) 

o ' ( i  - -  o ' ) f "  -F O(2n - -  O' ) f '  4- n(n - -  i ) f  -~- 20 2 '  = o, 

Supposons maintenant n = o. En s 'appuyant ~ r  les r4sultats precedents 
on pourra prendre pour int6grale de la premiere ~quation 

X0 ---- arc sin 0 

et par suite en int~grant l 'autre on t rouvera pour f, 

f f0 = log( i  - -  0') ~/~ _0---- 5 

.J.ata ma~malr  18. Imprlm$ le 19 avril 1894. 22 
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En ajoutant ~ f0 + logp 'Zo l'int6grale 9,0 apr6s l 'avoir multipli6e par 
une constante, on trouvera 

0 

~3 = e + log (I - -  0') ~/i-------~ + logp .  (are sin 0 + d) 

0 

qui sera une nouvelle int6grale de l '6quation 0) .  Les quantit6s e ,  e' 
qui paraissent dans la formule pr&~dente sont deux eonstantes arbitraires. 

Faisons maintenant n = i dans les 6quations (7). Pour int6grale de 
la premiere 6quation on pourra prendre 

4i --o' Z~ ~- a + are sin O 

et en int6grant la seconde on aura 

_ fv -o, r,=je, 
En forraant l 'expression 

nous aurons 

l o g  (I - -  O')de. 

r(f, + loga.n) + c'~0, 

I /  ( O~ log( i  - -  #~)dO + logp ~/~ O' ----g--- + arc sin O + c' 

qui sera la derni6re des int6grales de l '6quation (i) dont nous nous ser- 
virons. 

, 

int6grales ~1, ~ ,  ~ on t rouvera 

(8') w~ ----- arc sin a(t - -  t,) + c, 

04 

(s") w,. = c + f l o g ( i  --o~) ~,(Z--~a~ 
0 

Employons maintenant  la formule (2); en l 'appl iquant  aux trois 

I), 

+ logr(arc sin a(t --t ')+ C') 
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oh l 'on a pos6 pour simplifier 
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a ( t - - t , )  
r = ~ / ( .  - -  . , ) '  + (V - -  y , ) ' .  

Dans la premi6re int6grale nous prendrons le signe sup6rieur lorsque 
t~ > t,  et nous prendrons le signe inf6rieur si t~ < t. 

~ 

o n  a u r a :  

Appliquons enfin les formules (3), (4) aux int6grales ~, ,  q~2, ~ ;  

en partant de ~ :  

(9) 

Ra Ra Sill O) 
~, = o-  (Y - -  Y,) = ~-  

v, = - -  ~ ( z - -  x,)  = R. cos,o,  $, 

( io)  / /~b Rb  C0S ~ 
u ~ =  ~ r @ - - z , ) =  7 

R2 v2 ----- r,  (Y - -  Yl) ---- R, sin to, 
r 

( , I )  
U 3 

en partant de 

P. ~ - ( y - -  y,) = 

e .  ( ~ _  ~,) = _ _  

P a  �9 
- - S l I 1  (.0~ 
r 

P a  
C0S (D 

( i s )  
q~4 

V 4 

e ~ ( z - - z l )  = P b c o s z ,  
~,2 'r 

P* Pb �9 
~. (Y Y~) 

en partant de ~)8" 

(~3) 

U~ ------ 

Vt ~ - - _ _ w _ _  

( y - -  y,) = Q~ ~,  

Q" (z - -  z , )  = - -  Q~ cos ~o, 
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(I4) 
~6 ---~-~-Qb (X ~ Z1) ~ --r-Qbcoso)~ 

~b v~ = ~ (y - -  y,) ~-- qe sin eo 

oh ron  a pos~ pour simplifier 

(,~) 

Q. : P~ log ( r2-a~(ter t~)~) "~ a ( t -  t l)(arc sin a(t ~.--t~)+ c) 

R= ----- ~/~'(t l  - -  t)'  - J ,  P ~  = ~/r' - ~ ' ( t ,  - -  t) ~, 

Qb---- Pb log C "~ -  b~(t--er t,):)~_ b ( t -  t l)(arc sin b(t --r t , ) +  c), 

R 0  = ~/b'(t,  - -  t)'  - -  ~ ,  / '~  = ~/7.' - -  b'(t ,  - -  t ) ' ,  

- -  z' sin eo ---- y --  Yl e o s o )  - - - - - ~  

ART. 3. Caleul des quantitds conjugudes aux  int~grales 
/ondamentales. 

I. Nous appellerons quantitds conjugudes ~ wz, ua,va les fonctions 
Wa, U'j, V'~ que nous avons introduites dans le premier article. I1 faut 
maintenant  les calculer pour les int6grales fondamentales que nous avons 
trouv6es dans 1'article pr6c6dent. 

Ce calcul ne pr6sente pas de difficult6s. Nous en donnerons iei les 
r~sultats 

(i) _ a ( a~t, -- tcosnr) ' W 1 = +~-:~ c o s n t ~  

( : )  W ,  = cosnt--k r cosnr , 

(3) Ws _-- P--~a log -r cos nt ~- r cos nr 

a2COSnr ( a ( t - - t , ) )  
- -  arc sin [- c' 
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cos nr = cos nx cos to + cos ny sin to. 

2. Les  express ions  de  U]', V'~ sont  les su ivan tes  

[ U i' 

( 4 ) i V  i = 

I ] k" t 2t~-t ~ a"') i k"fl + R~-~fl, - - a  .... r c o s n t  sin to + 2- (a2 + c o s n y +  

' l a 2 t ' ~ t c ~ 1 7 6  + a " ) c ~  k'a] 2 ,-~a,k' 

lug'= Ij .2t,--t ~(b~ b"2) I R Ic"a lt-b[ ~ 0  - r cosnteosto+ + c o s n x +  ~k"a + b-~ , 

(5)IT/.-,, 2 I [__b2fl--t I 1 k' v c~ b'2) c~ k'fl +R~f l ,  

I k" fU~' = I J a2 t --  t, i +a"  i k"~ "4" _ P ~ 8  8 ~ P-:~I - r  cos nt sin to + 2 (a2 2) cos ny "4- 5 

(6) I I a 2 t - t '  , a'2) ' k ' a I - - P ' ~ a  V; = -P~i-- r c~ c~  (a2 "4- c o s n x - - ~  

/U~ ' =  t I P~ 

- 

i x ] pk" 
b2 t - -  t, cos nt cos to + ~ (b 2 + b" 2) cos nx + 2 k"a + ~ -~ a 

�9 b2 t_--r t, cos nt sin to + ~(b ~ -4- b '~) cos ny + ~k ' f l }+ t)b k~ fl, 

oh  nous  avons  pos6 

(8) 
a = c o s n x  cos 2to + c o s n y  sin 2to, 

fl = c o s n x  sin 2to - -  c o s n y  cos 2to. 

3. P o u r  o b t e n i r  U'.' V'~ , U'~' , , V~, posons 

(9) M .  = log  Mb = log  

(9') N~ = a rc  sin a(t  - -  tl) r -4- c, _~ = a rc  sin - -  b ( t -  t,) + c; 
r 
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on aura (voir form. (15) art. 2) 

(xo) 
Q. = P . ( M . -  , )  + a ( t - - i x ) N . ,  

Qb = P b ( M , -  ~) + b ( t - - t l ) 2 V , ,  

et par  suite 

( i x )  

U'~'-~--~.M" __ a~t-- t ,  s i n t o r  cosnt - -  (a ~ + a" ')  cosny - - -  k"fl2 

k~ 
+ ra/Z,,, sin to cos nt + Q. -~ fl, 

V ~ = ~  r cos tocosnt  + ~ ( a  ~ +  c o s n x +  k'a 

~ r 
h r. cos to cos nt - -  Q. -~ a ,  9, 

(I~) 

U~' = ~ -  - -  ~ (b ~ + cos n z  - -  

Mb [ b~t --  tt 
V; = ~ r 

b/v 
+ ~. b COSta cosnt + Qb~Ot, 

I b" )  i I~] sin to cos nt ~ 2 (b ~ + cos ny m _2 k 
I 

b ~  k' 
+ ~. b sin to COS nt + Q, ~ ft. 

ART. 4- Valeurs des intdgrales l"ondamentales et des quantltds 
eondugu~es sur  des surfaces sp$eiales. 

I. Conduisons (voir fig. x) par un point quelconque x, ,  Yl, tl un 
cbne de r6volution A ayant  l 'axe parall61e k l 'axe t et dont l 'ouverture 
soit 2~; conduisons ensuite un cylindre de revolution C ayant  le m~me 
axe que le cbne et dont le rayon soit ~; et enfin un plan T passant par 
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(x~, y~, tl) et perpendiculaire k l 'axe t. Nous allons ealeuler les valeurs 

des int6grales fondamentales et de leurs conjugu6es sur ces surfaces. 

Fig. i. 

V t i 

' C 

2. D6signons par A 1 la nappe du c6ne dont les points ont une 

coordonn6e t < t 1, et par  A m l 'autre;  prenons la normale n h cette surface 
dirig6e ext6rieurement  au e6ne. On aura  alors 

cos nt = + sin ~t, 

COS ~tX ~-- 

(i) eosny = 

COS n r  

t I - -  t 
r 

C o s  ~ CO$ w 

cos ,1 sin ~ ,  

cos~, 

+__ cotg 2, 

oh le signe sup6rieur est relat if  k la nappe A 1 et l ' inf6rieur k la nappe 

A 2. On tire de 1~ imm6diatement les valeurs cherch6es sur le c6ne A. 
Elles son~ les suivantes: 

(~) w , , ~ = l o g  " +  t~,a ~ '  (~') w , , , =  ,~cosa 
" r ~/a" t g  ~ ,t 

_ _  a 
(3) w~,~ = + arc sin ~ + c, (3') w, ,~  _- _+ a cost ~ r  ~ - -  a', 
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a 

• ; ( . o  ) 
(4) Ws,A = C -{- log  (I - -  0 ~) ~/~__------__--_~ -at- log  r .  ~ a rc  s m  t ~  -{- C' , 

tJ 
0 

(4') w~,~ + ~ n ~  ~, - t - ~  - - - - -  I - -  - -  l o g  r I 
'e t g~2  

(s) 

(5') 

Vl, A ----- _ _  r a~ tg ~ 2 

r C',5 = - '  tg ~ 

r a2 
V; , , ,  = - -  .@-~,  

_ _ a 2  cos),  ( a ) 
- ~ a rc  sin -1- c' r t o~  ' 

I s i n  ~ ,  

- - - -  I COSOJ~ 

kn 

I - -  c o s  2 sin eo, 

I - -  Cos ]l COS o9, 

(6) 

(6') 

b 2  

V2,A = tg  ~ 2 

I cos  fo ~ 

i sin co, 

C b ~ 
I - -  COS ~ CO8 r 

T 

~t 

- -  cos 2 sin co, 

(7) 

Vs, A ---~ ~ r  

t g  , ), sin eo, 

a 2 

t g  , 2 COS r 

(7') 

V;,~ - V / ]  - 

a~ s It" 

tg* 2 r 

tg*2 r 

cos  ~ sin oJ, 

COS ~ cOS r 



(8) 

(83 

(9) 

(9') 

(Io) 

I 0 ' )  

oh l 'on a 

(Ii) 
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b~ 
U4, A ~ I tg'~ 2 - -  COS O) 

b~ 
V4,A = t g '  ~ sin w ,  

r b ~ k" 
COS ~ COS (O U~A ~ " tg '  ,~ ~-' 

b' k' cos2 sin w,  V~,A = tg ~ ~ r 

Qa, A Sill O) US, A ~ ?. 

Qa,A 
V~, A ~ ~ - - C O g  ~O 

[ U ; : ~  = 

V~,A 

a sin )t k" Qo,a 

I a k,' 
• -~ No, a sin 2 + ~ Q~,~ 

cos ~ sin o~, 

CO8 ~1 CO8 (O 

Qb,A COS (.O 
U6'A "~- r 

Qb,A sin to, 
V6,A ~ r 

b N  ~" U'6~ ---- I_+ ;:. b,A sin 2 + ~- Q~,A 

b Nb,A sin ), + ~ Qb,,~ V'~,A= +7 

COS '~1 COS eo 

177 

(12 

b ~ r Q~,~I=~ r i log - l ~ - -  
t g  '~ 2 e 

Aeta maO~matiea. 18. Imprim~ le 11 mai 1894. 

t ~ . a, 

28 
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N,,a = ~ arc sin t ~  + c, 

b 
N~,~ ---- T arc sin t ~  + c. 

I1 est 6vident que les valeurs de w~,~, W~,A, u~,~, V~,A, U~[A, V~,A 
seront r6elles si tg2 < a, tandis que les valeurs de w~,A, W~,A,W~,A,W~,A, 
U3,.a, V~.A, U ~ ,  V~,~, u~,~, v~,A , U's V'~,~ seront rdelles si tg2 > a. 

De m6me il faut que tg2 < b, afin que U~,A,V2,a, U'~[A, V'~,~ soient 
r6elles, et il faut au contraire qu'on ait t g 2 > b ,  afin que U4,A,V4,A, 
U ~ ,  V~,a, ue,~, v~,~, U'e:~ , V~,A soient r6elles. 

3. On tire tie lg que sur le plan T on aura des valeurs r6elles 
pour w2,A, ws,A, u~,A, v~,~l, u,,A, V6,a, et pour leurs quantit6s conjugu6es. 

yr 
Pour les trouver il suffira de prendre 2 - ~ - .  On aura alors 

2 

( I 3)  W2, T = C, ( I 3' )  W~,T = -]- a 

= ---- + - logr ,  (x4) w3,r c + c' logr ,  (14') W3,~ a 
r 

us,~ = logr--r I sin eo, (I 5') [ rP'..~,r ---_ _-t- ac~_ sm e o , "  

log r - -  I / + - -  COS O) ,  
~ , T  ---- ~, COS O)~ Ws,~, ~ - -  ~cT 

log r -- I [ be 
= r - -  c o s  ---  _+ - r  c o s  

(I6') 
l O g  r - -  I sin oJ, V~.r + b~ . - -  SlI1 (.0. 

~)6, T ,~, - -  T 

I1 est 6vident par la mani~re dont ces valeurs ont dr6 trouv6es 
qu'on devra prendre le signe sup6rieur si la normale au plan T a la 
m~me direction que l'axe t, et qu'on devra prendre le signe inf6rieur 
lorsque la normale au plan T aura la direction contraire. 

4. II nous &ut  maintenant d6terminer les valeurs des int6grales 
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f o n d a m c n t a l e s  e t  de  leurs  con jugu6es  su r  le c y l i n d r e  C. 

m a l e  dir ig6e e x t 6 r i e u r e m e n t  au  c y l i n d r e ,  on a u r a  a lors  
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P r e n o n s  la nor-  

C 0 8  ~tt  ----- O~ 

COS ?ZX ~ COS gO 

cos n y  = sin to, 

cos n r  - ~  I ,  

r ~ 6 ~  

et  par 

(x7) 

( I7 ' )  

(~8) 

(~8') 

sui te  les va l e u r s  cherchdes  su r  le c y l i n d r e  se ront :  

r y $2 I 

w 2 , c  = a rc  sin a(t  - "  t~) + c ,  
$ 

a(t--tl) 

/ ( w 3 , e  = c + log (I - -  0 2) ~/T--~ ~' + log  r arc  sin 

0 

t~ - -  t)' 

a s t - -  t~ 

W 2 j C  I o o . . . .  ~ . -  " IP ~/,~ - -  a 2 ( t  - -  t ~ )  ~ * 

o?-,,):) 
t - -  t t 

r 

l Ul, C 

Vl, C ~ - -  

a 2 sin to 

~(t  - -  t , )  + c,' ~ 

o(,_t) ) 
arc  sin + c' 

~/a2(t ,  - -  t)' - -  r  . 
sin to, 

~ / a ' ( t ,  - -  t) ~ - -  ,2  
COS t~  } 

~ / a , ( t  1 _ _  t)~ ,2  

- -  a t COS to 

~/a2(tl  - -  t p  - -  , '  

+ k "  ~ / ~ ' ( t '  - -  0 2 - r . 
$2 SIII 0 

- -  k' 4~ ' ( t ,  - -  0 2 -  r 
cs  COS tO 
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( I 9 )  

( I  9 ' )  

u;, 

Vito Volterra. 

I U2, C = 
(b'~(t, - -  t)' - -  e'  

COS O) 

~/b~(t, - t)'  - - ~ ,  . 
SIII  ~0 

b ~ COS O) 

~/b'(t, - t)'  - ~' 

b ~ sin w 

+ k" ~/b~(t~ - -  t)' - -  ~" 
r ~ COS O) 

~/t,'(t, - -  t)' - -  , '  
+ k' ~/b*(t' - -  t ) ' - -  ~' . 

r s in to,  

(20) 

(~o') 
I V;;~=- 

l U3,c -~ ~ / r  - -  a 2 ( t '  ~ t)* s i n  w ,  

v'~' ~'(t,-- t)' 
COS ~ 

o, ~ s i n  (.o 

~/~-  . ' ( t  - t , ) '  

~ COS r 

W ' -  ,~'(t - - t , ) '  

+ k" ~/*'--  a ' ( t - -  t,)' sin o ,  

- -  k'  ~ / ~ ' -  ~ ( t  - -  t,) ~ 
$~ COS fO 

(~,) 

2 I t ) 

V4,c 

U4, , 

V4, r 

~/e ~ -  b ' ( t ,  ~ 0 2 COS co, 
$ 

~/~'--  b'(t, ~ 0 2 sin w ,  

b ~ c o s  o) 

b ~ s in  eo 

~ / ~ -  b ~ ( t _  t~) ~ 

~2 -]- k "  ~/ - -  b 2 ( t  - -  t ,)'  
r COS O) 

+ k' ~/ - - b ' ( t - - t  0 s inco  

(22) US, C ---- 

VS, C .~-- - -  _ _  

Q " c s i n  t o ,  

Q m C a o s  (o 
$ 



2 2') 

(23') 

off 

(24) 

(~4') 
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= ( - -  a'  M~ 
\ 

(a ~ M~,c 
~/~' " a'( t  - -  t O" 

k" Q.,e) sin 

$2 Qa, COg fO 

U6, c ~ Qb'ecos O) ~ 

V, ,  c ----- Q:'csin (a~ 

~ / P -  b'(t - t , ) '  

= (__ b 2 Mb,e \ ~ P - -  b'(t - t,)' 

k" Qb, c) eosw, -aus- z 

k' Qb,c~ sin O)~ / 
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M . , c  ~ log ~'-- a'( t  - -  t , ) ' ,  

Q,,,c= ~/~ ~~(t-t~) ~ log ,, ~ - / +  ~ + c ) ,  

Mb,c ~' log . ' - -  b ' ( t - -  t ,F 

Qb, c-~- ~/e'--b~(t-Stl," log \( z'-b~(t-t')~)ee + b(t--t,)(arc sin b(t--t,_____~)e +c). 

ART. 5. Applications des r~sultats pr~vddents ~ l'dquation (A). 
Premier cas. 

I. Employons la formule (C) du premier article en prenant le 
champ S de la mani~re suivante. Conduisons le cbne A tel que 
2 < a rc tga ,  et par une surface e limitons dans son int6rieur une partie 
contigue au sommet. Retranchons enfin du solide ainsi form6, la partie 
int6rieure au cylindre C. Le contour 2: du champ S qu'on vient de 
d6finir sera form~ de parties du cbne, du cylindre, et de la surface a 
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que nous appellerons respectivement A', C', a'. Deux cas pourront se 
pr6senter: ou tout point de S aura une coordonn6e t < t~, ou l'on aura au 
contraire t >  t~. Les figures 2, 3 repr6sentent les sections des solides 

Fig. 2. Fig. 3. 

ffP 

C' 

i i 

obtenues duns les deux cas par un plan parall61e k l 'axe t conduit par 

le point xx y l t~. 

2. Observons maintenant que duns l 'int6rieur de l'espace S la t:onc- 
tion wl (voir article 2) est r6guli~re; par suite on pourra substituer duns 
la formule (C) du premier article wl g wx, et en remarquant  que Z 1 = %  

on aura 

(i) f w, zds  = f (, ,w, - ~, w)dz. 
A'+C'+d 

Lorsqu'on fait l ' int6gration sur A', on doit prendre la normale dirig~e 
vers l ' int6rieur du c6ne. Par suite sur A' on aura 

w ,  = w, ,A,  W ,  = - -  W , , ~ .  

Au contraire sur C' on devra prendre 

W 1 ~ Wl,Cy 

Observons enfin que sur A' on aura 

d , ~  - -  - -  

~ Y l  ~-- W I ~ C ~  

r d t d w  
cos 

(Voir article 4.) 

(Voir article 4). 
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d 2  = edtdeo; 

183 

la f o rmu le  (I) s '6crira done  

f ,zds  =f(wW,. _w, w ) . . _ f  + .,.w)rdtdeOcos 
A' 

- -  s f (wW,,o--w, ,cW)dtdo, .  
O" 

Si l 'on fa i t  eroi t re  ~ j u squ ' k  ee qu ' on  air t = are tg  a,  on t r o u v e r a  

W~,~ = w~,A = o (article 4, f o rmu le s  (2), (2')), et  par  sui te  l%quat ion  pr& 
e6dente  dev iendra  

D i m i n u o n s  ind6f in iment  s ,  on au ra  (voir ar t icle  4, f o r m u l e  {t7) , (I7')) 

l im ~w~,c = o, lira r W~,o = -I- a 2. 
�9 = 0  ~ = 0  

Fig. 4. Fig. 5. 

i 

t A~/.,,,, ',,,.ate ,, / 

" ',,, 2a / /  / , o w  

" ' ~ "  " I t ~'",, I/~r'~ / '  / 

7 / 
,,J 

/ 

t o 

l a  

obt iendrons  

Si nous  appe lons  done (voir fig. 4, 5) S'~ l 'espaee renfe rm6 ent re  le ebne 
A @) don t  l ' ouve r tu r e  est 2 arc t g a  et  la surface 6, et que  nous  d6signions 

par  a, la pat t ie  de a in t6r ieure  au c6ne, on au ra  
tl 

f w, zds=f(ww,-w, w)a,.o +_ wdt, 
g~ aa t o 

6rant  la coordonn6e  t du  po in t  oh la l igne x = x~, y = y~ rencont re  

surface 6. D6rivons par  r a p p o r t  ~ t~ l%quat ion pr6c6dente .  Nous  

(2) w @ , , y , , t , )  = ~ - - -  ~ ~ f (  ~ ~ f w ,  ZdS. ~t, 2 ~ '  w W,  - -  w, W)d~o + ~t~ 2~,, - - - ~  
aa ~r 
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Mais (voir article 4, formule (2)) w I est nul  le long du bord de la 

surface a. et du cbne qui limite le solide S.; par suite on aura  (voir 
article 2, formule (8)) 

' /  -_c-, L ~ 
w~ W d a  dVt, W d a .  = + a'(t,  - -  t)' - -  r '  

oa aa aa 

W d ~ ,  

_f  f ~ w~ ZdSo ZdS~ = + 
~t, d n ,  r - -  0 ~ -  ~' 

Zd8o. 

En substituant pour W 1 la valeur  trouv~e dang l 'article 3, la formule 
(2) pourra  donc s'gcrire 

(E) w ( x l , y l , t a )  I 2 / ~ /  i (Cognt__a2t~-- t  ) = - -  - -  cos nr wd~ 
2~ra ~t 1 a ~(tl __ t) ~ __ r 2 r 

aa 

I L I W d ~ r a . j _ ~ J  ~ I ZdSa" 
+ 2~--~ " . ' ( t ,  : t ) '  - -  r '  ~ ( t ,  - t ) ' - -  ~-' 

a,, ,S',, 

Observons maintenant  que W e s t  connu lorsqu'on donne sur la sur- 

face ea leg valeurs des d6riv6es du premier ordre de w, ou lorsqu'on 

connait sur cette surface les valeurs de w et de sa d6riv6e normale.  On 
peut donc 6noncer le th6or6me suivant: 

Lorsqu'on donne les valeurs de w e t  de sa dgriv~e normale le long de 
la surface ~. et qu'on connait les valeurs de Z dans l'intdrieur de S., on 
peut d~terminer la valeur de w au sommet du c6ne. 

A l'aide de la formule (E) on peut  effectivement calculer cette valeur 
par leg valeurs donn6es. 

ART. 6. S u i t e .  D e u x i ~ m e  c a s .  

1. Supposons qu'on air 2 > arc t g a ,  22 6rant l 'ouverture du c6ne 

A. Limitons par une surface a un champ ext6rieur au c5ne, contigu au 

sommet, et retranchons de ce champ la partie int6rieure au cylindre C. 
Partageons le solide ainsi form6 en deux parties par le plan T, et 
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appellona S' la partie dont lea points ont une coordonn6e t < tl; S" 
l'autre partie. Le contour X' de S' sera form6 des parties des surfaces 
~, A~, C, T qu'on d6signera respectivement par # ,  A', C', T'. De mSme 
on indiquera par d', A", C", T" les parties correspondantes du contour 
X" de S". Evidemment les deux surfaces T', T" coincident, main on 
devr~ prendre diff6remment la direction de la normale sur l'une et sur 
l'autre. (Voir fig. 6.) 

Fig. 6. 

O ' l ~ l  

.d• M 

.'2 

t 

2. Appliquons maintenant la formule (C) du premier article aux 
deux champs S', S" en prenant w~ = w~. Noun choisirons pour valeur 

de la conatante C ,  +-~ selon que l'on se r6f~re au premier ou au 
- - 2  

deuxi6me champ. Appellonn u"2, w'( les valeurs de w~ dans lea deux cas; 
o n  a u r a  

f r dt dm fw'~ZdS' = (wW~--w;W)d~' + f(ww,,A--w;,~W) cos~ 
" A' 

, o, t + ~f(ww:~--w,,ow)d st + (wW~,~-- w;~W)rdrdo, .~, O' 

+ , f ( w w ~ . c -  w;:cW)do, dt + f ( w W ~ . ~ -  w;:,W),drdo,. 
O" "1 v 

Si 2 diminue junqu'k ce qu'il devient 6gal k are t ga ,  W~,A,  Wr2:A, W % A  

deviennent nuln (voir article 4, formules (3), (3')), par suite lea deuxi6mes 
Aela malhematiea. 18. Imprim~ lo 1 juin 1894,. 24 
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termes des seconds membres disparaissent des 6quations pr6e6dentes. De 
plus les troisi6mes termes tendent vers z6ro s i r  diminue ind6finiment 
(article 4, formules (I7), (I7')) on aura done h la limite 

(~) fw;ZdS' =f(~W~--w;W)d~'-{--f(wW~,r,--w;,rW)rdr&o, 

(2) f w;'ZaS"= f (w W~--w;' W)d~" + f (w w,,,, - w;;,W)~d,.do~, 
,~" d' ~,, 

off ~ ' ,  ~ "  d6notent T',  2"  prolong& jusqu'au point XlYit 1. 
Prenant  garde aux directions des normales k T' et k s e t  aux 

formules (I3) , (I3') de l 'article 4, on aura 

f (wW,.,.--w;.~W)rdrdo, + f (ww,.~.--w;:~W)rdrdo, = f 
"T' qr .~ 

par suite en ajoutant membre k membre les deux 6quations (i), (2) 
on trouvera 

+ -at rdrdco. 

Appellons Sa l'espace renferm6 entre le c6ne  A (") dont l 'ouverture est 
2 a r c t g a  et la surface ~, et d6signons par a., la part ie  de a ext6rieure 
au cbne. 

La formule pr6c6dente pourra s'6crire 

(3) farc sln a(t--r t,!. Zds, + 2 f ZdS' 2 z"f ZdS" 

= cos nr  w - -  arc sin a(t__t,). W d~, 
?. ,- 

d 2 d '  
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I1 suffit pour le voir d'avoir 4gard aux formules (2) de I'article 3 et aux 
formules (8') de l 'article 2. L'~quution qu'on vient d'4crire est vruie pour 
toute valeur de t 1. On peut donc la d~river par rapport k cette variable. 
Remarquons que 

A n "  f f  a, r~,~ . .  ~t I ,] ~t r d r d a  ~-~ cos nt = . ~ q - J ~ i i - r a r a a ,  
sin (tn) 

1 ~tan~ la ligne d'intersection de la surface a avec le plan T. 
D'ailleurs on a 

at--: rc sin - -  ) Zd -~  -F 
r ~ '  ,~,, 

f ~ ~ f Zr&dw, - - -  N z e - ~ o +  _ 
T 

~ cosnt + a2(t r - -  tl) cos n r ) w  - -  arcsin a(t --~ ~,) Wid~ " 

ofo( o.~,_ . ) f , f . ~  =~t--, -~, cosn t  + -r t') e ~  wd[r~ + - ~ . W d ~ r ~ - -  J sin(tn) 

Par suite la d6rivation de l%quation (3) par rapport k t 1 nous conduira 
k la formule suivante: 

- -  Z d  s ,  "-F Z r  dr dm = ~,, cos nt --~ 

L x. 

f .f .?~ ?'~ a W d b ~ - -  W s i n ( t n  ) q- e o s n t =  -t- 7r 
~, ~ ~ -~. 
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Mais (voir article i, formule (5)) 

( ~ ) a ,(~co~ ~r 
I ~ W -If- \ ax  sin nt -}- ay s~n-~ ] sin (tn-~ ~- cos nt = 

= a ' { ~  ~ ) ' ~  \az cos vx + ~y cos vy = a g-~v ' 

&ant la normale b~ la ligne 1 situ6e, dans le plan T et dirig6e vers 
l 'int&icur de 2"; et (voir formule (A)) 

a~w _ _  ~ a 2 [  a ' w  a'w~ l at~ Z = \a,, + ~y, /. 

Par suite 

cos nt + cos nr wd• + W d ~  + 

. f/a'~ o"%dT, ] 

Le dernier membre est nul par le th6or~me de GREELY, on a donc 

(F) < f  i ( _ ) 0 ~-- ~ / r ' - -  a~(t ~ t,) cosnt + a'(t r tl)cosnr wd~a 

f i Wdho + ; i Zd:q~, 
+ W * - -  ~ ' ( i  - -  t,---~ , ~  ~ / , '  - -  ~ ' ( t  - -  t , )  

L 

c'est ~ dire: 

Entre les valeurs de w e t  de ses d&iv~es du premier ordre le long de 
la surface ~ et les valeurs de Z dans l'intdrieur de S, a lieu la relation 
ex2rimde par la formule (F). (Voir fig. 7.) 

3. T~chons maintenant d'exprimer la valeur de w dans le point 
x l , y l , t l  par les valeurs de w e t  de W s u r  $~ et celles de Z dans ~ .  
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A ceg effet, nous appliquerons la formule (A) du premier article en 
prenant  w~ = w8 avec 

1 

f c - ~  •  • log (I - -  0') ~/i _ O - - - - -~ '  

0 

C ' =  + - ~  
~ 2  

Fig. 7. 

"-.4/~ ,,I 

s x 

,~A(a) " \  ~v/'I ',,,J 
/ 

selon que l'on se r~f~re au premier ou au second champ. Nous appelle- 
r o b s  W '  " 3, w~, VV'3, W'3' les valeurs de w3, W 3 dans les deux cas. Nous 
a l l r o n s  d o n e  

f w; zds' = f (w w; --  ~'~ W)d~ + f (w W;,~ --  w;,~ W) ~ t ~  
.v A' c o s  

z (w W'8,c - -  w ; , c W ) d t d w  + f ( w  w;.~ - -  w;,~ W ) r d r d w ,  

f w;'ZdS" f(ww,: - -  W 3 W ) d d '  -1- ['fwW'~' ,, rdtdeo t, . ]  \ 3 , A - -  W$,,IW) co8-----~ 
~" d'  A" 

+ .f(w w; :c -  w;:cw)dtd,o + f(w w ; > , -  w;:~ W)rdrd.,. 

Si l'on fait diminuer  ~ jusqu'h ce que l'on air 2 - ~ a r c  t g a ,  les deuxiSmes 
termes des seconds membres des ~quations pr~cddentes tendent vers z~ro, 
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et m6me les avant-derniers termes s'annulent 
A ]a limite on aura 

si e diminue ind6finiment. 

(4) f w'3ZdS' ---- f (wW~-- w~W)da' -{- f (wW~,, --  w'3,r W)rdrdto, 

(5) f w;'ZdS"= f (wW;'--w;'W)d," + f (wW;:,,--~;:,,W),d,'d~. 
~" d' ~,, 

Remarquons maintenanr que 

f(wW;,r--w;,rW)rdrdw F - - w a l ~  q - l -21~  ~- rdrdw, 

f [  o ( )'~ f(wW~;r,--w;;r,W)rdrdto= w T l o g r +  q + ~ l o g r  ~ rdrdto, 

par suite en ajoutant membre ~ membre les deux 6quations (4), (5), 
on trouvera 

f w;ZdS + fw;'ZdS" = f(wW;--w;W)d : + f(wW;'--w;'W)d : 

f( -F 2 q -F~ logr  ~-(rdrd~o. 

, ee , Substituons pour w~, w~ , W~ , W~' les 
mule (8") de 1'article 2 et de la formule 
pour simplifier 

f ( x )  = f l o g  ( ,  - o , )  - -  
0 

valeurs qu'on tire de la for- 
(3) de l'article 3. En posant 

dO 
~/ I - -  0 ~ 
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f[:(--,,)+. ,o,,.rc.i~ 
,Sa 

+ ; ( q  + 2log r ) Z d S ' - - f  (~ + ~log r ) Z d S "  

--a':lJ'w~176176 ~ . ' ~ 1 7 6 1 7 6  "' 

-l/<. + 2,o..> + ;,o..) I 
' 0"' 

+.f(,+;,o..):r.r.o. 
D6rivons par rapport h t. Par un calcul fort semblable g celui qu'on 

a fait dans l'article pr6c6dent, on trouvera 

_ c._,o~(.'-~ +. :(~ +:,o~r)..,,.,o 
J Pa r ,, 

fo..o...._.f~ o,,_,,) = ~ w.,,o + ~ ~og -; ) tco. , , t  + -7-00,.. waS. 

f ~  f + ~ log r~ a'(t t,) Wda .  ~ ~ra 2 w a log r dl 
r an sin (tn) 

t2 

f( ) f( - )-~ --2 q +21ogr  Wsin(l,------j-J- 2 q + ~ l o g r  -a-yra.ram 

f ( -  ) - . ,  + 2 q + ? log r ~- cos nt sin (tn)" 



192 Vito Vo|terra. 

Examinons la somme des termea du second membre oh paraissent 
les int6grales 6tendues sur la ligne l. Elle peut s'6crire 

• f ,  alog~" dl 
V ~ sin(tn) 

l 

_ + . f ( ,  + :,o~)(~co,.,-~) ~' sin (tn) 
$ 

an sin (tn) + 2a2 q + log r ava--ww dl 
1 1 

f (  ,,o,~,.. f ~  = 7ra~ l~ w ~ ) a t  + 2a2q dl. 
l l 

On trouve par suite 

g~ COS nr  a f e a a  nt + r cosnr wd~. 

= - ' f ( q  + ~'~ ?'~'-- Z) "drd'~ , , t .  

--2a'q f~Wdl--rra' f (lo~r. aw wal~ 
l l 

= - ~'~ I J ~ "  + ~)~r~o,  

-~[ {'/a'v a"w\. f (  

Mais le th6or~me de GREEN nous dit que des deux termes du second 
membre le premier eat nul et le second eat 6gal k - -  2~a~w(xlylt~). Nous 
aurons donc la formule 
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(F') w(x~ , y~, t~) ---- ' / r  acosnr  wd~. 
21r'  ~ /r"  - -  a ~ ( t  - -  t , )  i 

, f ,  ( _ (  a log r~--a2(t--t')~) cosnt-{-a - - - - cosnr )waa ,  
2 , ~ a  at~ ~-r  ~ ~ a ~ ( t  _ _  t~)  ~ r " 

2~'~  ~/r' - d ( t - -  t,) ~ 

, / I l og ( r ' - -a ' ( t - - t , ) ' )Zd~a .  
: ~  &,__ ~(~-- t,) ~ 

L 

Cette formule fait connaitre la valeur de w (x~, y~, t~) lorsque sont 
donndes les valeursde w e t  de ses d&ivdes du premier ordre sur la surface 
aa et celles de Z dans l'espace -Sa. 

ART. 7" Appl ica t ion  des f o r m u l e s  fondamenta les  a u x  $quations (B). 
l ~ c m i e r  cas. 

I. Faisons dans la formule (D) du premier article u~ = u,, v~. ~ vx 
(voir a r t ic le  2) et d6finissons le champ S de la m4me fa$on que nous 
avons fait dans le premier paragraphe du 5 ~ article. 

En remarquant  que X~ = I:1 -----o, on aura 

f (ulX + vlY)dS =J'(uV',' + vVi--u,V' -- v,V")dZ. 
s d + A ' + ~  

Si 2 devient 6gal g arc tg a ,  U;:a, V;,A, u,,A, v,,a deviennent nuls, par 
suite dans cette hypoth&e l'6quation pr6c6dente pourra s'~crire 

(i) f(ulX + r)dS'o =f(uU;' + 

' ' ' C' lorsque 2 --~ arc tg a. S'a, aa, Ca d~signant S', a', 
Acta mathematiea. 18. Imprim~ le 5 juin 1894. 25 
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E n  p o s a n t  p o u r  s imp l i f i e r  

(2) f { '  [( , , ' . - '  , o..,> - -  c o s n t s i n t o  + 2 ( a '  + e o s n y  + k' u 

( a ~ t , - - t  I a,2) t ) ] 
- -  cos nt cos to - -  - (a 2 + cos nx - -  - k'a v 

r 2 2 

Rar (U, sin w - -  W' cos to) } da'a, 

on  p o u r r a  6e r i re  

a a  

d4 

E n  p r e n a n t  g a r d e  a u x  f o r m u l e s  ( I8 ) ,  ( I8 ' )  de l ' a r t i c l e  4,  on  a u r a  

/ "  d '  sin a, 
f (uV; c% "-~vV;--UlU'--v ,V")dCa'  = a  j r  _ t ) ,  ~,(usin . . . . .  to - -  v cos to) dw dt 

+ f~/a'( t ,  --e t)' - -  ,' (k"u sin to - -  k'v cos to) do) dt 
G% 

_ _ f  ~/a~(t, --, t)' --  ," ( U' sin to ~ V" cos to) do  dt. 

Mais su r  le c y l i n d r e  G" on  a 

U' sin to - -  V" cos to = - -  
a 2 + a ' 2 ~ v  

2 a z  
2 ~y 21- 2 _-~ .31- OY] sin 2to 

I- 
" a t ' 2 \  ~ y - F  ~ cos2oJ  

a 2 "4: a ' ~ v  a S "4- a " ~ u  
+ m sin 2 w + n cos 2 to 

2 ~x 2 ~y 
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en posant 

_ _  k , , ~ -  k,o~' 2m = a~ + -~ ,  2 n  = k" Ou / . , O r .  ~+,~, 

done, si pour simplifier on appelle p .  l 'int6grale 

f a S sin ~/~,(~ --:- 7)7- ,, (u ~in ,~ - -  v cos  ,o) d,~ d t ,  

la formule (I) s'6crira 

(3) 
~'a r 

d,. 

+ ; ~/a*(tt ---_ t)t - -  ~'~ (k"U sin o - -  k'v cos co) do dt 
C'a 

- - f (  a~ + c~'2ov2 ~X, 0'~+C1""~1$2 ~y 
J 2 ~ 2  

+ m s i n 2 w + n c o s 2 e o  ~/a(t,--t)" 
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deo dt. 

2. Substitutions muintenant dans la formule (I) du premier  article 
u2, v~ (voir article 2)  ~ u~, v~. Faisons augmenter  l 'ouverture du cbne 
A, jusqu'~ ce que l 'on ait 2 = arc tgb,  et d6signons par Sb et a; ce que 
deviennent le champ S e t  la surface d. Par un proc6d6 analogue 
celui suivi dans le paragraphe pr6c6dent on obtiendra la formule 

(4) f ( ~ : x  + ~ r)ds; = ~; + f ~ ( k , , ~  + ~'z,)~; + ,p. 
d, 

+ f ~/b~(t' ---/)~ -- ~ (k"u cos eo + k'v sin eo)deodt 
C'a 

6% 

+ 
b 2 + b"~u 

2 Ox 
-Jr n sin 2 eo - -  m cos 2 ca) ~/b2 (t, - -  r t)~ - -  e ~ deodt, 
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oh 

(~) fi'( 
' ( + ~ - -  

p0=f 
5% 

b~ t ' - - t cosn t coseo+~(b~+ c o s n x +  k"~ u 

b ~t' --tcosntsin~o +~(b' + b'*)cosny +~k' v 
r 

/~br (U' cog eo -k W' sin w) I da'b, 

b ~ 
_ _  (u cos o) -}- v sin to) do dr. 

~b ~(t, - t ? -  ~' 

3. Cela pos6, il f a u t  d~river  les d e u x  dqua t ions  (3), ( 4 ) p a r  r a p p o r t  

x~, y~. P o u r  s impl i f ier  ce calcul  observons  que  l 'on p e u t  ~crire (voir  

ar t icle  3, f o r m u l e  (8)) 

a $2 log r v ~ log v 
r~ - -  c o s , x  ~x~- cosny  ~ y ,  

fl O ~ log r V 8 log v 
r~ ~ - -  cosnx  ~z, O y ~  eosny-----~y, 

e t  p a r  suite 

'(.) '() 

On t ire  de Ik 

9~ log r ~8 log r 
cos nx ~y~ -{- cos ny ~ , 

9s log  r 9' log r 
---- - -  cog nx ~x---~ -{- cog ny ~y~ �9 

/ ~ : ~  k" u sin~o ,, 

da G'~ 

g. 

__k,[  ~3logr  ~8 l og r \  I , ~,cos,~ ~ + e o s ~ y - - ~  )~ e~o 

_ _ f  ~ oo,i~" .t (k'7~ - -  k'~,) sin o~ e,o, 
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a,,.j,.. - j  s--ff~ [~ ~,,, + k'flv)d,,; 
~r, a'b 

+ R~ k" - - c o s n x  a~------g-- 
da 

a' log r\  
--[- cos ny 7 , 1 u  

ayt ] 

+ k,(cosnxa'logr a ' logr \  ] . , ~--V + cos .v ~ )  ~ j~b 

- - / ~  cosRb nt (k"au -{- k'flv) cos co&o, 
g 
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g 6taut la ligne d'intersection de la surface a avec Ie cylindre C, et n, 
la normale g la surface a'. 

D'ailleurs on a, puisque %,  v~ sont nuls sur la surface du c6ne 
qui limite l'espace S;, 

•  aYl ~. 
~a~, + N x as 'o - f  (,,,x+ v,Y)esineodw.dt 

C',, 

I . ~ F /a~ l o g  r X a ~ l o g  r Y) dS[, =jR.f-(Xs'~ , , -  rs~n,o cos,o)dS" + j < [  ~ + ,~-7~: 

- - f  ( . ,x  + ,,, Y)~ sin ~d,~dt 

et d'une fagon analogue 

~'b tJ 
gb 

ag l o g  

~'~ 

a ~ l o g  r v~ 
dSb =/ az~ ay 1 

f (%x + v~Y)z coseo&odt. 
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0 b s e r v o n s  enfin que si A est une  fonc t ion  q u e l c o n q u e  

oh n r ep r&en te  

en d & i v a n t  la 

r a p p o r t  g x l ,  

~-~- r do) dt f ~ i f A cos ~y = - - & o d t  + ~ d w ,  
ay, ~,o ay 

C'~, g 

a.~-L f = f aA..~ f c o s . ,  da~dt q- A &o, 
cos nt 6% 

6vb g 

t ou jour s  la n o r m a l e  k la surface a.  On  t rouve ra  donc,  

f o r m u l e  (3) pa r  r appo r t  k y , ,  et  la f o r m u l e  (4) p a r  

f l  (6) ~-- (Xs in  oJ - -  Y c o s ~ ) s i n  oJdS'~ 

+ f..(,,,o~._~_x+ a'l~ -'~ V 1 Y):,.sinaJdaJdt 

a/2~, r sin to 
= ay--:~ -'[-.] rR. (k"fla - -  k 'av)d< 

O'a 

q-- R= k" cosnx  a~ cosny  ayl ] 

a s l o g r  a ' l o g r \  I �9 , 

- ~ ~o~ ~t @"~" - k ' ~ )  sin ~ d ~  + ~ ~P~ 

g 

7 \ ~ sin ~ ~y cos o~ d~  dt 
C'a 

' - -  \ cos n y  
.jr_ ~/a'(t, t)' - -  ~ (k"u sin ~o - -  k'v cos ~o) eo-~nt &o $ 

r 

- f  ( ~; _ _  _ ~,, )<o,(,,-<,, . . ~ ,  a' a" a~v a'*+a"'a'u q-arasin2aJ "~ - - C O S 2 ~  
axay 2 ay* ay ay e 

_ f (,~,+o..~o o.+~..~,, ) +o.r oo~... 
\ 7 G 2 ay q- m sin 2oJ -a t- n c o s 2 w  -s e ~ s ~  a~ 

g 



Sur les ~ibrations des corps elastiques isotropes. 199 

(7) f ~ (X cos to + Y sin to) cos to dS'~ R~ 

~ 9 ; .  s  o., . . , ,  - ~ - j - ~  ~e ~,~ + ~ '~)~,;  

6% 

f { ( ~'logr ~'logr~u + / ~  k" - -  c o s n x  ~*----T-~ + c o s n y  ay, / 

, , /  ~ ' logr  ~Slog~\ | , 
+ ,_-.3 + \ ~y~ 

- - f  ec~snt(k"au + k'flv) coso~d~-F z~ ,  
9 

C'b 

coco  + 

+ ;~/b~(t, -- t)" -- ~" �9 , ~ (k"u cos  to + k'v s in  to) cos  n~ 
- co--5~7~t doJ 

g 

+ f (b' + b" ~'v b2-b b"2~u an. a n  ) ~/b'(t, - t) 2 - ~'  _, 
cos 2co am dt 

f (b2+b'2~v b~+b"~u 

9 

~- n s i n  2oJ - -  m c o s  2eo) ~/b~(tl --t)~--e' cosnz . 

4. Ajoutons membre k membre les deux 6quations (6), (7) apr6s 

les avoir multipli6es respectivement par i i ~ , ~ "  

Puis supposons que z diminue ind6finiment et cherchons la limite 
de r6quation ainsi obtenue. 
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A cet effet remarquons que 

a b ab(bR,~ '4" aRb) 

Si A est une fonction qui reste finie pour e = o,  on aura 

t /  t /  # . P  

l im f . A  cos o~ &o = o,  
~ = 0  C*b 

t /  

tl 

faA l im sin oJd~o = lira sin oJdoJ = + 7r - - d t ,  
�9 =o ~=o ~ d a y  

C'.  C'~ t o 

t t  

l im cos~od~o ---- l im cosoJd~o ---- + zt dt,  
~ = 0  ~ 0  

4~. C* b t o 

oh t o est la coordonn6e t du point de rencontre de la l igne x = x , ,  y = y ,  

avec la surface ~.  De  m6me on a 

lim f Asino.,do, ---- lim f A coso, do = ,=o 

l im sin to doJ ----- ~r 

g 

C A ) o ,  (VyyA)o 6rant les valeurs de vzvA, ~A~y pour X = x l , y - - - - - f f l , t  ~ t 0. 

En prenant garde ~ ces formules  on trouvera 
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I +~ f~( x 

f t (X sin eo - -  Y cos w) sin o~ dS~ 
E 

& - Z , ,  

ta 
& 

f ~ . ,  ,, , f ~o~ o~ @,,~, + k'fl~)d~ 
a~ ab 

__ Ib /~, k" cosnx  ~x~ cos ny ~ . ~ ) u  
o~-- O'a 

r ~' log ~" ~al~ I 

bt --ab a 2  j ' 
aa 

tI  

+ 

- -  ~- ( t  I - - t o ) [ .  ~' + 

r ~ [ . , , /  ~' logr , a~ log~'\ 
bs~o + ~R b I ~ ~,cos nx ~ cos ny--z:r-.~/~p, / u 

k,@osnxaSlog r ~31og t'k I 

o.+ loo,,. ,  

oh n o d6note la normMe k la surface a dans le point x l , y l ,  to, et g2:, 
g2b sent 6gaux aux  mdmes int~grales qui  paraissent dans ]es formules 
(2), (5) si on les suppose 6tendues aux  surfaces a . ,  a0, au l ieu qu'aux 
surfaces a ' ,  a;. 

Acia mathematlca. 18. Imprim~ lo 6 ju in  1894. 26 
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Transportons le dernier terme du premier membre de l'6quation 
pr6c6dente dans le second membre, et les premiers six termes du second 
membre dans le premier. Alors le second membre de l'6quation de- 
viendra 

tt 

to 

--2~r(t,- to)[ -a'+ s (or) a ' .  a"  (a~) l eosnoy 
- ~ o 2 o cos not 

+ 27~(t I \~/o  .it- 2 \ay/oJ. cos not I_ 

c'est ~ dire, ~ cause de la premi6re des 6quations (B') du premier article, 

tl 

27~f (tl - t ~  E ( ) a~ a"2(9u) ~COSq*oY dt--27r(t,--to) a ' + a "  9v + 
2 \~Y/o3  cos not 

to 

* 2~r(tx--t~ b'+2 b" \~/o(aU~. ----~--b'* b" Cv)~y o] cos nOZcos not 

=2~ru(z"Yt't~)--2~ u~ c-~sno~Lk)t/o ~ \ T \ G / o  2 \Vy/o 

2 ~ + T  ~ cosnox . 
o o 

On tire de lg la formule suivante 

(G,) u@,, V,, t,) 

cos~ot ~ cosn  o t +  2 ~ o  2 ~v o COS n0y 

2 ~ o + ~  ~ o  eOSnoZ 

I f ~ .  (X sin Y cos to) sin o)dS. 
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i/,  + ~ ~ (X cos to + Y sin to) cos todS~ 
&, 

I f R b  (~  log r ~ log r y~ dS' 

b,_o, f [.'logr 
27tab bR~ + a Rb \ az' X + 

a' log r y) dS~ 
azay 

I 3J~a I a~b I f s in  oJ {k".q 

Ca 

! fCOS (~ t ,  t~ 

f [ ( aSl~ aSlogr\ x R, k" cos nx ~x~ cosny ~ ) u  

k,(cosnxa'~y~lOgr + cosny~)vjaaOS l~ r\ | ~ 

~-~a~ J b / L  + a/t~ k" cosnx ~z ~ 
~' log r \  cos y )u 

_ ~ log~\ ] ~ k'(cos #logr_{_ c o s n y ~ j v  d~,~. ~X Oy a 

5. Par un proc6d6 tout k fair analogue on peut obtenir la valeur 
de v(xl, Yl, tl) exprim6e d'une faqon semblable. I1 suffit k cet effet de 
d6river l'6quation (4) par rapport ~ Yl, de d6river l'6quation (3 )pa r  
rapport ~ xl, et de les soustraire l'une de l'autre apr6s les avoir respective- 

I I 
ment multipli6es par ~, et a - ;  enfin de faire 6vanouir r La formule qu'on 

trouve est la suivante 
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(G,) 

t~ ~ to l av 

v (z , ,  y~, t~) 

COS ~r t - -  
2 ~z o 

C08  ~o  X 
2 o 

2 ~ + - - 7 - -  ~y cosn0y 
o 0 

+ ~ X cos to + Y sin to) sin to d& 
t ]  -LVb 
& 

I f ~ ( X s i n e o - -  Ycoseo)coseodS,, 
2 ~Cb t~ 

&. 

I f__~ [a'logr X a ' logr  Y)d8 

&--& 

b'--a" f ~' (~_~logr X a'logr y)dS~, 
2Ua------~ bR,~ + aRb \ axVy "JU ay t  

,S,, 

I aab 
2~b ay, -1- - -  

o- b 

I fcos  at (k"R 
+ ~ j ~ ,.. pu - k'~v) d ~  

~ a  

i f { (  a31ogr a~logr\ + ~ R, k" c o s n z ~  + cos ny--5~ )u ayS 
t r b - - t r a  

+ a~. cos ~v ~ )  v 

( ~ o ~  ~ + co~ 2~ab bR,,~ + aRb [ \ ay Y ~ ]  
o- a 

. , /  aSlogr a~ log r \  ] .  
+ ~ (co~.~ ~ - r ~y ~ )  ~ j ~ o .  
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6. On a done d~montr~ que si l'on conna# sur la surface ab les valeurs 

de u ~ v~ et de leurs ddriv~es~ on peut trouver leur valeur au sommet commun 

des deux cSnes par les formules (G~))(G2). (Voir fig. 8, 9.) 

Fig. 8. Fig. 9. 

/ /  
�9 �9 ~ x �9 

Nous avons dfi faire un calcul fort laborieux et recourir ~ plusieurs 
artifices pour arriver ~, ce but. 

Pour justifier l'emploi de ces artifices, observons qu'on ne pouvait 
pas faire dvanouir tout de suite e dans les formules (3), (4), ear on 
aurait  trouv~ sous les signes d'int~gration des fonctions qui seraient de- 
venues infinies d'un ordre sup6rieur ~ celui qu'elles n'auraient dfi d~- 
passer afin que les int~grales aient une valeur d6termin~e et finie. 

ART. 8. S u i t e .  D e u x l O m e  cas .  

I. Revenons aux champs S' ,  S"  du 6 ~m~ article et appelons S leur 
ensemble. Appliquons ~ ce champ la formule fondamentale (D) en supposant 

U h ~ US) Vh ~ V3, 

Dans ce cas X sera form~ de l'ensemble des surfaces a', d '  qu'on appellera 
a, de la pattie du c6ne A qu'on appellera (A) et de celle du cylindre C 
qu'on d~signera par (C). On aura donc 

f (u x § = f + vV'  - -  u .V'  - -  v .V")dY,  
#+(.i)+(o) 
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et ~ cause des formules (7), (7'), (2o), (20') de l 'article 4 

f(u~X + var)ds =f(.v; '  + vY'8--u~U'--v~V")da 
a 

§ 
(A) 

a ~ Ic~_A(usineo__vcosa~)_(U, sineo__V,, coseo)]rdtd~ 
tg ~ 2 cos 

+ - -  

(cO 

J; -Jr- ~ a 2 (k"u sin eo - -  k'v cos co) 

- - e  J I -  a2(~-~A)'(U ' sinto - -  V" cos to)Idtadt.  

Si l 'angle 2 devient arc t g a ,  la deuxi~me int(~grale s'~vanouit, et par suite 
en posant 

t - -  t 1 
a = r ] ,  

$ 

on aura 

f(~.x + v~r)dS = f (,u'; + ~V; -- u~U' - ~V")~o 
8 

2w I 

-f f[ d~o ( - -  u sin eo + v cos a~) 

0 - - 1  

--[- ~ / ~  [k"u sin ~o - -  k'v cos a~ - -  ~ (U' sin m - -  V" cos ~)] I drt 

o;a l 'on a d~sign~ par b. la m~me surface que nous avons indiqude par 
le m~me symbole dans l'article 6. 

Si e devient nul le dcrnier terme s'~vanouit et le champ S devient 
~.. On trouve done la formule 

(H,) f ( ~ . x + , . r ) d ~ o = f ( u v ; ' + ~ V ; - - , . v - - , . v " ) d ~ . .  
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De m~me, si l'on appelle Sb l'espace ext4rieur au cbne A (b), dont 
l 'ouverture est ~ arc tgb, limit~ par la surface du cSne et la surface ~b, 
on aura 

f( ,x + v,Y)d- o = f ( u  + 
s-b 

Les deux formules (H,), (H2) sont analogues ~ la formule (F) de 
l'article 6. Elles donnent des relations entre u , v  et leurs ddrivdes du 

premier ordre sur les surfaces o , , o ~ ,  et les valeurs de X ,  Y dans les 

espaces S~ , 5~. 

2. Supposons maintenant que ob soit une partie de la surface ~., 
et cherchona d'exprimer" les valeurs de u ,v  au point x~,y~, t~ par celles 
des mdmes quantit~s et de leurs d4riv6es sur ~ et par lea valeurs de 
X ,  :Y dana l'int4rieur de l'eapace S.. 

Fig. IO. 

/ 4 

�9 �9 �9 f 

.~ ,x ,5" 
- , ~  . . . . . .  ~ y , ~  . . . . .  

t t  �9 

t "  t r 
/ / 

171 g••• 

-~-- r  

A cet effet nous nous scrvirons des derni6res int6grales fondamentales 
que noua avons trouv~es dans l'article 2. 

Commen~ona par appliquer la formule fondamentale (D) de l'article 
i aux champs S', S" du 6 ~me article en supposant 

Uit ~ U 5~ Vh ~ V 5. (Voir article 2.) 

Noua prendrons la constante arbitraire c qui parait dana ces fonctions 
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6gal k + g selon qu'on se r6f~re au champ S' ou au champ S". 
- - 2  

d6signerons par 
ry;' ~z; 

Uf),I *. q)5,1 ~ ,I ~ ,1~ 

u;' v; 

Nous 

les valeurs de u~, vs, U;',  g'~ dans les deux cas. On aura done (cfr. 
article 6) 

f (u., ,X + v. , ,Y)dS'  - -  ['' U" ' U' "~"'Xd v - 1 ~ ' *  ~  + ~,TZ;,, - -  uo,, - -  v~,,,, j . . ,  
s'  d + A ' + e ' + ~ '  

f (u~.,x + v,.~Y)dS" -- c, U" - j ~ u  o,~ + ~v; .~-~,~v'  ~o,~v")dx. 
~" d'+A"+6"'+T" 

Ayant 6gard aux formules (9), (9'), (i1), (I2) de l'article 4 on volt 
aisfment que les int6grales 6tendues k A', A" s'6vanouissent lorsqu'on fait 
2 = arc tga.  De m6me les int6grales 6tendues k C', C" s'annulent k la 
limite lorsque e diminue ind6finiment. C'est pourquoi en d6signant par 
~,~, s.,2 ; 3.,~, ~.,2 les deux parties de S-~ et de ~. qui se trouvent des 
deux c6t6s du plan T et si ~", ~"' d6notent 2 ,  T" prolong6es jusqu'au 
point x~ , yx ,  tx, on aura (voir article 4, formules (I5) , (15')) 

f (.o,,x + ~,o,,r)d-~.,, = f (u~;;, + vv;,, 
,s-.,~ ~,~ 

- -  uo,1 U '  - -  v . , ,  V " )  d;'a,, 

~r a f I (usin~__~coso~)rdrd~o__ fOogr/,) (g, sin eo - -  IT" coseo)rdrdeo, --~ j ; .  

f(u0,,x + ~o,,r)d~o,, = f (~v;;  + vV'o,, - .~,,U' - -  ~o,,r')d~a,, 

f - 
- - ?  j -;(usinoJ--vcos,o)rdrdo)-- O~ ')(U'sino)-- g"cos~)rdrdw. 

Si nous observons malntenant que les vaIeurs de U', W' sur T_T_', T" sont 
6gaux et de signes contraires (cfr. article 6 )on  aura, en ajoutafft membre 

membre les deux 6quations pr6c6dentes, 
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(i) 

= f (uv5  + ~v;,~ - u o , ~ u ' - - v . , ~ v " ) d ; ~ o , ,  

f (  " , T~.,,, d -  
a-a,2 

- -  ~ a / ~  (u sin eo - -vcosw)rdrdeo .  

Posons  

(~) 

- - / ' { u U ' . '  ' ~ - -  vs,lT/~ )do'a, 1 j \  5,1 "Jl- v V~ , I  us ,1 U t  " - 
~a,l 

- -  f(u U'o' U' v.;: V") dh.,~ ] 
~a,2 

et  r e m a r q u o n s  que  

sin eo ~ log r cos ~ ~ log r.  
r ~yt r ~x 1 

a lors  l ' dqua t ion  (I) p o u r r a  s '6crire 

[ ~ f u logr.rdrdeo - - - -  (3) ~" ~ vx, _ v l o g r . r d r d e o  : Oa. 

3. D6signons  p a r  

~ '  v~ U6,1 ~ V6,1 ~ ,1 ! ,1 ! 

v'0 ~6,2 ~ V6,2 ~ U6 t,2 ~ ,'2~ 

les v a l e u r s  de u6, v6, U'6', V'6 (voi r  a r t ic le  

f o r m u l e  ( t2))  selon que  l 'on  p r e n d  c----- + ~-. 
- - 2  

2, f o r m u l e  (I4),  

209 

a r t i c le  3, 

Aeta ~athematlca, 18. Imprim6 le 23 juin 1894. 27 
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- ~,~ sont lea parties de 8b, a~ qui se trouvent des Si  ~t,,1 , ~b,2 ; ab,1 , 
deux c6t6s du plan T, par le proe6d6 employ6 dans le paragraphe pr6e6- 
dent on trouvera 

(4) ~v[- -  { 'u logr.rdrd~o + ~ f v  logr.rdrdoJ = O~ 
~x t d 

L ~,, ~, 

off l'on a pos6 pour simplifier 

(~) I ! f  Y)dS~,, +f(u~.X + vo,~Y)dS~,~ 

f {u U" U' V") dT~,~ - - d \  6,1 "~ VV6,' ~ ~('6,1 - -  V6 ,1  

f . . . . .  - I  
4. Des 6quations (3), (4 )on  tire 

Ob 
O .  _ z=A fu  log r. rdr&o, 

O~ O~ 
--  ,.rA J v  log r. rdrd~o, 

oh le symbole A d6note 

Mais par un 
o n  a 

par suite 

(n;) 

(H;) 

~2 ~2 

~y~ 

th6or&me bien connu relatif aux potentiels logarithmlques 

A f u  logr .  rdrdw --= 2zm(x 1 ,y,,  tl), 

A f v  logr .  rdrdw -~ 2~v(z, ,y,,  t,), 

,,(x,, ,j, , t,) --- '--=,~,, L~[~~ + ~.-,~~176 

~(~, v, t , ) = '  [~o~ _~_o~l" 
' ' 2zr ~ k~-~, ~m~ A 
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Ces formules donnent les ~aleurs de u ,  v au sommet x~ ,Yl, ll de8 cdnes par 
les valeurs des ,mdmes quantitds et de U', W' sttr la surface ~ ,  et par 
celles de X ,  Y dans l'intdJqeur de l'es23ace -S,. (Volt fig. io.) 

AnT. 9. Consdquenves  des rdsu l ta t s  t~'ouvds. 

I. Les surfaces eoniques A dont les ouvertures sont 2 arc t g a ,  
2 are tg b, ont jou6 dans les cours de ces r eche rchesun  rSle bien ira- 
portant. Nous les appellerons les surfaces caract~ristiques et nous les d6- 
signerons respectivement par A~ ) , A(~ ), A 6tant leur sommet. 

2. Supposons pour simplifier Z----o,  et que l 'on eonnaisse les 
valeurs de w et de W sur une surface a quelconque. On peut se poser 
la question: dans quelle pattie de l'espace pourra-t-on ddterminer la fonc- 
lion w? 

Les formules (E), (F') que nous avons donn5 dans les articles 5 et 
6 nous montrent  qu'on peut calculer la valeur de w dans tout point A par 
lequel on peut condaire un cdne A~ ) qui ddcoupe, soil dans son intdrieur, 
soil e~;ldrieurement, une pattie de la surface a dont le bord est formd seule- 
ment de l'intersection du cone avec la surface. 

Pout- simplifier on dira que le cbne A~ ) coupe intdrieurement ou ext~- 
rieurement, d'une maniOre complbte la surface a. 

On trouve par lk bien aisdment l'espace S(~); lieu g~omStrique des 
points A, en conduisant les cSnes A(~ ) par t o u s l e s  points L du bord de 
la surface a c t  eu cherchant leur enveloppe. 

3. De m(~me, X et Y Slant nuls, si l'on connait u ,  v e t  leurs dd- 
rivdes du premier ordre sur la surface ~ on pourra ddterminer ces fonctions 
par les formules (G~), (G:), (H;), (H;) dans un point B si l'on peut conduire 
un cdne A(~ ) qui coupe intdrieurement, d'u~ze mani~re complite la surface 6, 
ou si l'on peut conduire un cone A~ ) qui coupe extdrieurement d'une mani~re 
complete Ia m~me surface. 

Par renveloppe des c6nes A(~ ) et des eSnes A~ ) on pouvra limiter 
l'espace qui est le lieu g6om~trique des points B. 
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4. Si la surface ~ est telle qu'on peut la couper ext~rieurement 
d'une mani~re complete par des c6nes A(a "), alors entre w ,  W doivent 
subsister les relations donnges par la formule (F) de l'article 6. 

De m~me si la surface o- est coupSe d'une manibre complbte ex- 
tdrieurement par des cbnes A(~ ) , A~ ), entre u ,  v ,  U', V" doivent subsister 
les relations donndes par les formules (H~), (H~) de l'article 8. 

5. Dans les expressions de U', V" paraissent les eonstantcs a', b', 
a", b" qui satisfont aux conditions (I) du I r article. On pent st servir 
du caract6re arbitraire des constantes k', k" pour donner ~ a', b', a '~, b" 
des valeurs telles que U', V" s'expriment par  des quantit~s qui ont une 
signification mScanique. Pa r  exemple posons 

"'t,!) a = a' -~ a", b b' b" 

on trouvera alors 

U' =- ~ cosnt ~ b:~ cosnx ~ a ~  cosny,  

V" 0V = ~ cosnt -+- a ~  cosnx - -  b ~  cosny, 

o~ 

11 est bien eonnu que ~ repr~sente la dilatation supe~ficielle de chaque 

Jdment parall~le au plan xy, et que ~ repr4sente la composante de la rotation 

de chaque dldment autour de l'axe Z.  
Dans l 'hypothSse (I) les quantit~s qui paraissent au dehors des signes 

d'int~gration clans les formules (G~) et (G2) de l 'article 7 deviennent 

u~ -[- cosnot L\Ot /o c~176 - -  a ~ ~  c~176  b~~ c~176 == u~ -{- t, cos %t U~, 

v0 -t- cos not ~ cosnot + a~o  cos.nox -- b~Oo cos noy ~ % -}- cos %t F0'. 
0 
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Au lieu des 6quations (t), posons 

(:) b '~ = b ''~ --= b " - -  2a ~, 

on aura alors 

o n  

U' : ~t--: cos nt - -  t~ 1 

~2"' OV 
--- -~ cos nt - -  t~ 

COS nZ - -  t 12 COS ~y  

COS nX ~ [~ 2 COS ~$~], 

t , ,  = ~ - ~  + (b ~ 2 a ~ ) ~ ,  

t~ 2 = b 2 w '  2 ~'~ 

ti~ \ ~  + ~ " 

quanfit6s pr6efidentes sont les eomposantes des 

213 

Les tensions qui s'exercent 

dans l ' int&ieur du corps s Dans l'hypoth6se (2) los quantitds qui 
paraissent au d6hors des signes d'int6gration dans les formules (G,), (G~) 
de l'article 7 deviennent 

~"o + t, - to (~.,'~ - - '  (t,, + t . )  cos.,oX 1, 

V~ -{- c o s % t  ~ o COS~*Ot - - - 2  (tll  + t ~ )  COS~*oy . 

6. Si l 'on a 

a cos nx + fl cos ny + 7" cos nt = o ,  

n 6tant la normale k la surface a, la quantit6 

Ow Ow ~w 
~ + fl~ + r~/-, 

sera connue si l 'on donne seulemen~ les valeurs de  w sur la surface r 
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Par sui% si ta condition 

(3)  (-- ~,~ cos  , x )  cos  n x  + (-- .~ cos  n,j) co s  n,j + cos  n t .  ~os , #  = o 

cst satisfi,~,te, W sera connu sur la surface a, si l'on eonnait w sur la 
m~me surface. (Cfr. formule (5) du premier article.) 

L'6quation (3) pout s'dcrire 

cos~nt - -  a ~ sin~nt ----- o 
d'ofi 

I 
tg nt = + - �9 

On tire de lk: 

Si  la surface ~ est telle que tg nl = +__ ~ , la fonclion w sera ddtermin~e 

dans tout point de l'espaee S (~ m~me si l'on eonnait sur la surface ~ les 

valeurs de w seulement. 

l l  est 6vident que toute surface obtenue par l 'enveloppe des cbnes 
./1~? jouit  de cette propri~t6. 

AnT. m. P a r t r  des  f o r m u l e s ,  

I. Commcngons par prouver que la formule de Polsso~-Pa~ssvA~. 
n'est qu'un Cas particulier de la formule (E) de l'article 5. En effet, 

Fig. i~. Fig. i2. 

/ / "  ,, �9 
�9 / 

/ /  \~ / 

..r , ,, ",Ar~ . ~ ' ,  ,,:,.I {~ 

I I /  ~u \ / 
i x J 

l" / ", X/~Y~J 

supposons que la surface e soit le plan xy (voir fig. I I ,  I 2 ) .  

deviendra un cercle dont le rayon est 
Alors a, 

I at1 [" 



Sur les vibrations des corps 61astiques isotropes. 

D'aii leurs sur a on aura 

215 

c o s n t  ~-  +_ i ,  c o s n x  ---- c o s n y  ~--- o 

par suite, si l 'on suppose Z-----o, l '6quation (E) du 5 ~me article s'6crira 

( I )  W(Xl '  f f l '  t , )  ~ "~ I ~ / ~ /  I _WdO.a 
- -  2 z : ~  ~ t  z a ~ ( t ~  ~ t ) '2  _ _  r~ 

O'a 

+ 2 ~ ;  ~ ' ( t~  - t )  ~ - -  
O'a 

qui est l ' int6grale g6n6rale de l '6quation 

donn6e par Polsso~ et PAnSEVAI=. 

t 
Fig. 13 . 

ct"  x x 

, ',,/ffa) 

t t 

/ 
S r 

t 
S S 

/ 

{O 

2. En nous rapportant  toujours k la formule (E) de l 'article 5, suppo- 
sous que nous nous trouvions dans le premier cas, c'est k dire que les 
coordonn6es t des points de la surface a soien~ plus petites que t~. Exami- 
nons ce qu'on a lorsque la surface o-~ se r6duit k un cylindre ~- avec les 
g6n6ratrices parall~les h, l 'axe t, limit6 par un plan to perpendiculaire aux 
g6n6ratrices, comme le montre la f igure  I3. Supposons enfin que l 'inter- 
section de a avec le cSne A (") appartienne au cylindre ~-. 
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Sur  la su r face  T on a u r a  

e t  su r  r 

Vito V o l t e r r a .  

C o s ~ t  ~ % 

t ---- COl]St.  ~ t0 ,  C o s ~ x  ~ COS~?,y ---~ O,  r  ~ I .  

C'est  p o u r q u o i  en a p p e l a n t  s le c o n t o u r  de to, l ' ~qua t lon  (E) de l ' a r t ic le  

5 dev i end ra ,  Z 4 t an t  nu] ,  

(2) w ( x , , y , , t , ) = 2 ~ a ~  ' a'(t, --to)=--r' I f ~ /  I ~w dw 
w dw + ~ ,~'(t, - -  t , ) ' - -  ~.' ~t 

[o 

m _  f _ , f a" OWdT ~ a '  t t, cos h r .  w d  r -  ~,~,, ~/a'(t, - -  to)' ~"~,~ 
z~ra ~t, ~/(t, - -  to)~a" - -  r '  r 

7 T 

,2=~, , , ' ( t ,  - t o ) ' - , "  ~ v ' ~ - ~ - ,  - t o ) '  - ,. ' ~-/- 
czP 

x ~r ~ t - - t ,  w dt - -  ~ ~W dt ]. 

to to 
tl 

Posons  a( t  a - - t ) - ~ - - u ,  on  a u r a  

t r 

I -  a a(fi_to ) 

f ' : )  ,o ~/ . ) ( t  _ t . ) ~ . ~ . . ~ ,  ' ~ , ~  w x ,  y ,  t, - -  - ~/,,,,_~., 
L) 

to r 

r 

h-- "  S =(tl__to ) 

t o r 

a(tl--tQ) a(t~--to) 

r r 
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3 
oh les symboles 0~ '3~ ont la signification suivante. Si f est une fonction 

de x , y , r  noun supposerons que 

0f 0f 0x o f  0g 

3f __ af Or 

La formule (2) s'6crira done 

(3) W(xl.y~tl)  I 9 f ] __WdO) + I f I 9W dw 

tO I~ 

f !< :) i (  :1 ] 
I [ ~ a(tl--t~ a(tt--t~ 

+~r ,  d s [ N  w x , y , t  t -  du ~ d~ 
d " ~ / u ' - - ~  o~ w x , y , t l ~  ~ / u ' - - r '  " 

7" 
$ 

Supposons que la fonction w ( x ,  y ,  t) soit nulle pour toute valeur de t 
inf6rieure k une certaine limite ~ T, alors en faisant augmenter ind6- 
finiment to, on trouvera 

(4) w( x, t,) 

du ~ du 
= ds  w x ,  y ,  t x -  r '  o~ w x ,  y ,  t~--  ~/u_r~_-~[. 

I 

3. Examinona maintenant le deuxiSme cas, 
c'est ~ dire supposons que les coordonn6es t des 
points de a soient sup6rieures ~ tx, tandia que la 
surface a se r6duit ~ un cylindre ~- dont lea g6- 
n6ratrices sont parall6les ~ t, limit6 par un plan 
to perpendiculaire aux g6n6ratrices. Supposona 
enfin que l'interaection de a avec le cbne A (=) 
appartienne ~ T" (Voir fig. 14.) 

Par un calcul analogue ~ celui qu'on a fair 
dana le paragraphe pr6e6dent on trouve la for- 
m u l e  

Aeta math~at~a. 18. Imprim6 le 25 juin 1894, 

Fig. 14. 

tg 

7 

/ 

j t  
/ t  

v x ~  

28 
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(5) u,@,,  v , ,  t,) = I ~ i ~  I W ( $ 1  ~ ,  to)dO) 
2~a ~t I a'~(ti - -  to) ~ - -  r '  

{o 

f I aWdoj 
2z~a %/a~(ti __ to)2 __  r~Ot 

o) 

i~ , -I- ~ w( x'y'tl + a)%1u7=__ ri 0,,, w( x'y'tl + -  %lui __--r-~ l" 
8 

Si w ( x ,  y ,  t) s'annule pour route valeur de t sup6rieure ~ une certaine 
limite T, en faisant augmenter ind6finiment to, la formule pr6c6dente 
deviendra 

(6) 

I {} 
- - - -  w xly l t  1 

$ 

w (x~, y~, t~) 

§  d u  

~/,ll ,  I - -  ~.~ " I 
/ du  

~'~ w(x, yt~ + ~) , /u~-r '  " 

7 

$ 

Fig. I5. 

1' 
i t '  

s S 

a t 

s S 
/ 

/ '  
%,~ /' 

. . . . . .  ~ / ~  . . . . .  
/ ,  

i /, ~ ~] ' ,  \ 

NX 

4. I1 faut maintenant chercher ce que deviennent les formules (F), 
(F') de l'artiele 6, lorsque la surface ca st r~duit ~ un cylindre dont les 
g6n6ratrices sont parall~les ~ l'axe t. 
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On volt tout de suite qu'en supposant toujours Z - ~  o, la formule 
(F) devient 

d u  
o ~ S W x~y~t 1 

$ 

r 

~ W X 
- - r  

~) ~ , y , t - -  ~ / ~  , 

s 6rant la ligne d'intersection du cylindre avec le plan t = t 1. (Voir 
fig, 15. ) nxaminons  maintenant  la formule (F') (article 6). Elle s!6crira I tl_i_/ 

[ , r  a_cos__2r - w(~,, ~, ,  ,,) = ~.  / [ ,,_~, ; , / . , : : ~ _ , , ) _  wd~ 

f a log( ,r '~a'( t - - t , ) ' ) t - - t ,  wdt 
+ ~ q ~  - ~ ' ( t  - t , )  ~ ~ , " 

t r 

et en posant 

t "  

a ( t  - -  t , )  = ,~, 

on trouvera 

- : ) /  / , 2 ~ d  ~ _ ,  w x,y, t~--  log P' r u' ~/r ' - -  

$ 

,U. I 

r 

",, I 
~'q'-- r 
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5. On pourrait tout k fait de la m6me fa?on particulariser les 
formules (G~), (G~), (H~), (U~), (ttj), (H;) en r6duisant les surfaces a~, ~ 
k des cylindres ou k des plans. 

Nous ne donnerons pas ici le d6veloppement de ces calculs qui 
d'ailleurs ne pr6sentent de difficult6s. 

ART. I I. _l~e p r i n e i p e  de  t t u y g h e n s .  

i. Par  une 616gante application du th~or~me de GREEN, KIRCHttOFF 
est parvenu k dtablir sa c61~bre formule qui 6tend le principe de HUYGtIENS 
et peut le donner sous une forme math6matique tout k fait rigoureuse. 1 

Son proc6d5, est fond6 sur l'existence de l'intggrale 

(i) f(r _+ ~0 

de l'6quation 

oh r = ~/~-i + y, + z , ' e t  f d6note une fonction arbitraire. 
Dans le cas des ondes cylindriques l'6quation prdc6dente devient 

(2) �84 

et l'on peut d6montrer qu'il n'y a pas d'int6grale de la forme 

(3)  f(r + at) 

oh r - ~  ~/~ + y~, ,~ 6tant une fonction de r seulement. 
cherche les cas dans lesquels l'6quation g6n6rale 

D'ailleurs si l'on 

2 

(4) ~ ' r  a ~  ~ r  

Zur Theorie der LicMstrahlen~ Si tzungsber .  d. Be r l ine r  Akademie ,  I882. 
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possSde d e s  intdgrales de la forme (3), o1'1 r = ~x~ , et 2 est une  fone- 

tion de r seulement ,  on t rouve  qu' i l  n 'y  en a que  deux ,  savoir  lorsque 

m = I, ou m = 3. ~ C'est pou rquo i  on ne donne o rd ina i rement  une 

fo rmule  ana logue  ~ celle de KlnCgHOFF dans le cas des ondes cyl indriques,  

ni 6tend la m~me fo rmule  au  cas g6n6ral .  

2. A y a n t  en r u e  cette ex/~ension on pour ra i t  t~eher de t r o u v e r  des 

int6grales de l '6quat ion (4) a y a n t  la forme (3) sans poser  la condition 

que  ), soit fonct ion de r seulement ,  mais supposant  qu 'el le  soit fonct ion 

d e  x I ~ x ~  ~ . . . ~ x n .  

A ce propos nous allons ddmontrer  le th6or6me suivant :  

Les  int@rales de la forme (3) o5 2 est fonction de X l , . . .  , X m existent; 

mais si l'on exclue les cas m = i,  m ----- 3, dans t o u s l e s  autres, non seuIe- 

ment les int@rales deviennent infinies clans le point "x I = x~ . . . . .  xm = o, 

mais elles ont d'autres singularitds en tout champ ~ m dimensions gui renferme 
ee point. 

Si x~ = rfl~, on au ra  ~fl~ = I, et  pa r  suite on p o u r r a  poser  

fll = cos el,  f12 = sin a 1 cos a 2 , ' . . . ,  f l m - - I  = sin a I sin a 2 . .. sin am-2 cos a,,_,,  

fl,~ = sin a I sin a~ . . .  sin a,~_2 sin am-l, 

et l 'on pou r ra  regarder  2 eomme  une fonet ion de r et  de a l . . .  a~_~. 

Posons  p o u r  simplif ier  

A =  ~- i '  v =  f(r + at). 

Nous  aurons  

"~ v~ vf A V = f .  A~ + ~ A f  + 2 ~ ,  ~ ,  
I 

i DV~E~ ttydrodynamique, dlasticitd~ acoustique. Cours profess~ an I89o--9  t. 
Tome sceond~ .livre III,  chap. VIII. 
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Mais 

~15 ~ I 

A f = f " +  f', 

c'est pourquoi 

~ ~ v f  ~), f, ~,~=~-~ ; 
I 

( A V = f " ~ + f '  m - - , 2 + 2  +fAa r ~r " 

D'ail leurs nous avons 

~V 
t-T = a~2/",  

par suite l '~quation (4) s'Serira 

( f' "~--'~-{- 2 + f A ~ = o  
r 

et puisque f doit ~tre arbitraire 

(5) ~ -  i a_ + 2 - =  o ,  
r ~ r  

(6) A2 ~--- O .  

La premiere 6quation nous donne 
m--1  

2 = Or 2 

0 5tant fonetion de a, . . .  a~_~ seulement. Par  suite l '6quation (6)se trans- 

forme dans la suivante 

(7) ( ) (m--  ,)(m-- 3)0 + I v sin~,~al 
4 sin m-~ a~ ~a, ~% 

" - -  sin~-~% + " '"  + sin~a, a,,_~ s i n  ~ a ,  s i a m - S %  ~ a  2 . . . s i n  2 ~a~-I 
~ - O .  

Cela d6montre In premiere partie du th6or~me, c'est ~ dire qu'il  y a 

des int~grales de ]~ forme (3). Dans les cas m = I, ~ m = 3, on pourra  
prendre 6videmment 6 = const, et par suite dans le dernier cas on aura 
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une singularit6 pour V duns le point r - - o  seulement. I1 faut maintenant  
prouver dans tous les autres cas l'existence de singularit6s duns les en- 
virons du point r = o. 

Supposons que l ' int6grale V duns un champ 2:i~ g m dimensions qui 
renferme le point r =  o, n'ui~ d 'autre singularit6 que dans ce point m6me. 

Conduison8 duns l ' int6rieur de Zm deux espaces sph6riques S=_1, ~2~_1 
m ~  I dimensions ayant  le centre duns le point r = o. Soit S= 

l'espace .~ m dimensions renferm6 entre S=_1 et ~2=_~. 
D6signons par W une fonction r6guli6re duns tout l'espace renferm6 

duns S,,,_~ et qui satisfait g l '6quation diff6rentielle A W = o. 
Puisque V e t  W sont reguli6res duns S,,, on aura  par le th6or6me 

de GREEN 

f('v "~W w~V)dZm_l + f ( ~  ~ )  a ~--7 - -  ~ a r Y  ~ ~ '  0l'('2=-1 

Bin-.-1 ~2.~1 
O~ 

n, n' 6tant les normales ~ S~.1 et &,,-1 dirigdes vers l ' int6rieur de l'espace 

S=. Puisque V devient infini d'oMre m - - I  duns le point r-----o, si 2 
m > 3, l ' int6grale 6tendue g ~2=_1 s'6vanouira lorsque son rayon di- 
minuer~ ind6finiment, et par suite on aura 

f( V o. 

&,-i 

0 
Rempla~ons V par son expression -a--~ et remarquons que sur Sm_l 

a a 

an Or 

L'6quation pr6c6dente s'6crira done 

f ( r ~ 7  aW m - -  I 0 l~-r + W 2 ' ) d&_l m-}-I ~ O .  
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Mais r est constant le long de S.,_1, par suite 

FO(r 
Sm--I 

Remarquons que la fonction 

~w m - - I W =  WI r~r + - - ; - -  

est une fonction qui satisfait k l'6quation A = o. On pourra donc choisir 
arbitrairement les valeurs de W~ sur S.,_1, pourvu qu'elles forment une 
fonction continue, ~ et construire aprSs, par des formules bien connues, la 
fonction W 1 en sorte qu'elle soit r6guli6re dans l'espace renferm6 dans S~_~. 
On aura alors que W sera donn6e par la formule 

P 

W--= ---g~_~ r " ~ dr 

t f ~  1 �9 ~ et par suite elle rgsultera r%,unere dans le m~me espaee. On tire de 1~ 
que la relation (8) est absurde s im > 3, puisque elle devrait ~tre satisfaite 

~ 1 , -  I 
~ W-t- - - - -  If'. Par eons6quent la suppo- pour tout syst6me de valeurs de r Dr 2 

sition que V soit reguli6re dans tout point de ~ ,  except6 le point r -~ o, 

est elle-m6me absurde. 
I1 nous reste k examiner le cas m-~ 2. L'6quation (7)devient alors 

~20 I 

a a , '  4 

d'oh 

0 ---~ A sin ~ a 1 -~- B cos a l ,  

A ,  B 6tant des eonstantes arbitraires, et par suite 

(9) V = 

Cette int~grale cst 
point de diramation. 

I I 
A sin~-aa + Bcos2a , 

f(r + at). 

6videmment polydrome et le point r = o est le 

�9 ' ' n Le theoreme est ainsi completeme t ddmontrd. 

(Jette condition ne serait pas m~mc ndcessaire. 
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3. On peut calculer de lg que si l'on applique la mdthode de 
KIRCHHOFF aux intdgrales (3) on ne pourra pas trouver de r6sultats 
semblables g eeux qu'il a obtenu. Considdrons par exemple le cas des 
ondes cylindriques. Si nous prenons garde g la polydromie de la fonction 
(9), lorsque nous employerons ]a m&hode de KIRCrmOFF, il faudra faire 
des coupures dans la partie du plan xy oh 1'on ~tend l'int6gration, en 
sorte que les formules seront affectdes des termes relatifs aux coupures, 
qui ne paraissent pas dans celles de KIRCHHO•F et par suite on ne pourr~ 
pas exprimer la valeur d'une intdgrale rdguli~re V de l'~quation (2), dans 
un point intdrieur au champ, par celles de Ve t  de ses ddrivdes au contour. 

Au contraire or~ parvient ~ ce r&ultat par les formules (4), (6), (8) 
de 1'article prdcddent. Elles jouent dans le cas des ondes cylindriques 
un r61e tout k fait semblable g celui joud par la formule de Kn~CHHOFF. 
Elles ont aussi la mdme interprdtution physique que cdle-ci. Considdrons 
en effet les fonctions 

(io) 

V~ ( r ,  t) ---~ f t - -  ~ 1 ~ ,  

0 

,)=/r(t+-:), 
0 

r 

Vs(r , t) ----,~ t + ~/u' - -  r ~ l ~  \ ~ ) '  

oh f est une fonction arbitraire. 
Dans la premi&e formule nous supposerons que f s'dvanouit pour 

toute valeur de l'argument inf&ieure k une certaine limite, et dans ]a 
deuxi~me au contraire on supposera que f s'~vanouit pour les valeurs 
de l 'argument sup&ieures g une  certaine limite. 

Les trois fonctions (io) satisfont g l'~quation (2 )e t  n'ont de sin- 
gularit~s qu'au point r -  o oh elles deviennent infinies du m~me ordre 
que tog r. 

De la m~me mani~re qu'on fait correspondre l'int~grale ( i ) a u x  
Acta math ,~mai~ .  18. Imprim~ le 28 juin 1894. 29 
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ondes sph4riques on peut refdrer les fonetions (I o) aux ondes cylindriques 
progressives ou regressives, relatives ~ une ligne lumineuse. 

En comparant donc les formules (4), (6), (8) de rartiele pr$cddent 
avec celle de KI~cnrmFr, on volt tout de suite qu'elles repr6sentent sous 
une forme math4matique le principe de I-IuYGnr~s dans le cas des ondes 
cylindriques. 

On pourralt montrer que les m4mes formules peuvent s'obtenir di- 
rectement des inr (,o), mais nous ne d6velopperons pas ici ces 
calculs. ~ 

4. Enfin posons 

L'dquation (2) deviendra 

w ( x ,  y ,  t) = y). 

~-----r - a2r ~---0 ~x ~ ~yg 

et les formules (7) et (8) de l'article Io se r~duiront aux suivantes 

;( 

o---- lo(ar)  - -  r ~n / 

$ 

off I70 et I 0 d4notent les fonctions de BESSEL de deuxi6me et de premi6re 
esp6ce. Les deux formules (i I) ont ~t6 donndes par M. WEBEa 2 et d6- 
pendent des 5quations (7), (8) de rarticle IO de la mdme faqon que la 
formule bien connue d6couverte par M. HELMHOLTZ ~ est li6e avec celle 
de KIRCHHOr~" dont nous avons parl6 dans cet article. 

' Voir ma Note: Sullc vibra~ioni luminose nei me%xi isotropi. Rend.  1%. Ao. 

dei L ince i .  u I~ 2 e Sere. Serie V~ fase. 5. 

Uber die Integration tier partiellen Differentialgleichung ~ u  O2u ~----i + ~y----i W k2u ----- o. 

Math.  Annalen~ Bd. I. 

'~ Theorie der Luftschwingungen in R6hren mit offenen Enden. Wiss.  Abhand-  

lungen.  Bd. I. 
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ART.-I 2 .  ~ e m a r q u e  re la t i ve  ~ u n e  ques t ion  de calcul  des var ia t i ons .  

r. Supposons qu'on propose 1~ question suivante: Ddterminer la 

fonction U(x ,  y ,  t) de telle fagon que la premiere variation de l'intdgrale 

triple, S dtant une partie de l'espace d trois dimensions x ,  y ,  t. 

f ( ) V .-= F U , o~ , oy 'or ' x ' y ' t dxdydt  

soit nulle, S dtant une partie de l'espace 5 trois dimensions x ,  y ,  t. 

Par les r~gles bien connues du calcul des variations on aura 

o = ~ v =  ~v~u + ~ : ~ u ,  + ~ ,  w ,  
t )  

oh l'on a pos6 
oU oU o g  = o ~ '  u, = ~ ,  u~ = ~ .  

En supposant U~, U2, U 3 continues on aura par des int6grations 
par parties 

~T~- [ ' /oF o ~F o oF o oF \ ,_ .~ 
o = o v = j ~ j -  U oy ~ o v , - -  -ou,  - f t ~ . )  ~ 

,.q 

f( 0F 0F oF 
- - f l  \ ~  cosnx -~- ~ cos ny -b -='ov~ cosnt~da,/ 

ff 

n ~tant la normale au contour a dirig~e vers l'int4rieur de S. 
On obtiendra donc l'~quation du 2 ~m~ ordre 

oF o OF o ~F o ~F 
(3) ~g ~ v ,  oyou,  nov--. O .  

2. Prenons garde que pour 5tablir l%quation pr~c~dente on a suppos~ 
la continuit~ des d~riv~es U1, U2, L~. On peut maintenant se proposer 
les questions: U:dtant toujours continue, qudles seront les surfaces o~ les 

ddrivdes UI,  U~, U 3 pourront ~tre discontinues en sorte que la variation de 
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V soit toujours nulle? A quelles conditions devront satisfaire les valeurs des 
d&iv&s des deux c6tds des surfaces de discontinuitg? 

Supposons qu'il  y ait une seule surface de discontinuit4 A qui partage 
l'espaee S en deux parties S~, S 2 et le contour en a l e t  %. Soit ~ la 
normale g la surface A dirig~e vers l'int~rieur de S,. On aura 

o = 3 V =  f /aF ,_ a~' aU~ + aF ,_ aF ,~U~)d8, IrvoV + or, + 

Mais par des int6grations par parties on trouve 

& 

cosnx -Jr" ~-0~ cos ny -[- ~--~ cosnt ~Uda 

al 

aF aN aF ) 
- -  / ' (  ---=- cos vx + cos + cos ut aUdA, 

A 

f /aF (~ U" aF. aF 

~2 

---- 7u a~ a u, ay a v, 

~2 

- -  ~ cos n~ + ~ , ,  cos ny + 

r 

+ ~ cos ~x + ~ cos ~y + 

A 

al~ cos nt) t~Uda 

g-~ cos ~ ~UdA. 
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, , , (o~"~ ,  (o,'~, (o~'~' 
~;, u;) u;, \0u , / '  \~-~j ' \ ~ /  
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vP OF v/P lorsqu~on s'approche in- les valeurs limites de U 1 , U~, Us, ~ U, ' v U, ' ~ U,' 

d6finiment d'un point de la surface A du cbt~ de l'espace $1, et d4signons 
par les mdmes symboles avec deux suffixes les valeurs limites qu'on 
trouve lorsqu'on s'approche ind~finiment du mdme point du c6t6 de S~, 
Ajoutant membre ~ membre les deux (~quations pr~c~dentes, on aura 
alors 

f (oP ~ ~' ~ ~F o ~, )dUd S o = ~ wov, ~you~ ot 

- -  ~ c o s n x - ~  ~-~cosny -b .---=-cosnt'~dUda 
U s / 

t /  " 
A 

F ( ~  ' (~ .~]~w~. + L\~-~,/-- \~U~] J cos 

Donc en tout point de S, except~ eeux qui appartiennent k A, il sera 

oF o oF ~ ~F ~ oF 
(') ~-O--T,~u, o~ov,  otou,= o 

et sur .4 on aura 

(2) ',~-~.J-- \~d  jcos,x + L\~-~.J--\~J jcos~,,.v 

[ ( ~ F ' ~ ,  (~ .F ,~ , , l  \ i - ~ / - -  \~T~/ J cos ~ - -  o. 

Prenons sur A un syst~me de coordonn~es curvilignes 2, #. 
U est continue on aura 

Puisque 

oz/ \~--/ 
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oh les suffixes ddnotent de quel c6t6 de la surface A on prend les valeurs 
des ddriv6es. Les deux 6quations prdcddentes peuvent s'6crire 

- ,,. ~z U,g ~y ~t (U;--u~)~+ (U;-- ~,~+ (U;--U;')~= o, 

(u;-- u;.)~+ (u;-- u;,)~+ (u;-- ~)~= o, 

d'oh 

(3) 
a(y, t) d(t, ~) d(~, y) 

COS P X  " COS Y y  " COS P Z .  

L'dquation (2) deviendra donc 

(4) o L\aU,] \5ff~] J" ~ - -  UI') Jr" L\aV J \~U,] J" ' - -  U~') 

F(~P ~ '_ (~' ~"1(~ 
+ L\~UJ ~,~u,] j - -  ~')" 

L'dguation (4) nous donne une condition relative d la discontinuitd, 
tandis ~ue les ~uations (3) donnent les conditions auxquelles dolt satisfaire 
la surface A. 

I1 est dvident que si, au lieu d'une seule surface, on avait plusieurs. 
surfaces de discontinuit6, sur chacune on aurait vdrifides les conditions 

(3), (4). 

3. Appliquons les rdsultats qu'on vient de trouver au eas o~ 

+ C~ 

L'dquation (I), dans ce cas, se rddulra k l'autre 

\ ~ ,  + ~y,) + Z = 0--P-' 

c'est k dire k l'6quation (A) du premier article, 



Sur les vibrations des corps dlastiques isotropes. 

Les conditions (3), (4) deviendront 

281 

(s) U] - -  U ' / :  U ;  - -  U ; ' :  b~  - -  V~ = c o s  3,x" con  ~,y : c o s  ~ t ,  

(6) a~{(v ,, - -  ~,,,): + ( v ; -  u;)  ~} - - ( u ; -  v,;? = o 

c'est ~ dire 

! = (v: --  UT)' + ( u ~ -  tJ~')' = cos'v~ + cos'vy 
a' (U'3 - -  U;')' cos' vt 

tg  2 ~t, 

d'oh 

! 
tg~t ---- + - .  

--0_, 

Donc, dann ce can, lea surfaces de discontinuitd aerons lea enveloppes des 
cbnen A~ ) et la condition relative ~ la discontinuit6 sera donnde par l'dqua- 
tion (6). 

I1 est aisd de voir quelle relation a lieu entre ce r~aultat et la 
thdorie du choc duns un milieu ~lastique. 
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