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THI~ORIE DES FORCTIORS A L G E B R I Q U E S  

D'URE V A R I A B L E  

(Premier M~moire) 

PA]~ 

K. HENSEL 
BERLIN.  

T r a d u i t  p a r  M.  G .  B r i n c a r d  ~ P a r i s .  

w 1. D e s  f o n v t i o n s  ra t ionne l l e s  & u n e  va~'iable et des f o r m e s  

rat~onnel les  homog~nes .  

Toute fonction enti~re de x 

f ( x )  = ~0x ~ + a,.~ ~ - I  + . . .  + ~ 

k coefficients constants peut se mettre, comme on le suit, g une constante 
multiplicative pr&, sous la forme d'un produit de facteurs linSaires di- 
stincts ou ~gaux entre cux, en nombre 5gal ~ son degr~ cn x; cette d& 
composition ne pouvant d'ailleurs st faire que d'une seule fagon. On 
pourra done ~crire 

r ( x )  = a0(~ - -  ~ , ) (~  - -  ~ 2 ) . - .  (~ - ~ ) ,  

les constantes a 1 , % , . . . ,  am 4tant des nombres r~els ou complexes qu'on 
pourra calculcr avcc telle approximation qu'on voudra. 

On est done conduit tout naturellement, par analogie avec l a d &  
nomination adoptSe dans la th4orie des nombrcs, g appc!er les facteurs 
lin~aires irr~ductibles (x--a~) les facteurs premiers de la fonction f (x) .  

On peut aussi dSfinir ceux-ci comme des fonctions enti~res de x qui front 
qu'uu seul z~ro. 

Duns ces considerations d'un ordre plus arithm~tique route constante 
a diff~rente de z6ro dolt dtre regardSe comme une unit5 de m4me qu'on 
le fait en arithmStique pour les quantit6s + I et - - I ;  et cela d'abord 
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parce qu'elle ne peat 4tre divisible par aucun facteur premier ( x -  a), 
ensuite parce que toute fonetion enti6re de x reste enti6re quand on la 
divise par une constante, c'est k dire que toute fonction enti6re est di- 
visible par une constante. 

Toute fonction rationnelle de x peut se mettre sous la forme d'un 
quotient de deux fonctions enti6res de la m4me variable, ~ savoir: 

f ( z )  ~ aoa~" + a ,z  m-1 + . . .  + am = a o ( X  ~ a , ) . . .  (x - -  am) 
g(z )  bo~ + b,z "-1 + . . .  + bn bo(z - - , 8 , ) . . .  (z - - f t , )  ' 

oh les m quantit6s (%,%,.. . ,%) sont distinctes des n valeurs (fl~,s 
parce qu'on peut supposer le num6rateur et le d6nominateur d6barrass6s 
de leurs facteurs communs. Si on ne considSre maintenant que des va- 
leurs finies de la variable x, cette fonction fractionnaire 

f(z) (I) Y = g(z) 

s'annulera seulement pour les z6ros ( % ,  % ,  . . . ,  a,,) des facteurs premiers 
du numdrateur tandis qu'elle ne prendra des valeurs infinies que pour 
]es z6ros du d6nominateur. Cette fonetion ne possSde donc pas d'autres 
z6ros ni d'autres infinis que les z6ros des facteurs premiers de son hum6. 
rateur et de son d6nominateur. En g6n6ral cependant il n'en est plus 
ainsi quand la variable x peut prendre aussi des valeurs infinies ainsi 
que le cas se pr6sente dans le th6orie des courbes alg6briques. C'est alnsi 
que pour de tr6s grandes valeurs de x la fonction y consid6r6e tend vers 
la valeur limite 

X m _  n ~ a o I 

bo box n-m 

done pour x ~ c~ la fonetion y devient ou bien infinie ou bien nulle 
selon que m > n  ou que r e < n ;  et dans les deux cas il faut compter 
x ~-~ c'~ comme infini ou comme z6ro autant de lois qu'il y a d'unit6s 
dans le nombre ] m - - n  l. 

Toute fonetion rationnelle de x poss6de done autant de z6ros que 
d'infinis et leur nombre est 6gal an plus grand des cutters m et n, qui 
ddsignent les degr6s du num6rateur et du d6nominateur. I1 r&ulte de 
lg qu'un facteur linSaire ( x ~  a) n'a en aueune fagon le earaet6re d'une 
fonetion premi6re aussit6t que la variable ~c peat prendre des valeurs 
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infinies; car il est vrai que ( x - - a )  n 'a qu'un zdro x = u ,  mais il a 
encore un infini x----cx~; il ne diffdre donc de la fraction 

g~ ~ a 

qu'en ce point, bien insignifiant d'ailleurs, h savoir: que cette derni~re 

devient infinie pour la valeur finie x = ft. 
De ce qui pr4c~de il rdsulte qu'il n'existe aucune fonction de x, 

enti~re ou rationnelle, n 'ayant qu'un z~ro et ne poss~dant pas d'infini; 
une pareille fonction aurait seule le caract~re d'une vdritable fonction 
premiere. I1 est cependant ais6 de former une fonction premiere, si au 
lieu de considdrer une seule fonction on en prend un faisceau. 

Soit u une constante arbitraire, la fraction 

() 2 Y = ~ - - u  

poss~de un seul z6ro pour (x = o) et un infini pour (x----u). Faisons 
maintenant varier u, l'infini de y change de position tandis que son z6ro 
reste fixe. Consid6rons donc le faisceau de fonctions qu'on obtient en 
donnant au param~tre u toutes les valeurs possibles; chacune aura un 
mdme z6ro pour (x = a), mais les infinis de ces fonctions seront tous 
diff6rents. 

Consid6rons l '6quation (2) comme celle d'une courbe, u ayant re~u 
une valeur arbitraire, et posons 

x - - u  - -  ~:, y ~  I = 72; 

elle se r~duit 

et repr~sente une hyperbole don~ les asymptotes ($ = o ,  ~ ~ o) sont pa- 

rall~les aux axes;  dont le centre a les coordonn~es x 0 = u ,  Y0 = I et 
dont les sommets se trouvent ~ u~e distance ~/2u du'centre.  La branche 
inf~rieure de cette hyperbole passe par l 'origine des coordonn~es, quelle 
que soit la valeur du param~tre u, tandis que rune de ses asymptotes 
x = u s e  trouve variable avec u. Toutes les hyperboles du faisceau 
precedent, u ~tant un param~tre variable, se coupent donc ~ l 'origine des 
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eoordonn6es, ee point est done le z6ro commun de toute la s6rie, tandis 
que deux hyperboles du faisceau n'ont pas le In,me infini. Quelle que 
soit donc ]a valeur particuli~re donn~e h la variable x, on pourra toujours 
choisir u, et cela d'une infinit6 de mani~res, de fagon que y ne de- 
vienne pas infini pour la valeur consid6r6e, il suffit 6videmment pour 
cela de prendre u > x. 

C'est dans ce sens qu'on peut dire que la fonction ~ pour u in- 

d6termin6 n'a qu'un z6ro fixe pour (x ~ o) et aucun infini fixe. 
On reeonnait de m~me que routes les fonctions du faisceau 

I 

ont un z6ro fixe pour (x ~ oo), sans poss~der un infini ind6pendant du 
paramStre. Car une fonction arbitraire de la s6rie devient infini'e pour 
x ~ u seulelnent, c'est ~ dire pour une valeur de la variable qui change 
avec le param~tre lui-m~me. Si dans l'6quation (2 a) on pose 

x - - u  = $ ,  y ----- 7 l 

l'~quation de la courbe correspondante s'6crira: 

le faisceau est donc compos6 d'hyperboles 6quilat~res, dont les asymptotes 
sont parall~les aux axes et dont les centres ont les coordonn6es 

x o ~ u ,  Yo ----- o .  

L'axe des x 6tant une asymptote commune du falsceau toutes les courbes 
se coupent au point situ6 s l'infini sur cet axe; et, comme l'autre asymp- 
tote varie avec le param~tre u, deux hyperboles de la s6rie n'auront 

jamais un infini commun. 

C'est dans ce sens qu'on peut dire que la fonction I poss~de 

un z6ro fixe pour (x = ~ )  sans avoir d'infini fixe, u dtant toujours con- 
sid6r6 comme ind6termin6. 

Si l'on pose 

I 
(2 b)  X 1 = - ~ ,  X, = ~ ,  
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u repr~sentant un param~tre ind~termin~, on a deux fonctions qui ne 
poss~dent des z~ros fixes que pour ( x -  o) et pour (x ~-oo) ,  et qui ne 
poss&dent aucun infini fixe. 

On voit de m~me que toute fonction lin~aire et homog~ne de x~ et x~ 

~'~ __ ~ 

~ ' X  1 ~ ( ~ X ~  - -  gg ~ 15 

poss~de, pour des valeurs ind4termin~es de u, un et un seul z~ro fixe 
et aucun infini. 

Si donc on n'astreint la variable x ~ aucune condition, on voit qu'on 
peut, qu'on doit m~me, consid~rer ces formes lin~aires et homog~nes de 
x 1 et x~ comme les v~ritables facteurs premiers des fonctions de x, et 
on peut, en effet, montrer tr~s facilement que toute fonction rationnelle 
de x peut se d~composer d'une seule mani~re en ces formes lin~aires. 

Des deux ~quations (2 b) qui donnent x 1 et x~ oil est conduit immd- 
diatement ~ l ldentlte: 

qui donne ainsi la variable x sous la forme d'un quotient dont le nu- 
m~rateur s'annule seulement po'ur le z~ro et dont le d~nominateur s'an- 
nule seulement pour rinfini de la variable x. 

Si maintenant on remplace x par cette valeur x~ dans une fonction 
gg~ 

rationnelle arbitraire de x, enti5re ou fractionnaire, de la forme: 

f(,~) y ---- g(~)' 

multipliant num~rateur et d~nominateur par x~', m ~tant l'exposant des 
deux polynomes f(x) et g(x) le plus ~levd, on obtient l'expression: 

Y g(z,, z,) b0~ -t- blx~'-lx~ -I- . . ,  -I- o,,z~ 

oh f(Xl, X2) et g(x~, x2) repr~sentent des fonctions homog~nes et enti~res de 
degr5 m en x~ et x~ qui n'ont, comme f(x) et g(x), aucun facteur li- 
n6aire commun. 

Chacune de ces deux fonctions peut, comme on le sait, ~tre mise 
d'une et d'une seule fa~on sous la forme d'un produit de facteurs lin~aires 
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dont le nombre est ~gM ~ la dimension de f et de g (abstraction faite 
d'une constante multiplicative ou ce qui est la m~me chose d'une unit6). 

Cette d6composition effectu6e, y s'6crira: 

! t t  t H 

on voit alors que la fonction y ne s'annulera que dans le cas seul ou x 
prendra l'une des valeurs: 

~ "--7- ~ ( ~ - - l ~ j $ ~ . . . ~ m )  
a4 

car alors,  pour route valeur de u, un des facteurs du numdrateur s'an- 
nule et l'inddterminde u qui ne figure pas dans y peut toujours ~tre dd- 
terminde de fa~on que pour chaque autre valeur de x aucun des facteurs 
du second membre ne puisse devenir nul ou infini. On reconnait de 
mgme que y peut devenir infini dans le cas seul ou x prend une valeur 
6gale & I'un des z6ros du d6nominateur, c'est k dire quand 

X ~ ~". ( i ~ l , ~ , 8 , . . . , m )  

Nous venons donc, en rSsum~, de representer route fonction rationnelle 
et arbitraire de x par le quotient de deux produits de facteurs premiers 
et nous avons vu que les facteurs du num4rateur d~terminen~ tous les  
z6ros, ceux d u  d~nominateur tous les infinis de la fonction. On reconnait 
de suite que dans ce mode de reprSsentation de y par le quotient de 
deux fonctions homog~nes de x 1 et x2, on ne consid~re uniquement que 
ses z~ros, quantit4s ind~pendantes du param~tre u et par consequent fixes, 
tandis que les infinis qui d~pendent du param~tre u ne sauront figurer 
aucunement dans y, parce que y est ind6pendant de u. Aussi dans ce 
qui va suivre allons-nous nous occuper seulement des zdros fixes de ces 
formes. 

Toute fonction rationnelle pouvant se mettre sous la forme du quotient 
de deux formes enti~res de (x~, x~), nous n'aurons ~ examiner que les 
formes enti~res et homog~nes du type 

f ( x ,  , X~) = aox'~ .-{- a l x T - l x 2  -Jr . . .  + a,~x'~ 

et dans eelles-ci il suffira de eonsid~rer leurs z~ros fixes ind~pendants de ~. 
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Toute forme enti6re peut ~tre d6composde explicitement et d'une seule 
fagon en un produit de formes lin6aires et homog$nes en nombre 6gal 
k son degr6 d'homog6n6it6 et leurs zdros sont 6galement les z6ros fixes 
de la forme homog6ne. Une forme homog6ne et entidre ne poss6de aucun 
infini. 

Au lieu de repr6senter les formes f(xl, x~) par les fonctions @1, x2) 
avec les z6ros fixes (o) et (c~), on peut choisir deux autres formes li ' 
n6aires 

$ 1 ~ ~PXl - -  ~tPX29 

$9 = J~Xl - -  f l ' :Xg'  

avec les z~ros a~ et fl" a' /7; ceux-ci ne devront cependant pas co~ncider, c'est 

dire que les formes $1 et $9 ne doivent pas gtre 6quivalentes. La 
condition n6cessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que le d6- 
terminam 

fl' " 

soit diff6rent de z6ro. S'il en est ainsi, les deux 6quations pr6c6dentes 
pourront gtre r6solues sous la forme 

xl = T -, - -  r"$~, 

x~ = 3"$1 - -  3"$~, 

et en faisant cette substitution une forme homog6ne f(x~,x~) se trans- 

formera en une autre forme de (~,  $~) de degr6 6gal. Si on pose ~-' = ~:, 
r 

la fonetion S a u r a c o n i m e z @ o f i x e ( x  ~ ." )e teommeinf in i f ixe(x- - - -~ ' )  

et s'6crira 

$ se trouve donc ~tre dans ce cas une fraction dont les deux termes 
sont des fonctions lin6aires de x. 

La transformation lindaire et homog6ne de @1, x~) correspond donc 
enti~rement k la transformation fractionnaire et lin~aire la plus g~n6- 
rale de x. 
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Si on consid6re maintenant une forme homog6ne et fractionnaire de 
(x,, x~): 

F(z, z~) f(~" ~') 
' = -  g ( z , ,  % )  ' 

nous entendrons par son degrd d'homogdnditd ou seulement son degrd m 
la diff6rence des degr6s de son num6rateur et de son ddnominateur. 
Soit done t une variable arbitraire on aura 

F(t~,,  tx~) = e F ( ~ , ,  x~) 

et le nombre m est alors 6gal au nombre des z6ros fixes de F diminu6 
de eelui des infinis fixes. 

De cette d6finition du degrd il r6sulte imm6diatement que toutes les 
formes homog6nes de degr6 z6ro et celles-lk seulement sont compl6te- 
ment inddpendantes du param6tre u: elles n'ont donc uniquement que des 
z6ros et des in finis fixes. La seconde pattie de cette proposition est 6vi- 

dente; pour d6montrer la premi6re il suffit de &ire m----o et t-----~ 

dans l'6quation pr6c6dente; on obtient alors 

F , ~ = ~ ( x ,  , ) =  F(x , ,  x,), 

ce qui montre de suite que toute forme homog6ne de degrd z@o ne 
d6pend que de x et aucunement de u et que l'on obtient son expression 
en x, en remplagant x~ par x et x 2 par l'unit6. 

Une autre consequence de cette proposition est la suivante. On 
peut mettre dans une classe routes les formes homog~nes de m~me degr6; 
les formes d'une m~me classe pr6sentent alors cette propri~t6 tout ~ fait 
caract6ristique: ~ savoir que le quotient de deux d'entre elles est dgal 
une fonction de x seul ind6pendant du param6tre u et ne poss6de par 
suite ni z~ros ni in finis variables. 

En ce qui concerne cette ))~quivalence relative)) des formes on peut 
remarquer ici en passant, que les propositions qui s'appliquent ici s'6non- 
cent mot pour mot comme celles qui ont trait aux questions analogues 
dans la th6orie sup~rieure des nombres, toutefois le hombre des classes 
des formes non Squivalentes est ~videmment dans ce cas infini puisque 
le degrd d'une forme peut dtre dgal k tout nombre positif ou n6gatif. 
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w 2. Des  f o n c t i o n s  a lg~briques  et des f o r m e s  homoff~nes 
alg~briques .  

Soit y une fonction alg6brique de x, d 'ordre n,  y sera donn6 par 
une 6quation irr6ductible de degr6 n dont les coefficients rationnels (en- 
tiers ou fractionnaires) sont des fonctions de x. Si on divise cette 6qua- 
tion par le coefficient de y" on obtient une 6quation de la forme suivante: 

(~) r(v , x) = y ~ + _~,(x)y ~-, + A~(x)y"-: + . . .  + A. (x )  = o 

oh les n coefficients A ~ ( x ) , . . . ,  As(x)  sont des fonctions ratlonnelles de 
x. Faisons de suite la supposition que les coefficients sont d6j~ mis sous 
une forme r6duite et que par cons6quent pour aucun d 'eux il n 'y  aura 
un diviseur commun au num6rateur et au d6nominateur. 

A chaque valeur (x----a) correspondent n valeurs b~, b 2 , . . . ,  b, de 
y que l 'on saura calculer avec une approximation donn6e en se servant 
de l '6quation 

(I a) f (y  , a) = y" + A l (a )y  "-~ + . . .  + A , (a )  = o. 

Ces valeurs ne seront routes finies (a ayant par hypoth~se une valeur 
finie) que dans le cas seul ou aueun des n coefficients A~(a) n'est infini, 
c'est ~ dire dans le cas seul ou le facteur lin6aire ( x - - a )  ne figure au 
d6nominateur d'aucune des fractions A l ( X ) , . . .  , A.(x ) .  Pour ~-----c,v au 
contraire les n valeurs de y n 'auront  une va |eur  finie que si cette valeur 
de x n'est un infini pour aucun de ces coefficients; que si, par consequent, 
dans tous ces coefficients, le d6nominateur se trouve dtre au moins de 
degr6 6gal ~ celui du num6rateur. 

Consid6rons maintenant toutes les fonctions rationnelles z de x et y, 
oh y se trouve li6 ~ la variable ind6pendante x par l '6quation (I). Celles- 
ci constituent alors un dolnaine dont les membres se reproduisent par 
los op6rations 616mentaires de calcul, puisque la somme et la diff6rence, 
le produit  et le quotient de telles fonctions reproduit une fonction de 
m~me esp~ce. L'ensemble de ces fonctions appartient d'apr~s RI~.MA~ 1 
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k une seule et mgme classe de fonetions alg6briques; elles constituent 
d'apr6s KRONECKER ))un genre de fonctions alg6briques~ que l'on peut 
caract6riser par le symbole G(y, x). 

Consid6rons donc une quelconque des fonetions z de ce genre, on 
pourra toujours la mettre sous la forme 

2 )  Z ~ (z, v) 
r V) ' 

et r d6signant des fonctions enti6res de z et y. Nous ferons d6s le 
ddbut une premi6re hypoth6se: c'est que le d6nominateur de l'expression 
(2) n'est pas divisible par la fonction irr6ductible f ( y ,  x)sans que ce 
facteur se trouve 6galement au numdrateur; car alors z prendrait des 

valeurs  infinies pour toute valeur de x. D6s lors on salt qu'on peut 
toujours mettre z d'une et d'une seule fagon sous la forme d'une fonction 
enti6re de y de degr6 moindre que n b. coefficients reprdsentds par des 
fonctions rationnelles de x. Donc toutes les fonctions z du genre G(y, x) 
et celles-lk seulement pourront se mettre sous la forme 

(2 a) z ~- u o + UxY + . . . .  + un_~y "-1, 

les coefficients Uo, u l , . . .  ,u,_~ 6tant des fonetions rationnelles de la va- 
riable ind6pendante x. 

Toute fonction z satisfai$ donc, tout comme y, ~ une 6quation alg6- 
brique de degr6 n, 

(3)  z + + . . .  + = o 

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de x mises sous forme 
r6duite. Pour obtenir cette 6quation de la faqon la plus simple on ra- 
m6ne leg n produits 

z ,  zy , . . . ,  zy ~-1 

dtre de degr6 ( n - - i )  en y au moyen de l'6quation (i). Des n 6qua- 
tions lin6aires dont l'expression g6n6rale est 

~ f t  

off leg n ~ coefficients ua sont des fonctions lin6aires et homogbnes de 
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n - - I  u 0 , . . . ,  u,,,~, on d4duit, en ~liminant I , y , . . . ,  y , l '~quation cherch~e 
sous forme de d~terminant 

(4 a) 

Ul l  ~ Z) U12 �9 . . Ul~ 

U~, ( U ~ 2 -  Z) . . . U~. 
----~ O, 

La fonction algdbrique z ne pourra devenir infinie pour une valeur finie 
(x -~  a) de la variable ind~pendante que si le facteur lin~aire eorres- 
pondant ( x - - a )  figure dans le d~nominateur commun des n fractions 
~31(x ) ,  .~2(x) ,  . . . ,  YOn(x). Soit Bo(x ) ce plus petit d~nominateur com- 
mun, posons 

B~(~) - -  

on pourra dcrire l '4quation en z sous la forme 

( s )  Bo(x)z  n -[- B , ( x ) z " - '  n t- . . .  n t. B, ,(x)  ----- o, 

et les z6ros de Bo(x ) correspondront alors seuls ~ des infinis 'de z. 
On peut maintenant, tout comme dans le chapitre pr6c6dent b. propos 

des fonctions rationnelles, repr6senter les fonctions alg6briques z par le 
quotient de deux au~res fonctions, qui ne deviennent jamais infinies; te 
d6nominateur s'annulera pour tous les infinis et le num6rateur  pour tous 
les z6ros, tant que ceux-ci conserveront' des valeurs finies. Si on pose 

(6) z ~-~ 

on voit imm~diatement que la fonction enti~re Bo(x  ) ne devient infinie 
pour aucune valeur finie de x. 

II e n e s t  de mdme du num~rateur zl, car si on remplace z par sa 
valeur (6) dans l 'dquation (5), on reconnait que z, satisfait h l'~quation 

(7) z'~ "Jr" B l ( x ) z ~ - '  "t- Bo(x)B~(x)z'~ -~ + . . .  n u B o ( c e ) " - ' B . ( x ) = o  

dont les coefficients sont des fonctions enti6res de x qui ne deviennent 
.data mathamatir 18. Imprim~ le 30 juillet 1894. 33 
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jamais infinies pour des valeurs finies de la variable, ce qui ddmontre 
la proposition. 

I1 est au contraire impossible avec lea moyens dont nous disposons 
ici de reprdsenter la fonction alg6brique z par le quotient de deux quan- 
titds qui restent toujours finies, d~s que la variable ind6pendante peut 
prendre la valeur (x ~ cx9), puisqu'alors le num6rateur de la fraction 
(6) comme aussi son ddnominateur devient infini. Mais si on emploie 
et gdndralise le mode de reprdsentation des fonctions par des formes 
homog6nes, mode expos6 dans le chapitre prdcddent, on pourra dgale- 
ment dans le cas actuel repr6senter avec facilit6 toute fonction algdbrique 
par le quotient de deux formes, qui toutes deux restent finies pour des 
valeurs finies et infinies de la variable. 

\ 

Dans ce but mult ipl ions l'6quation fondamentale (I) qui donne 
y, par le ddnominateur commun de toutes les fonctions fractionnaires 
A l ( x ) , . . . ,  A.(x),  on obtient alors la nouvelle forme d'dquation 

_L(x) r  + .~,(~)u "-~ + . . .  + .z.(~) = o, 

o~ ~ 0 ( x ) , . . . ,  .4.(x) reprdsentent des fonctions enti~res de x sans di- 
viseur commun dont le degr6 en x soit au plus dgal k m. Rempla- 

~;ons maintenant dans celles-ci x par le quotient des formes ~ et chassons 
% 

le ddnominateur x~" qui s'introduit par cette substitution, en multipliant 
t o u s l e s  termes par celui-ci; l'dquation prdcddente se transforme alors 
en la suivante: 

(7) a0(x,, ~,)u" + _~,(x~, x,)u"-' + . . .  + A.(~,  x~)= o, 

oh maintenant les coefficients A~(xl, x2)repr6sentent des formes homog6nes 
de (xl, x~) et de degr6 m. 

I1 en r6sulte immddiatement que y ne peut devenir infini que pour les 
z6ros fixes de Ao(xl,x2) , parce que les autres coefficients onf tous leurs 
infinis variables avec le param6tre u et par suite ddpendent de celui-ci 
et que y lui-mdme est compl6tement inddpendant de u. 

Grace ~ cette forme de l'dquation (I), s'offre maintenant ~ nous une 
reprdsentation de la variable y comme quotient de deux formes toujours 
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finies, qui sera d'une importance eapitale dans les consid6rations qui vont 
suivre. Posons en effet: 

(8) Y = A.O,~, ~,); 

il r6aulte de l'6quation (7) que 7/satisfait k l'6quation alg6brique suivante 

o = ,7" + A , ( x ~ , ~ ) , f - '  + .~#, ,x , )Ao@,,~, ) ,7  "-~ + . . .  

+ a.(x, ,x,)A~-'(x, ,x,)  

ou plus simplement 

(9) r + a,(z, ,z~)r  + a~(z~,z~)~ ,-~ + . . .  + a.@,,x~) = o, 

oh maintenant lea n coefficients 

sont des formes enti6res et homog6nes de (xl ,x2) et de degr6 

m ,  2m,  ...~ nm. 

I I e n  r6sulte que 7/ ne poss~de aucun infini fixe, car les infinis des coeffi- 
cients 6t~(xl,x~)d6pendent" tous de u. O n  volt de m~me que le d6- 
nominateur de la fraction (8) ne poss6de aucun infini fixe; y ne d6- 
pendant aucunement de u, il s'en suit que cette fonction ne peut ni s'an- 

nuler ni devenir infinie soit pour les z6ros variables du quotient ~ soit 

pour ses infinis variables. 
On volt done que ce sont les z6ros et les infinis fizes seuls de cette 

forme qui correspondent k des z6ros et infinis de la fonction alg6brique 
y, et comme enfin dans ce quotient il n'existe aueun infini fixe soit pour 
le num6rateur, soit pour le d6nominateur, il s'en suit que les z6ros de 
y correspondent seulement aux z6ros du num6rateur 7], et ses infinia aux 
z6ros fixes du d6nominateur A0(xl, x2). 

Il eat maintenant ais6 de repr6senter toute fonction rationnelle f(x, y) 
de x et y, ou toute quantit6 du genre G(y, x), par le quotient de 
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deux formes n'ayant chacune 
infini fixe. Posons en effet: 

K. He.se]. 

que des z~ros fixes sans poss~der aucun 

x - ~ - - ,  Y ~ Ao(, , .z .);  

f ( x ,  y) se transforme en 

F(x~,  x 2 , 7/) fitant une fonction rationnelle des trois variables qui se trouve 
aussi en quelque sorte ~tre homog~ne, car elle reste invariable quand on 
y remplace 

(xl, x~, ~) par (tx~, tx~, t ~ ) .  

On a donc 

0o)  .F(tx,, t:~,, t '~) = .F(:~,, :~,, ,~). 

Car tandis que x~, x~, 7] prennent ainsi des formes diff~rentes, les quotients 

x, 72 ne changent pas quand on effeetue cette substitution. x=--,~, Y=A0(~,.%) 
Inversement on reconnait que toute fonction rationnelle /~(XI, X2,7]) qui 
satisfait s l'dquation (Io) pour une variable t, est ndcessairement ~gale h 
une fonction rationnelle de x et y et par consequent est ind~pendante 

du paramStre u. Car si on remplace la variable t par ~ l'~quation (Io) 

devient 

F ( x , , x 2 , 7 ) = F ~ , ~ ,  = , , , 

ce qui ddmontre la proposition. 
Or toute fonction rationnelle de (xl, x2, ~2) peut se mettre sous la 

forme du quotient de deux fonctions enti~res, h savoir: 

f(~,,  ~,, ~) 
F ( x ,  , x ,  , ,7) = g (~ , ,  ~, , ,~) 

Si on veut que ce quotient soit inddpendant du paramfitre u, si on veut 
par suite que pour une variable t l'identitd suivante ait lieu, i~ savoir: 

f(tz,,, tz, ,  tm~;) _ _  f (z , ,  ~, ,  7/) 
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il faudra, ~ u n e m O n e  puissance de t pros, que num6rateur et d6nomina- 
teur restent chacun invariable quand on y effectue cette substitution; ces 
deux fonctions devront doric satisfaire ~ l'6quation 

( ~ ' ) [ f ( tx ,  , tx~ , t ~ 7) = t" f@,, z , ,  ~2), 

I g( tx l  , tx2 , t'%q) = t" g (% , z ,  , ~2), 

tt 6tant un hombre arbitraire, entier et positif. En effet si f et g satis- 
font ~ ces conditions leur quotient sera inddpendant de t et par suite du 
param6tre u .  Si cette condition n'est pas remplie, on peut 6videmment 
r6unir dana f comme dans g tous lea produits de la forme x~x~2 ~ en 
un seul et m~me ~erme, qui apr6s cette substitution de tx~,  tx~,  tm~, 
xl ,  x2,~ 2 contiennent la m~me puissance de t e n  facteur. Soit donc 

_f= f, + f , + . . . + f h  
g gl+g~ + " "  +g~ 

on obtiendra pour ce quotient, la substitution 6tant effectu6e, une ex- 
pression de la forme 

t~,g~ + t~g2 :4- . . .  + t~gk 

qui ne peut ~tre inddpendante de la variable t que dans le cam seul oh 
celle-ci disparait enti6rement du quotient, c'est "~ dire si 

h = - k =  l, #1 = ~ = # ,  

et cette condition revient ~ celle exprim6e par les 6quations (I I). 
Une fonction rationnelle F(xl ,  x~, ~2) qui jouit de la propri6t6 sui- 

vante: ~ savoir que l'on a identiquement 

F(tx~ , tx ,  , t~q) = t '~F(x, , x~ , ~), 

s'appellera une fonction homogdne de ces trois quantit6s et le nombre 
entier # (qui peut dtre positif, nul ou n6gatif) portera le nom de degr6 
d'homog6n6it6 ou seulement de degr6 de F(x l ,  %,  7)- La proposition 
exprim6e par r6quation (Io) pourra d6s lots s'6noncer plum simplement 
comme il suit: 

Une fonction rationnelle F(x~, x2, ~) n'est 6gale ~ une fonetion 
rationnelle de z et y (et par suite n'est ind6pendante du para- 
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Soit donc maintenant une fonction arbitraire 
fa~on par le quotient 

F(z, y) = g(z,, z~, ,;)' 

K. Hensel. 

m6tre u) que dans le cas seul o~ elle est une fonction homog~ne 
de degr6 o. 

La proposition qu'on vient de trouver prend alors la forme suivante: 

Toute fonction rationnelle de x et y peut se mettre ~ous la forme 
du quotient de deux fonctions enti6res et homog6nes de (x~, x2, :7) 
de m~me degr6, et inversement tout quotient de cette esp6ce est 6gal 

une fonction de x et y. 

repr6sent6e de cette 

le num6rateur et le d6nominateur 6tant des foncti0ns entidres et homog6nes 
de @1, x~, :7), on reconnait de nouveau que les z6ros et les infinis va- 
riables du num6rateur et du d6nominateur, c'est ~ dire ceux qui d6pendent 
du param6tre u, ne peuvent ~tre en aucune faqon des valeurs singuli6res 
de •(x,  y), puisque cette fonction ne Contient aucunement ce param6tre. 
Les valeurs singuli6res de F ne peuvent donc se pr6senter que pour les  
z6ros et infinis fixes de f et g. Les fonctions entidres f(xl ,  x2, :7)et 
g(xl, x2, :7) ne poss6dent aucun infini fixe mais seulement des z6ros fixes, 
puisque x~, x~, :7 n'ont eux-mdmes que de telles valeurs singuli6res. Donc 
les z6ros de F(x ,  y) se trouvent seuiement parmi les z6ros fixes du nu- 
m6rateur f(xl ,  x~, :7), et les infinis de /7(~, y) seulement parmi les z6ros 
fixes du d6nominateur g(x~, x~, :7). Toute fonction/~(x,y) est maintenant 
raise sous la forme d'un quotient de deux fonctions qui Be deviennent 
jamais infinies ind6pendamment du param~tre u. Comme enfin on peut 
repr6senter toute fonction du genre G(y, x) par le quotient de deux fonc- 
tions de x~, x~, )7 enti6res et homogbnes, nous sommes conduits dans la 
suite ~ n'6tudier que des fonctions enti~res et homogknes de Xl,X2, :7; et 
comme ce sont leurs z6ros fixes qui interviennent seuls dans ce mode de 
reprdsentation nous ne consid6rerons que ceux-lh, sans nous occuper des 
valeurs singuli6res variables avec le paramStre u. 

De mfime que pour les formes en (xl, x~) on pourra aussi ranger 
en classes les fonctions homog6nes de (xl, x , ,  :7) selon leur degr6/~. Les 
fonctions de degr6 o se distinguent des autres en ce que seules elles sont 
6gales K des fonctions rationnelles du genre G(y,  x); elles sont par suite 
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inddpendantes du param6tre u. C'est donc ~ bon droit que nous d6- 
signerons cette classe de fonctions homog6nes par ))classe principale)). 

Nous tirons de suite comme cons6quence immddiate du second th6or6me 
qui vient d'gtre 6nonc6 la conclusion suivante: le quotient de deux fonc- 
tions F(x~, x~, ~q), G(xl, x~, ~q) de mgme classe est 6gal ~ une fonction de 
la ))classe principale)) ou b~ une fonction du genre G(y, x); ou ce qui 
revient au ~ndme: deux fonctions d'une mdme classe sont toujours pro- 
portionnelles ~ deux fonctions rationnelles de (x,  y). Nous pouvons 
encore dans ce cas, poursuivant plus loin l'analogie avec les d6finitions 
correspondantes de la th6orie des hombres, consid6rer deux fonctions de 
la mgme classe comme ))relativement 6quivalentes)). En particulier toute 
fonction homog6ne de (x~, x 2 , 7]) est 6quivalente ~ une fonction homog6ne 
de (xl, x~), par exemple ~ ~ ,  l'exposant ~ 6tant 6gal ~ son degr6. 

w 3. Des  f o r m e s  homog~nes enti~res et de l eur  ~'eprdsentation 
par  ~tn syst~me fondamental .  

I1 r~sulte des propositions 6noncfes darts le chapitre pr6cfdent qu'au 
lieu de eonsid6rer les fonctions du genre G(y, z) elles-mgmes, il suffit 
d'6tudier les fonctions de (x~,x~, 7) ratlonnelles e~ homog6nes en suppo- 
sant que ~7 satisfait ~ l '6quation irrfduetible (9) trouv6e au chapitre prf- 
c6dent, ~ savoir: 

(i) 7" + a ,@, ,  + . . .  + a .@l ,  x,) = o, 

et nous n'aurons besoin de consid6rer ici que les valeurs singuli6res fixes, 
e'est-~-dire ind6pendantes de u. Ces fonctions constituent aussi he l l e s  
seules une suite ind6finie, un genre, dont les divers membres, avee une 
modification naturelle que l'on va indiquer, se reproduisent par les op6ra- 
tions de caleul 616mentaires: addition, soustraction, multiplication, di- 
vision. Si on suppose en effet que ~71 et ~ soient deux fonctions ho- 
mog6nes arbitraires de @1, x~, r/), /z~ et /t~ 6tant leurs degr6s respectifs, 

on voit que 7h7/~ et ~ sont  6galement des fonctions homog6nes de degr6 
~t 

/t~ +/J2 et / ~ t - / J ~ .  On g6n6raliserait cette propri6t6 pour le produit 
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d'un nombre quelconque de fonctions 7/. Au contraire la somme et la 
diff6rence de ~i et r ne seront homog6nes que darts le cas particulier 
seul oh ces fonctions sont de m~me degr6, oh par cons6quent elles appar- 
t iennent ~ une mglne classe. C'est pour cette raison que clans ce qui va 
suivre nous n'effectuerons l 'addition que pour les fonctions de mdme classe. 
Puisque, sous cette restriction, les fonctions rationnelles de (x~, x~, ~]) 
forment un ensemble ferm6, il convient d'appeler cet ensemble un genre. 

Nous la d6signerons par le symbole G(xl ,  x2,7]). 
Les consid6rations suivantes coincident au fond avec celles qu'on a 

expos6es au commencement du chapitre pr6c6dent, aussi suffit-il de n'in- 
diquer ici que les rdsultats correspondants. 

Chaque fonction w du genre  G(x~, x~, 7) peut se mettre d'une et 
d'une seule fagon sous la forme d'une fonction de degr6 (n ~ I) de 7/, 

savoir: 

(2) w = u0 + u ,#  + . . .  + u . _ ~  "-1, 

u 0 , ux, . . . ,  u,_~ reprdsentant des fonctions rationnelles de (x~, x2) seule- 
ment, fonetions enti6res ou fractionnaires. Car ~ cause de l'irr6ductibilit6 
de l '6quation en y, irr6ductibilit6 qu'on a suppos6e exister, et qui entraine 
aussi celle de l '6quation en 7/, une dquation 

u 0 + u17 ] + . . .  + u~_l~ "-1 = o 

ne saurait exister que si t o u s l e s  n coefficients uo, u l , . . .  , u,,_x sont si- 
multan6ment  nuls. Nous d6signerons pour cette raison les n fonetions 

(2 b) x , ~2, 7] ~, . . . ,  7/"-1 

comme un syst6me de fonctions lin6airement ind6pendantes du genre 
G(Xl, x2, ~), car elles ne sauraient dtre relides par aucune dquation li- 
n6aire (2 a). 

I1 est clair qu'on peut trouver une infinit6 de pareils syst6mes de 
n fonctions lin6airement ind6pendantes. Soient en effet 

(2 c) 7]1 , ~ , . . .  , 72., 

n fonctions homog~nes du genre G, si on les exprime s6par6ment au moyen 
des fonctions (2 a) on obtient les 6quafions suivantes au hombre de n 



Th6orle des t'onetions alggbriques d'une variable. 265 

. = u.o + u.lr] + + u . . _ l r ]  "-1, 

oh les eoeffieients ulk sont des fonetions homog+nes de (x~, x2). Si le 
d6terminant de la substitution, k savoir: 

[ u,, ] r, =1,, ..... . 
\ k = 0 , 1 ,  . . . )n-- l]  

est diff6rent de z6ro, on pourra exprimer les valeurs (I , r/,  . . . ,  rp -1) en 
fonetion du syst6me (~7~, r 2 2 , - " ,  r2.); ees derni6res fonetions sont done li- 
n6airement ind6pendantes. Si ee mdme d6terminant est nul, on suit qu'on 
pourra trouver n fonetions ua(xl,x~), ..., u.(x~ ,x2) non toutes nulles, telles 
que l '6quation 

U1711 + �9 �9 �9 --1- U n ~  n ~ -  0 9 

soit satisfaite identiquement, puree que tous les  coefficients de x, ~ , . . . ,  7/"-x 
s 'annulent quand on y remplaee r ] l , . . . ,  r]. par leur va leur  donn6e par 
(2 d). Dans ee eas les n fonctions ( r h , . . .  , r].) ne sont pas lin6airement 
ind6pendantes. 

Soit /L le degr6 de w duns (2), le degr6 de ehucun des n produits 
u,r] i e s t  6gal k #. ColnIne m est le degr6 de 7] et par suite mi eelui de 

�9 t ~f, on trouve que le degr6 2~ de ui est egal k ,u ~ mi. 
Si en particulier w est une fonction entikre et rationnelle de (x~,x~,~7), 

uo, ux, . . . ,  u. sont aussi des fonetions entikres et homog6nes de (xa, x~) 
et eomme leur degr6 est toujours un nombre entier positif, tous les coeffi- 
cients ul pour lesquels le hombre ( p - - m i )  serait n6gatif  devront duns ee 
cas  manqucr  duns In repr6sentation (2). 

Toute fonction w du genre G(xi, x2,7) satisfuit k une 6quation de 
degr6 n 

(3) F ( w )  = w" + Bl(Xl, x2)w "-1 -~- . . .  --]- B.(x~,  x~) = o 

dont les coefficients d6pendent de  (xx, x2). 
Iei encore, il e s t  tr6s facile de former eette 5quation par l'61imina- 

tion de r] entre les n 6quations 

(3 ~) w , y =  x ~ , ~ , / - 1  ~ . . . . . .  , 
Aeta math6matiea. 18. I m p r i m ~  le 13 aoflt 1894. 3 4  
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que  l'on obtient en r6d~isa~t au degr6 ( n - - i )  en 7/ les n produits w~ ~-~ 
en se servant de I'6quation (~). L'61iminant peut s'6crire alors sous Ia 
forme du d6terminant suivant 

(3 b) 

/ 11  ~ W) U12 �9 �9 �9 r/~ln 

q~l  ( ~  - -  W) . . . .  U2n 

�9 �9 ~ 

~ O .  

II convient de remarquer que l'6quation qu'on vient de former n'est 
pas n6cessairement l'~quation de moindre degr6 h laquelle satisfasse w. 
Dans la suite nous indiquerons un moyen qui pour chaque valeur w 
permettra de trouver facilement l'6quation de moindre degr6 

(4) ~ ( w )  = w e + B , ( x ,  , x~)w ~-~ + . . .  + B~(x, , x~) = o, 

laquelle elle satisfait et qui par suite n'est plus r6ductible. On df- 
montre alors par des th6or~mes connus que si w satisfait h une autre 
fiquation F ~ ( w ) =  o, Fl(w) est n6cessairement divisible par la fonction 
irr6ductible f(w).  En partieulier la fonetion (3)que nous avons trouv6e 
pr6c6demment est toujours divisible par F(w). 

Soit /~ le degr6 de la fonction homogfine w, w e t  la  puissance x~ 
appartiennent alors k une mdme classe, et le quotient 

Z. P - ~  

est par cons6quent compl4tement ind6pendant du param~tre u. Rempla- 
~ons w dans(4) par zx~, z satisfera alors ~ l'6quation 

o = z e + B,(~, ,  %! ze_l + ~ , (~ , .  ,~)ze_ ~ + . . .  + Be(~,. ~,)., 

il en rdsulte que les coeff~cients de cette dquation sont dgalement indd- 
pendants de u. 

Remarquons que cette expression ne saurait se d6composer en plu- 
sieurs autres de degr6 diff6rent, car chacune devrait alors 6tre s6par6ment 
nulle, il s'en suivrait que z ,  et par cons6quent aussi w, satisferait h une 
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6quation de degr6 inf6rieur ~ e, ce qui est contraire ~ l 'hypoth6se pr6- 
c6dente, 

Done chacun de ces coefficients est une fonction homog6ne (enti6re 
ou fractionnaire) de x~, x 2 et les degr6s de 

, , , x , )  , . . . ,  B (z, , x , )  

sont respectivement 

/~, 2/z~ . . . ~  e/~, 

# 6tant le degr6 de w. Nous consid6rerons d6s le d6but tous ces coeffi- 
cients sous leur  forme r6duite, nous supposerons done que les facteurs 

lin6aires de la forme (a'x 1 --a"x~) qui pourraient  se t rouver  communs 
au num6rateur  et au d6nominateur ont 6t6 supprim6s pr6alablement.  

L'6quation (4) definit w comme une fonction alg6brique et bien d6- 
termin6e de x, pour  toute valeur  fixe du param6tre u; ou, ce qui en 

r ev ien t  au m~me, cette 6quation repr6sente pour  toute valeur  de u une 
eourbe alg6brique bien d6termin6e. A une valour x = a correspondent 

des valeurs de w finies, ou des points de la courbe ~ distance finie, dans 

le eas et dans le cas seul oh aucun des e coefficients Bi (x l ,  x2) ne de- 
vient infini pour cette valeur  de x. Nous appellerons au contraire cette 

valeur  (x ~--a) un infini de w, si a u  moins un de ces coefficients et par 

suite aussi au moins une des e valeurs eorrespondantes de w devient infinie 
pour cette valeur.  

Si on laisse u prendre routes les valeurs possibles, w repr6sente un 
faisceau de fonetions alg6briques, l '6quation (4) cn w d6termine done un 
faiseeaa de courbes alg6briques. 

:Nous appellerons la valeur (x = a) un infini fixe de w dans le cas 

oh pour  chaque valeur  de u elle est un infini de w, dans le cas, par  con- 
s6quent, oh toutes les courbes du faisceau ont en cet endroit  au moins 

un point fixe ~ distance infinie. La valeur  x =  a, ou, comme nous 
pouvons encore 6crire, la valeur 

, ~ a 

est un tel infini fixe et ne l 'est que dans le cas seul oh le facteur li- 
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n6aire (r162 1 ~r eorrespondant ~ cette valeur, se trouve en ddnominateur 
dans au moins un des coefficients B~(xl, x~). S i c e  n'est pas l~t le cas, 
on peut toujours choisir le param6tre u d'une infinit6 de mani6res de 
fat;on que les valeurs correspondantes de w se trouvent toutes ~tre finies. 

Une importance route particuli6re dolt ~tre attach6e aux fonctions 
w, qui, quelle que soit la valeur de x correspondante, ne poss6dent 
aucun infini fixe, qui correspondent par consequent ~ un faisceau de 
courbes n'ayant aucun point commun situ6 ~ l'infini. Celles-ci sont 6vi- 
demment caractSris6es en ee que les e coefficients B~(x~, x2) qui figurent 
dans !'~quation (4) n'ont aucun d6nominateur, qu'elles sont par suite des 
fonctions entidres et homog~nes de Xl, x 2. Une telle fonction w doit~tre 
appel6e une fonction alggbriffue entiOre ou une fonction enti~re du genre 
G(z,, 

De cette d6finition des fonctions alg6briques et enti~res on ddduit 
imm6diatement une suite de propridtds qui leur appartiennent. Il r6sulte 
d'abord quc l'hypoth~se que nous avons faite ici s savoir que w e s t  unc 
fonction alg4brique enti6re peut dtre remplac6e par une bien plus g6n6. 
rale. Si w satisfait en effet ~ n'importe quelle 6quation, irr6ductible ou 
non, r dont les coefficients sont des fonctions entiSres de x~, x~, 
w e s t  6galement entier et alg6brique. Car soit ~(w)----o l'6quation de 
moindre degr5 qui ddtermine w, ~(w) sera un diviseur de ~b(w), on 
~ur~ donc 

r  = 

et on d6montre ais6ment que F(w) a comme coefficients des fonctions en- 
ti6res de Xl, x~, si tel est le cas pour r En particulier west  toujours 
alg6briquement entler lorsque l'6quation (3) de degr6 n a ses coefficients 
entiers. 

Une fonction homog~ne w a aussi le caract@e d'etre algdbriquement 
enti6re quand on peut d6terminer d'une infinit6 de faqons le param6tre 
u de mani6re que routes les quantit~s conjugu@s ~ w poss6dent des 
valeurs finies pour une valeur arbitraire x ~ a donn6e ~ l'avance. 

ConsidSrons maintenant deux fonctions w 1 et w 2 alg6briques et en- 
ti~res et d6terminons lc param6tre u de fa~on que les quantit6s conjugu6es 

w, et ~ w~ soient finies pour cette valeur x ~  a, .il en sera alors de 
m~me pour leur somme w~-{-w~ et leur produit w~w~, et comme cette 
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propri6t6 peut ~tre 6tendue k un nombre quelconque de grandeurs alg6- 
briques et enti6res, on peut 6noncer le th6or6me suivant: 

La somme ct le produit d'un hombre quelconque de fonctions alg6- 
briques et enti6res est aussi une fonction Mg6briquement enti@e. 

]l s'en suit imm6diatement que tout polynome en 7] dont les coeffi- 
cients sont des formes de x l , x  2 enti6res et homog6nes est 6galement 
alg6briquement cnti6re, et comme une telle fonction de 7/ peut toujours 
se ramener au degr6 ( n - - I ) ,  on peut 6noncer le th6or6me suivant: 

Toute quantit6 w du genre G(xl ,  x~, ~l) est alg6briquement enti6re, 
qu~nd, en la mettant sous la forme 

(5) w = u o + u~77 + . . . .  + u._~l/"-~ 

les formes homog6nes U o , U a , . . . , u . _ a  sont toutes des fonctions enti6res. 
Les n quantit6s ( I ,  7 ] , . . . ,  7/"-~) forment done aussi un syst6me de 

n fonctions entibres et lin6airement ind6pendantcs du genre G(x~, x~, 7/). 
On peut 6videmment trouver une infinit6 de syst6mes de fonctions li- 
n6aires, ind6pendantes, entiOres et alg6briques. Soit en effet 7A , . . .  , ~., 
n fonctions alg6briquement enti6res et soit en g6n6ml: 

77~ --- % + ui~ ~ + . . .  + u~,._~i "-~, (i=1,~, ..., n) 

on d6montre cxactement "de 1~ In,me mani6re que pr6c6demment que ees 
fonctions sont ind6pendantes dans le cas seul oh le d6terminant de la sub 
stitution 

n'est pas identiquement nul. Une importance route particuli6re s'attache 
ici au degr6 total d'un pareil syst6me ( ~ A , ' " ,  r/,,) de quantit6s enti6res 
ind6pendantes, je veux dire k la somme des degr6s des n fonctions 
r]l, 7h , ' "  ", 7 - - C e l l e . c i  se trouve 6videmment ~tre, pour le syst6me 

- -  I )  
+ m + 2m + . . .  + ( n - -  I)m -- m'~(~2 0 

Comme le degr6 d'une fonetion enti6re et homog6ne ne peut jamais ~tre 
un nombre entier n6gatif, il en est de m~me 6galement du degr6 total 
d'un syst6me de fonctions ind6pendantes et cnti6res. 
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Toute quantit6 du genre peut 4tre raise sous la forme (5), ce- 
pendant les coefficients u 0 , . . .  , u,_~ seront en g6n6ral des formes de 
(x l ,  x2) fractionnaires et homog6nes. Si on r6duit tous ces coefficients au 
m4me d6nominateur, chaque forme homog6ne de ce genre, qu'elle soit 
alg6briquement enti6re ou non, se pr6sente sous la forme 

Uo + u,~ + . . .  + u._,~ "-1 
(6) w = N(z,, x~) ' 

les coefficients % ,  u l ,  . . . ,  u,~_l et le d6nominateur N(x 1 , x~) 6tant des 
formes de (Xl, x~) seulement, enti6res et homog6nes. On peut mdme d6s 
le d6but supposer quc ces (n + I) formes de  (x l ,  x2) n'ont plus aucun 
facteur lin6aire commun puisqu'on pourra toujours commencer par d6- 
terminer celui-ci et par te supprimer. Donc, puisque dans ce mode de 
repr6sentation de w sous forme de fraction, ni d6nominateur ni num6- 
rateur ne poss6de un infini fixe, il s'en suit que, dans cette repr6sentation 
des quantit6s w du genre G ( x , ,  x~, ~), de m4me que pr6c6demment dans 
celle des f0nctions de (xl, x2) seulement, les z6ros fixes de w doivent tous 
se trouver parmi les z6ros fixes du num6rateur et les infinis parmi les 
Zdros du d6nominateur. 

Par contre la repr6sentation des quantit6s w du genre G ( x l ,  x 2, ~2) 

sous la forme (6) est encore tr6s d6fectueuse en ce que la fraction qui 
y figure n'est pas r6duite de faqon que son num6rateur s'annule seule- 

ment pour les z6ros de w e t  son d6nominateur seulement pour les infinis 
de cette m4me fonction. Par les consid6rations suivantes je veux montrer, 
comment on peut lever cet inconvenient. 

On peut consid6rer d'abord le cas oh un des facteurs lin6aires du 
dOmminateur, soit: 

t I t  

se trouve contenu dans le num6rateur bien qu'il ne soit pas en facteur 
dans les n coefficients uo, u l , . . .  , u,,_l, c'est ~ dire, que le quotient 

(6 a) ~ = u~ + ~' ~ + "'" + u.-IV"-~ 

soit alg6briquement entier, sans que le facteur lin6aire $, au d6nomina- 
teur puisse s'enlever directement. 
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Si tel est le cas, nous prouverons tout de suite par une consid6ration 
facile qu'alors le ayst6me (z,  z ] , . . . ,  ~,-1) peut dtre remplac6 par un 
autre syst6me de fonctions enti6res et alg6briquea, dont le degr6 total est 
inf6rieur d'une unit6 k celui du premier syst6me; on peut abaiaaer de 
nouveau le degr6 de ce second syat6me, dans le caa o11 une quantit6 
alg6briquement enti6re ne peut ~tre repr6sentde par ce nouveau syst6me 
que soua forme fractionnaire et ainsi de suite. Le degr6 total d'un tet 
syst6me ne pouvant jamaia gtre ndgatif, on dolt n6cessairement finir par 
arriver ~ un syst6me 

(7) 

de n quantitds lin6airement inddpendantea, entigres et alg6briques, qui peu- 
vent servir ~ repr6aenter toutes les fonctions alg6briquement enti6res par 
des formes lin6aires et homog6nes, n'ayant aucun d6nominateur N(x~, x~), 
c'eat ~ dire dont les coefficients sont des fonctions enti6res de (xl, x~). 

Un tel ayatgme (7) sera appel6 un syst6me fondamental du genre 
G(x~, x~, 7) et on peut maintenant 6noncer comme il suit aa propri6t6 
caract6ristique: 

Soit (~1,~,.. . ,$.) un syst6me fondamental d'un g?nre G(z, ,z: ,~),  
toutes lea fonctiona alg6briquement enti6res de celui-ci et celles-lg 
aeulement sont comprises dana la forme 

I + + . . .  + 

Ul, U 2 , . . .  , U n 6tant des formes entidres et homog6nes de xl ,  x 2. 

La remarque auivante d6montre l'exiatence r6elle d'un pareil syst6me 
fondamental pour tout genre G(xl ,  x~, 7)" Si le syat6me ( I ,  72, . . . ,  7] "-1) 
n'est pas un syat6me fondamental, il exist.e au moins une fonction ho- 
mog6ne 

(8) 720---- ~1 

qui eat alg6briquement enti6re, bien que le facteur lin6aire $1 ne soit 
pas contenu dana tous les  r~ coefficients u~(xl, x~) du num6rateur. 
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Soit $~ un facteur lin6aire quelconque qui ne soit pas ~quivalent 
$~, soit donc 

oh les zdros a'as et ~ de' $~ et $2 ne coincident pas, on peut remplacer 

x~ et x2 ~par leur valeur en $1, $2 dans les coefficients u~(xl, x2); ~2o de- 
viendra dans ce cas 

(8 a) 
'~o(~1 . ~t)  J[- "~1(~1 , ~'~)?] "J[- " '"  Jff '~ . - -I (~1 , ~:2)~ n - 1  

r / o - - - - - - -  8. 

Si maintenant dans chacune des n formes homog~nes ~.~.~x, $~) de degr6 
~. on s6pare des autres le terme ind~pendant de $~, on pourra 6crire le 
coefficient ui($~, $2) comme il suit 

~)0 ' V l  ' " "  ~ ' V n - - 1  &ant des constantes. 
Posons pour abr6ger 

r/; = u;(~l,  ~,) + < ( ~ , ,  ~ , ) r /+  . . .  + u:_l(~,,  ~ ) ~ " - ' ,  
~.-),a--I n - - 1  

(9) v;' = ~~ + ~'~'~ + "  + ~"- '~  ~ 

on obtient pour r/0 la forme suivante: 

r/o = r/; + r/0' 

ou bien 
r/~' ----- 7]o - -  r/'0, 

et comme dvidemment r/D est algdbriquement entier, il r&ulte de la der- 
ni6re 6quation que la quantit6 7]o' trouv6e pr6c6demment doit aussi ~tre 
algdbriquement enti~re. 

De ce fait que 7]o et par suite aussi r/0' est homog6ne, il r&ulte que 
]es degr& des produits respectifs ($~'r/~) du numdrateur ont m~me degrd 
et que par suite chacun des exposants entiers 2o, 2 ~ , . . . ,  2.-1 est plus 
petit que le prdc~dent. Soit donc vh la derni&e constante du num&ateur 
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de ~/~' qui soit diff~rente de z~ro, on pourra &rire cette fonction sous 
la forme: 

~;' = ~ .  v0~ ~~ + ~,,~'-~'~ + . . .  + v~  ~ 
2, 

et il rfisulte des deux fiquations relatives ~ la nouvelle quantit~ ~ qu'on 
vient d'introduire, ~ savoir 

~'o' _ V o ~  ~  + . . .  + v ~  ~ ~ ---- ~ --  2, ' 

que 72h est aussi alg6briquement entier, parce que d'apr6s la premi6re 
expression v]h ne poss6de aucun infini fixe pour le z6ro de Sx et d'apr6s 
la seconde il n'en a pas pour le z6ro de $~; et parce qu'il ne peut  en 
aucune faqon poss6der d'autres infinis. Si on remplace .main tenan t  l e  
syst&ne primitif  

par le nouveau 

(Ioa)  I , V ,  . . . ,  V ~ , . . . , V " - I  

dans lequel le seul ~l~ment nouveau 72h d~pend de ceux du syst&ne ( io)  
par l '~quation 

on reconnalt que ( Io  a) est 6galement un systSme de quantit6s ent i~res  
alg4briques lin~airement ind~pendantes, parce qu'on volt imm6diatement 
que les 616ments du premier syst~me (I0) peuvent s 'exprimer au moyen 
de ceux du second; on volt aussi d'aprds (I I) que le degr6 total du 
second syst6me est inf~rieur d'une unit6 ~ celui du premier, car le degr6 
de la seule fonction nouvelle ~h qui y figure est 6gal non pas ~ cclui 

~h 
de ~h mais ~, celui de ( .  

Si ce second syst~me (! , ~ ,  , . . ,  72h, . . . ,  ~.-1) n'est encore p a s  un 
syst6me fondamental,  on montrerait  exaetement comme on vient de le 

Acta matl~mati,~. 18. Imprim6 le 1~ aoflt 189~, ~5 
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faire, qu'on peut remplacer de nouveau ce syst6me par un autre de degr6 
encore moindre, et en continuant ainsi on arrive n@essairement b~ un 
syst6me fondamental ($~, $ ~ , . . . ,  $~). 

I1 est cependant bon de /hire remarquer ici que par la m6thode 
simple indiqu6e, on a seulement 6tabli l'existence d'un pareil syst6me 
fondamental, mais qu'on n'a pas pour autant indiqu6 un moyen pour 
le trouver m~me dans les cas les plus simples, et e'est pr6cisement ee der- 
nier point qui, darts routes les applications de la th6orie, se trouve ~tre 
d'une importance capitale. On pourrait, il est vrai, en ne cherchant que 
la claret6 et le c6t6 purement abstrait et philosophique, se contenter de 
l'aper?u qu'on vient de donner pour en faire, sans grande peine, le fon- 
dement d'une th6orie Compl6te des fonctions alg6briques, ou, ee qui en 
revient au m6me, des courbes alg6briques. Cette th6orie cependant aurait 
le tr6s grave inconv6nient de ne pouvoir ~ elle seule servir K d6terminer 
en aucune fa~;on les propridtds de n'importe quelle elasse ddterminde de 
courbes alg6briques. C'est pourquoi je veux d6montrer clans la suite, 
qu'on peut, en partant d'un systdme donn6 arbitrairement de n fonctions 
ind6pendantes alg6briques et enti6res (par exemple en partant du syst6me 
consid6r6 prdc~demment i , 7/, . . . ,  ~-1) arriver toujours par la rdsolution 
seule d'un certain hombre d'6quations lin6aires b~ un syst6me fondamental. 

Par les consid6rations que nous venons d'exposer nous avons r6solu 
une question dont on verra l'importance dans la suite. Soit en effet 
(7]~, 7A, . . . ,  ~ )  un syst6me de n fonctions ind6pendantes enti6res et alg6- 
briques, ~upposons qu'on connaisse une fonction enti6re ~ qui, exprim6e 
au moyen de ce syst6me, se pr6sente sous la forme fraetionnaire suivante 

~,(~,, ~,)~, + . . .  + ~ (z , .  ~)~. 

sans que le facteur lindaire $~ en ddnominateur soit contenu dans tous 
les coefficients u,(zl, x~) du num6rateur, dans ce cas ~ et (7/1 , . . . ,  ~ )  
donnent lieu h un nouveau syst6me de n fonctions ( 7 / ; , . . . ,  ~)  ind6- 
pendantes et enti6res dont le degrd total est inf6rieur d'une unit6 h celui 
du syst6me pr6c6dent et qu'on peut d6terminer par la m~thode expos6e 
plus haut. On reconnalt en passant, sans en dire plus long, que ce 
nouveau syst6me permet de reprdsenter ( ~ , . . . ,  7A) aussi bien que ~ sans 
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d~nominateur. Toute la t~che qui nous reste encore h faire consiste donc 
trouver toutes les fonctions alg~briques et enti~res ~ qui, exprim~es au 

moyen d'un systSme ( 7 1 , . . . ,  7.), se prdsentent sous forme fractionnaire. 

w ~. Des propri~t~s principales du syst~me fondamental,  

Avant de passer ~ la formation d'un syst~me fondamental nous 
allons mettre en lumi&re quelques-unes de ses propri~t~s pour montrer 
quelle ~troite parentd existe entre le syst&me fondamental et le genre 
G(xl, x2,7)  d~j~ ~tudi~. 

Pour faciliter la lecture nous d4signerons dans tout ce qui suit par 
le symbole [7] le degr~ d'une fonction homog&ne 7 de xl ,  x 2 , 7]" On a 
alors les ~quations 

[7'7"] = [7'] + [7"], 

[7"] = ~[7], 
dont nous ferons usage dans la suite. De la m~me mani~re nous d~signe- 
rons le degr~ total de m fonetions homog&nes 7 1 , ' " ,  7]., par [71, " . ,  7m], 
c'est ~ dire nous poserons 

[7 , ,  . . . ,  7 , ]  = [71] + . . .  + [7 , ] .  

Une propri6t6 caract6ristique du syst&me fondamental d'un genre 
G(xl, x2,7) peut s'6noncer par le th6or6me important suivant: 

Un syst&me (~ ,  ~ , . . . ,  ~.) de n fonctions ind6pendantes enti&res 
et homog6nes n'est un syst6me fondamental clue dans le cas seul 
oh son degr6 total N, est aussi petit que possible, c'est ~dire quand 
le hombre entier 

N =  [r + [4] + . . .  + [r 

= [r ~ , . . . , r  
est minimum. 

Soit en effet ( 7 1 , ' " ,  7.) un syst~me ind~pendant dont le degr~ est 
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minimum, et supposons que ce systbme ne soit pas fondamental, il devrait 
exister au moins une fonction ~ enti@e et alg6brique qui repr6sent& par 
celui-ci se pr6senterait sous la forme fractionnaire 

D'apr6s le th6or6me 6nonc6 k la fin du chapitre pr6c6dent on pourrait 
remplacer ce syst&ne par ufi autre de degr6 moindre, ce qui est im- 
possible puisque le degr6 [ ~ h , ' . . ,  ~2,] est d6js par hypoth6se un mini-  
m u m .  Donc tout syst6me dont le degr6 est minimum est un syst~me 
fondamenta]. 

Inversement aussi, le degr6 d'un syst6me fondamental est minimum�9 
S'il existait en effet un autre syst~me ( ~ , . . . ,  72.) de degr6 encore moindre, 
on montrerait facilement que ses n 616ments ne sont pas ind6pendants les 
uns des autres. Pour le d6montrer imaginons-nous les 616ments des deux 
syst6mes rang6s par ordre de degr6 croissant, c'est ~ dire de fa~on que 

[ < ] <  [4], 

[7,] < < . . .  < 

et comparons, en commen~ant par ~ et 7]~, les degr6s de deux ~16ments 
se correspondant dans une m6me colonne verticale. Comme le degr6 
[~ ,  Q, . . . ,  ~',] est sup6rieur ~ [721 , 722, . . . ,  72~], on arrivera n6cessaire- 
ment ~ deux 616ments correspondants ~. et 72i pour lesquels on aura 

[7,] < 

et le degr6 des i premiers 616ments r]l , ~ , . . . ,  r]~ sera k fortiori inf6rieur 
celui de $~. Comme ($~,..., $.) est un syst6me fondamental, (Th, ... , 7h) 

peuvent ~tre repr6sent6s par celui-ci lin6airement ct d'une fagon homog6ne 
avec des coefficients entiers, on a donc les i 6quations: 

(2) 
�9 �9 * �9 * �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 
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oh les 616ment~ ~,  ~ + x , . . . ,  ~ ne peuvent intervenir puisqu'ils sent de 
degr6 sup6rieur k celui des 616ments ~ ,  ~7~, ' " ,  ~/~ repr6sent6s. Mais 
si les i fonctions ( ~ x , . . . ,  ~) sent exprimables en fonetion lin6aire et 
homog6ne de ( ~ , . . . ,  ~_~), elles ne sent pas ind6pendantes les unes des 
autres, ear alors on pourra d6terminer i fonctions A~,. . . ,  Ai de (x~, x~) 
diff6rentes de z6ro, de mani6re qu'ils satisfassent k l'6quation: 

A~r/, + A2r A + . . .  + Air/r -- o 

parce qu'apr6s la substitution des expression (2) pour (7/,, . . . ,  ~/i) tous 
les coefficients de ( ~ , . . . ,  ~-1) sent identiquement nuls. I1 n'y a done 
pas, par suite, de syst6me ind6pendant (71, - " ,  7].) de degr6 moindre que 
le syst6me fondamental, ce qui d6montre enti6rement le th6or6me 6nonc6 
pr6c6demment. 

Apr6s avoir ainsi trouv6 la propri6t6 caract6ristique de ce syst6me 
fondamental, on est tout naturellement conduit k se demander s'il en 
existe plusieurs, et si tel est le cas, quel rapport les relie entre eux. 
La solution se trouve donn6e par un th6or6me g6n6ral, dent voici l'6nonc6: 

Soien~ (~,  ~ , . . . ,  C.) et (Cl'~ ~', . . . ,  C) deux syst6mes fonda- 
mentaux du genre G@I , x~, 7) ordonn6s d'apr6s les degr6s de leurs 
616ments, de sorte qu'en g6n6ral on ait 

[C]<[C+,] et [C]~[C~'+,], 

deux 616ments correspondants ont toujours Ie mgme degr6, c'est k dire 
que 1'on a 

EC] = [c']. . . . . . .  ) 

Pour d6montrer ce th6or6me, comparons, en commen(;ant par ~ et r 
les degr6s de deux 616ments correspondants. Si le th6or6me pr6c6dent 
6tait faux, on arriverait forc6ment k la fin k deux 616ments correspondants 

et ~'; de degr6 diff6rent tels que 

[c,] > [c';]; 

on d6montre alors exactement comme dans la premi&re proposition qu'on 
peut exprimer les i 616ments (~'~,..., ~'~) en fonction lin6aire et homog6ne 
des ( i -  i) 616ments ( ~ , . . . ,  ~-1) du premier syst6me fondamental~ car 
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les dldments suivants (~., ~ ' + 1 , . . . ,  ~) sont de degr~ sup~rieur ~ celui 
de (~ '~ , . . . ,  ~_~). On en concluerait tout comme pr@ddemment qu'il 
existe une relation lin6aire entre (~ '~ , . . . ,  ~) de la forme 

+ . . .  + = o ,  

que ceux-ci ne sont donc pas inddpendants; ce qui se trouve en contra- 
diction avec l'hypoth6se suivant laquelle (~ '~ , . . . ,  C) serait un syst6me 
fondamental. On doit done avoir aussi [~] = [~] ,  ce qui d6montre le 
th6or6me 6nonc6 plus haut. 

Ce thdor6me conduit ~ une relation entre deux syst6mes fondamentaux, 
relation au moyen de laquelle on d6duit ais6ment tous les systSmes fonda- 
mentaux d'un seul. Si on consid6re en effet darts deux syst6mes fonda- 
mentaux (~,  ~ ,  . . . ,  ~',) et (~'~, ~;, . . . ,  ~'~) les 616ments seuls dont le degr6 
ne ddpasse pas un nombre ft arbitraire d'ailleurs, mais d6sign6 K l'avance, 
leur hombre sera, d'aprbs le th6or6me pr6c6dent, le mgme dans les deux 
syst6mes. Soient pour une valeur # d6termin6e 

et 

les 616ments que l'on consid6re ici, il r6sulte de ce qui pr6c6de que les 
Jt 616ments ~ ; , . . . ,  ~'[ peuvent s'exprimer en fonetion lin6aire et homog6ne 
du systSme { , . . . , ~  ~ l'aide de fonctions de x l ,x ,  enti6res et homog6nes 
comme coefficients, ear dans l'cxpression de ces 616ments par le syst6me 

les dernib.res fonctions ( ~ + ~ , . . . ,  ~'~) ne sauraient 
de m~me exprimer les fonctions ~ , . . . ,  ~ par le 
I1 doit done exister deux syst6mes de ~ 6quations 

k=3. v=~ 

(~,) et (~;~) qui entrent comme coefficients 6tant des fonctions enti6res et 
homog6nes de (x x , x2). 

Si on remplace dans Ies I premi6res 6quations les fonctions ~ par 
leur valeur tirde du second syst6me on obtient les dquations 

et comme ees 6quations ne peuvent avoir lieu que si les coefficients de 
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r  ~'~ co'i~cident dans les deux membres, on obtient pour les coeffi- 
cients de la substitution les 2 ~ 6quations 

k=~. / i ,  v = l , ~ ,  ..., it 

On en d~duit, en appliquant le th~or+me relatif k 1~ multiplication de 
deux d~terminants 

e'est k dire que le produit des deux d6terminants de substitution est ~gal 
k I. Comme tous les  616ments des deux syst6mes (%) et (a~) sont des 
fonctions de (x~, x2) entiOres et homog6nes, il en r&ulte que ces deux 
d6terminants de substitution sont elles-mgmes des constantes-diff6rentes 
de z6ro. On peut donc 6noncer le thdor6me suivant: 

Si on consid6re dans deux syst6mes fondamentaux (~,  . . . ,  ~',) 
et (~ '~ , . . . ,~")  seulement les ~l~ments ( ~ , . . . , ~ ) e t  (~ '~ , . . . ,  ~'~) 
dont le degr6 est infdrieur k un nombre d6termin6 ~, un de ces 
syst~mes partielles d~rive de l'autre par une substitution k coeffi- 
cients entiers et k d6terminant constant et diff6rent de z6ro. 

Si en particulier on choisit comme limite sup6rieure un nombre /~ 
sup6rieur au degr6 le plus 61ev6 des 616ments des deux syst6mes, si donc 
on prend 

# > [<.] 

on obtient le corollaire suivant: 

Tout syst~me fondamental (~ , . . . ,  C) provient de l'un cluel- 
conque de ceux-ci ( ~ , . . . ,  ~',) par une substitution dont les coeffi- 
cients sont des fonctions enti~res et homog~nes de (x~, %) et dont 
le d6terminant est une constante diff~rente de z~ro. 

Si r~ciproquement (~,  ~ , . . . ,  ~,) est un syst~me fondamental et 
( z - , , . . . ,  ~-,) un syst~me de fonctions enti~res et homog~nes qui provient 
de la premiere par une substitution 

k ~ n  

( i = l ,  2, ..., n) 
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dont le d6terminant est une constante diff6rente de z6ro, ( r  C~) 
sera un syst6me fondamental. Car en r6solvant ces n 6quations on ob- 
tient un syst6me 

dont les coefficients sont 6galement des fonctions enti6res de xl,x~, puisque 
le seul d6nominateur qui puisse se pr6senter, le d6terminant 1%1, est une 
constante diff6rente de z6ro. 

Done puisque pour ehacun des deux syst6mes (~, . . . ,~)  et (~';,...,r 
dont run  est un syst6me fondamental, les 616merits de Fun s'expriment 
en fonction lin6aire et homog6ne de ceux de l'autre, les coefficients de 
ces expressions 6taut entiers, il en r6sulte que (r . . . ,  C) est aussi un 
syst6me fondamental. 

On trouve donc, d'apr6s ce que nous venous de dire, qu'il existe 
en effet une infinit~ de syst6mes fondamentaux qui d6rivent tous les  uns 
des autres par une substitution du genre indiqu6 plus haut, le premier 
syst6me 6taut choisi arbitrairement parmi tous ces syst6mes fondamentaux, 
qui sont les seuls K jouir de cette propri6t6; on volt enfin qu'on tient 
en main tous les syst6mes d6s qu'on en a trouv6 un. 

Nous allons maintenant ~ la place de x~,x  2 introduire des quantitds 
$~, $~ reli6es aux pr6c6dentes par les deux 6quations 

dont Ie d6terminant de substitution ( a ' f l " ~  fl"a') est diffdrent de z6ro; 
ou bien, ee qui revient au mgme, nous allons remplacer la variable in- 
d6pendante x par une autre $ qui en d6rive par une substitution arbi- 
traire, lin6aire et fractionnaire 

Ddsignons par 
, . . .  , 

les fonctions homog~nes du genre transformd G($1, $ 2 , 7 ) q u i  pro- 
viennent des dldments ( ~ , . . . ,  ~) du syst6me fondamental du genre 
G(xl, x2, ~), ce syst~me sera dgalement un syst~me fondamental parce 
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que ( ~ , . . . ,  ~'~) constituent de nouveau un syst&me de n fonctions ind& 
' - ~,] est pendantes et alg6briquement enti&res dont le degre [~ ,  ~2, . . ' ,  

minimum. 
Comme d'autre part le degr6 des 616ments respectifs du syst&me, et 

par suite aussi le degr6 total, reste le m6me apr6s cette transformation, 
on peut 6noncer le th6or&me suivant: 

Les degr6s 
. . . ,  

des n 616ments d'un syst6me fondamental du genre G(x~, x2, ~), et par 
suite aussi son degr6 total 

2V = [ < ,  . . . ,  r 

restent les m~mes pour toute transformation des quantit4s ( X l ,  X~), li- 
n~aire, homog&ne et r~versible. Ils sont donc des invariants pour toute 
transformation de ce genre, ou, ce qui revient au mdme, pour route trans- 
formation de la variable x lin~aire, fractionnaire et r4versible. 

Enfin on peut encore soumettre les degr~s des ~l~ments d'un syst&me 
fondamental (~,~,.. . ,~'~) ~ une ~tude plus approfondie. Qu'on s'imagine 
ces 41~ments, ce qui w toujours avoir lieu dans la suite, ranges par ordre 
de grandeur de leurs degr~s; dans cette hypoth~se ~ est n~cessairement 
une constante e~ par suite on a 

= o,  

car autrement routes les fonctions enti&res du genre G(x~, x2, r]) de degr~ 
o, c'est h, dire les constantes, ne pourraient ~tre exprim~es au moyen du 
syst&me fondamental (~ ,  ~ , . . . ,  ~). Par contre Q ne peut ~tre une 
constante sans quoi ~ et Q ne seraient pas ind~pendants, done, n~cessaire- 
ment [~] et ~ fortiori aussi [ ~ ] , . . . ,  [~,] devront ~tre ~gaux ou su- 
p4rieurs ~ l'unit~. 

I1 en r~sulte que le degr~ total 

du syst~me fond~mental est un nombre entier positif qui est a u moins 
~gal ~ ( n -  I). 

A~ta math~ma~a. 18. Imprim~ le 15 aofit 1894. 36 
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Posons 

c'est ~ dire 

K. Hensel. 

N = n ~ i  + p ,  

p - - - - - N - - n +  i, 

oh la constante p sera un nombre entier ~ o; celle-ci est un invariant 
de la plus haute importance pour le genre G(xl, x:, 7), ou, ee qui revient 
au mdme, pour l'6quation primitive 

qui d6finit la dasse de courbes alg6briques, car les consid6rations sui- 
vantes nous apprendront que p est un invariant pour la transformation 
bien d6finie et r6versible des trois quantit6s xl ,  x~, 7, ou, ce qui revient 
au marne, pour les deux variables (x, y). Ce nombre io sera design6 
d'apr&s WmEI~STI~ASS par le ))rang)) des courbes alg6briques ou du genre 

a(x,,  7). 
Mais avant d'employer le syst~me fondnmental pour repr6senter les 

fonctions du genre G(x~, x2,7) nous r6soudrons en entier d'abord la 
question fondamentale de cette th6orie ~ savoir: la recherche d'un sy- 
st&me fondamental et sa formation. 

w 5. Conditions ndeessaires et suffisantes pour  qu'une fonction algJ- 
brique et enti~re soit divisible par  une puissance fract ionnaire  

d 'un facteur  lin~aire. 

Soit 

(,) 

un syst~me arbitraire de n fonetions alg6briques et enti~res, homog~nes, 
clue nous supposerons ordonn6 d'apr~s les degr~s de sea 616ments, de 
fa~on clue 

(, a) < < . . .  < [7,]. 

S i c e  systSme n'est pas un syst~me fondamental du genre G(ml, x~, 7) 
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il existe au moins une fonction ~ alg6brique et enti~re qui peut ~tre 
exprim6e sous forme de fraction par le syst~me (I), comme il suit: 

(2) ~ ~'~' + ~,~2 + + ~ n  

les coefficients ui(xl ,  x~) ue contenant pas tous ~1 en faeteur. Soit main- 
t ena~  $~ un facteur lin6aire arbitrairc mais qui ne soit pas 6quivalent 

$1, c'est ~ dire, soit 

(3) IS, - -  ~'x~ - -  ~ '%,  
! 

ou ( a ' f l " - / ~ a " )  ~ o, remplagons dans (2) (Xl, x,) par ($1, ~),  on pourra 
comme dans (8 a) du paragraphe 3 laisser de c5t6 t ous l e s  membres 
de somme dans les coefficients u,($1, $~) qui r $1 en facteur 
car ceux-ci sont 6videmment alg6briquement entiers. Ceci fa i t ,  on ob- 
tient comme dansw $ u n  reste de la forme suivante 

t ~ ,=  ~ ~, + ~@,'~, + . . .  + ~ , ~ n  
$, 

qui consid6r6 en lui-m~me dolt ~tre alg6briquement entier, v~, v2, . . . ,  v~ 
sont ici des constantes et les exposants 2,,2~,...,2~ de $2 forment 6videm- 
ment une suite d6croissante de hombres entiers positifs, car d'apr~s (I a) 
les degr6s de (~]1 , -" ,  ~,,) forment une suite croissante. Si enfin on met 
~' sous la forme 

�9 $, 

on peut constater comme pr6c6demment que le coefficient de ~]" qui figure 
au second membre doit ~tre 6galement alg6briquement entier. 

On obtient donc tout d'abord le th6or~me suivant: 
Le syst&ne (7]~ , . . . ,  7],) compos~ de n fonctions ind6pendantes alg6- 

briques et enti~res n'est pas un syst~me fondamental dans le cas seul oh 
il est possible de d6terminer un facteur lin6aire $~ = a'x 1 - - a ' %  et n 
constantes v~, v 2 , . . .  , v,, non toutes nulles de telle sorte que la fonction 
homog~ne 

(4) v,g:-"'ri, + . . .  + v,,_,C,"-'-~'rt + .v,,~,, 
r 
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soit alg6briquement enti6re, et par cons6quent n'ait pas d'infini f ixe  pour  
le z6ro de $~. 

Nous allons d'abord considdrer lc facteur lindaire $~ eomme donn6 
arbitrairement et nous chercherons ~ d6terminer les constantes v ~ , v 2 , . , . ,  

v~ de faqon que l e  quotient (4) devienne alg6briquement entier. Dans 
ce but et pour plus  de simplicit6, ~ la place des n fonctions r]~, . . . ,  V= 
dont les degr6s sont en g6ndral diff6rents entre eux, nous allons introduire 
les n fonctions 

(5) 

dont les degr6s sont tous les mdmes et ont 6videmment pour valeur 
commune celle du degr6 du dernier dldment 7/,, que nous ddsignerons 
par #. Avec ces notations nous pourrons d6finir comme il suit la t~che 
qui nous reste b, accomplir: 

I1 faut d6terminer de la fa~on la plus g6n6rale les constantes 
v ~ , v ~ , . . . , v ,  de faqon que 16 quotient 

( 5 )  e = 
v,e, 4" v~e~ + . . .  + v,e,, 

soit alg6briquement entier et par cons6quent ne poss6de aucun infini 

pour le z6ro ( x - ~ ) d e  $1. 

I1 est clair que les n fonctions de m~me degr6 (e~, e 2 , . . .  , e,) con- 
i '  stituent un syst~me de quant tes ind6pendantes, tout comme les fonctions 

(7/1 , 7 / ~ , . . . ,  r]n) de degr6 different dont on les a d4duites; toute autre 
quantit6 du genre G ( x  1 , x 2 , ~ )  pourra donc ~tre exprim6e par (ei, e2,... , en) 
sous forme lin6aire et ~ l'aide de coefficients, fonctions rationnelles de 

Posons maintenant 

(6) w ~ v i e  1 .-[- v2e 2 - k  . . .  -[- v ,e , , ,  

v l ,  v ~ , . . . ,  v,, ayant des valeurs arbitraires, et exprimons les n produits 

we  I , we~ , . . . , we,, 
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au moyen du syst6me (e~, e 2, . . . ,  e.); on obtient n 6quations de la forme 

we 1 --~ vile1 "1- �9 �9 . -4- vl~e=, 

we, ,  = vale 1 -3 t- . . .  + v,*,e,*, 

les coefficients (%) 6tant 6videmment tous des fonctions lin6aires et ho- 
mog6nes de v~, .... , v,,, et dont les coefficients sont tous des fonctions 
homog6nes de ($x, $2) de degr6 it, car les produits (we,) sont de degr6 
2#. Par l'61imination de el, e 2 , . . .  , e,* entre ces n 6quations on obtient 
finalement une 6quation de degr6 n e n  w qui raise sous formc de d6- 
terminant s'6crit 

(7) (--,)" 

V l l  ~ W )  Y12  �9 �9 �9 ?)1,* 

V~, ( V ~  - -  W )  �9 . . V2 ,  . 

�9 o �9 

= w" + v . ) w  + . . .  + y ,*(v , ,  v .)  = o 

qui 6videmment pour des valeurs ind6termin6es des coefficients ( v l , . . .  ,v,) 
est irr6ductible, sans quoi route fonction alg6brique du genre G ( q l ,  ~ ,  7) 

satisferait ~ une 6quation de degr6 inf6rieur. 
Du mode m~me de formation des coefficients U I , . . . ,  U. il r6sulte, 

sans qu'il soit besoin de donner plus de d6tails, que ceux-ci sont des 
fonctions homog6nes et enti6res des constantes v~ , . . . , v ,  dont les degr6s 
par rapport ~ celles-ci sont respectivement I ,  2 , . . . ,  n. Comme de 
plus en consid6rant des valeurs variables des param6tres v ~ , . . . ,  v., 
w se trouve gtre alg6briquement entier, il en r6sultc que ces coefficients 
sont des fonctions de ($i, $~) enti~res et homog6nes dont les degr6s sont 
6videmment 6gaux respectivement k i t ,  2 i t , . . . ,  nl~t, it 6tant le degr6 
commun des n fonctions el,  e ~ , . . . ,  e. comme on l'a suppos6 plus haut. 

Si maintenant la fonction d6finie par (5) 
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se trouvait ~tre aussi alg6briquement enti6re, l'6quation 

o = e ~ + u , ( v , ,  ~ . . . .  , V,)e~_~ + G ( v , ,  v~ , , . . ,  V,)e~_ ~ + . . .  

+ [ , ( , , ,  ~ , , . , . ,  v.). 

laquelle e satisfait 6videmment, devra avoir 6galement tous ses coeffi- 
cients entiers, donc tous les  d6nominateurs devront disparaitre, sans quoi 
au moins une des n fonctions conjugu6es ~ e deviendrait infinie pour 

w 
le z6ro fixe de St. Done le quotient e-----~, sera alg6briquement entier 

dans le cas seul oh les constantes v ~ , G , . . . , v ~  sont d6termin6es de 
fa~on que, en g6n6ral, U i ( v t , . . . ,  v.) soit divisible par ~ ou, ce qui 
revient au m4me, de fa~on que les n congruences 

(8) 

G G ,  . . . ,  ~ J - o  

G G ,  . . . ,  ~,) - o 
�9 �9 * �9 �9 * * �9 * �9 �9 

G G , . . . ,  ~.) - o 

mod $1, 

rood ~ ,  

rood ~I, 

soient satisfaites slmultan6ment. Si on d6veloppe ces fonctions suivant 
les puissances croissantes de $~, les coefficients de ~ ,  Sty, ~ ,  . . . ,  $~-1 dans 
b~(v~, v 2 , . . : ,  v,) devront disparaltre, ces coefficients 6tant tous des fonc- 
tions homog6nes de degr6 i en v , , G , . . . , v , ,  ~ coefficients constants. Les 
n conditions (8) donnent donc un syst6me de 

n(~ + t) 
x + 2 + . . . + n - - . - -  

2 

6quations homog6nes en v ~ , . . . ,  v, ~, coefficients constants, dont une est 
du premier degrG deux du second, enfin n du n e degr6 par rapport aux 
n inconnues. 

La r6solution compl&e de ces 6quations pr&ente d~j~ quand n > 2 
des difficult& presque insurmontables qui disparaissent cependant d6s que 
nous consid6rons d'une fa~on plus g6n&ale cette t~che qui se pr6sente 

nous. Nous dirons qu'une fonction enti6re et homog6ne west  divisible 
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w 
alg6briquement par un facteur lin6aire $1 quand le quotient e = ~ -  est 

r 

6galement alg6briquement entier, c'est ~ dire ne poss6de aucun infini fixe 

 ,ro pour 

d'exposer il r6sulte que la fonctlon w e s t  alg6briquement divisible par $1 
dans le cas seul oh ses n coefficients ( v l , . . .  , v,) satisfont aux n con- 
ditions (8). Soit maintenant ~ une fraction quelconque rationnelle, com- 
prise entre z6ro et un, et soit $~ une quelconque des puissances fraction- 
naires du facteur lin6aire $1 qui diff6rent entre elles seulement par des con- 
stantes. ]qous dirons alors, que la fonction alg6brique et enti6re est alg6- 
briquement divisible par la puissance fractionnaire $~ quand le quotient 

r 

est alg6briquement entier en ce sens qu'il ne poss6de aueun infini fixe 

pour le z6ro x = ~  de $1" Rempla~ons dans l'~quation (7)la quantit6 

w par son expression ~$~, on volt que ~ satisfait ~ l'6quation: 

o = -~ + U~(v, . . . . .  v.) e~_~, + tZ,(v,, ~ v~) e~_ ~ + . . .  + ~;~(v, . . . .  , v~) 

qui montre que ~ ne poss6de uucun infini fixe pour le z6ro de $, que 
dans le cas seul oh t o u s l e s  d6nominateurs en 6vidence disparaissent. 
Donc les coefficients % , . . . ,  v~ devront satisfaire aux conditions 

(9) 

v,(vl,  . . . ,  v ~ ) - o  

~:2(v,, . . ,  v~) -- o 

~ ( ~ ,  . . . , v ~ ) - o  

rood ~, 

rood ~*, 

rood ~*, 

qui sont une g6n6ralisation imm6diate des congruences du syst6me (8). 
Mals une fonetion homog6ne et entibre ~($1, $2) ne peut 6videm- 

ment eontenir ell facteur qu'une puissance enti~re de $1" Donc la fonc- 
tion U~($1, $2) ne sera divisible par la puissance fractionnaire ~ que 
dans le cas seul oh elle contiendra la puissance enti6re imm6diatement 
sup6rieure de ce facteur lin6aire, 
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Dans ce qui va suivre nous d6signerons toujours par le symbole lal le 
hombre entier le plus petit qui est sup6rieur ou 6gal au nombre a arbi- 
trairement donn6. Ceci pos6, la fonction Ui($1, $2) enti~re et homog~ne 
n'est divisible par la puissance fractionnaire $~ que dans le cag seul 
oh elle contient la puissance entiSre ~,~t en facteur. Nous en d6duisons 
comme consdquence imm6diate que la fonction w enti~re et homog~ne eat 
alg6briquement divisible par la puissance fractionnaire $~ dans le cas seul 
oh les coefficients v l , . . .  , v~ sont choisis de fa~on que les n ~quations 
de condition 

(9a) 

U l(v~, , v,) = o mod $~1 

U~(%, . . . ,  v.) = o mod ~:?~l, 

U , , ( v l , . . .  v,.) =-- o mod ~,~t, 

soient satisfaites, et celles-ci sont absolument 6quivalentes ~ celles du 
syst~me (9). 

I1 est maintenant d'une importance tout ~ fair capitale pour la 
suite de d6terminer lea puissances fractionnaires de $~ qui divisent 
exactement  une fonction alg~brique et enti~re. Soit donc ~ la plus 
haute puissance fractionnaire de $1 qui divise une fonction donn6e w, 
nous supposons donc que $~' ne divise plus w, d~s que 31 prend une 
valeur sup6rieure ~ d aussi rapproch6e de celle,ci que l'on voudra. La 
condition n6cessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est 6videmment 
que lea n 6quations (9a) soient satisfaites simultan6ment et que par contre 
une au moins d'entre elles n'ait plus lieu dis que l'on vient"~ remplacer 
3 par une fraction #~ sup~rieure. Si maintenant aucun des n produits 
~, 20, . . . ,  n$ n'est un nombre entier on a toujours 

io < li l; 

o n  peut donc 6videmment toujours trouver une fraction d I qui surpasse 
# de si peu que chacun des n produits 31, 2 3 1 , . . . ,  n31 se trouve in- 
f6rieur aux m6mes nombres entiers respectifs, comme le multiple corres- 
pondant de la fraction 3; cette fraction #1 sera donc telle que pour 
i =  i ,  2 ~ . . . , n  on aura 

l 0,1 = tiot. 
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Mais alors d'apr~s (9 a) w est aussi alg~briquement divisible par la puis- 
sance sup4rieure ~"i 

Si donc ~11 est la plus haute puissance de $~ contenue duns w il faut 
n6cessairement qu'un des multiples (~, 2 ~ , . . . ,  n3, i3 par exemple, soit 
6gal ~ un hombre entier m; on devra donc avoir 

.~l'ft 
~--~_,  I < i < n .  

"b 

Si c'est lk le cas, w peut 4tre exactement divisible par ~ ,  car la con- 
dition n~cessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que les n 5qua- 
tions de condition (9 a) soient remplies et qu'en outre U~(vl, ...,v,~) nc 
contienne en facteur aucune puissance de $1 sup6rieure ~ 1i3[ ou m. On 
obtient donc le th~or5me suivant: 

Une fonction alg6brique et enti~re ne peut ~tre exactement di- 
visible par une puissance fractionnaire d'un facteur lin~aire que dans 
le cas seul oh l'exposant 3 est une fraction rationnelle dont le d& 
nominateur ne peut dtre qu'un des hombres I , 2, . . . ,  n. 

Dans la recherche de la divisibilit~ d'une fonction alg6brique par 
m la puissance fractionnaire d'un facteur lin6aire les seuls exposants 3----= 

qui peuvent se presenter sont donc ceux pour lesquels 

m < i < n .  

Pour les degr~s n ~ 1 , 2 , 3 , 4 , 5  ils sont, rang4s par ordre de grandeur 
croissante 

I O~ I~ 

I 
2 0 ~  1~ 

I I " 2  

3 0 , 3 ~ 2 ~ 3  , I ,  

~ i 2 3 

4 o ~ 4 ~ 3 , 2 , 3 , 4  , I ,  

i i i 2 i 3 2 3 4 

5 O, 5 , 4 ~  3, 5, 2,  5, 3 ~ 4 ,  5, I" 
Aola m a t t ~ t ~ .  18. Imprim~ le 15 aoflt 1894. 37 
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Pour le degrd n le nombre p~ des exposants 3 fractionnaires qui inter- 

viennent i c i e s t  d6termin6 par l '6quation 

p,, = + + . , .  + 

fD(i) dSslgnant l 'ensemble des hombres inf~rieurs ~ i et premiers avec lui, 

et e(o) devant dtre pris 6gal ~ l 'unit6; car quand on passe du degr~ 

(n ~ x) au degr5 n il vient s 'ajouter aux P~-x fractions qui existent d6j~ 

encore un nombre 6gal ~ ~(n) ,  dont le d6nominateur est 4gal ~ n e t  

dont le num6rateur  est premier  avec n. ~ 
Pour  une valeur  donn6e de n ces exposants 3 ranges par ordre de 

grandeur  croissante peuvent s'6crire: 

I O  0 o ~ , 0 ~  . . . ~ Op (p-p.)  

de sor te  qu'en g6n6ral 

a) > = o ,  

On peut donner de suite ici une propri~t8 caract8ristique de ces p 

" t '  nombres, proprm e qui nous sara utile dans la suite. Soient 3k et 3,+x 

deux fractions cons~cutives de la suite (~o) et soit i un quelconque d e s  
nombres antlers ~ , ~ ,  . . . ,  n, il ne peut jamais exister un nombre  antler 

m entre les deux fractions i ~  et i3~+~, car dans l 'hypoth~se: 

OU 

a, < -- < ~,+~ 

on serait conduit  k admettre  qua 3k et 3k+1 ne sont pas deux nombres 

consdcutifs de la suite (IO), ce qui est contraire k l 'hypoth~se primitive. 

1 L a  va l eu r  a p p r o e h d e  de ca h o m b r e  r e m a r q u a b l e  p. p o u r  des  va l eu r s  t r~s  g r a n d e s  

de n a dtd d'abord doange par DImCnLET (0omptes rendus de l 'aeaddmie de Ber- 
lin~ annde I849)'et plus tard avee uu peu plus de prdeision par M. MERTE•S (Journal 
de 0rell% t. 77, pag. 289--338); ella satisfait ~ l'dquatiou limite 

p~ 3 
l ira n '  = ~-~" 
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Soit done (i3, + ct) un hombre quelconque situ6 entre i3~ et id~+~, 

on a toujours 

(,I) Ok+ ~ t" 

Par centre le nombre entier l i3~! lui-mdme se trouve Ore inf6rieur exacte- 
ment d'une unit6 au nombre entier l i3~+~1 dans le cas seul oh le produit 

i~  est lui-mdme un nombre entier m, c'est it dire oh ~, ~ - ;  la raison 

e n e s t  qu'il ne peut y avo[r aucun hombre entier entre i$, et i3~+~. On 
a done toujours l'dquation 

e~o 4tant l'unitd ou zdro selon que le produit i& est entier ou non, c'est 
dire selon que i e s t  un multiple du ddnominateur de 3, ou non. 

De la ddfinition prdc6dente de la divisibilit6 d'une fonction alg6- 
brique par une puissance fractionnaire d'un facteur lin6aire, il rdsulte 
maintenant qu'une fonction w dtant alg6briquement divisible par une 
puissance ~ '  doit contenir ndcessairement route puissance infdrieure de $1 
dent les exposants ~1, ~ ,  . . . ,  3~ figurent dans l a  suite (~o). Entre les 
deux cas extrdmes oh la fonction 

w ---- vie  I + . . .  T v~e, 

ne contient pas du tout le facteur lindaire $~ ou le contient ~ la premiSre 
puissance, se trouvent donc les p possibilit6s que w soit exactement di- 
visible par une puissance fractionnaire $~k. 

On est done conduit ~, supposer que la solution du probl&ne qui 
consiste ~ d6terminer de la facon la plus g6ndrale les constantes vl ,  v2, 
. . . ,  v. de mani~re que w soit alg6briquement divisible par $1 v a s e  
simplifier singuli~rement si, au lieu de proc6der brusquement en passant 
d'un cas extreme (30 -----o) ~ l'autre (3p = i), on va successivement de o o 

~ ,  puis de ~ ~ ~2 et en g6n6ral de 3k a ~k+~; si donc on cherche la 
solution pour l'exposant 3k+1 en supposant le problSme r6solu pour 3k. 

l%us voulons aussi faire l'hypothSse nouvelle que le hombre des 
fonctlons inddpendantes, algdbriques et enti~res e~, e 2 , . . . ,  e,, ne soit pas 
ndcessairement dgaI ~ n, mais qu'il soit 6gal h u n  nombre arbitraire v <___n. 
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Les consid@ations suivantes vont en effet apprendre que ce hombre peut 
8tre rg<luit chaque lois qu'on passe de 3, k 3~+~. 

Soient done maintenant 

e l ~  e 2~ . . .  ~ e,v 

fonctions ind6pendantes, homog6nes, alg6briques et enti6res de m~me 
degr6 p, chacune d'elles dtant algdbriquement divisible par la puissance 
fractionnaire ~ ,  l'exposant 3~ 6tant une fraction quelconque de la suite 
(io). Soient encore v 1 , v ~ , . . . , v ~  des constantes arbitraires, la fonction 
homog6ne 

w = vie ~ + v~e~ + . . .  + v~e~ 

est 6galement divisible par la m~me puissance de $~, car si l'on peut 
d6terminer le param6tre variable u de mani6re que chacune des n quan- 

ei 
titds conjugudes ~ ~ soit finie pour le zdro de $~, il en sera de mOne 

pour l'expression: 

W e~ e~ ev ~ = v~ ~ + v.~ ~-~ + . .  + v~-~ .  

Nous nous proposons maintenant de d6terminer les constantes v~, v~, . . . ,  
v~ de lu fa~on la plus gdndrale de sorte que la fonction ne soit pas 
seulement divisible par ~ mais encore par la puissance immddiatement 
sup6rieure ~+'. 

Dans le chapitre suivant nons montrerons qu'on peut d6terminer ces 
constantes et par suite rdsoudre tout le probl~me en ne se servant que 
d'expressions rationnelles, car on est conduit seulement ~ un certain hombre 
d'6quations lin~aires et homog~nes, faciles ~ 6tablir, k coefficients constants, 

reliant ]es p inconnues v ~ , v ~ , . . . , v ~ .  

w 6. Condit ions ndcessaires  et suff isantes p o u r  qu'une fonc t ion  
e,tti~re et a lgdbr ique  soit  d iv i s ib le  p a r  u n  f acSeur  l indaire .  

Dans le chapitre pr6c6dent nous aeons ramen6 la recherche d'un 
syst6me fondamental ~ la question suivante: 
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Soient 
e I ~ e~ ~ . . .  ~ e v 

fonctibns ind~pendantes enti~res e~ alg6briques de m~me degr6 # 
qui sont toutes alg~briquement divisibles par la puissance fractionnaire 
@ d'un facteur lin6aire $~. II faut d~terminer de la fa?on la plus 
g~n~rale les constantes v x , v 2 , . . . , v ~  dans la fonction alg6brique 

(I) w = v i e  I -t- v2e~ "q- . . .  -]- v~e~ 

de sorte que w ne soit pas seulement alg~briquement divisible par 
~ mais encore par la puissance fractionnaire suivante ~ ' .  

Pour r~soudre cette question, nous adjoindrons k la fonction w que 
nous examinons, ( n -  z) autres constitutes de m~me: 

w'  = v~ e, -I- v'2e~ -t- . . .  -I- v:e~, 

I , "  11 
W" "~ V' 1' e I "31"- V, e2 -t- . . .  "-I- v ,  e, ,  

�9 �9 . , �9 , o , . . . . . . . �9 �9 , . . . . . 

W(n--') = V(n-1 )e l  .-[- v(2n--De~ .3 I- . . .  3 I- Vv(n-1) e~, 

les coefficients (v~ ~)) ~tant des constantes absolument arbitraires. Puisque 
par hypothbse les u fonctions ( e x , . . . ,  e~) sont toutes alg~briquement di- 
v isibles par ~,~'~ il en est de m~me pour les fonctions (w', w", . . . ,  w (~-~) 
pour des valeurs arbitraires des coefficients v~ *). 

Supposons maintenant qu'on ait choisi d'une fa~on quelconque les 
Coefficients v ~ , v 2 , . . . , v ~  de la fonction w k 5tudier, de mani~re que 
w soit non seulement divisible par ~ mais encore par ~ ' .  Si ma 
intenant on forme le produit de w par les ( i - - i )  premieres fonctions 

W~'~ . W ( i - D  

(3 )  = w w ' w "  . . . w 

celui-ci est ~videmment alg~briquement divisible par 

~'~1~+~ -I- (~--1)$~ 

pour des valeurs mdetermmees des coefficients de w' ,  w (~-~) puisque 
le premier facteur de w~ contient la puissance (~,+~ de $~ et chacun des 
( i -  ~) autres la puissance d, seulement. 
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Faisons maintenant la somme des n quantit6s conjugu6es a ~ ,  nous 
obtenons ainsi une fonction homog6ne des coefficients v~ ~) des fonctions 

' . .  w (i-" dont les coefficients sont des fonctions homog6nes et W ~ W ~  . 

enti6res de ($1, $2) seulement. Des formules (9 a) du chapitre pr6c6dent 
il ressort maintenant que cette somme doit dtre divisible par $~1, si la 
fonction alg6brique w--i correspondante est alg6briquement divisible par ~ .  
Ddsignons dans ce cas cette somme par 

(4) = 8 ( , v w '  . . w('-')); 

elle devra donc gtre divisible par 

~ [3k-i-n 4- ( i - -  l ) 3 k ]  
1 

au sens habituel du mot, et cela pour des valeurs inddtermindes des 
coefficients de w', w " , . . . ,  w (~-~). Mais la fraction (~k+l-1-(i--I)3k) se 
trouve toujours comprise entre les deux fractions i3k et idk+~, elle peut 
par suite selon l'dquation (z t) du chapitre prdcddent, se mettre sous la 
forme (i3k-4-a). Et9 d'apr6s le th6or6me d6montr6 ~ ce propos on a 

I(~k+l "3 I- ( i - - I ) ~ k l  = Ii(~k+ll. 

Si donc w dolt ~tre alg6briquement divisible par ~+' il faut que la 
somme, donn6e par (4), des n fonctions conjugu6es ~ ( w w ' . . .  w (~-~)) 
soit divisible dans le sens ordinaire du mot, par la puissance entidre 
~e~+lt pour des valeurs ind6termin6es des coefficients des ( i - - I ) fonc t ions  
WrY I Wlt~ , " " 9 W ( i - - 1 ) "  

Comme la condition analogue doit dtre remplie pour chacun des n 
produits 

W ~ W W ' ~  W ' W ' W " ~  . �9 , ~ W W ' W "  �9 �9 �9 W(n-1)~ 

on trouve comme conditions n6cessaires pour la divisibilit6 de w par 
$~'+' les n congruences suivantes: 

S(w) =_ o rood $~.+,r, 

(5) S ( w w ' )  = o rood 

S(ww' w "-1) =_ o rood al.~,+,l �9 * ~ ~ 1  9 
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pour des valeurs ind6termin6es des coefficients de w', w " , . . . ,  w (n-l). On 
peut montrer d'abord facilement que ce sont l~ aussi des conditions suffi- 
santes pour que w soit alg6briquement divisible par ~:~+'. Supposons en 
effet que les coefficients v~, v ~ , . . . ,  v~ soient tels que les congruences 
(5) soient satisfaites pour des valeurs ind6terminSes des coefficients de 
w', w", . . . ,  w (~-~), elle seront satisfaites ~ fortiori lorsqu'on prend tous les 
coefficients de w', , ' w" , . . ,  w('-! ) egaux aux coefficients correspondants de 
w, ou, ce qui est la m~me chose, quand on prend 

W '  ~ W 'r  ~ , . , ~ W ( n - l )  ~ W .  

S'il en est ainsi, on a 

S(ww'... w('-'))= S(w')= s,, 

oh S~ = S(w i) d6signe la somme des n quantit6s conjugu6es k w *, ou la 
somme des puissances semblables de NEWTOS de degr6 i. Si donc les 
conditions (5) sont remplies il en rdsulte imm6diatement 

(5 a) S ~ o  mod~[r 

d'o'h h, fortiori 

(5 b) S~-~o m o d ~  '~+'. 

Si doric les conditions (5) sont remplies les n premieres puissances sem- 
blables 

S,, S~, . . . ,  S. 

sont respectivement divisibles par 

~ ' ,  ~1~+',..., ~ , .  
Soient maintenant,  comme dans (7) au paragraphe pr~cSdent, 

~,U2, . . . ,  U, 

les coefficients de l'~quation ~ laquelle satisfait w, on peut montrer  facile- 
ment, que dans nos hypotheses ils sont 4galement divisibles respective- 
ment par 

d'ofi on d~duit, d'apr~s (9) du m~me chapitre, que w lui-m~me est alga- 
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briquement divisible par ~+' .  Puisque en effet S 1 et U 1 coincident sauf 
pour le signe, la proposition que nous venons d'avancer est 6vidente 
pour U I. Supposons le th6or6me vrai et d6montr6 pour U~, U : , . . . ,  U~_~, 
il r6sulte alors imm6diatement de l '6quation 

/~Uit = - - ( 8 1 U ) . _ l  + 8 2 ~ _ 2  + �9 �9 �9 + 8) . -1U1  + ~-~2) 

qui relic les sommes des puissances aux coefficients de l%quation, que 
U~ est ~galement divisible par la puissance ~+~, puisque celle-ci se trouve 
en facteur dans chaeun des produits qui figurent au second membre. 

Comme les dquations (5) conduisent aux conditions ndcessaires et 
suffisantes de divisibilit4 de w par ~ " ,  trouv~es dans ( 9 ) a u  chapitre 
pr~c4dent, nous obtenons le thdor~me remarquable  suivant:  

Lu fonction alg~brique w e s t  alg~briquement divisible par ~'~*+'~ 
dans le cas seul oh les n congruences 

S ( w w ' .  . . w o rood (,~ . . . . .  . )  

sont remplies pour des valeurs ind~termin4es des constantes qui 
figurent dans w ' , . . . ,  w (~-1). 

Si chacune des n expressions (5) dolt dtre divisible par $~'+'~ pour 
" . . .  v ( i -1)  d e  ' w " , . .  des valeurs ind~termin~es des coefficients v', v ,  , w, . ,  

w "-1), il faut 4videmment que le coefficient de chacun des produits 

~)t y t t  a~ (i--1) (hbhz,...,ht_l~l,2,...,~) 
h I h 2 " �9 �9 ' :h , - -1  

contienne cette puissance de ~1, et inversement chaque congruence (5) 
sera 6videmment satisfaite si chaeun de ees coefficients est divisible par 

t p t ~+~1. On obtient le coefficient de Vh,Vh~ . . .  Vh(~S 1) quand on prend dans 
S ( w w '  . . .  

q)~ ~ V '~ _ _  , a~ ( i - l )  
h I h~ - -  " " ~ Vhl_l ~ I 

et qu'on 4gale k zdro t o u s l e s  autres coefficients de w', . . . ,  w ~-1). Mais 
par suite de cela on a 

~ , "  W "  �9 . ---- eh,, = e~ , . , w (i-1) = e~,_, 

e t  on peut remplacer les conditions (5) pour v l , . . . ,  v~ par le syst4me 
suivant de congruences homogbnes et lindaires: 

(6) S(we~en , . . .  e~,_,) = o rood ~:~-,I v,~=l,~,/~=~'~ ...... ...,~) 



Th~orie des fonetions alg6briques d'une variable. 

qu'on peut encore 6crire comme il suit: 
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(6 a) o-~VlS(el,  eh, , . . .  , ea,_, ) .31- v~(e~, e h , ,  . . . , e / , _ l )  "+" . . . 

+ v,S(G, e~, , . . . ,  e h , _ , )  r o o d  ~ i ~ + , l .  

On peut arriver k la condition (6) d'une autre fagon plus simple pour 
lc calcul. Si on forme en effet pour des valeurs ind6termin6es des coeffi- 
cients v ~ , . . . ,  v, la somme des puissances semblables S ( w  ~) = S~ de w,  

on obtient une fonction homog6ne de degr6 i en (v~,. . . ,v~).  Si on 
prend la diff6rentielle partielle de celle-ci par rapport is un des coeffi- 
cients vh, on obtient 

- -  \ ov~,/ = S iw ~-~ 3~, 
Oh~ 

car S(w ~) cst 6gal is la somme des n fonctions conjugu6es is w ~. 
a d o n c  

~S(u~) --  iS(w~-leh,). 
OVhl 

On 

Si on prend la diff6rentielle partielle de cette 6quation par rapport is 
v,~, etc. on volt qu'on obtient finalement l'6quation 

~'-aS(w') -~ i(i  ~ I ) . .  2 I S ( w e h e h , . . .  el,,_,), 
~ V h l  ~ V h . ,  �9 �9 �9 ~Vh~_~  " " 

dont le second membre coincide, is un facteur num6rique pr6s qui est 
sans importance, avee le premier membre de la congruence (6). 

D6signons donc par St la somme des puissances semblables S(w  i) 

et par 
sT-"(v,, ...,v3 

chacune de ses d6riv6es d'ordre ( i - - I )  par rapport aux 616ments vl, 
v 2 , . . .  ,v~.  Alors on peut mettre les conditions n6cessaires et suffi- 
santes de divisibilit6 alg6brique de w par ~*+' sous la formc suivante 
plus simple 

(7) S ~ ' - I ) ( v l  , v ,  , . . . , v ~ )  ~ o mod $1[~4,1. 
Acta mathematiea. 18. Imprim~ le 18 aolit 1894. 38 
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Sous cette forme les conditions cherch6es apparaissent comme un grand 
nombre de congruences lin6aires pour les modules $~,+,1, $~2~,+,1, ..., $~,~+,1. 

En r6alit6 $~ seul entre comme module et le hombre de ces identit6s 
se r6duit consid6rablement. Comme en effet, pour des valeurs ind6ter- 
min6es de v l , . . .  , v~, w est alg6briquement divisible par $~k d'apr6s la 
supposition faite plus haut, il s'en suit que w ~ est, au sens ordinaire, al- 
g6briquement divisible par ~'~" et aussi d'apr6s l'6quation (9)du chapitre 
pr6c6dent S(w ~) = S, pa~ ~i~. 

On a done 

(7 a) s , ( v , ,  . . .  ,v~) = ~'~"~,(v,, . . .  ,~,~), 

~i(Vl,..o, Vv) dtant aussi une fonction entigre et homoggne de v~ , . . . ,  v~ 
dont les coefficients sont des fonctions enti6res et homog6nes de ($~, $~). 
Si on d6signe donc maintenant par 

~ ' - ' ) ( ~ ,  . . . ,  v~) 

toute ddrivde partielle de ~ d'ordre ( i ~  ,) d'apr6s ( i ~  ~) quelconques 
des ind6termin6es v ~ , . . . ,  v~, on obtient apr6s ( i - - x )  diff6rentiations de 
l'6quation pr6c6dente 

S(i--1), (V 1" , "" ~ • Vv) = 4151i$k[-~(i--1)/a , ~ i  \~1 ' " " "  ' Vv) ; 

on peut par suite 6crire les conditions (7) sous la nouvelle forme suivante: 

- ~ i - i ) ( v l ,  . . . ,  v,) ~ o m o d  $~ia~+,l-t;akl. 

mais d'apr6s (t I a) du chapitre pr6c6dent la diff6rence 

cst gdn6ralement nulle, et 6gale ~ l'unit6 dans l e ca s  seul oh le produit 
i3~ est lui-m~me un nombre entier, c 'est k dire oh i e s t  un multiple du 
d6nominateur de la fraction 3k. D'apr6s cela nous obtenons comme con- 
ditions n6cessaires et suffisantes de divisibilit6 de w par ~;~+' les congru- 
ences suivantes lin6aires, simples, pour le module $,, 

(8) ~ i - ' ( v ~  , v~ , . . . ,  v~) = o rood $, ,  

parmi lesquelles on ne devra maintenant prendre que les sommes de 
puissances S(w i) dont l'indice i e s t  un multiple du d6nominateur d,. 
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Les ddrivdes S ~ - ~ ) ( V l , . . .  ,v,)  sont des fonctions de ($1, $3) homo- 
g6nes dont les coefficients sont des fonctions lindaires et homog~nes de 
(v 1, v 3 , . . . ,  v~) ~ coefficients' constants. Celles-ci sont par suite divi- 
sibles par $1 dans le cas seul oh les constantes V l , . . . , v ~  sont d6- 
termin6es de fa(;on que le membre inddpendant de $1 dans ~i--1)s'annule, 
ou, ce qui revient au m~me, de fagon que ~ ' - ~ ) ( v l , . . .  , v~[$1 ,  $~) se 
r6duise g z6ro pour $1 = o, $~ ~ i. Si donc on d6signe par 

~t - -1 ) ( '? )1  :P Y'2 ' ' " " :t VV) I 0 , ' )  

la fonction homogSne et lin6aire de v l , . . .  , v, h, coefficients constants 
dans laquelle ~'-])($1 , $~) se transforme pour $1 = o, $3 = I, il r6sulte 
finalement que we s t  alg6briquement divisible non seulcment par $~ mais 
encore par $~§ dans le cas seul oh les ~ constantes satisfont aux 6qua- 
tions lin6aires et homog~nes b~ coefficients constants, savoir: 

(9) v , , . . ,   ,1o, , )  = o.  

Une autre rdduction tr6s-consid6rable de ces 6quations qu'il est 6galement 
important de connaltre, sera donn6c dans le chapitre prochain. 

Pour ta suite, nous allons formuler dans le th6or6me suivant le r6- 
sultat obtenu jusqu'~ pr6sent. 

Soient (e 1 , e 3 , . . . ,  r ~ fonctions ind6pendantes, homog6nes, al- 
g6briques ct enti6res, qui toutes sont alg6briquement divisibles par 
la puissance fractionnaire ~ d'un facteur lin6aire, la fonction 

w ~ v l e  1 "Jr" �9 �9 �9 -I" v ~  ev 

n'est alg6briquement divisible par la puissance fractionnaire $'~+' 
imm6diatement sup6rieure que dans lc cas seul oh les v constantes 
(v i , . . . , v~ )  satisfont ~ un nombre d'6quations homogSnes, lin6aires, 

coefficients constants: 

211 ----- allY1 -]- . . .  Jr" alvv~ = O, 

�9 �9 �9 �9 . �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 . �9 * , �9 

A ,  = a,l Vl + . . .  + a .v~  = o, 
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peut maintenant ~tre r6solu trds ais6ment. 
les coefficients 

~ 1 1  ~ ~ 1 2  ~ " " ' ~ (~1,~ 

a) 

K. Hensel. 

dont l'expression ddtaill6e est donn6e par (9) et dont le nombre 
soit dgal s r. 

Un tel syst6me de r 6quations lin6aires et homog6nes ~ v ineonnues 
Dans ce but formons avee 

arl ~ a t 2  ) �9 , �9 ~ ~ r ~  

= 

t ous l e s  ddterminants de degr6 le plus dlev6 (donc ici darts l'hypothgse 
r > ~ ,  de degr6 v) et cherchons si run d'eux au moins est diffdrent de 
z6ro. S'ils sont tous nuls qu'on examine tous les d6terminants de degr6 
imm6diatement inf6rieur, et qu'on continue ainsi jusqu'k ce qu'on tombe 
sur un d6terminant diff6rent de z6ro. Soient donc les dgterminants mi- 
neurs d'ordre ( u -  vl) les premiers qui ne soient pas tous nuls, on dit 
alors que le syst6me des coefficients (a~) dans (Io a) est de rang ( u -  ~1)" 
Dans ces hypothdses nous supposerons que At,  A ~ , . . . , A ~  d6signent !es 
premiers membres dee dquations (9) dans un ordre tel que le systdme 
des coefficients des ( ~ -  '1) premi6res contienne un de ces ddterminants 
diff6rents de zdro. On sait qu'alors tout le systbme (to) des r dquations 
lin6aires est absolument 6quivalent au syst6me 

(~ob) A ~ = o ,  A , = o , . . . ,  A,_~,=o,  

de ses (~ ~ ~1) premi6res 6quations qui peuvent par suite le remplacer. 
Car on peut exprimer le second membre Ap de toutes les autres 6quations 
en fonction lin6aire et homogdne de A~, A ~ , . . . ,  A~_~,, sous la forme 

�9 "~, (P) . ~  

doric routes les expressions telles que Ap s'annuleront d6s que v~,v~, . . . ,  
v~ auront 6t6 choisis de facon ~, annulet simultan6ment A ~ , . . . ,  A~_,. 

Consid6rons maintenant le syst6me d'dquations (Io b), nous pouvons 
et voulons dds le d6but d6signer par % , . . . , v ,  les inconnues ordonn6es 
de mani6re que le d6terminant d'ordre (~ ~ ~) diff6rent de z6ro que 
contient par hypoth&e le syst6me des coefficients 
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l 
g t l  " " "  a i r  

soit le ddterminunt form6 des ( v - - v ~ )  derni~res colonnes verticales du 
syst6me, c'est ~ dire celui qui est form6 des coefficients de 

rut-l-1 ) q)vx+2 ) * �9 �9 ~ Vu" 

D~s lors on peut, comme on salt, r6soudre entiSrement ces (v--v~) 6qua- 
tions de telle fa~on que les (v ~ v~) derniSres inconnues soient exprim6es 
en fonction lin6aire et homog~ne des v 1 premieres (vx , . . . ,v~) .  On 
obtient alors des expressions de la forme 

oh les coefficients a~k sont des constantes, et ces 6quations donnent pour 
des valeurs arbitraires de v t , . . .  ,v.., la solution la plus g6n6rale des 
6quations (io). 

Si maintenant on remplace duns la fonetion w que nous 6tudions 
les constantes (%+1, . - - ,  v~) par leur valeur en (v l ,  . . .  , v~,) d'aprSs 
(i i), on obtient pour w une fonction de (Vl,  . . . ,  %,) lin~aire et ho- 
mogSne dont les coefficients sont des fonctions de ( e ~ , . . . ,  e~)lin6aires 
et homogSnes h coefficients constants. D6signons-les maintenant par 
(e;,  e ' 2 , . . . ,  e;,), on obtient alors par la substitution (I i) w sous la forme 

(12) w -----vie , + v 2 e  2 + . . .  +v ,e~- - - -  vle'l + v ~ e ~  + . . .  + v ~ e ' ,  

et notre th6dr~me apprend muintenant que west  ulg6briquement divisible 
par $~+' duns le cad seul oh duns la deuxi~me expression de w v ~ , . . . ,  
v,, sont pris arbitrairement, c'est k dire dans le cas seul off w est une 
fonction des v 1 nouveaux 616ments 

e; ,  e; ,  . . . ,  e;,  

lin6aire, homog~ne ~ coefficients constants arbitraires. Nous en tirons, 
comme cons6quence imm6diate, que ces nouveaux 616ments sont eux- 
mdmes alg6briquement divisibles par ~'+'. On reconnalt alors facilement 
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qu'ils sont dgalement inddpendants tout eomme ( e x , . . . ,  e~) auparavant. 
En effet s'il existe entre eux une 6quation 

~,e~ + . . .  + ~ ,e" ---- o,  

et si on remplace dans ( I i )  v ~ , . . . , v ~ ,  respeetivement par ~ , . . . , % ,  

d'ofl on pourra d~duire pour v~,+[ , . . . ,v ,  les valeurs % + ~ , . . . ,  a~, on 
obtiendrait alors d'aprSs l'identit~ (I2) l'~quation suivante 

ale'1 q-  . . .  "-t- a~,e~, "= %e 1 "1- . . .  "-b a~e~- -  o 

dquation dans laquelle au moins let ~1 premiers coefficients % , . . . ,  a~, 

ne s'annulent pas simultan~ment et qui ne peut exister ~ cause de l'ind5- 
pendance de ( e l , . . .  , e~). 

On obtient done enfin le th~orSme: 

Soient 

fonctions 
toutes alg~briquement 
tenues sous la forme 

el , e2, . . . ,  e~, 

ind~pendantes, alg~briques et enti~res de m~me degr~, 
divisibles par ~*. Toutcs les fonctions con- 

w -~ vxe ~ "4- v~e, + . . .  A- v~e~, 

qui contiennent aussi la puissance ~ '  immddiatement sup~rieure e~ 
celles-l~ seulement peuvent dtre raises sous l a  forme 

w' ----- vl el + . , .  + g e" 

v;, . . . ,  v" ddsignant des constantes arbitraires. Ici e;, e~, . . . ,  e~ sont 
~x fonctions ind~pendantes du faisceau v~e~ ~ . . .  Jr v~e~ dont les coeffi- 
cients (v~, v~, . . . ,  v~) sont d4terminds complStement par la rdsolution 
complSte des 5quations lindaires et homog6nes (9). Si le rang de 
ces ~quations lin6aires est 6gal ~ ~ -  ~t le hombre de ces fonctions 
ind6pendantes e' est pr~cisement 6gal ~r ~. 

A l ' a ide  de ce th~orSme on peut maintenant arriver facilement 
former un systSme fondamental, comme on va l'exposer dans le paragraphe 
suivant. 
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w 7. Dd termtna t ion  d u  syst~me fondamen ta l .  

Nous allons employer maintenant les r6sultats acquis au chapitre 
pr6c6dent pour passer d'un syst6me arbitraire 

( I )  ~ ,  ~ ,  . . .  , ~ ,  

de n fonctions ind6pendantes, enti6res et alg6briques, ~ un syst6me fon- 
damental. Nous ferons cependant tout d'abord rhypoth6se suivante sur 
le syst6me choisi, que 

( I  a )  7 1  = I 

est son premier 616ment; cette hypoth6se se trouve remplie par exemple 
dans le premier syst6me qui st pr6sente ~ savoir: 

(I b) I , ~ , ~ , . . . , ~ . - 1 .  

Puis d6s le d4but nous supposerons que le produit de deux quelconques 
des 616ments ~ , . . . ,  ~ peut dtre exprim5 en fonction lin6aire et homo- 
gSne de ces 616ments ~ l'aide de coefficients entiers. Nous admcttons donc 
que dans chacune des 6quations 

�9 " -(i,k) 

les n coefficients a(h i,~) sont non seulement des fonctions homog6nes et frac- 
tionnaires de @1, x2) comme c'est toujours le cas, mais encore des fonc- 
tions enti~res de ces mdmes variables. Si ce n'6tait pas 1~ le cas, on 
pourrait  en effet remplacer facilement le syst6me (I) par un autre dont 
le degrd total serait moindre et qui poss6derait la propri6td requise. Car 
chacun des produits ~ir]~ est, de mdme que chacun de  ses facteurs, alg6- 
briquement entier; et quand une pareille fonction enti6re repr6sentde par 
le syst6me (I) contient un d6nominateur, oil peut, par un proc6d6 in- 
diqu6 et expos6 au w 3, remplacer ce syst6me par un autre dont le degr6 
total est inf6rieur. Si ce dernier syst6me ne poss6de pas lui-mdme cette 
propri6t6 on peut, en op6rant toujours de mdme, continuer ~ rdduire le 
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degr6 du syst6me, et ne ecsser que lorsqu'on aura obtenu finalement un 
syst6me ayant la propridt6 requise; par ce proc6d6 on dolt n6cessairement 
arriver k un tel systb, me, parce que le degr6 total de ces syst6mes ne 
peut pas devenir moindre que z6ro. 

On reconnalt ais6ment que le syst6me particulier (~ b) satisfait aussi 
k cette seconde condition, car chacun des pr9duits r/~ ~ -  ~7 ~+e ou bicn se 
prdsente lui-mdme parmi les 616ments du syst6me, ou bien peut 6tre ex- 
prim6 k l 'aide de l%quation du n ~ degrd en r] comme fonction enti6re 
de 7) de degr6 moindre que n e t  k coefficients entiers. 

Soient maintenant: 

w = ul~ ~ + . . .  + u,~,,  

W t ! I ----- u l ~  + . . .  "-F u .~ . ,  

deux fonctions du genre G(Xl, x~, 7]) dont les coefficients u~ e t u ;  sont 
des fonetions entifires de (x~, x~) et exprimons le produit 

ww'  =- ,YZ, u~ u'~ ~7~ rtk 

lin~airement par ( ~ , . . . ,  ~2,) sous la forme 

w w ' =  + . . .  + 

il r5sulte de la propri~t~ attribu5e au syst4me (TA,..., 7],,) que les coeffi- 
cients ~ , . . . ,  U, eux aussi sont des fonctions enti~res et homog~nes de 
(xl, x~). En particulier supposons qu'une fonetion enti~re w soit expri- 
mable au moyen du syst~me (7/1, . . . ,  7A) et k l'aide de coefficients entiers, 
il en sera aussi de mdme pour toutes les puissances w, w 2, . . .  et comme 
w ~ = z e s t  aussi exprimable par le m~me systbme on peut en dire autant 
des puissances 

I ~ W ~  W~7 . . .  ~ W n ,  . . . .  

Par cette rdduction p r~alable du systSme qu'on a pris pour base on 
diminue considdrablement, comme nous le montrerons de suite, le nombre 
des ~quations b0 r~soudre. 

Supposons maintenant qu'on ait commenc~ par ranger les ~lSments 
du systSme (i) par ordre de grandeur de leurs exposants, de fagon que 
le degr5 /t du dernier ~7, soit le plus grand de tous les degr~s. 
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Nous allons maintenant rechercher k quelles conditions un facteur 
lin6aire ~1 doit satisfaire, pour qu'une fonction alg6brique 

u1~1  + �9 �9 �9 + u . 7 / .  

puisse 6tre alg6briquement divisible par $1 sans que $1 aoit contenu comme 
facteur dans tous lea coefficients u l , . . .  , u.. 

On va voir qu'il existe un nombre tout k fait limit6 de facteurs 
lin6aires parfaitement d6termin6s qui peuvent aatisfaire k cette condition. 

Soit en effet $~ un tel facteur lin6aire et $~ un autre quelconque, 
diff6rent de celui-ci, introduisons k la place des 616ments de degr6 diff6rent 

% , ~72, �9 "" , ~2.-1 , ~ .  

des 616ments de m6me degr6, 

qui, comme pr6c6demment, seront respectivement repr6sent6s par 

( 2 )  e l  , e2 ) . .  �9 , en_l , e . .  

Nous trouvons qu'il existe une quantit6 u172~ + . . .  + u.7]. divisible par 
~1 dana le cas seul o.h on peut d6terminer n constantes,  non toutes nulles, 
v l , v ~ , . . . ,  v . ,  de fa~on que la fonction alg6brique et enti6re 

w --- v i e  ~ + v2e ~ + . . .  + v . e .  

soit 6galement alg6briquement divisible par $1" 
Si w dolt 8tre divisible par ~:~ cette fonction devra ~ fortiori con- 

tenir la puissance fractionnaire de $1 la plus basse, k savoir la puissance 

1 

Grace aux considdrations g6n6rales expos6es dans le chapitre pr6c6dent on 
peut maintenant donner sans plus de recherches les conditions n6cessaires 
et suffisantes de divisibilit6 de w par ~' .  

Prenons en effet dans les conditions (5) du chapitre 6 le cas particulier 
.Aeta mathematieat. 18, Imprim$ le 12 septembre 1894. 39 
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i 
oh 3, ---- 30 = o, et par consequent 3k+l = ~ ~ n '  et remarquons que dans 

ce cas les n exposants de $~ ont les valeurs 

I'l I:l 
On obtient le th~or4me suivant: 

La fonction algdbrique w----v~e ~ + . .  + v .e ,  �9 alg~briquement 
1 

divisible par ~: dans le cas seul oh les constantes v ~ , . . . ,  v, sont d~- 
termin~es de fa~on que les n conditions 

(3) 

S(w) - o  

s (~ ' )  - o  

S ( ~ ' . . .  ~"- ' ) -  o 

mod $1 

soient toutes remplies, en supposant bien entendu que les coefficients 
v ~ ~  v~ ) des ( n - - I )  fonetions 

w ( ' ) - - -  vi%~ + . . .  + v(.')e. 

aient (~t5 choisis tout k fair arbitrairement. 
Si maintenant on a choisi le syst6me qui serf de base de filgon k 

ce qu'il poss~de la propri~.t6 dont nous avons parl6 au d6but de ce cha- 
pitt�9 les conditions (3) se r6duisent consid6rablement. On peut alors en 
effet ~noncer le th~or6me important: 

La fonction algdbrique w = vie ~ + . . .  -{- v.en est alg(ibrique- 
1 

7, merit divisible par $~ dans le cas seul off les constantes v ~ , . . . ,  vn 
ont 5t6 ddtermin(~es de fa~on que la seule condition 

(3 a) S(ww') ~ o mod ~, 

�9 v �9 v I I I soit remplie pour des valeurs mdetermmees des coefficients v~, v~, .,., v . .  

La condition (3 a) cst ~videmment n~cessaire pour que w soit divisible 
1 

par ~=" puisqu'elle fait partie des conditions n~cessaires trouv~es dans 
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(3). Suppoaons-la remplie maintenant,  on d~montre alors ais~ment que 
1 

@[est aussi alg~briquement entier. Supposons en effet que les constantes 
v l ,  . . . .  , v, aient ~td d~termin~es d'une fa?on quelconque de mani~re que 
la fonction homog~ne de ( ~ ,  $~) S(ww') soit divisible par $1 pour des 
valeurs ind~termin~es de (v'~, . . . ,  v:,), cette fonction conserve alors cette 
propri~t5 quand on y suppose ~= = ~ et inversement de la divisibilite 
de cette fonction pour  ~2 = z il r~sulte qu'clle contient aussi le facteur 
lin~aire @1 pour une valeur arbitraire de ~ ,  puisque dans ce cas le terme 
constant, c'est ~ dire ind~pendant de $1, disparait. Mais si on pose $~-~ 
dans S(ww') le syst~me (e~, e ~ , . . . ,  e.) se transforme en (r]l , z]~, ...,~2,,), 
et la condition (5 a) est ~videmment remplie dans le cas seul oh 

S(w~') ----- o mod $1 

quand on prend ~ = I et quand on a 

w = v ~ ,  -F . . .  q- v,V,; w' = v'~7/~ q- . . .  q- v:7/,. 

Si cette condition est remplic et si on pose successivement 

�9 �9 �9 W n - ]  W t ~ I ~ W~, W29  

elle reste toujours v~rifi~e, puisque, d'apr~s le th~or~me pr~c4dent, ces n 
puissances peuvent se mettre sous la forme (v~]l-{-. . . - t-v 'r] , , )  avec des 
coefficients fonctions de (~2, ~) entidres et homog~nes, ou, pour $2 = i ,  
fonctions enti~res de $1" Mais si on prend pour w' successivement u~e 
de ces n puissances de w on obtient les n congruences 

= S ( w )  - o  | 

/ s ,  = s ( w ' )  - o 
rood $1 

�9 ~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

S .  = S(w") - o 

en Posant $2 = I dans ces expressions. 
Maintenant  w ~tant alg~briquement entier et par suite les S(w') 

fonctions de ($1, $~) enti~res et homog~nes, il s'en suit qu'elles sont dSs 
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lore divisibles par le facteur lin6aire $1, m4me lorsqu'on ne prend pas 
$~ dgal ~ l'unit6. 

Si on compare ces conditions avec celles trouv6es au chapitre 6 

dans (5 a) en y supposant 3~+: : 3: ~ i at si on remarque que dans ce 

cas chacun des exposants l i3j[ deviant 6gal ~ l'unit6, on reconnait que 
ces conditions 6tant remplies, wes t  effectivement alg6briquement divisible 

par G'. Ce qui d6montre le th6or6me. 
On peut maintenant montrer facilement qu'en g6n6ral on ne peut 

satisfaire k la condition 

(5) S(ww'} ~ o (mod $:) 
1 

m 

n6ceeeaire et suffisante pour ]~ divisibilit6 de ~; par $i' qu'en prenant les 
n coefficients v l , . . .  , v. de w tous 6gaux ~ z6ro, et qu'on dolt choisir 
le facteur lin6aire $1 d'une faqon tout ~ fait d6termin6e si on vaut satis- 
faire ~ cette condition par une valeur de ~:~ qui ne soit pas identique- 
ment nulle. Si on remarque en effet, que la fonction S(ww') n'est di- 
visible par ~1 que dans le cas saul oh elle s'annule lorsqu'on pose 

on peut 6crire, d'apr~s une notation facile k saisir, la condition (5) comme 
il suit 

(5 a) s( w'lo, x) = o. 

Si on prend $~ = i lee n quantit6s (e~, e ~ , . . . ,  e.) coincident alors 
respectivement avee (~1, r h , . . . ,  r].) et cette 6quation (5 a) se transforme 
en la euivante: 

(5 b) s((vxr + . . .  + + . . .  + v;r Io ,  , )  = o. 

Comme enfin cette 6quation doit subsister pour des valeurs ind6termindes 
de (v ' l , . . . , v ' )  il faut qua chacun des coefficients de ces n ind6termindes 
s'annule s6parement, l'6quation (5 b) remplace done les n 6quations li- 
n6aires et homog6nes en ( v l , . . .  , v.) 
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ou en d6veloppant 

(5 c) vls(~,~,) + v2s(~,~) + . . .  + v . s (~n~ , )  = o 

quand on y a remplac6 partout 51 par z6ro et 52 par l'unit6. Repr6- 
sentons donc en g6n6ral les coefficients S(7/,7/k), qui sont dvidemment 
des fonctions de 51,52 homog6nes et enti6res, par a,k(5~, 5..), c'cst ~ dire 
posons 

(6) S(7/,~/J ~- a , , (r  r 

et pour abr6ger 

(6a) a, ,(o,  I) = a,,; 

chacune des ~quations (5 a ) p e u t  s'dcrire sous la forme suivante 

(7) a,,vl  + a~,v, - k . . .  n t" a . i v .  --~ o 

lee n 2 coefficients (a~) ~tant des constantes finies. Un pareil syst~me de n 
dquations lin~aires et homogdnes peut, comme on le sait, ~tre satisfait 
par un syst~me de valeurs non toutes nulles ( v l , . . . ,  v.) dans le cas 
seul off son ddterminan~ 

1 a,.I = I a, . (o,  :t) I 

est nul, c'est ~ dire dans le cas oh 51 est un diviseur du d~terminant 

(8) 1a,.(51,5 )1 = I s ( ~ ,~ , ) l .  

On peut montrer  d'abord facilement que ce d6terminant (8) n'est pas 
identiquement nul, que par cons6quent le syst6me d'6quations (5 c) ne 
poss6de pas une solution pour tout facteur lin6aire ~.  Car si tel 6tait 
le cas, si le d6terminant (8) du syst6me d'6quations (5 c) s'annulait iden- 
tiquement on pourrait trouver n fonctions ( v l , v 2 , . . .  ,v.) de (x~, %) 
enti6res, homog~nes, et non toutes nuUes, telles que ces 6quations (5 c) 

(9) .~v, sCTq,:q, ) ~- o, (,=,,, ...... ) 
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soient satisfaites pour toute valeur de @1, x~). Si, maintenant,  on choisit 
v l , . . . ,  v, de mani6re A satisfaire A cette condition, et si on pose 

(9 a) w = v,~, + . . .  + v ~  

ces dquations se transforment en les suivanfes: 

(9 b) S ( ~ )  = o, (~o , , ,  ..... ,,~ 

et si on les multiplie respeetivement par les n ind6termin6es v ~ , . . . ,  v~ 
et si on en fair la somme, on trouve que la quantit6 alg6brique et en- 
ti6re w, non identiquement nulle, trouv~e dans (9 a) devrait poss6der la 
propri6t6 suivante: 

s ( ~ ' )  = o, 

w' -~  v~/[ + . . .  + v'.7/~ 6rant choisis t o u t  ~ fait arbi- 
trairement. Si maintenant  on prend pour w' dans cette 6quation successive- 
ment les valeurs 

I ~ W ~ W 2 ~  �9 �9 �9 ~ ~.4~ n ~ l  

il r6sulte d'apr6s (Io) que les n premi6res sommes des puissances semblables 
de w 

s (w) ,  8(w') ,  . . . ,  S(w.) 

doivent elles aussi 6galement toutes s 'annuler. Soit 

w" + u~w "-~ + . . .  "4" u. = o 

l '6quation de degr6 n ~, laquelle satisfait cette quantit6 w, il r6sulte des 
relations d6jK trouv6es pr6c6demment 

que ces n coefficients u ~ , . . . ,  u~ doivent aussi s 'annuler, c'est ~ dire que 
l '6quation de degr6 n e n  w se r6duit 

w ~ ~ o ,  done w - - o ,  

ce qui est impossible  si 7 / t , . . . ,  ~/~ sont lin6airement ind6pendants, puisque 
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dans w ------ v1~]1 + . . .  + vj]~ tous les coefficients ne sont pas simultan6- 
ment  nuls. 

Le d6terminant 

( i I )  ~(~ , ,  ~ , , . . . ,  ~.) = I s(~,~,)l,  

qui dans la suite portera le nora de diseriminant du syst6me (y]~, Y/2,..-, r;~), 
est par suite, dans le eas oh ( Y h , . " ,  7/~) est un systSme ind6pendant, 
une fonction de (Xl, x~) non nulle qui, comme on le d6montre facilcment, 
est homog~ne par  rapport  h ces quantit6s. Si on remplace en effet dans 
(r/,, . . . ,  7/~), (x~, x~, 7/) respectivement par ( tx l ,  tx~, t'~T), en g6n6ral 7, 
se transforme en tz'r/~, ~ ,  p~, . . . ,  p~) 6tant les degr6s respectifs des fonc- 
tions homog6nes ( r h , . . .  , r]~). C e t t e  mdme substitution transforme 

d ' o h  i1 r6sulte que 

S(7],7],) en t"'+v*S(~,T,), 

Is(~,~,)l ~evient It"+"S(~,~,)l. 

Mais ee d6terminant transform6 est 6gal 

t~o,,+,,,§ i s(,l,,~,) l 

puisque, en g6n6ral, on peut falre sortlr t ~" de la i ~me ligne et t "  de la k t~e 
colonne. On obtlent done le th6or6me suivant, d'une grande importance 
pour ce qul va suivre: 

Soit (~]t, 7]~, . . . ,  ~,) un syst6me de n fonctions ind6pendantes, 
enti6res et homog6nes, leur diseriminant 

~(~, ,  ~ , , . . . ,  ~,) --  I s(~,~,) I 

est une fonction de (x~, x~) enti6re, homog~ne, non nulle dont le 
degr6 2_h r e s t  double de celui du syst6me (7/1, . . .  , ~) .  

Si maintenant vie ~ + . . .  + v,e~ devait  6tre seulement alg6brique- 
1 

ment divisible par $~ sans que toutes Ies constantes disparaissent, $1 
serait n6cessairement un diviseur du discriminant / ) ( T A , . . .  7]~). En se 
servant des consid6rations expos6es au commencement de ce chapitre on 
peut maintenant  6noncer ce r6sultat dans le th6or6me suivant: 
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Une fonction enti6re et homog~ne 

w = utv  ~ + . . .  "t- u . ~ .  

peut gtre alg6briquement divisible par une puissance enti6re ou frac- 
tionnaire du facteur lin6aire St dans le cas seul oh $~ est un di- 
viseur de son discriminant D ( ~ x , . . .  , ~.). 

Soit maintenant ~ un des facteurs lin6aires du discriminant de 
( ~ , . . . ,  72.), dont le nombre est 6gal au double du degr6 de ce syst6me. 

Dans ce cas des valeurs non nulles de Vl, v ~ , . . . , v ,  peuvent satis- 
faire k l'6quation lin6aire (5 a), ou, ce qu i  revient au mgme, aux n 6qua- 
tions (7) qui sont les conditions n6cessaires et sufl]santes de la divisi- 
bilit~ de 

( I  I a )  $o ~ ~)lel  Jr-  . . .  ~t. ,One" 

1 

par ~ .  Si le rang du syst6me de coefficients de ces n dquations lindaires 

~ a i k  V t ~ 0 

est ~gal k ( n - - n , ) ,  on obtient par leur r6solution compl6te exaetement 
n~ fonctions dil faisceau ( i i a )  

) I I I 
I 2  e I ~ e 2 ~ . . ,  ~ e n t  ~ 

ind6pendantes, enti6res et alg~briques, qui toutes sont elles-mgmes alg& 
1 

briquement divisibles par ~:~; et le thdor~me trouv~ k la fin du chapitre 
pr6c~dent nous apprend alors que toutes les fonctions du faisceau (i i a) 

1 

divisibles par ~ et celles-lk seules se trouvent comprises dans la formule 

vlet -4- .. + "o.,., 

�9 * * P �9 e ( J t '  v~, ,v., desl~nant encore des constantes arbitraires. Si maintenant 
w doit ~tre alg~briquement divisible par ~:t, il doit ir fortiori contenir 

1 

~:~ et doit par consdquent avoir la forme w' cxprimde par (t2 a). I1 reste 
done a examiner maintenant comment on doit ddterminer darts w' les 
constantes (v'~,v'~,...,v'.,) de la facon la plus g6n6rale de mani6re que 
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1 

w' ne soit pas seulement alg6briquement divisible par r ~ '  mais le 

soit encore par $~P = ~1. 

Si tel devait  ~tre le cas, w' dolt ~ fortiori contenir la puissance de $1 
1 

fraetionnMre imm6diatement  sup6rieure ~ 3t, ,~ savoir r ~ $, , nous uvons 
" . . v : , ,  de maintenant k examiner de quelle mani~re les coefficients v , ,  . , 

w' sont ~ d6terminer dans ,(I 2 a) pour que w' soit a lg6briquement divisible 
1 1 

non seulement par ;~" mais encore par ~1~-~. 
D'aprSs (8) du 6 ~ chapitre on ne devru eonsid6rer d~ns ce e a s q u e  

les d6riv6es des sommes des puissances semblables S ( w  ~) dont ! 'exposant 

, i Ici donc c'est la derniSre i est un diviseur du d6nominateur de o~ -= ~. 

somme des puissances semblables seule S(w") qui intervient. Mais comme 
1 
-- ! 

w' est divisible par $~ pour des v~ ind6terminSs, S ( w  TM) contient $~ lui- 

mdme en faeteur. Si donc on pose, comme dans (7 a) du 6 ~ chapitre 

s( "9 = - ' . . .  

et si on d6signe de nouveau routes les d6riv6es d'ordre ( n - - I )  de cette 
s n ( V l , . . . , v : )  par rapport k ses ind6- fonction enti4re et homog~ne ~ ' 

termin6es par 
n V '  . . . ,  . ,),  

1 

on volt que la fonction w' est Mgdbriquement divisible par ~ - ~  dans le 
' . . .  J' satisfont aux congruences lin~aircs cas seul off ses coefficients v~, , ~ ,  

et homog~nes 

(I 3) "~(n--i'['a".,, ~ , , .  . .  , v ' )  - -  o (mod Sx), 

ou, ce qui revient au m~me, aux 6quations lin6aires 

(I3 a) -8(~-1)(v'  . . .  v '  = , ,  , 1 ,  , , , I o ,  , )  o .  

Si ce syst~me d'6quutions (13 a) est de rang (n~ - - n 2 )  on obtient par  sa 

r6solution complSte n 2 fonctions e ind6pendantes 

I t  �9 . �9 e l l  (I4) el , , ,.: 

du faisceau w' qui sont toutes divisibles par ~'~~ et on d6,nontre que toutes 
Aela mathematica. 18. Imprim~ le 13 septembre 189~. 4 0  
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les fonetions du s w' et par suite aussi du faisceau w qui contien- 
nent l~ m~me puissance fractionnaire de ;~, et elles seules, sont comprises 
dans l'expression 

( 4a) " " V ' e "  w"-~v~e~ ~ . . . ~  .~ .... 

Si on passe de la mgme fagon de 3~ k 3~ et ainsi de suite jusqu'k o~ = 
on arrive finalement au th6or6me suivant: 

Toutes les fonctions du faisceau 

qui sont alg~briquement divisibles par un faeteur lin6aire ~:~, et 
eelles-lk seulement, sont exprimables en fonetion lin~aire et homog~ne 
de v d'entre elles ind~pendantes 

avec des coefficients constants, et par suite elles sont comprises dans 
la forme g6nSrale 

Les v fonctions (el, . ' . ,  e~) s'obtiennent par la r~solution compl6te 
d'un certain nombre d'bquations lin~aires et homogSnes, h coefficients 
constants, qui peuvent 5tre dSduites facilement des d~rivSes des sommes 
des puissances semblables de w. 

Posons maintenant pour les v fonctions ind~pendantes e~ti~res et algS- 
ei 

briques ~ ~ -~ - ~i; (,=~,2 ...... 

g'l 

celles-ci sont routes des fonctions du genre G(~a, x 2 , ~7) indSpendantes et 
enti~res qui exprimSes par le systSme (el, e ~ , . . . ,  e,,) ou, ce qui revient 
au m~me, par le syst6me (7 h , ~7~, " - ,  7],,) apparaissent sous forme de 
fractions ayant $~ en d6nominateur. Par la m6thode indiqu~e k la fin 
du troisiSme chapitre on peut d~duire d'abord de ~ et (7]~, . . . ,  7/,,) un 
nouve'tu systSme d'un degr~ infbrieur d'une unit6 qui peut exprimer 
aussi ~ sans d~nominateur. De ce dernier syst+me et de ~ dScouler;~ 
un nouveau, qui repr~sentera 'tussi eette fonetion sous forme entiSre. Si 
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on continue ~jnsi de suite on finit par trouver un systSme qui peut ex- 
primer sans aucun d~nominateur toutes les ~ fonctions ind~pendantes 
(~1, " ' ,  ~)" Le deg% total de ce syst~me sera au moins inf&ieur d'une 
unitd k celui de (711, . . . ,  ~n). Mais comme les v fonctions ( ~ ,  . . . ,  ~) 
dont on se sert pour introduire le nouveau systSme sont ind6pendantes, 
on reconnait tr6s facilement, ce qu'on peut l~marquer ici en passant, que 
le deg% du dernier sera exactement infe~rieur de ~ unit6s g celui du 
premier. Si on examine ce nouveau syst~me tout comme on l'a fait 
pour le syst6me primitif, et si on continue ainsi, on arrive fina]ement k 
un syst~me dont le degr6 ne peut plus ~tre abaiss6, on obtient done un 
syst6me fondamental. Nous venons ainsi d'indiquer un moyen gdn&al,  
pratique et rationnel, qui permet, en partant d'un syst&ne arbitraire de 
fonetions ind6pendantes (7 A , 7A, . . . ,  ~.,) d'arriver toujours ~ un syst6me 
fondamental par la r&olution seule d%quations lin6aires. 

Nous avons caract6ris6 un syst~me fondamental 

comme un syst6me de n fonctions ind6pendantes, enti6res e t  alg6briques, 
dont le deg% est aussi petit que possible. Si maintenant on forme le 
discriminant 

. . .  , r  = I 

en remarquant qu'il est une fonction de (x~, x~) enti~re et homog6ne, de 
deg% ~gal au double de celui du syst~me fondamental, on reconnait que 
le syst6me fondamental peut dtre aussi eomplbtement caract&is5 comme 
un syst6me de n fonctions enti~res et ind6pendantes dont le discriminant 
est de degr6 aussi petit que possible. En r6alit6 on peut donner k ce 
th6o%me une forme qui fait ressortir un rapport beaucoup plus 6troit 
entre le diseriminant D(~I, . . . ,  ~,) et tous les  autres D(711, . . .  , 72,,) du 

genre G(Xl , x2, ~). 
Soit en effet (721,... , ~2,,) un syst&ne de n formes arbitraires, entiSres 

et algSbriques, qui peuvent aussi n'~trc pas inddpendantcs ]es unes des 
autres, si on remarque que chacun de ses ~l~ments peut 5trc rep%sent5 
linSairement par le syst~me fondamental g l'aide de coefficients entiers, on 

obtient n ~quations de la forme 
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les coefficients (a~) dtant des fonctions enlidres et homog6nes de (x~, x2). 
Le d6terminant I a,~l de la substitution est une fonction enti@e et ho- 
mog6ne de (x~, x~) qui s'annule 6videmment dans le cas seul oh le sys- 
tbme (~/~, ~ / : , . . . ,  ~/,,) n'es~ pas ind6pendant; car, c'est alors seulement 
qu'on peut ddterminer n fonetions de (x~, %) non routes nulles A~,.. . ,  A~ 
de maniSre que 

A ~  + ...  + A~], = o. 

I1 s'en suit 

ou en faisant la somme des termes conjugu6es 

ct en passant aux ddterminants on obtient, en inerrant deux lois k profit 
le thdor6me relatif s la multiplication de deux d6terminants, l'dquation 
finale 

D(V , . . . ,  = I . . . ,  

D'oh le th6or6me fondamental suivant: 

Le discriminant du syst6me fondamental est un diviseur com- 
mun de tous les  discriminants de n fonctions quelconques du genre 
G(xl, x~, 7); et, comme (r . . . ,  ~) lul-mgme es t  un pareil syst6me, 
ce discriminant est le plus grand commun diviseur de tous ces 
syst6mes. 

De l'6quation (i 5) on peut encore d6duire que D ( ~ , . . . ,  ~7~) s'annule 
dans le cas seul oh les n fonctions (~ , , . . . ,  ~,) ne sont pas ind6pendantes. 
On obtient done le th6orbme d6j~ dgmontr6: 

Un syst6me (~7l, ~ , . . . ,  :7,,) est ind6pendant dans le cas seul 
oh son discriminant est diffdrent de Zgro. 

Le syst6me (~7~,'-., 7]~) est un syst6me fondamental quand Ie d6- 
terminant l ai~l de la substitution est une constante non nulle, car, dans 
ce cas seul, le syst6me fondamental lui-mdme peut ~tre exprimd enti6re- 
ment par (7 /1 , . . . ,  ~). Puisque dans ce eas seul, eomme on l'a ' "  .deja vu 
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plus haut, les discriminants des deux syst~mes coincident cux aussi, 
une constante pros, on obtient le th6or6me: 

Soit ( ~ , . . . ,  ~.) un syst$me fondamental et (Y]I , . . . ,  7],) un 
autre syst6me de fonctions entiSres, ce dernier scra dgalcment un 
syst6me fondamental dans le cas seul oh son discriminant coincide, 

un facteur constant pr6s, avec D ( ~ , . . . ,  4). 


