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In t~ 'oduct ion .  

Dans un m6moire remarquable publi6 dans le tome 2 des Ac ta  
m a t h e ' m a t i e a  M. PoI~cAml a d6montr6 le th6or~me suivant: 

Si une fonction analytique de deux variables complexes n'admet ~ distance 
finie que des singularitds non essentielles elle est le quotient de deux fonctions 
enti~res. 

Le m6moire de M. POINCA]~k est le seul travail publi6 sur cette im- 
portante question. Je me suis propos6 d'6tablir pour les fonctions de n 
variables complexes un th6or5me plus g6n6ral que celui de M. POINCAR~, 
en employant k cet effet un proc6d6 de d6monstration qui m'est personnel. 

Je me suis efforc6 dans cette 6tude d'6tablir la plus grande analogie 
possible avec la th6orie connue des fonctions d'une seule variable complexe. 

M. MITT.~G-L~FFLER a, duns un th6orbme devenu classique, ddmontr6 
l'existence et donn6 l'expression analytique d'une fonction d'une variable 
complexe n'admettant pour points singuliers que des points donn6s 
l'uvance et formant un ensemble d6nombrable dont le seul point limite 
est le point oo et telle qu'en chacun de ses points singuliers elle se 
comporte comme une fonction donn6e. Deux th6or~mes importants dus 

M. W~.IEaSTaASS peuvent ~tre consid6r6s comme des cons6quences suc- 
cessives du th6orSme de M. M!TTAG-LEFFLE~; le premier est reIatif ~, 
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l'existence d'une fonction enti~re admettant pour zdros des points donnds 
k l'avance; le second relatif k rexpression sous forme d'un quotient de 
deux fonctions entigres d'une fonction d'une variable qui n'admet comme 
points singuliers que des p61es. Ces trois thdo%mes forment un ensemble 
de trois propositions intimement reli6es entre elles. Je crois dtre arriv6 
k donner pour les fonctions de n variables complexes un groupe de trois 
propositions correspondant aux trois prgc6dentes, et reliSes entre elles 
d'une fa~on analogue. Toutefois, en ce qui concerne la deuxi~me de 
ces propositions, unc difference importante s'impose entre le cas d'une 
variable et le cas de plusieurs variables; elle est due k ce fait qu'une 
fonction r6guli~re d'une seule variable n'admet pour z6ros que des points 
isolgs, tandis que les zdros d'une fonction de plusieurs variables complexes 
ne sont jamais des points isol6s; le probl5me ne se pr6sente donc plus 
de la mdme fa~on duns les deux cas; les 6nonc6s des th6o%mes VI et 
IX indiqueront comment on peut poser le probl~me duns le cas de n 
variables complexes. 

Parmi les travaux se rattachant aux questions que j 'ai traitdes je 
signalerai, outre le m6moire prdcit6 de M. POINCAR]~, deux extensions 
aux fonctions de n variables complexes du thdo%me de M. MITTAG- 
LEFFLER donndes par M. APPELL I e t  par M. DAUTHEVILLE. 2 

Pour l'exposition, j 'ai divis6 mon travail en quatre parties. 
La premidre contient la d6monstration de quelques propositions pr6- 

liminaires, qui sont, je crois, pour la plupart nouvelles; toutefois M. 
PAINLEV]~ 3 a d6jk donn6 une proposition analogue, moins g6nSrale. 

La deuxidme partie est consacr6e k l~t d6monstration d'un th6o%me 
qui est, pour ls suite, d'une importance capitale. 

La conclusion de la troisidme partie est le th6or~me suivant: 

Si une fonction de n variables complexes n'admet que des singularit~s 

non essentieUes d l'int~rieur de n cercles ayant pour centres les n origines et 

dont chacun a un rayon fini o~ infini, cette fonction est le quotient de deux 

s~ries ent@res par rapport aux n variables, convergentes (~ l'intdrieur des n 

cercles. 

i Acta mathematica~ tome 2~ page 71. 

s Th~s% Paris~ Gauthier-Villars~ pages 44 et 50. 

s Th~s% Paris~ Gauthier-Villars 1887~ page 68. 
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La quatri6me partie a pour but la d6monstration de quelques 
th6or6mes qui sont, dans une certaine mesure, l'extension pour n variables 
des thdor6mes donn6s pour une variable par M. MITTAG-LEFFLER dans le 
tome 4 des A c t a  m a t h e m a t i c a .  

E n  terminant cette introduction, qu'il me soit permis de remercier 
MM. PoI~cA~ et AePELL pour le bienveillant accueil qu'ils ont fait 
mes premi6res recherches, et de leur exprimer ici ma profonde recon- 
naissance. 

I0 

Proposi t ions  p r~ l im ina i re s .  

I. J'emploierai pour les variables complexes la repr6sentation 
g6om6trique ordinaire: chaque variable sera repr6sent6e par un point 
d'un plan. 

J'6tablirai d'abord quelques propri6t6s de la fonction ~(y) d6finie 
par l'6galit6: 

I )~  dz 

A E B  

y e t  z sont deux variables complexes repr6sent~es sur le m~me plan: 
l'intdgrale est prise le long du chemin A E B  de A vers B; je suppose 
pour plus de simplicit6 que ce chemin ne pr6sente aucune boucle. Pour 
distinguer entre les points A et B, je dirai que A est l'origine et B 
l'extr~mitd du chemin d'intdgration; Iorsque cette distinction ne sera pas 
n6cessaire les deux points A et B seront appel6s les deux extr6mit6s du 
contour d'int6gration: aucune confusion ne pourra rd- 
sulter par la suite dc cette d6signation. 

Soit CED un chemin supposd parcouru de C vers 
D et travei'sant A E B  en un seul point E;  je trace la 
ligne A M B  ne traversant pas CE et telle que le point 
C soit intdrieur au contour A M B E A :  si le sens A E B  
eat direct sur le p6rimStrc du contour A~IBEA,  je M 
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dirai que CED traverse A B  dana le sens direct: dana le cas contraire 

CED sera dit traverser A B  dans le sens indirect. 
La fonction ~(y)  qui est d6finie par l'6galit6 (~), cst r6guli6re en 

tout  point qui n'est pas situ6 sur le chemin d'int6gration AEB:  ce chemin 

A E B  est une coupure pour la fonction 9'(Y)" 
L'expression explicite de ~(y) est d'ailleurs, en d6signant par a et b 

les valeurs de z correspondant aux deux points A ct B: 

I b - - y  
= ?T log - v 

en prenant  pour le logari thme une ddtermination convcnablement choisie. 

De cette expression explicite de F '(Y)se d6duisent les propositions 
suivantes: 

I ~ . Si ron fait parcourir  au point y un chemin CED traversant 

AB au seul point E ,  la continuation analytique de 9'(Y) est r6guli6re a u 

point E et en tout  point de ED; l 'expression de cctte continuation ana- 
lyt ique e s t e n  tout  point dc ED donnd par: 1 -{- f (y ) ,  si CED traverse 

AB dans le sens direct; et par:  - - I  + F(y)  dans le cas contraire. 

2 ~ L~ continuation analyt ique de la diff6rence: 

- -  (b - -  y ) , '  

est r6guli6re a u point B; ct la continuation analyt ique de: 

I 
~(y) + --:- l o g ( a - - y )  

est r6guli6re au point A. 

2. Je  consid6re une fonetion f (xl ,  x = , . . . ,  x . ,  y) des (n-4- I) va- 
r iables complexes x , ,  x 2 , . . . ,  xn, y repr6sent6es gdom6triquement sur 

(n -4- I) plans diffdrents, r l ,  r2, �9 "-,  T- sont n contours ferm6s, simples 
ou complexes, trac6s respectivement sur les n plans des n variables 

x 1 , x , , . . . , x G  rensemble  de ces contours ser5 ddsign5 par r; l 'ensemble 
des valeurs x~, x 2 , . . . ,  x,, sera le point x; je dirai que x est int6rieure 

r si x l ,  x ~ , . . . ,  x. sont respectivement int6rieures ~ T~, T~, �9 �9 �9 r," 

' La ddterminatioa k preudre pour l o g ( b -  9) est arbitraire. 
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Pour abr~ger l '@riture, j '6erirai f ( x , y )  au lieu de f ( x l ,  x p , . . . , x n , y  ) 
toutes les fois qu'il n'en pourra r6sulter aucune confusion. 

F d6signe un contour ferm6, s imple  ou complexe du plan de la 
variable y; (x, y) sera dit int6rieur ~ (r ,  F) si x et y sont respective- 
ment  g l ' int6rieur de 7 et. F. 

Cela pos6, je suppose la fonction f ( x ,  y) r6guli6re rant que x est 

dans r et y dans F. 
Je d6finis une fonction O(x ,y )  d e s ( n +  ~) variables x l , x ~ , . . . , x n , y  

par l'6galit6: 

__ I f f ( z ,  z) dz 
(:) ~(x  , y) - -  ~ J ~ - - ~  , 

AEB 

z e s t  repr6sent6 sur le m~me plan que la variable y; le chemin d'int6- 
gration A E B  est suppos6 tout entier ~ l'int&rieur de F. 

La fonction ainsi d6finie est r6guli6re pour x int6rieur ~ ~-et y 
quelconque dans son plan, mais non situd sur la ligne d'int~gration A E B ;  
eette derni6re est pour ~ (x ,  y) une coupure relative ~ la seule variable y. 

Je  vais 6~udier la continuation analytique de r  y) lorsque y 
traverse le chemin A E B ,  x se d6plas en m~me temps d'une facon 
quelconque b~ l'int&rieur de T" 

Pour cela, je remarquerai  d'abord que la fonction f@" z ) - - f ( z ,  y) 
z - - ' y  

est r6guli&re pour x int6rieur ~ F et y e t  z int6rieurs ~ 1 ~. Soit, en 
effet: x 1 ~ a~ ,x :  = a  s , . . . , x .  = a , , y  = b , z = c  un point int6rieur 
(T, /~);  si b n'est pas 6gal ~ c, il est clair que la fonction consid&rde 
est rfguli@e en ce point. Je suppose done c = b, et je pose: 

t xp = xp -{- ap, (p=1.2 ...... ) 

y = y '  -4- b, 

z = z ' + b .  

Je trace sur les plans des n variables x, n cercles de rayon R de 
centres a~, a~, . . . ,  a., en supposant R assez petit pour que ces n cercles 
soient respectivement int6rieurs K /'1, T P , . " ,  T~; et sur le plan de la 
variable y, je trace un cercle de centre b et de rayon p assez petit pour 
que ce cercle soit intdrieur ~ T .  
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Je d6signe par C l 'ensemble des (n + i) cereles trac6s. La fonc- 
tion f ( x ,  y)  est d6veloppable en s6rie enti6re en x'~, x'2, . . . ,  x ' ,  y', con- 
vergente ~ l ' int~rieure de C; soit: 

�9 t a  I I ~  2 . 2 A x ~  x~ . .  x ' 2 " /  

ce d6veloppement; en y rempla~ant chaque coefficient A par son module 
I AI,  les variables x par R, et y par p, on obtient une s6rie convergente: 

(3) Z I a I R~176176 

On a ~ l ' int6rieur de C: 

f ( z ,  z) - -  f ( z ,  y) = X A z i ~ ' z : "  . . . z'$'(z'Z - -  y'z) 
z - - y  z ' - - y "  

En effeetuant 1,~ division par z ' - - y '  de chaque termc du second membre, 
on est conduit s la s6rie: 

J t x  I rr 2 . (4) y_ax, x~ . .  ~ , ( z  '~-~ + z'~-~y ' + . . .  + z'y ',~-~ + y','-~) 

qui devient, en rempla~ant chaque coefficient A par son module I AI,  
les x par R, et y et z par un nombre positif r:  

(s )  z f l l  a I R ~ 2 4 7  -~-1 

cette derni6re sfrie est eonvergente pour r <  p, comme 6tant la dfriv6e 
par rapport, ~ r de hL s6rie (3) oh l'on aurait  remplac5 p par r. 

La s6rie (4) est done absolument eonvergente dans C; par suite 

f(x, 2)-- f(x, y) est r6guli~re au point x I ----- a l ,  x~ = a2, x~ = a~, . . . ,  x ,  = a . ,  z - - y  

y = z-----b, ee que je voulais 6tablir. 
On peut d6s lors poser: 

f ( x ,  z) - -  f ( z ,  y) = F ( x  , y ,  z),  
z - - y  

F ( x ,  y ,  z)  6rant r6guli~re en tout point (x,  y ,  z) int6rieur ~ 0", Y). 
L'6galit6 (2) petit ~tre maintenant  4crite pour (x, y) int6ricur h (F, I') 

sous la forme: 

*(~, v) = = -  , 2,= 2i~ Z y 
t 

AEB A EB 
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ou en posant comme pr6c6demment: 

A.EB 

, f  e ( x  , y) = , y ,  + f (x  , 
A E B  

L'int6grale qui figure au second membre est nne fonetion de x et y r6- 
guli6re en tout point int~rieur ~ ( r , / ~ ) :  il en est de mdme par hypo- 
th6se de f(x,  y); enfin la fonetion f ( y )  a 6t6 6tudi~e dans le paragraphe 
pr@6dent. On en eonclut imm6diatement les propri6t6s suivantes de 
~(x, y): 

I ~ Si l'on fait pareourir au point y un ehemin CED (de C vers D) 
eontenu ~ l'in~:drieur de l '  et traversant AEB au seul point E, tandis 
que x se d~plaee d'une fa~on quelconque ~ l ' int6rieur de r ,  la conti- 
nuation analytique de ~ (x ,  y) est r6guli@e au point E et en tout  point 
de ED: elle a pour expression ~ ( x , y ) +  f @ , y )  si CED traverse AB 
dans le sens direct ct pour expression: (l)(x, y ) - - f ( x , y ) d a n s  le cas 
eontraire. 

2 ~ a et b 6tant les valeurs de z qui correspondent aux points A 
et B, la continuation analytique de la difffirenee: 

O(x , y) f@': Y) log (b ~ y),~ 
2~7~ 

est r6guli6re au point B e t  celle de: 

�9 (x y) -[- f(x, y)log (a - -  y) 
2 ?,:TF 

est r6guli6re au point A. 

3. Soient n ehemins d'int6gration A1B , A 2 B , . . . ,  A ,B tracds sur 
le plan commun aux deux variables y e t  z, et ayant  l'extrdmitd B 
commune; le sens d'int6gration est pour chaque contour de A v e r s  B. 
Cos contours sont suppos6s ne p a s s e  couper et n 'ont par suite aucun 

' La ddtermination /~ prendre pour l o g ( b - - - y )  est arbitraire.  
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autre point commun que B; de plus on suppose qu'en parcourant dans 
le sens direct un petit cercle de centre B, on rencontre les contours 

4 

pr~e6dents dans l'ordre: AIB , A~B, ..., A,,B 
c'est it dire par ordre d'indiees croissants. 
Je trace alors la ligne AIMA~ de fa(}on 
qu'il n'y ait aucun des contours prdc~dents 

l'int~rieur du contour ferm~ A1BA.~MA ~. 
A chaquc chemin ApB, je fais corres- 

pondre une fonction fp(x, y) de (n -{- ~)va- 
riables x ~ , x ~ , . . . , x , , y  r~guligre pour x 
int~rieur k un contour fermg / '  et pour y 

int6rieur ~ un certain contour ferm6 @ enveloppant le chemin ApB. 
Le contour /" est le mdme pour les n fonctions fp(~,.y). 

Je pose: 

x f ( ~ .  _z! dz; 
z - y  

ApB 

~o t i t  1 mt%,rale cst prise le long de ApB de Ap vers B; la fonction ~p(x y) 
est de la forme de celle qui a ~t~ 5tudiSe dans le paragraphe pr5cSdent. 

Je d~finis une fonction r  y) pour x intdrieur it /~ et y int~rieur 
~, BA1MA~B par l'dgalit~: 

y) = y) ;  ( , :1 , ,  ...... , 

cette fonction est rSguli~re en tout point intSrieur it la r~gion oh je la 
suppose ainsi d~finie. 

Je vais donner la condition n~cessaire et suffisante pour que l'ex- 
tension analytique de r  y) soit r~gulibre au point B, x ~tant toujours 
suppos~ h l'intSrieur de / ' .  

Si b cst la valeur de y correspondant au point B, ['extension ana- 
lytique de la difference 

I 
f , ( x ,  y) - - ~ f p ( x ,  y) l o g ( b - -  y) 

est r~guligre au point B; i[ en sera de m~me de la continuation ana- 
lytique de: 

I 
Zf , (x ,  y ) -  ~r2'fp@, y) l o g ( b -  y) (,=~,~,3 ...... ) 



e'est-k-dire de: 

Sur los fonotions de n variables complexes. 

- - - =  l o g ( b  - -  v ) Z S ( x ,  v). 
257C 

La somme Z, fp(x, y) est r6guli6re au point B eomme ehaeune des fone- 
tions qui la composent (x restant toujours dans F). 

La condition n6eessaire et suffisante pour que l'extension analytique 
de q~(x, y) soit r6guli6re au point B sera done que: 

Xf,(x ,  y ) =  o, 

identit6 qui a un sons bien pr6cis pour y dans le domaine de B, x 6tant 
toujours quelconque dans F. 

4. Un cas particulier dont la consideration sera utile plus loin est 
celui off la somme pr6c6dente se r6duit ~ un multiple de 2i,-r; soit: 

Xfp(x, y) = 2ik~r. 

La continuation analytique de la difference 

~(x,  y ) -  log(b - -  V)' 

est alors r6guli6re au point B. 

I I .  
Ddmonstrat ion  d 'un  th$or~me fondamental .  

5. Les propositions qui sont l'objet du present tr'~vail, sont la con- 
s6quenee d'un th6or6ine fondamental que je vMs exposer dans eette 
deuxi6me partie. 

I1 sera tout d'abord question de fonetions de (n + I) variables 
complexes de la nature suivante: ehaeune de ees fonetions est d6finie 'X 
l'int6rieur d'une eertaine r6gion pour  tous les points de laquelle elle 
n'est pas suppos6e r6guli6re, mais dans laqueile elle est monotrope et 

Aeta mathemati~a. 19. Imprimr le 23 avril 1894. 
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n'admet pas d'espace lacunaire. Cette derni~re condition signifie d'une 
fa9on prdcise que si M d6signe un point quelconque de la r4gion con- 
sid4r4e, il existe un point aussi voisin que l'on veut de M pour lequel 
la fonction est rdguli~re. 

Si deux fonctions de cette nature se t rouvent  d6finies simultanSment 
k l ' intdrieur d'une mdme portion d'aire et s i  lcur diffdrence cst rdguli~re 
en tout point de cette aire, je dirai que les deux fonctions sont dqui- 
valentes dans la portion d'aire considdrdc; si /cur diffdrence est r4guli~re 
en un point, les deux fonctions seront dquivalentes en ce point. 

.La condition n4cessaire et suffisante pour que deux fonctions /;' et 
(P soient 4quiwdcntes en un point M,  cst que ron ait pour les points 
situ4s dans le domaine de M: 

F =  

f ~tant une fonction r~guli~re en 21//. 
I1 est clair que deux fonctions dquivalentes en un point k une m~me 

troisi~me sont ~quivalentes entre ellcs. 
Cela posd, soit /" un ensemble de contours fermds simples ou com- 

pos6s TI' T 2 ' ' ' ' '  ~*n tracds respcctivement sur les n plans des n variables 
x 1 , x ~ , . . . , x . .  Dans tout  ce paragraphe le point x (x l , x  2 , . . . , x , )  scra 
constamment suppos6 k l ' int6rieur de 1" ct pourra 6tre quelconque dans 
F; les seules distinctions k faire dans la position dcs points repr6sentant 
des variables portcront sur une (u + I) ~m~ variable y; de tclle sorte que 
quand je dirai que la fonction f ( x ,  y) de x~, x2, . . . ,  x~, y est r6guli5re 
en un point du plan de la variable y, cola signifiera qu'elle est r6gulidre 
en ce point quel que soit x k l 'int6rieur de / ' .  

Soit S une aire connexe du plan de la variable y: cette aire S es~ 
subdivis6e en r6gions R~,/~2,  �9 �9 �9 R~. . .  en nombre quelconque Inais fini, 
et dont chacune est limit6e par un contour ferm6 simple. Deux r6gions 
R, et Rp seront dites contigues si elles ont une portion commune de 
p6rimdtre: cette portion commune sera d~sign6e par l,p; l,p peut dtre une 
ligne continue, ou bien 6tre compos6e d'un certain hombre de lignes 
continues distinctes mais en nombre fini: les extrdmit~s de l~ seront les 
extr6mit6s des diff6rentes lignes qui la composent; 1,~ est la ligne que 
y doit traverser pour passer de la r6gion I~. k la r6gion R~ sans entrer 
dans une autre r~gion que ces deux-lk; j 'aurai  k envisager des int6gralcs 
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pour lesquelles le chemin d'intSgration scra l.p; j '6tablis ~ cet effet la 
distinction suivante entre les deux notations l.p et lpn: l.p sera parcourue 
pour l ' int6gration dans le sens qui est direct sur le pdrimStre de Rn; 
lpn sera parcourue dans le sens qui est direct sur le p6rim6tre de Rp: 
ainsi 1.p et tvn d6signeront le mOne chemin d'int~gration mais avcc des 
sens diffSrents; il r6sulte de lh que y, en passant de R. ~ B~ traversera 
lnp dans le sens direct, e t  lp~ dans le sens iudirect. 

J 'aura i  encore ~ consid@er les points qui sont communs aux p6ri- 
m6tres de plus de deux r6gions, tout en 6tant int6rieurs h S (et non sur 
son pdrim~tre); ces points scront appel6s des 
neeuds; soit B un de ces nceuds; si j 'appelle 

r162 ~ t~n , t~p  , R q  , . . . , R s  , R t les r % m n s  q u e  1 on  tra. 
verse successivement en faisant le tour du point 
B dans le ~ens direct, B est lextremde commune 

ux chemms d m t e g r a t m n  l~r, lp~, . . . ,  l~t,lt~; 
les rdgions R~ , R~ , Rg , . . . ,  R, , Rt seront dites 
attenantes au n(eud B.  

A chaque r6gion Rp je fais correspondre une fonction des (n -F  I) 
variables complexes x 1 , x2, . . . , x~, y, fp(x, y) d6finie pour x int@ieur 

/ '  et pour y int6rieur ~ un contour ferm6 ~ enveloppant R~: h Fin- 
t~rieur de la r6gion off elle est d6finie fp(x,  y) est suppos6e monotrope et 
sans espace lacunaire; on fair de plus l 'hypoth~se suivante: si Rp et R,~ 
sont deux r6gions contigues, ~ et ~ .  ont une portion d'aire commune 
oh les deux fonctions f~(x, y) et f~ (x , y )  sont simultan6ment ddfinies; 
on suppose que ces deux fonctions sont ~quivalentes dans la portion d'aire 
oh elles sont simultan6ment d6finles; ln~ 6tant tout enti@e dans cette 
portion d'aire, il r6sulte de l~ que la diff@ence f~(x, y ) ~  f~@, y) sera 
rdguli~re en tout point de l~,  y compris ses extrdmitds. 

Si A est un point int6rieur ~ R~, je dirai que f~(x,y)  est la fonc- 
tion correspondant au point A; et si A est u n  point commun aux p6ri- 
m6tres de plusieurs r6gions R~, R ~ , / ~  etc. la fonction correspondant au 
point A sera l 'une quelconque, prise ~ volont6, des fonctions f~(x, y), 
t (z, f (x, etc. 

Voici le th6or6me que j e  vais 6tablir: 

Th6or~me fondamental.  II existe une for~ction !~(x: y) monotrope et 
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sans espace lacur~aire d~finie pour x int~rieur ~i t '  et y int~rieur ~ S e t  
qui, en chaque point intdrieur it S, est dquivalente d la fonction correspo~,dant 
h ce point. 

L'expression point int6rieur s S, employ6e dana l'6nonc6 pr6c6dent. 
exelut les points situ6s sur le p6rimStre de S. 

Ddfinition des fonclions I,,,(x, y) et (/)(x, y). Pour le d6montrer, je 
pose, R,, et R~ 6tant deux r6gions eontigues: 

L (x , y )  - - y 

lnlJ 

z e s t  une wtriable complexe repr6sent6e aur le m6me plan que la wu'iable 
y; l'int6grale est prise le long de l,,~; si 1,,p se compose de. plusieurs lignea 
continues distinctes, I ,p(x ,  y) est alors la somme d'int6grales analogues 
~t la pr6e6dente dent los chemins d'int6gration sent les diffdrentes lignes 
continues composant 1 , r .  Comme en tout point de eette ligne l,p, 
r z ) -  f,,(;, z) est r6guli6re p'tr hypothdse, l'int6grale pr6e6dente est 
de la forme de celles 6tudi6ea au paragraphe 2. I,,p(x, y) eat rdguli6re 
pour toute valeur de y except6 le long de l~ qui est une coupure pour 
eette fonetion. 

I1 importe de remarquer que: 

y) = I , . ( x ,  y), 

car par la permutation des indices p et n l e  sens de l'int6gration change 
en m~me temps que le signe de la fonction int~gr~e. 

Soit pose;: 
y) = y), 

la somme v s'6tendant ~ routes les combinaisons des indices n e t  p 
correspondant ~ deux r6gions contigues. I,a fonetion (l)(x,y) admet 
comme cottpures tous les chemins d'int6gration l,r; elle est r6gulidre en 
tout point non situd sur un de ces chcmins. 

])dfiJ, ition ties fonctions f , , (x ,  y). Je consid6re la fonetion f,,,(x, y) 
qui ~ l'int6rieur de R, est 6gale ~ r  elle est r6guli6re en tout 
point intd-riem" ~ ccttc rdgion, puisque R,, ne renferme aucune des eoupures 
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de d0(x, y). La continuation analytique de ~,,@, y) est encore r(~guli~re 
en tout point A du pSrim~tre de /~n int~rieur h S. Soit en effet 1,p ]a 
portion du pdrimStre de Rn k blquclle appartient le point A. Si A n'est 
pas une extrSmit5 de l,p, l~ seule intSgrale dont le chemin d'intSgration 
passe par A est s y); il rSsulte du par'lgraphe 2 ClUe la contirmation 
analytique de I~p(x, y) ca tout point de ]~p autre que ses extr~mitSs, est 
r~guliSre. ]1 en est done de m~me pour ~,,(x,y), qui, h l'int~rieur de 
R,, est donn~ par: 

~ ( ~ ,  y) = do(x, y) = X~,Ax , y). 

Si A est une extr~mit5 de l.p, comme il est 
par hypoth~se int~rieur ~ S, c'est ~flors un ,ceud;  ~ . ~  ~ / / \  
soient R , ,  Rp, Rq, . . . ,  R~, R, les rSgions quc l'on 
traverse successivement en faisant le tour de A ( ~. / 
dans le sens direct; je partage la somme d'intS- ~ z~ 
grales do@,y) en deux parties; la premiSre do~(x,y) 
comt)renant routes les int~grales dont le therein 
d'int6gration a pour extrdmitd _,4; la secondc do~(x, y) compren,~nt toutes 
les autres int6grales: 

do(x, y) = dolCx, v) + do~(x, v). 

do2(x, y) est rdguliSre en A; la continuation analytique de do~(x, y) est 
aussi r~guli~rc en A, d'aprSs le paragraphe 3; car les fonctions: 

5 (x ,  y ) - -  f~(x, y), 

f ,(~ , y) - -  f i (~ , y), 
�9 �9 �9 o , �9 �9 �9 . �9 , 

f,(~, y) - -  f,(~, y), 

qui figurent dans les int6grales prises lc long des chemins ~boutiss~mt 
en A, et qui sont routes rSguli&res en A, ont une somme idcntiquement 
nulle;~ p~r suite, r considdr~e actuellement pour y irltdrieur ~R., 
est, par continu'~tion analytiqu% rSguli&re en A; il en est de mdme de: 

~.(x,  y) ~- r y) + do~(:~, y). 
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On a ainsi fait correspondre h, ehaque r6gion R,~, une fonetion 
f~(x ,  y) d6finie et rdgulibre b~ l ' int6rieur de R,, et qui, par coJffi~uation 
anaIytique sera consid~rde comme ddfinie et sera r~qulibre en tout  point, 
int6rieur k S, du p6rimbtre de R,,. 

r@ions con@~tds ou altenantes. R~ et R~ dtr deux rdgions eontigues et 
A 6rant un point de l,,~, autre que ses extrdmit6s, les deux fonctions 
f , ( z ,  y) et f~(z ,  y) et la diffdrenee 5 ( z ,  y ) -  s  y) sont r@uli6res au 
point  A, e'est-~-dire r6gulibres ~ l ' int6rieur d'un petit cerele c de centre 
A; la ligne I,,~) partage le eerele c en deux parties: l 'une c~ int6rieure 

R~, l 'autre % int6rieure k R e . On a, 5 l ' int6rieur de c,,: 

pour avoir l 'expression de f , ( x ,  y) h l ' intdrieur de %, je remarque que, 
lorsque le point y passe de c, ~ % il traverse l,,p d:ms le sens direct: 
par suite la continuation analyt ique de I~,(x, y), lorsque y passe de c, 

-X cvest :  
Lp(z , y) 4- f~(x , y ) -  f,(x , y); 

eelle de tP(z, y) ser:~ done, dans Ies m~mes hypoth6ses: 

~(~, y) + f~(~, ,j) - -  f , (~ ,  y); 

on a done, h, l ' int6rieur de cp: 

~,,(~, y) = r  y) + 5 ( ~ ,  y) - - / ~ ( ~ ,  y), 

d on :  
f , (x ,  ,j) = e(x ,  y), 

(,) r ~) - -  ~ , ( ~ ,  ,j) = 5 ( x ,  y) - -  f,,(~, y); 

eette 6galit6 ddmontrde ainsi pour y intdrieur .t~ %, subsiste h l ' int6rieur 
de tout le eercle c, puisque les deux men~bres sont des fonetions rd- 
gulidres dans c. I,a relation (I) est ainsi vdrifide en tout point A de 
lap autre que ses extrdmitds; si une extrdmit6 B de l,,p est un nceud, 
la rel'~tion (I) subsistera encore dans le domaine de B; ear les fonetions 
f , ( x , y ) ,  Fp(x, y) ,  f~)(x,y)--  f,,(x,y), sont r6gulidres en tout point de 
1,,p, y coml)ris le point B. Soient B~, R~,,/?q, . . . ,  I t , ,  R~ les r6gions tra- 
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vers6es successivement lorsque l 'on fait le tour de B dans le sens direct�9 
On .~ dana le domaine de B, par l 'applieation de la relation ( I ) a u x  
groupes de r6gions contigu~s R~ et /7~, Rp et R q , . . . ,  /~, et Rt,  R t et R~: 

r y) - -  r y) = 5 ( ~ ,  y) - -  f~(~, y), 

fD~(x , y) - -  iDa(x, y) = f~(x , y ) -  f~(x , y), 
�9 �9 . , . * �9 , �9 �9 �9 �9 �9 �9 , * �9 �9 . �9 * * �9 , 

~ ( x ,  y) - -  ~ , (~,  y) = f ,(~,  y ) -  f ( ~ ,  y), 

si R~ et R~ d6signent deux quelconques des rdgions attenantes au point 
B, contigues ou non, on conclu~ des 6galitds prdc6dentes par une com- 
binaison simple: 

(2) r y ) - -~ , (~ ,  y) = f,(~, y ) - - f~(~ ,  y). 

D~finition de F ( x ,  y). Je ddfinis maintenant  une fonction F ( x ,  y) 
pour x intdrieur ,b~ Y' et y int6rieur h S par la condition suivante: en 
tout  point intdrieur ~ R~ et dans le domaine de tout  point de son p6ri- 
m6tre intdrieur '~ S, on a: 

De 1~ r5sulte que duns le domaine d'un point A int6rieur 7t S e t  com- 
mun aux p@im6tres de plusicurs rSgions, on a plusieurs expressions 
diffSrentes de F ( x ,  y) : il faut montrer  qu'elles sont identiques; en effet, si 

et 
~,(~, y) + f , (~,  y) 

sont deux de c e s  expressions, 17.. et R~ sont contigues ou attenantes au 
point A ,  et l 'on a, dans les deux cas, dans le domaine de A, la relation: 

fD,,.(x, y ) - -  f~(x , y) = f ( x  , y) - -  f.~(x , y) 
OR: 

~..(x , y) + f.,(x , y) = f~,(x, y) + L ( x ,  y). 
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La fonction t z ( x ,  y) est done dSfinie d'une fagon unique k l'int6rieur de 
S; elle est 6quivalente en tout point int6rieur k S "~ la fonction qui 
correspond k ee point; car si f~(x, y) est cette fonetion, on a, par d6- 
finition, dans le domaine du point consid6r6, la relation: 

F ( x ,  y) = f . (x  , y) + 7~ , y), 

Fn(x, y) 6tant rSguli6re au point consid6r6. 

6. Le th6o%me qui vient d'etre d6montr6 relativement k des fonc- 
tions monotropes et sans espace lacunaire, pent (~tre 6tendu ~ des fonctions 
non monotropes d'une nature particuli6re: je veux parler des fonctions 
qui sont les logarithmes de fonctions r6guli6res. 

La ddmonstration est analogue it la pr6c6dcnte; les notations que je 
n'explique pas ~ nouveau conserveront le mdme sens que dans le para- 
graphe pr6c6dent. 

A chaque r6gion Rn je fais eorrespondre une fonction u~(x, y) r6- 
guli6re pour x int6rieur k /"  et pour y int6rieur k t~,  et je pose: 

f , (x ,  y) = lo u (x, y). 

f~(x, y) est une fonetion dont la valeur n'est d6termin6e qu'~ un multiple 
pr6s de 2i,-r; il n'y a pas lieu de chercher k distinguer entre ces diff6- 
rentes valeurs de la fonction puisqu'en g6n6ral elles sont susceptibles de 
se permuter entre elles. Chacune d'elles est d'ailleurs une fonction r6- 
guli6re en tout point pour lequel u,,(x, y) n'est pas nul. 

Je supposerai que les fonctions u , ( x , y )  satisfont k la condition 
suivante: //,  et /~,p 6rant deux r6gions contigues quelconques, la fraction: 

u.(x, y) 
~p(~, y) 

est suppos6e r6guli6re et diff6rente de o dans la portion d'aire commune 
k ~ .  et ~R r. I1 en r6sulte que la diff6rence: 

f . (x  , y) - -  f~(x , y) 

est %guli6re dans la portion d'aire commune k ~R, et ~, ;  cette fonction 
n'est d6finie qu'k un multiple prbs de 2i,'r, mais chacunc, de ses d6- 
terminations est r6guli6re dans la portion d'aire consid6r6e. 
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Je vais d~montrer le th~or~me suivant: 

17 

l l  existe une fonction F(x ,  y) d~finie a l'intdrieur de S d u n  multiple 
prks de 2i~r et lelle que, en tout point int~rieur d S, .F(x, y)est dquivalente 
& la fonction f (x ,  y) correspondant h ce point. 

Je pose comme pr~c4demment: 

i f f p ( , ,  z) -- f. (~. z) dz I.~(x, y) --- -=  

on prendra pour fp(x, z ) - - f . ( x ,  z), qui est une fonction r~guli~re en 
tout point de l~p, l'une quelconque, prise ~ volont~, de ses d~terminations. 

Soit encore, comme prdc~demment: 

Voici la particularit~ par laquelle la d~monstration actuelle va diff~rer 
de la prdeddente; si je pose, pour y int~rieur ~ R.: 

~., (~ ,  y) = r  y) 

et si B est un nceud appartenant au pSrim~tre de /~ ,  on n'est pas 
certain que la continuation analytique de ~n(x, y) soit r~guli~re au point 
B; d4composons, en effet, r en deux parties: l'une ~l(x,y)compre- 
nant lu somme des int~grales dont les chemins d'int~gration aboutissent 
au point B; l'autre ~2(x, y) comprenant la somme de routes les autres 
int~gra]es: 

O(x, y) = r  y) + r  y). 

r  est r~guli~re au point B; mais la continuation analytique de 
~l(x,  y) n'est pas n~cessairement r~guli~re en B; car si, comme pr~c~dem- 
merit, 

fp(x, z ) -  f . (x ,  z), 

f d x ,  ~) - -  5 ( x ,  z), 

�9 ~ �9 �9 ~ i �9 �9 �9 �9 �9 

f~(x, z) - -  f . (x ,  z), 

f . ( x ,  z) - -  f~(x, z), 
Aata matb~r~t~a. 1 9 .  I m p r i m 6  l e  2 t  a v r I l  1 8 9 4 .  
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sont les fonctions qui figurent dans les int6grales dont les chemins d'int6- 
gration ont pour extrdmitd B,  par suite des d~terminations multiples 
parmi lesquelles chaeune d'elles est choisie, on n'est pas ~ssur~ que leur 
somme est nulle identiquement dans le domainc de B; tout cc que l'on 
salt, c e.t que cette somme est un multiple de 2i~, soit- 2iKzr. D~s lors 
si b e s t  la valeur de z qui correspond au point B, la continuation ana- 
lytique de: 

~,(x, v) - -  log  (b - -  ~j)'~ 

est, d'apr~s le paragraphe 4, r6guli~re au point B; il en sera de m~me 
de la continuation analytique de: 

r  y) - -  log (b - -  y)K. 

Definition de ~F(x, y). Cela conduit '~ poser: 

r v) = r  y) - -  x log  (I~ - -  y)', 

la somme 2 s'dtendant k tous les  termes analogues k log(b--y)K eorres- 
pondant aux diff5rents noeuds. Il est k remarquer que q"(x,y) n'est 
d6finie qu'k un multiple pros de 2it: comme chacun des termes log (b ~ y)n. 

D~finition de r  y). Je d6finis la fonction d,.(x, y) ~ l'int~rieur 
de /~. par la condition: 

r  v) = r v); 

cette fonction cst r6guli+re k l'int6rieur de R,: sa continuation analytique 
est rSguli~re en tout point A du p6rimStre de R,,, int6rieur k S; si en 
effet A est un point quelconque de 1.p, autre que sos extr6mit~s, le seul 
terme de la somme q;(x,y) pour lequel A soit un point singulier est 
I,p(x, y) dont la continuation analytique est r6guliSre au point A. Si, 
en second lieu, A est un n(eud, je partage q."(x, y.) en trois parties; la 
premiere (~'~(x, y) renferme 1:~ somme des int6gr~les correspondant aux 
chemins qui aboutissent en A; la deuxiSme est le terme ~ l o g ( a  ~ y)" 
qui correspond k A; la troisi+me q:~(x,y) renferme tous les autres termes 
de q~'(x, y): 

~'(x,  u) = q';(~, v ) - -  l o g ( . - v )  ~ + ~;( ,~,  v). 

q"~(x, y) est r6guli~re en A, et la continuation analytique de 

§ (~, Y) - -  log (a - -  y) ~ 
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(eonsid6r6e actuellement pour y int6rieur ~ R,) est r6guli6re en A, d'apr6s 
ce qui pr6cSde. 

Ainsi ~ chaque r6gion R~ on peut faire correspondre une fonction 
r y) r6guli6re en tout point de R~ et en tout point de son p~rim6tre 
int6rieur k S, d6finie b~ l'int6rieur de R. par lu condition d'etre @ale 

q"(x, y) et sur son p6rim$tre par continuation analytique. 
Relations entre les fonctions r y) et r y) correspondant ~t deux 

rdgions contigugs ou attenantes. On verra comme dans la d6monstration 
pr6c6dente que dans le domaine d'un point intdrieur k S appartenant 
aux p6rim6tres de deux r6gions R~ et R~ contigues ou attenantes, on a: 

r  y) - -  r  y) = f , (~ ,  y) - -  f ~ ( ~ ,  y); 

toutefois cette ~galitg n'a lieu qu'(~ un multiple pros de 2i~, lequel d6pend 
des ddterminations choisies pour les fonctions qui y figurent. 

Ddfinition de F (x ,  y). Je d6finis F(x ,  y) pour y int~rieur ~ S par 
la condition que l'on ait k l'int6rieur de R, et dans le domaine de t o u t  
point de son p6rim6tre int~rieur ~ S: 

F ( ~ ,  y) = r  y) + f . (~,  y). 

F ( x ,  y) n'est ainsi d6finie qu'~ un multiple pr6s de 2irr. 
On a ainsi d6fini une fonction unique, puisqu'en un point int6rieur 

S e t  appartenant aux p6rim6tres de R~ et R~, on a, ~ un multiple 
pr6s de 2i~r: 

r y) - r y) = f,(x, y) - -  f~(x, y) 

OU: 

r  y) + f~(~, y) = r  y) + f,(~, y). 

En un point quelconque intdrieur ~ S, F ( x , y )  est 6quivalente ~ la 
fonction fp(x, y) qui correspond ~ ee point, puisque l'on a duns le domaine 
de ce point: 

�9 ' (x,  y) = r y) + f a x ,  y), 

Cp(x, y )6 tan t  r6guli~re au point consid6r6. 
Le th6or6me 6nonc6 est ainsi d6montr6 et l'on en d6duit le suivant: 

7. II existe une fonction U(x, y) rdguliOre en tout point (x, y) intd- 
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rieur ~ (K, S) et telle que ea un point quelconque intdrieur d S son quotient 
par la fonction up(x, y) qui correspond a ce point est rdgulier et diffdrent 
de o au point consid~rg. 

Je pose en effet: 
U ( x ,  y) = e "~,~). 

U(x,  y) est d~finie, ~ l'int~rieur de S, sans aucune ambiguitY, car le 
multiple de 2i,'r que l'on peut ajouter s volont6 h F ( x , y )  n'altbre pas 
la valeur de eFt~'Y); d e plus, en un point quelconque int~rieur ~, S, on 
a en choisissant convenablement l'indice p:  

F ( z ,  y) = r  , u) + h (x  , y) 

on en d~duit, en se souvenant que fp(x,  y ) =  logup(x, y) 

er(~,,) = ur(x , y)e r 

ce qui montre que U(x,  y) est r6guli6re au point eonsid6r6, c'est-A-dire 
en tout point int6rieur ~ S. 

On peut 6crire cette 6galit6 de la fa(;on suivante: 

u(~ ,  :,) = er ~,p(*, ./) 

d'ofl l'on conclut qu'en tout point int~rieur ~ S le quotient de U(x,y)  par 
la fonction up(x, y) qui correspond ~ ee point est r~gulier et different de o. 

III. 
E x t e n s i o n  aura f onc t i ons  de n var iab les  complexes  des  th~or~mes de 

~l~tl. ~[ i t ta f f -Lef f ler  et Weiers t rass .  Th~or~me de 2ff. Poincar~.  

8. Voici quelques considerations g~n~rales sur le probl~me qui fait 
l'objet dc cette troisi~me partie et de la quatri6me. 
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Soit F ( x  , y ,  . . . ,  z ,  t ,  u) une fonction de n variables complexes 
x , y , . . . ,  z, t ,  u, monotrope et sans espace lacunaire ~ l'int~rieur d'une 
r~gion S. Je suppose que pour chaque point (a, b , . . . ,  c, d, e) int~rieur 

S, on connaisse une fonction f~,~,...,~,~,~(x, y , . . . ,  z ,  t ,  u) monotrope et 
sans espace lacunaire, d~finie ~ l'intdrieur d'un cercle F~,~,...,~,~,~, int~rieur 

S, ct ayant pour centre le point (a, b , . . . ,  c,  d ,  e), et ~quivalente 
F ( x  , y ,  . . . ,  z ,  t ,  u) '~ l'intSrieur de 1~,b,...,r 

Une condition nScessaire ~ laquelle doivent satisfaire les fonctions 
f~,~,...,~,~,~(x, y ,  . . . ,  z ,  t ,  u) correspondant aux cliff, rents points de S, est 
lu suivante: si (a',b', . . . ,c ' ,d ' ,  e') est un point assez voisin de ( a , b , . . . , c , d , e )  
pour ~tre int~rieur au cercle I~,~,...,~,d,~, les deux fonctions 

f~,b. . . . ,r  et f~,b,, . . . ,o,d,o,(x,y, . . . ,Z,t ,U) 

doivent dtre ~cluiwlentes au point (a', b', . . . ,  c', d', e'); il faut en effet 
qu'en ce point les deux fonctions soient ~quivalentes ~ une rhyme troi- 
slime F ( x  , y ,  . . .  , z ,  t ,  u). 

Je me propose de montrer que si, sans se donner la fonction 
F ( x ,  y ,  . . . ,  z ,  t ,  u), on se donne pour chaque point (a,  b, . . . ,  c ,  d ,  e) 
int6rieur ~ S, une fonction f~,b,...,~,d,~(X, y , . . . ,  Z, t ,  U) monotrope et sans 
espace lacunaire ~ l'intSrieur de /'~,b,...,~,d,~, et si les fonctions donn~es 
f~,b,...,,,d,~(X , y ,  �9 �9 �9 Z, t ,  U) satisfont ~ la condition qui vient d'dtre ex- 
pliqu~e, il existe une fonction F ( x ,  y , . . . ,  z ,  t ,  u) monotrope et sans 
espace lacunaire, d~finie ~ l'int~rieur de S,  et qui, en chaque point in- 
t~rieur ~ S est dquivalente ~ la fonction donn~e correspondant ~t ce point. 

J 'aurai ainsi ~tabli la condition n~cessaire et suffisante ~ laquelle 
doivent satisfaire les fonctions donndes, pour qu'il existe une fonction 
F ( x ,  y , . . . ,  z ,  t ,  u) d~finie ~ l'int~rieur de S, et dquivalente en chaque 
point int~rieur ~ S i~ la fonction donn~e en ce point. 

II est clair que le th~or~me bien connu de M. MITTAG-LEFFLER, 
relatif aux fonctions d'une variable complexe, n'est qu'un cas particulier 
de celui que je viens d'~noncer. 

De cette extension du th~or~me de M. MITTAG-LEFFLER se d~duira 
d'une fa~on immddiate le th~or~me de M. POI~CARL 

Les 5nonces des th~or~mes qui suivent et leurs d~monstrations vent 
prSciser ce qu'il peut rester de vague dans ces considerations g~n~rales. 
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9. I1 importe, pour la suite, de pr6ciscr ce que j 'entends par point 
int6rieur k une aire S~ prise sur le plan d'une variable complexe: un 
point est intdrieur k 81 s'il existe un cerctc, intdrieur s S~, ayant ee 
point pour centre et un rayon non nul. Cette d6finition exclut  les points 
situ6s sur le p6rim6tre de S~; une aire s I sera dire compldtement intdrieure 
d S~ si chaque point de s~ et de son p6rim6tre est int6rieur k S~; les 
p6rim6tres des aires S~ et s 1 ne peuvent  pas avoir, d'apr6s cela, de point 
commun. 

IO. Lemme. Soit, sur le plan YOX,  une aire connexe S limitde par 
un contour fermd simple ou complexe; on suppose qu'it chaque point de S 
ou de son pdrimktre correspond un cercle, de rayon non nul, ayant ce point 
pour centre., il est alors toujours possible de subdiviser S e n  rdgions, en 
hombre fini et assez petites pour que chacune d'elles soit complktement in- 
tdrieure au cercle correspondant ?tun point convenablement choisi dans S o u  

sur son pdrimOtre. 

Supposons, en effet, le lemme en d~faut: partageons S en carr~s 
au moyen de parall~les aux axes de coordonndes, de fagon que le nombre 
des re~gions obtenues soit au moins ~gal k un certain entier n; il y a 
au moins l 'une de ces r~giolas, $I, pour laquelle le lemme est encore 
en d4faut. 

Subdivisant S 1 en carr6s et' portions de carrSs en nombre au moins 
~gal h n, j 'en d~duis $2, de ]a m~me fa(;on que 5'1 se d~duit de S; en 
poursuivant le raisonnement, j 'arrive h une suite ind~finie de carr~s ou 
portions de carr(~s 5'1 , S  2 . . . .  , S p , . . .  ; il est clair que S~, pour p aug- 
mentant  ind~finiment, a pour limite un point M int~rieur k S o u  sur son 
p~rim~tre; on arrive k cette conclusion que l 'on peut trouver un carrd 
Sp aussi petit que l'on vent entourant  M ou attenant k M e t  qui ne 
soit pas contenu "~ l 'int~rieur d 'un des cercles de l'(~noncd; or cela est 
impossible puisqu'au point M correspond un cercle de rayon non nul 
ayant ce point pour centre. 

I I. Dans les deux th6or~mes qui suivent, je d6signe par a avec 
ou sans indice une valeur a t t r ibute  ir la variable complexe x, par b 
avec ou sans indice une valeur attribude ~ la variable complexe y. 
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J'ai rapproch6 les ~nonc~s de ces deux  ~h~or~mes parce que les d& 
monstrations, '~ une lggbre difference prbs, en sont identiques. 

Th4or~me I. Soient S~ et S~ deux aires connexes prises sur les plans 
respectifs des deux variables x et y; soient s~ et s~ deux aires connexes d 
contour fermg simple ou complexe, compl~tement intdrieures respectivement 

et 

On suppose qu'd tout point (a,  b) intdrieur a (S~, S,) correspondent: 
~o deux cercles: J~,~ de centre a e t  ~',,b de centre b, int~rieurs respec- 

tivement d S~ et S~. 
:o une fonction fa,~(x, y) monotrope et sans espace lacunaire ddflnie 

l'intdrieur de (F~,~, },~,~) et teUe que en tout point (a', b') intdrieure ?t (1"~,~, Ta,~) 
elle soit ~quivalente d la fonction f~,v(x, y) qui correspond ?e ce point. 

I1 existe une fonction F ( x ,  y) monotrope et sans espace lacunaire dd- 
finie a l'intdrieure de (s~, s~) et qui en tout point int~rieur d (s~, s~) est 
~quivalente 5 la fonction qui correspond ?~ ce point. 

Th~or~me II. Au lieu de supposer chacune des fonctions f~,b(x, y) de 
l'gnonc~ prgcgdent monotrope et sans espace lacunaire d l'i~tgrieur de (l',,~ , ~',,b) 
on peut supposer que chacune d'eUes est le logarithme d'une fonction V~,b(X,y) 
rdguli~re h l'intgrieur de (Fa,b, i'~.b) et telle qu'en tout point (a', b') intdrieur 
it (I~,b,~'~,b) elle soit gquivalente d f,,.b,(x, y); cela revient a supposer que 

le quotient v~,b(z, ?l) est r~gulier et diffdrent de o au point a', b'. v~,b,(~ , y) 
II existe alors une fonction F ( x ,  y) ddfinie d u n  multiple pros de 2iw 

5 l'intdrie~er de (s~, s~) et dquivalente en tout point intdrieur ~ (s~, s~) d la 
fonction qui correspond h ce point. 

D~monstration du th~or~me I. Soit, en effet, a u n  point int~rleur 
$I:  si au point a j 'adjoins |e point b int~rieur ~ s~ ou sur son p~rim~tre, 

il correspond au point b d'apr~s l'6nonc~ un eercle T~,b int~rieur ~ $2, 
de centre b: d'apr~s le lemme, il eat alors possible de subdiviser s 2 en 
r~gions R1, R ~ , . . . ,  R~ en nombre fini n et assez petites pour que 
ehaeune d'elles Rp soit compl~tement int~rieure au cercle ra,bp de centre 
bp convenablement choisi dans s 2 ou sur son p~rim~tre; ~ chaque point 
b~ correspond de plus un eercle /'~.b, de centre a et int6rieur ~ S~; ee8 
cercles /'~,b~ sont en nombre fini n comme les points b~, bp, . . . .  b,; je 
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puis alors tracer un cercle / ~  de centre a et int~rieur ~ tousles cercles 
concentriques I~,b~; F~ sera ndcessairement intgrieur k S 1. A chaque 
rggion Rp, eontenue k l'intdrieur de ~',,bp correspond une fonction de 
l'(~nonc~ f~,~(x, y) d~finie k l'int~rieur de (l~,b,, Ta,h~) et ~ fortiori k Fin- 
t6rieur de (I 'd,  F~,~,,); de plus, si Rp et Rq sont deux rdgions contigues 
en tout point (a', b') int6rieur s (F~, T~,b,) et s (F~, r~,b,) les deux fonctions 
f~,b~(X , y) et fa,~(X, y) sont ~quivalentes comme 6tant, par hypoth~se, 
~quiva]entes en ce point ~ f~'b(X, y). D6s lors les n r6gions R~, R2, . . . ,R , ,  
et les n fonctions qui leur correspondent, f~,b,(x, y ) , . . . ,  f~,b.(x,y)satisfont 
k toutes les conditions sous lesquelles le th6or6me fondamental est appli- 
cable. II existe, d'apr6s ce th6ordme, une fonction ~%(x, y) monotrope 
et- sans cspace lacunaire, d6finie k l'int6ricur de (/ '~, s~) et 6quivalente, 
en tout point (a", b") int6rieur k la r6gion off elle est d~finie, ~ la fonc- 
tion f~,~(x, y), l'indice p grant convenablement choisi; mais au point 
(a", b"), fa,b~(X, y) est elle-m~me 5quivalente k f~,,b-(x,y); par suite ,v~(x,y) 
et f~,,b,,(x, y) sont 6quivalentes au point (a", b"). 

Ainsi, k chaque point a intdrieur ~ S~, correspondent: un cercle F~, 
int&'ieur k $1, de centre a, et une fonction F, (x ,  y) dSfinie g l'int~rieur 
de (/7~, s~) et qui, en tout point oh elle cst d6finie, est 6quivalente 
la fonction correspondant k ce point d'apr~s l'~nonc6. 

On peut, d'aprSs le lemme, partager s~ en r~gions /1 ,  T ~ , . . . ,  T~, 
en hombre fini m e t  assez petites pour que chacune d'elles T~ soit 
comprise h l'intdrieur du cercle I '1~. de centre a~ convenablement choisi 
k l'int6rieur de s~ ou sur son p6rim6tre; k chacune des r6gions Y~, con- 
tenue b~ l'int~rieur de F~,, correspond une fonction F~,(x, y)ddfinie k 
l'int~rieur de ( as S.~); Si 2'~ et T~ sont deux r~gions contigu~s les deux 
fonctions F, ,(x,  y) et F~,(x, y) sont 6quivalentes en tout point int6rieur 
s la lois s (,r,~, s~) ct ~ (F , t ,  s~), comme ~tant routes les deux 6qui- 
valentes en ce point ~ la fonction de l'6nonc6 qui lui correspond. D6s 
lots, on peut appliquer le th6or6me fondamental aux fonctions ~'~,(x, y) 
et l'on est conduit k la fonction F(x,  y) d6finie b~ l'int~rieur de (Sl, s~) 
qui satisfait aux conditions de l'6nonc6; car en tout point (a'", b'") in- 
tdrieur ~ (s~, s~), F(x,  y) est 6quivalente k la fonction ~co~(x , y), l'indice 
p 6tant convenablement choisi, et F, , (x ,  y) est 6quivalente elle-m~me en 
ce point ~ f~,,,.b,,(X, y). 

D6mo~trat ion du gh6or6me II. Cette d6monstration est analogue 
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Ia pr6c6dente: la seule diff6rence eonsiste en ce que les fonctions f,.~(x,y), 
~ ( x , y )  et F ( x , y )  ne sont d6finies qu'k un mult iple pr6s de 2i~r. 

12. Cons6quenee du th6or6me II. Dans le eas du th6or6me II, si 
l'on consid6re la fonction: 

V(x , y) ---- e r(*,v), 

elle est d6finie sans ambigu'it6 i~ l ' int6rieur de (s, ,  s:); de plus si (a ,  b) 
est un point quelconque intdrieur k (sl, s2) , on a en ee point: 

2(x,  y) 6tant r6guli6re au point (a, b); on en conclut, en se souvenant que: 

y) = ,j)e 

O U :  

V ( z ,  y) = e~(~,u). 
:t) 

L%galit6 (~) montre que V ( x ,  y) est r6guli6re en tout point (a, b) in- 

t~rieur ~ (Sl, s:); l'~galit6 (2) montt'e que le quotient V @ ,  y) est r6- 
v~,b(z, y) 

gullet  et diff6rent de o uu point (a ,  b). 
D'oh le th6or6me suivant: (81, $2, s l ,  s 2 eonservent la m6me signi. 

fieation que dans ee qui pr6c6de). 

Thdori~me III. Si it chaque point (a,  b) intdrieur it ($1, S~) corres- 
pondent: 

i ~ deux eerdes Fa,b de centre a e t  ~'~,b de centre b, respeetivement in- 
tdrieurs it S 1 et S:. 

2 ~ une fonetion V~,b(x, y) r~guliOre it l'int~rieur de (l~,b, ~o,b) et telle 

qu'en tout point (a', b') intdrieur it (F,,b i'~,b) le quotient v~,~(z, y) soit rd- 
' v~',d~, y) 

gulier et dif[~rent de o; 
il existe une fonction V ( x ,  y) r@uli~re it l'intdrieur de (s 1 , s2) et telle 

qu'en tout point (a, b) intdrieur it (s~, s:) le quotient de V ( x , y )  par la 
fonction Va,b(X, y) qui correspond it ce point est r4qulier et dif[~rent de o. 

Ar mathematiea. 19. Imprim6 le 25 avril 1894.. 4 
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x 3. L'extension des thdor~mes precedents va dtre donnde pour le 
cas de n variables: le proc~d(~ de d~monstration reste le mdme; il me 
suffira donc d'indiquer les traits g~n~raux de la d~monstration. 

Les n variables sont d~sign~es par x , . . . , y , z , t , u ; a , . . . , b , c , d , e ,  

avec ou sans indices, repr~sentent des valeurs attributes respectivement 
k x , . . . ,  y ,  z, t ,  u. J'appelle point un ensemble de valeurs attributes 
aux n variables ou d une part ie  des n variables; j'appelle cercle, ayant 
pour centre un point donn~, un ensemble de cercles ayant pour centres 
respectifs les diff~rents ~l~ments composant le point et tracds sur les plans 
des variables correspondantes; dans ce syst~me de notations un cercle / '  
de centre ( a , . . . ,  b, c, d ,e)  peut ~tre consider5 comme compos5 de deux 
cercles: /~' ayant pour centre ( a , . . . , b , c , d )  et / ' "  ayant pour centre e; 
ou comme composd de F 1 ayant pour centre ( a , . . . ,  b , c ) e t  de / '2  ayant 
pour centre (d, e); etc. 

Un cercle / '  est concentrique et iut(~rieur au cercle y, si F est 
composd.de cercles, au sens ordinaire du mot, concentriques et int~rieurs 

ceux qui composent 7". 

Thr IV. Soient sl , s 2 , . . .  , s~, n aires connexes ~ contour fermd, 

simple ou complexe, prises sur les p lans  respectifs des n variables x ,  . . . ,  

y , z ,  t ,  u e t  compl~tement intdrieures respecfivement aux aires S1,  $2,  *~ S u 

prises sur les m~mes plans. 

On suppose qu'd tout point (a,  . . . ,  b,  c ,  d ,  e) intdrieur ?~ (S~ , S~, . . . ,  S~), 

correspondent: 

I ~ un cercle I'~,...,b,r de centre ( a , . . . ,  b ,  c ,  d ,  e) et int~rieur d 

( S, , S,  , . . . , S,) ; 

2 ~ une fonct ion'des n variables, fa....,b,~,d,,(X,...,y, Z, t ,  U). monotrope et 

sans espace lacunaire, ddfinie d l 'intdrieur de I~,...,b.~,~.~ et telle que si 

(a', . . . ,  b', c', d', e') est un point intdrieur d l'~,...,b,~,d,o les deux fonctions 

f~...,b,~,~,~(x , . . . , y , z  , t ,  u) et f~,,...,b,~,,~,,~,(x , . .. , y ,  z ,  t ,  u) soient dquivalentes au 

point  (a', . . . ,  b', c', d', e'). 

I I  existe une fonction F ( x  , . . . , y , z ,  t ,  u), monotrope et sans espaee 

lacunaire, ddfinie d l'intdrieur de (s~, s~, . . . ,  s,) et telle qu'en tout point  

(a,  . .. , b,  c ,  d ,  e) int~rieur d (s~ , s 2 , . . . ,  s,), elle soit dquivalente d la fonction 

f,,...,b,~,d,,(X , . . . , Y , Z, t ,  U) qui correspond ~ c e  point. 

Th~or~me u A u  lieu de supposer, comme dans l'd~oncd prdcddent, 
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chacune des fonctions f~,...,~,~,<~(x,..., y ,  z ,  t ,  u) monotrope et sans espace la-- 
cunaire it l ' int&ieur de F~,...,~,~,e,~, on pent supposer que chacune de ces fonc- 
tions est le logarithme d'une fonction v~....,~,~,<~(x , . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) rdguli~re it 
l ' int&ieur de ['~,...,~,~,<~ et telle que si ( a ' , . . . ,  b', ~ c', d', e') est un point 
intgrieur h I'~,...,~,~,<o, les deux fonctions f~,...i~,~,<~(x , . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) et 
f<...,<<r . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) soient dquivalentes au point ( a ' , . . . ,  b', c', d', e'); 
cette derni&e condition revient it supposer que le quotient 

v~,...,~,~,~.dZ, . . . ,  y ,  Z, t ,  u) 
Va',...,<<d',,'(Z . . . .  , y ,  Z, t ,  U) 

est r@ulier et diff&'ent de o au point  (a', . . . ,  b', c', d', e'). 
I1 existe alors une fonetion F ( x  , . . . , y , z ,  t ,  u) ddfinie it un multiple 

pros de 2i,~ it l'intdrieur de (s~, s=,.. . ,  s,) et qui eta chaque point (a, ..., b, c, d, e) 
int&ieur it (s,,  s= . . . .  , s,) est dquivalente it la fonction f,,...,~,~,<,(x,,.., y ,  z,  t, u) 
correspondant it ce point. 

D~monstrat ion du ~h~orgme IV. Soit, en effet, ( a , . . . ,  b , c ,  d) un 
point int6ricur i~ ($1, $2, . . . ,  S,,_1); si je lui adjoins le point e intdrieur 

Sn, il correspond g e un cercle /'~,...,b,~,<, que je consid6re comme com- 
pos6 de F~,...,b,~,<~ de centre (a, . . . ,  b, c, d) et de r~,...,b,~,<~ de centre e; on 
pent alors d6composer sn en r6gions R ~ , R ~ , . . . , R ~ ,  en hombre fini m, 
assez petites pour que chacune d'ellcs R~ soit int~rieur au cercle r~,...,~,,~,4~, de 
centre e~) convenablement choisi dans S.. Les m cercles /'~,...,b.~,<~, 6tant 
concentriques et en hombre fini m, il existe un cercle F~,...,b,~,d concert- 

i 2 �9 p , tr ique et int6rieur ~ ces m cercles. I a,...,b,o,g cst  eertainement mtermur 
( S ~ , S  2, . . . ,  S~_1). i chaque r6gion R~ correspond une fonction 

f~,...,b,~,<~,(x,..., y , z ,  t ,  u) d6finie ~ l ' int~rieur de (/'l,...,b,~,4~ , g,...,b,~,d,~,) st 
fortiori ~L l ' in t&icur  de (I'~,...,b,~,d, r~a,...,b,~,a,~); de plus si /~p e t  Rq sont 
deux r6gions contiguOUs, en tout point (a', . . . , b ' ,  c', d ' , e ' ) i n t6 r i eur  g la 

1 fois h ~ ~ 1'~ Y~,...,b,~,<~,) les deux fonctions (/~,...,b,~,d, T~,...,b,,,<,~) et a ( ,,...,b,~,d, 
[~,...,b,~,<~,(x,..., y ,  z ,  t ,  u) et f~,...,b,~,<~,(x, �9 �9 �9 y ,  z, t ,  u) sont 6quivalentes. 

I1 en r&ul te  la possibilitd d 'appliquer le th4or&ne fondamental aux 
m fonctions f~,...,~,~,a,~,(x, . . , , y , z , t , u )  et l'on est conduit g une fonction 
g~,...,~,~,~(x,..., y ,  z ,  t ,  u) ddfinie ~ l ' in t&ieur  de (/'~,,..,~,~,~, s , ) e t  telle qu'en 
tout point ( a " , . . . ,  b", c", d", e") intdrieur g la rdgion oh elle est d6finie, 
elle est dquivalente g f~,...,~,~,<,,(x', ..., y ,  z ,  t ,  u), l'indice p dtant convenable- 
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ment ehoisi, et par suite 6quivalente k la fonction f,,,...b,v.a,,c(x,...,y,z,t,u) 
eorrespondant d ' ,pr6s l'6nonc6 au point (a", . . . ,  b", c", d", e"). 

Ainsi k chaque point ( a , . . . , b , c , d )  int6rieur ~ ( S ~ , S ~ , . . . , S ~ _ , )  
correspondent: un cercle -F:,..,b,c,~, , ayant ee point pour centre et int6rieur 

(S~, $ 2 , . . .  , S,_,)  et une fonction f~, ~,~,~(x,...,y, z, t, u) d6finie b~ fin- 
t6rieur de ([,,...,b,~,e, S,,), 6quivalente en tout point off elle cst d6finic u la 
fonction de l'6nonc6 qui correspond b~ ee point. Je consid6re F~,...,b,r 
comme eompos6 de deux cercles: l 'un 3 . . . ,  b, c) et T~,...,~,~,,z de centre (a, 
l 'autre 3 7 ...... b,,,a de centre d. On peut d6composer s,,_~ en r6gions 2/1, 

! 12,  . . . ,  Tin,, en hombre fini m', assez petites ])our que chaeune d'elles 
Tp soit intdrieur au eerele 7a,...,b,~,d, de centre @ eonvenablement choisi 
dans s._, ou sur son p6rim6tre; 3e trace le eercle 4 �9 l'~,...,b,c de centre 

' 4  ( a , . . . , b , c )  et int6rieur aux m' cercles concentriques l'~,...,b,~,d~; Ia,...,b,~ est 
forc6ment int6rieur ~ (S,,  $ 2 , . . .  , S,,_2) ; b~ chaque r6gion Tp correspond 
une fonction r d6finie ~ l 'int6ricur de (F~,...,b,~/1,, r~,...,b,~,d,, 

4 s,); le thdor6me fondamental,  fortiori ~ l ' int6rieur de (F~,...,b. ~ 4 ~a,. . . ,b,Gd v 

appliqu6 ~ ces fonctions, conduit s la fonction r z , [ , u )  
. . . .  1'~ , G) 6quivalente en chaque point off d6finie k l ln teneur  de (~...,~,~ s,,_~, 

elle est d6finie g la fonction f ~ , . . . , ~ , ~ , e , ( x , . . . , y , z , t , @  l 'indice 1)6 tau t  
convenablement ehoisi, et dquivalente aussi par suite ~, la fonction de 
l'6nonc6 correspondant au point eonsid6r6. 

Des fonctions r . . . .  , y ,  z ,  t ,  u), on conclura de la mdme fa(;on, 
en d6composant ~ ., F~,...,~,~ de centre (a , . .  b) et F~,...,~,~, en deux ccreles 
Y~,..,~,~ de centre c, l'existcnce d'une fonetion 2' ...... ~ ( x , . . . , y , z , t ,  u) d6finie 

~" ' " r ~ 6  ' 6  a 1 lntemeu de (I ~,..,b, s,,_.., s,,_~, s,,); (1 ~,.,.,~ d6signant un cercle int6rieur 
(S,,... ,S,~ ~) de centre (a . . .b) ,  de rayon choisi assez petit.) et telle qu'en 
tout point oh ellc cst ddfinic, elle soit 5quivalente :~ la fonction de 
l'6none6 correspond'rot ~ ce point. En poursuivant ce raisonnement on 
parvient it une fonetion F ( x ,  . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) d6finie ~ l ' int6rieur de 
(s~, s ~ , . . . ,  s,) et qui en chaque point oh clle est ainsi d6finie, est 6qui- 
valente ~ la fonetion de l'6none6 eorrespondant h e e  point. 

Dgmonstration du th4or6me g. Elle est analogue ~ la pr6cddente" 
la seule diff6rence consiste en ce que lea fonctions f(x, . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) ,  

f ( x ,  . . . .  , y , z , t , u ) ,  r  . . .  , y ,  z, t, u) et F ( x ,  . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) ne sont 
consid6r6es eolnllle (16[inics qu'i~ un mult iple  prds de 2iz. 
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Sur les fonetions de ~ variables complexes. 

Dans le eas du  th6or6me V, en posant:  

V ( z  , . . . , y , z ,  t ,  u )  - -  e F( ... . . .  ~'~'"~ 

29 

on obtient,  eomme dans  le eas de deux  variables,  le th4or&ne suivant  

oh S~, S=, . . . ,  S~ et s~, s2, . . . ,  s,,, eonservent  la m(~me signification. 

Th or m  w .  s i  it tout poi, , t  i, t ri u," it 

correspondent: 
~~ un cercle F~,...,b,~,<~ de centre (a, ..., b, c, d, e) et int&ieur d (S 1 , $2,..., S,,); 
2 ~ une fonction v~,...,b,r . . . .  , y ,  z ,  t ,  u) des n variables, rdguli&e d 

l'int&iettr de F~,...,~,~I<o et telle que si (a', . . . ,  b', c', d', e') est un 2~,oint in- 

v ...... ~,~,<& . . . . .  ~.l,z,t, ,) soit r@ulier et tdrieur it Fa,...,~,~,<~ le qaotient v<...,b,,o,,r . . . . .  , y,  z,  t ,  u) 

diff&ent de o en ce point; 
l l  existe une fonction V(x  , . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) rdguli&e en tout point int&iear 

d (s~, s2 , . . . , s~ )  et telle qtt'en tout point ( a , . . . , b , c , d ,  e) int&ieur it 
(s~, s.2, . . . ,  s;~) sou quotient par la fonction v ...... b,~ ,a ,~(x , . . . , y , z , t ,u )  est 

rdgulier et diffdrent de o. 

1 5. Ce dern ie r  thdorgme condui t  'k un th6or6me impor tan t  relat if  

g une fonet ion r  des n var iables  ( x , . . . , y , z , t , u )  n'ad- 

me t t an t  g l ' in t6r ieur  de ($1, S ~ , . . . ,  Sn) que des s ingular i t6s  ~mn es- 

sentielles. 

Avan t  d ' aborder  ce th6or6me il est ut i le  de rappe le r  quelques  pro- 

positions eonnues. 
M. WE~RST~aSS a d6montr6 que si une sdrie entidre en x , . . . , y , z , t , u ,  

' " " s annule  a @ ,  . . . , y ,  z , t , u ) ,  eonvergente  dans le voisinage de l o m g m e ,  ' �9 

l 'origine, on peut  l 'Serire dans un domaine  ~) de l 'or igine (saul un eas 

d 'exeeption que l'on peut  dviter pa r  un e h a n g e m e n t  lin5aire de variables) 

sous la fo rme:  

. . . ,  ,g,  z ,  t , , ) =  . . . .  

off P (u )  est un po lyn6me  en u de degrd m, dans lequel  le coefficient 

de u ~' est l'unit(~, les au t res  eoeffieients d tant  des sdries ent i&es en x ,  
. . . ,  y ,  z ,  t, eonvergentes  clans 3, et s ' annu lan t  routes g l 'origine, et oh 

a~ est une  s~rie en t i&e  en 0~ . . . .  , y , z , t , u  eonvergen te  dans 3 et ne 

s ' annu lan t  pas dans J. 
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De lk %sulte que les z6ros de o ( x ,  . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) forment dans le 
voisinage de l 'origine une multiplicit6 h 2 ( n -  i) param6tres r~els. 

Si o (x ,  . . . .  y , z , t , u )  et d ( x , . . . , y , z , t , u )  sont deux s6ries en- 

ti~res en x , . . . , y , z , t , u  s 'annulant  ~ l'origine, deux cas peuvent se 

presenter: ou bien ces deux sdries admettent  un diviseur commun (au 
sens donn6 "~ ce mot par M. WEIERSTRASS); leurs z6ros eommuns forment 

alors, dans le voisinage de l 'origine, une multiplieit6 k 2 ( u - - I )  para- 
m~tres r6els; ou bien il n'y a pas de diviseur commun; lcs z6ros communs 

~ et er' forment alors, dans le voisinagc de l'origine, une multiplicit6 ~ 

2 ( n -  2) paramStres r6els; dans cc dernier cas si le nmnbre des variables 

est n ~ 2, l 'origine est un z6ro commun isol6. 

La fraction o(x . . . .  , ~t, z, t ,  ~t) est dire irrdductible k l 'origine si a ~( . ) X~ . .  , ? l z Z ,  t , ' a  

et d n'ont pas de diviseur commun,  c'cst-h.-dire si leurs z6ros forment  

une multiplicit6 ~ 2 (n ~ 2) param~tres r~els dans le voisinage de l'origine. 
1V 

La fraction ~ sera dire irr6duetible en un point ( a , . . . , b , c , d , e )  

off les fonctions W ct V sont r~guli~res, si 14 ~ et K ~tant ddvelopp~es 

suivant les puissances enti~res de x ~ a , . . . , y - - b , z ~ c , t - - d , u - - e ,  
l~ fraction obtenue est. irr6ductible au point ~a, . . . ,  b, c , d , e ) ,  au sens 

lV 
qui vient d'Stre donn6 ,k ce mot; la fraction -V sera irr6ductible a rin- 

t(~ricur de (s~ , s~, . . . ,  s,,), o(! W et V sont suppos6es r~guli6res, si elle 

est i r%duet ible  en tout point int~rieur i~ (s~, s 2 , . . . ,  s,); ou bien, ce qui 
revient au marne, si dans le voisinage de {ot|t z(~ro coinlnun ~ W et V 
intSrieur k ( s ~ , s : , . . . , s , )  les z6ros cominuns ~ IV ct V formcnt une 

multiplicit6 ~ 2 ( n - - 2 )  dimensions; dans le cas de deux variables ( n ~  2), 

les z~ros communs devront ~tre des points isol~s. 
Voici une derniare propri6t6 eonnue des fractions dont les deux 

termes sont des fonctions rSguliSres; si }V, V,  fVa , 171 sont quatre fone- 

W W, sont tions r6guli~res dans une m~me aire et si les deux fractions ~ ,  V~ 

routes les deux irr6ductibles ct 6g'des entre elles k l ' int6rieur de cette 
V aire, le quotient ~ est r6gulier et diff6rent de 0 a l ' int6rieur de l'aire 

eonsid6%e. 

I6. Soit r uric fonction des n v a r i a b l e s c o l n p l e x e s x , . . . , y , z , t , u  
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n 'admet tant  ~ l ' int~rieur de (S~ , S 2 , . . . ,  S,) que des singularit~s non 
essentielles; ee qui signifie que si ( a , . . . ,  b,  c ,  d ,  e) est un point quel- 
conque int~rieur ~ (5'1, S~, . . . ,  S~), on aura, ~ l'intSrieur d'un cercle 
/~,...,b,~,d,~ de centre (a, . . . ,  b ,  c ,  d ,  e) et de rayon convenablement  ehoisi: 

_ _  Wa,. . . ,b,e,d,e 

Va,.. . ,b,c,d,e 

o6 w,,...,b,~,# et V,,....b,c,d,, sont deux sSries enti~res en x - - a , . . . ,  y - - b ,  z - - c ,  
t - - d ,  u ~ e ,  convergentes ,~ l 'int~rieur de /',,... b,~ a,, et choisies de telle 
sorte que la fraction pr~eddente soit irr~ductible ~ l'int~rieur du cercle 
/',,...,b,r ce dernier cercle peut toujours dtre suppos~ de rayon assez 
petit pour dtre tout entier int(~rieur ~ (S~, S ~ , . . . ,  S~). D5s lors, si 
(a', . .  , b', c ,  d'. e') est un point intSrieur ~ 1 ~ �9 t . a,...,b,e,d,e~ o n  aura dans le 
voisinage de ce point:  

Wa,. . . ,b,e,d,e Wa',.. . ,b',c',d',e' . 

'Oa,...,b,v,d,e "Ya',...,b ',d,d',e' 

ces deux fractions ~tant irr~ductibles, on en conclut que le quotient 

v,,...,b,c,d,, est r~gulier et different de o au point (a '~ . . . ,  b', c', d', e'). 
V a',... ,b ',c',d'~e' 

On peut, d'apr~s cela, appliquer aux fonctions V,,...,b,c,d,, le th6orSme 
VI: il existe une fonction V de x ,  . . . ,  y ,  z ,  t ,  u, rSguliSre ~ l'intSrieur 

V 
de (s~, s ~ , . . . ,  s,) et telle que le quotient soit rSgulier et diff& 

Va~...,b,c,d,~ 

rent de o au point (a,  . . . ,  b,  c ,  d ,  e) int(irieur s ( s ~ , . . . ,  s,); soit: 

V 
Va,.. . ,b,c,d,e 

A~,...,b,r ; 

oil a ~galement dans le domaine du point ( a , . . . ,  b,  c ,  d ,  e) 

_ _  ~Wa,...,b,e,d,e 

Va,. . . ,b,e,d,e 

d 'o~ i  : 

~ .  V = Wa, . . . ,b ,c ,d ,  e . ) 'a, . . . ,b,c,d,t  

ggalitg qui montre quc le produit  r  est une fonction W rgguli(~re en 
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tout point ( a , . . . , b , c ,  el e) int~rieur ~t ( s ~ , s : , . . . , s , ) ;  par cons6quent 
l'on a: 

W r ----~,  

W e t  V 6rant rSguli~res s l ' int6rieur de (sj,  s ~ , . . . ,  s,). 
Iv 

La fraction ]~- est irr6ductible ~ l ' int6rieur de ( s i , . . . ,  s,); car on 

a dans le domaine de tout  point ( a , . . . , b , c , d , e ) i n t 6 r i e u r  ~. ( s~ ,s~ , . . . , s . ) :  

V ~ Va,...,b,e,d,e. ~a,.. ,b,e,d,e~ 

W ~ ~Oa,...,b,c,d,e" ~a,...,b,Gd,e'~ 

W ~....,b,~,e,~ ne s 'annulant pas au point ( a , . . . ,  b, c, d, e), la fraction -~ est 

irr6duetible Wa,...,b,e,d,e en ce point comme la fraction 
~a,...,b,e,d,e 

On a done le th6or~me suivant: 

Th6or6me VII. Si une fonctiou r des n variables ~c , . . . , y , z , t , u,  

n'admet d l'int~rie~r de ( S t ,  $ 2 , . . . ,  S,,) q~e des singularitds ~on essen- 
W 

tielles, elle est dgcde t~ l'intdrieur de (s~, s . 2 , . . . ,  s,) d la fraction ~ dont 

les deux termes so~,t des fonctions rdguli~res d l'intdrieur de (s~, s ~ , . . . , s , )  

et qui est irrddactible d l'intdrieur de (s~, s 2 , . . . , s . ) .  

1 7. I)ans les th6or6mes pr6c6dents, il ~ dt6 constamment suppos6 
que (sl ,  s ~ , . . . ,  sn) dtaient des aires connexes, limit6es par des contours 
ferm6s, et, par cons6quent, d'~tendue finic; il a ~t6 suppos6 de plus que 
( s i , s 2 , . . . , s , , )  5taient respectivement int6rieures ~ Sx, S ~ , . . . ,  S~; de 
telle sorte que h~s p6rimdtres de s l ,  s ~ , . . . ,  s, peuvent dtre choisis aussi 
voisins quc l'on veut des p6rim~tres de S~, S : , . . . ,  S~ mais non confondus 
uvec eux. L,~ suite du pr6sent tcavaU a pour but de ddmontrer que 
tous les th6orbmes pr6c6dents subsistent lorsque s~, s ~ , . . . ,  s, sont con- 
fondus avec S~, S:, . . .  , S,,, ces derni6res uires 6rant limit6es par des 
contours fcrm6s ou non ferm6s, dont la nature sera pr6cis6e plus loin. 

Cette extension, dans le cas gdn6r~l, exigeant la d6monstration de 
plusieucs i)ropositions prdliminaires, fera l'objct de la quatri~me partie. 
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Dans le cas particulier oh chacune des aires 5'1, S ~ , . . . ,  S~ est un 
cercle, le probl5me est plus simple, et je vais l 'exposer dens lea para- 
graphes suivants. 

I 8. Th6or6me VII. Soit ~" un ensemble de cercles F1, T:, . . . ,  T,, tracds 

respectivement sur les plans des n variables x ,  . . . ,  y ,  z ,  t ,  u et ayant pour 

centres les origines des co.ordonndes dans les diffdrents plans et des rayons 

f n i s  ou infinis. On suppose qu'~ cheque point ( a , . . . ,  b, c,  d ,  e) intdrieur 

d T correspondent: 

I ~ un cercle ['~,...,b,~,e,o de centre ( a , . . . , b , c ,  d ,e )compris  d l'intdrieur de T; 

2 ~ une fonction f~,...,b,~,d,~(X, . . . ,  y ,  Z,  t ,  U) monotrope et sans espace 

lacunaire, ddfinie 5 l'intdrieur de l-'~,...,b,~,u,~ et telle que si ( a ' , . . . ,  b', c', d', e') 

est un point intdrieur d F~,...,b,~,d,~, les deux fonctions f~,. . . ,~,~,u, ,(x, . . . ,y,z, t ,u) 

et f~,...,v/,d,,,(x, . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) soient ~quivalentes au point (a',...., b',c',d', e'). 

I1 existe une fonction monotrope et sans espace lacunaire F ( x ,  . . . ,y,  z, t, u) 

d~finie d l'intdrieur de T e t  dquivalente en tout point intdrieur d T d la fonc- 
tion qui correspond d c e  point. 

Th6ori~me VIII. A u  lieu de supposer, comme dens l'dnoncd prdc~dent 

chacune des fonctions f~,...,b,~,J,~(x , . . .  , y ,  z ,  t ,  u) mo~wtrope et sans espace 

lacunaire, on peut supposer que chacune d'elles est te logarithme d'une fonetion 

v,,...,~,~,~,~(x , . . . , y ,  z ,  t ,  u) r~guliOre h l'intdrie~tr de Fa,...,b,,,u, ~ et telle que si 

( a ' , . . . ,  b', c', d', e') est un point intdrieur h I'~,...,b,~,~, ~ le qttotient 

v~,...,b,~,d,~(~ , . . . . y ,  z ,  t ,  q~) 
v.',...,b',o',d',~'(~ . . . . .  y ,  z ,  t .  u) 

soit r(qulier ei different de o au point ( a ' , . . . ,  b', c', d', e'). 

1l existe alors une fonction F ( x  , . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) ddfi~de ?~ un multiple 

pros de 2i~r h l'intdrieur de ~, et gquivalente en chaque point intdrieur h 

a l a  fonction correspondant ~ ce point. 

Ddmonstratien du th6or~me VII. J ' imagine  g l 'int6rieur de chacun 
des n cereles y~ (p = I , 2 , . . . ,  n) de l'~none~, une suite ind~finie de 
cereles conccntriques y~, 7~, �9 " ,  7~, - . .  dont les rayons vont en croissant 
avec l'indice sup6rieur, de telle sorte que T~I' air pour limite •p lorsque 
m augmen~e ind~finiment; dans le cas oh le cercle Tp a un rayon infini, 
le rayon de T~" devra augmenter ind~finiment avee m; je d~signerai par 
~ l 'ensemble des n cercles 7~, 7 ~ , - " ,  T~" D'apr6s les notations et con- 
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ventions adopt6es, nous dirons que 7 ~, 7 2 , . . . ,  r " , . . ,  es~ une suite in- 
finie de eereles, tous int6rieurs k Y, dont ehaeun est int6rieur au suivant, 

et tels que r '~ ait  pour l imite r pour m augmentant  ind6finiment: eette 

derni6re condition revient ~ dire que si ( a , . . .  , b,  e ,  d ,  e) est un point 
quelconque int6rieur k 7, on peut ehoisir ~ assez grand pour  que le point 

eonsid6r6 soit k l ' int6rieur de /~. 
Le eerele 7 "~ 6rant int6rieur ~ Y, i[ existe, d'apr6s le th6or6me IV, 

une fonetion monotrope et sans espaee lacunaire, F~, des variables z , . . . ,  
y ,  ~, t ,  u, d6finie K l ' int6rieur de y" et 6quivMente en tout point int6rieur 

r '' ~ la fonetion de l'6nonc6 eorrespondant k ee point. I1 cst clair 
qu'on aura une autre fonetion satisfaisant aux mdn, es conditions en re- 

t ranehant  de ,r un polyn6me quelconque entier en z , . . . , y , z , t , u .  
A ehaque eerele /"  (m----~, 2 , . . .  + oo) correspond ainsi une fonction f,,,. 

Oonsid6rons la diff6renee 

elle est r6guli6re en tout point int6ricur ~ 7", car en un tel point V~+t 
et ~,,, sont 6quiwdentes s une m~me fonetion; 3,. pent. done dtre consid6r~e 

comme une s6rie entibre en x , . . . , y , z , t ,  u convergente dans 7 "~. 
J 'appelle A~ la s~rie obtenue en rempla?ant  dans 3~ chaque terme par 

son module. 
Soit s 2 ,  z 3 ,  �9 �9 �9 sm, . �9 une suite ind6finie de nombres positifs dont 

la somme eonstitue une s6rie eonvergente. 
Je  dis que les fonctions de la suite ind~finie: ~ 2 , , r  

peuvent  ~tre ehoisies de telle sorte qu'b. l ' int6rieur de 7 ~-~ on ait: 

Am ~ ~,n" (m=2,3,...,~) 

En effet, supposons que les / L - - i  premieres fonctions: ~ ,  ~ '3, '" ,  ~ 
satisfassent k la condition pr6e6dente; je vais montrer  que ~+1 peut dtre 

choisie de fa?on k y satisfaire 6galement. 
I1 existe en effet une fonetion ~b~+ 1 de x , . . . ,  y ,  z, t , u  monotrope 

et sans espace laeunaire d6finie k l ' int6rieur de if+'  et 6quivalente en 
tout  point int6rieur ~ r ~+' k la fonction qui correspond k ce point dans 

l'6none6. On devra prendre pour ~+1 une fonction ~quivalente ~ ~b~+, 
k l ' int6rieur de F TM, et sa~isfaisant de plus ~ l'in6galit6 preserite. 
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sera r6guli6re darts F ~" c'est donc une s6rie enti6re en x , . . . , y ,  z, t,  u 
convergente dans F ~. 

Je d6compose la s6rie ~ en deux parties: l'une P~ comprenant les 
premiers termes de la s6rie, jusqu'k un certain rang qui sera d6termin6 
ultdrieurement, et l'autre o~ comprenant les autres termes: 

Si A d6signe la s6rie obtenue en remplaqant chaque terme de 3~ par 
son module, on salt que le nombre des termes de P~ peut 6tre choisi 
assez grand pour qu'k l'int6rieur de ~'-t (qui est eompris dans le cercle 
de convergence r e de la s6rie), on ait: 

A < ,g.  

Posant alors: 9~+1 = #~+~ ~ P~, j'obtiens une fonetion 9'~+x qui est 6qui- 
valente ~ ~b~+~ k l'int6rieur de T~+~ et telle que" 

~ + 1 - - r  ~. 

et qu'~ l'int6rieur de F "-I, on ait: 

La fonction ~+~ ainsi d6termin6e satisfait aux conditions imposdes. 
On d6terminera ainsi de proche en proche toutes les fonctions ~,+2, 

~ + 3 , - . .  satisfaisant ~ la condition prescrite. 
Je d6finis une fonction F ( x , . . . , y , z , t , u )  k l'int6rieur de ~- par 

la condition suivante" b~ l'int6rieur de FP (p > 2) on a: 

(,) 
r = o o  

F ( x ,  . .  . , y ,  z ,  t ,  u) = ~p+x + ~2~=1= ~p+~ 

1 " ~ 0 o  

la s6rie: ~3p+r est une fonction r6guli6re b~ l'intdrieur de TP; car/~ l'in- 

t6rieur de ce eercle on a la suite dlne~,ahtes: 

/~m+r ~ ~m+r" (r=l,~ ..... ~) 
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Dbs lors, d'aprbs une propridtd connue des sdries k double entrde, la 
r ~  

s6rie ~ o'~,+, peut 6tre ordonn6e suivant les puissances enti6res et positives 

de x , . . . , y , z , t , u  et conduit ainsi k une sdrie convergente dans ft. 
L'expression (1) d6finit donc une fonction bien d6termin6e k l'in- 

tbrieur de ~-P. I1 rcste ~ montrer  que deux quelconques des expressions 
de F ( x , . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) fournissent bien la m6me fonction. Soit (k 6rant 
un entier positif) les deux expressions: 

~ ( X ,  , o ~ , y ,  Z ,  t ,  U) = ~p-[-I "4- r~=l(~PTr 

et: 
r ~ a o  

r = l  

dont la premi6re d6finit F ( x , . . . , y , z , t , u )  k l'int6rieur de yP et la 
deuxi6me k l 'int6rieur de ~.~,+k; elles ddfinissent donc simultan6ment. 
s  ~ l 'int6ricur de T~'; pour vdrifier que ces deux ex- 
pressions sont identiqucs, il suffit de se rappeler que: 

~p+r ~ ~p+r+l - - ~ p + r  �9 

La fonction F ( x ,  . . . ,  if, z ,  t ,  u) satisfaig k toutes les conditions de 
l'6nonc6; car si (~t, . . . ,  b ,  c ,  d ,  e) est un point int6rieur it ~-, ce point 
est int6rieur 'k ~-P, p 6t:~n~ choisi assez grand. La fonction est donc d6finie 
d:lns le domaine dlt point (a, . . . ,  b,  c,  d ,  e) par: 

r ~ c ~  

. . . ,  u ,  t ,  = + 

1,q, s6rie du s~cond membre 6tant une fonetion r6guli@e dans ~-P, 
F(:r, . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) est 6quiwdente au point ( a , . . . ,  b, e , d ,  e) ir ~%+~ et 
par suite k f~,...,~.~,,t,~(x, . . .  , y ,  z ,  t ,  u). 

D~monstration du thc!or~me VIII. Cette ddmonstration est analogue 
k 1,~ pr6c6dente" la seule diffdrence consistc en ce que les fonetions ~-,,, 
~b~.+~, F ( x ,  . . . ,  y ,  z,  t ,  u) ne sont considdr6es eomme d6finies qu'k un 
multiple pr6s de zir:,. I1 n'en est pas de n~6me des sdries 8 dont ehacune 
est d6terminde sans ambigu'/t6. On est, el~ ~fl'et, conduit a posc.r eomme 
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dans la d6monstration 
logue" 

prScddente, les notations conservant un sens a n a -  

chacune des ddterminations de r  ~,~ est rdguli6re dans j-'; ~ dd- 
signera le d@eloppement en sdrie de l 'une quelconque de ces ddtermina- 
tions, choisic arbitrairement; on d6compose ensuite ~:  

(~, est ainsi d6finie sans aucune  ambiguitd. 

I0. I)ans le cas du thdorSme VIII,  en posant: 

V ( x  , . . . , y , z , t , u) = e F( ...... ~,~,~'"', 

par un raisonnement ddj~ fait, V ( x , . . . , y ,  z ,  t ,  u) est une fonction rd- 
guliSre dans T; ou si l 'on veut, est une sdrie enti~re en x , . . . , y ,  z , t , u  

cbnvergente dans ~-. D'oh le th~or6me: 

Th~or~me IX. Si  h chaque point (a , . . . , b ,  c ,  d ,  e) intdrieur tt 

correspondent: 

I ~ un  cercle 1~....,~.~,4~ de centre ( a , . . . ,  b ,  c ,  d ,  e) el intdrieur h T; 

2 ~ unc foiwSon v~,..,,b,~,~,~(x, . . . ,  y ,  z ,  t ,  u) rdguli~re dans I~a,...,b,c,d,e et 
lelle que si (a', . . . ,  b', c', d', e') est un  point  intdrieur ~ f'~,...,b,~,d,~ le quotienl 
V~,...,b,r . . . . .  ',J, Z, t .  U) 

V~,,...,~, ~',~,~' (z . . . .  y , z  :-[; ~) soit rdgulier et diffdrent de o au point (a', ..., b', c', d', c'). 

l l  exisEe une s~rie enti~re en x ,  . . . ,  y, z ,  t ,  u ,  V ( x , . . . , y ,  z ,  t ,  u) con- 

ve~yente dans ~ el telle que, en Gout point  ( a , . . . ,  b, c ,  d ,  e) intdrieur & ~', 

V(z . . . . .  y ,  z ,  t ,  ~) soit r~gulier et diffdre~t de o. le quotient v ...... b.r . . . .  , y . z ,  t ,  ~) 

Thdor~me X. Si une fonction 4) des n variables x , . . . ,  y ,  z ,  t ,  u 

n'admet it l ' intdrieur de 7" que des sin.qularilgs non essentielles, elle est le 

quotient de deux sdries entiOres convergentes dans i', et telles que la fraction 

obtenue soil irrdduclible dims T. 

Par une d6monstration identique ~ celle du paragraphe I6, oh l 'on 
remplace (S1, S ~ , . . . ,  S,) et (s~, s ~ , . . . ,  s,) tous les deux par i', on voit 
q u e  r cst le quotient de deux fonctions r6guli+res dans y, et par suite 



38 Pierre Cousin. 

le quotient de deux s6ries enti6res en x , y , . . . , z , t , u  convergentes 
dans ~-. 

20. Supposons que les n eereles 7"~, 7"~, ' . . ,  7",, qui composent T, 
aient tous des rayons infinis; le th6or6me pr6c6dent dcvient le th6or6mc 
de M. POl~CAR~: 

Si une fonction ~ des n variables x , . . . ,  y ,  z , t , u n'admet ~ di- 

stance finie que des singularit& non essentieUes, elle est le quotient de deux 

fonctions enti~res de x ,  . . . ,  y ,  z ,  t ,  u ,  telles ~lue la fraction obtenue soit 

irrdductibIe en tout point (t distance finie. 

I V .  
G d n ~ r a U s a t i o n  de s  t h ~ o r ~ m e s  p r d c ~ d e n t s .  

2i.  J 'ai indiqu6 pr6c6demment le but de cette quatri6me partie. 
L'objet des propositions pr61iminaires que je vais 6tablir est le suivant: 
je me suis servi dans la d6monstration du thdor&ne VII d'une propri6t6 
bien connue: si une fonetion f ( x , . . . , y , z , t , u ) d e s  n variables complexes 
x ,  . . . ,  y ,  z ,  t ,  u e s t  r(~guli&e g l 'int6rieur et sur le p&im6tre de n cercles 
trac& sur les plans respectifs des n variables, il existe un polyn6me entier 
x ,  . . . , y , z ,  t ,  u tel que sa diff&ence avce la fonct ion f ( x ,  . . . ,  y ,  z ,  t, u) 

air, g l 'int6rieur des n cercles, un module plus petit qu'un nombre positif 
s donn6 g l'avance. I1 s'agit d'e~tendre cctte proposition au cas oh, aux 
n cercles, on substitue n contours ferm~s quelconques; si chacun de ces 
n contours est ~ connexion simple, je montrerai que le polynSine existe 
encore; si les contours sont ~t connexion multiple, en g6n6ral le polyn6me 
rSpondant t~ la question n'existe pas; mais on peut, au lieu du polyn6me, 
trouver une fonction rationnelle de x ,  . . .  , y ,  z , . t ,  u satisfaisant ~ la 
condition pr6c6dente. 

J 'entends par contour ferm6 simple, une ligne com~exe ferm6e, ne 
pr&entant aucune boucle; d'apr& cela un contour fermd simple partage 
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tout  le plan en deux aires connexes: l 'une int~rieure au contour, l 'autre 
exldrieure, la premi6re d'6tendue finie, lu seeonde d'6tendue infinie. 

22. Je donnerai d'abord la d6monstration sommaire des deux pro- 
positions suivantes. 

Soient /1 et F'  deux cercles tracSs respectivement sur les plans des 
deux variables x et y, ayant pour centres les origines des coordonn6es et 
pour rayons R et /t'. 

I ~ $7 f ( x ,  y) est une fonction des deux variables x et y r@uliirc 
pour x intdrieur h .F et pour y extdrieur d I " ;  si, de phts, f @ ,  y)~end 

vers o pour y auymentant inddfiniment, x conservant une valeur constante 
int~rieure d F, la fonction f ( x ,  y) est dgveloppable sttivant une s~rie enti~re 

en x et I--, absolument converyente pour x dans F et y extdrieur t~ I " ;  soit: y 

f(x , y) = 2A,~x~y -~. (,=0,1,2,...,+~, ~=1,~,...,+| 

J 'exprimerai  plus bri6vement les conditions auxquelles f ( x ,  y ) e s t  
suppos6e satisfaire dans cet 6nonc6, en disant qu'elle est rSguli~re pour 
x dans /~ et y ext6rieur "~ /~' et qu'elle s'annule pour y ~- c~. 

Le th6or6me s d6montrer revient au suivant: si l'on pose: 

Y = y  

la fonction: f x est  reguhere pour (x y') int6rieur ~ (F  r ' ) .  I1 , y ' /  , 

ne peut y avoir de doute que pour la valeur y ' =  o. 

Je  trace un cercle y concentrique ~ / "  et de rayon p > R'; comme 
f ( x , y )  s'annule pour y = cx~, on aura pour x int6rieur ~ /" et y ex- 
t6rieur ~ T': 

f (x  , y) = 2i:: d z - -  y 

l 'int6grale 6tant prise le long de T' dans le sens direct. En rempb~qant 

y par --y,, il vient, pour x intSrieur 5 F et y' int6rieur ~t un cercle ~-~ 

concentrique h _F' et de rayon p~ ~-----. 
P 
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r , ['f(*,Ddz 

on volt par eette expression que pour y ' ~ o ,  / ,:~' 7 /  est reguhere:  

le th6or6me est ainsi d6montr& 

2 ~ . Si f ( x ,  y) est rdguli~.re poto" x et y extdrie,o's ~ 1" et _N' et si 

elle tend v e r s o  polo" ~ auqmentant inddfiniment, y conservant une valeur 

constante ext6"ie~o'e (i F' et pour y a~gmenta.nt inddfiniment, x conservant 

une valeur consla~le extdrieure 5 f ' ;  f ( x ,  y) est d~veloppable en sdrie enti~re 
I I 

en - et - absol~ment convergente ~i l'ext~rieur de F et F', et de Ia forme: 
.z y 

f (x ,  y) = 2'>Lzz-:y -~. (a= 1,2,...,+ ~ ,  ,3= l,~,.. . ,+ Qo) 

J 'exprimerai  plus bri6vement les conditions auxquelles satisfait par 

hypoth&e f ( x ,  y) en disant qu'elle est r6guli6re pour (x,  y) ext6rieur 

( F ,  I")  et qu'elle s'annule pour x = r ainsi que pour y ~ cxv. 
n ~ 1,','~ , , / n '  / ( '  

En posant" x =  - -  y == le theoreme revient au suivant: f ( ~  
~ '  . T '  ' 7 /  

est r6guli6re pour (x', y') int6rieur ~ (F ,  F'); on a, effet, pour x ext6rieur 

F et y ext6rieur au cercle T' concentrique ~ / '  et de rayon p > R'" 

I e l ( z ,  z) dz 
/ ( x ,  v) = - -  ~ j V:-- 

r' 

/ T  i 
ou, pour y' int6rieur a T; concentrique ~ I "  et de rayon - - "  

P 

r' 

t~ , l  , . ,  
cela montre  que f x ,  d ) est reguhcrc  pour x extSrieur h F et y' in- 

* 2  

t6rieur h F'; comme cette fonction s 'annule pour x ~ ,  en vertu de I ~ 

f (R~  R':~ sera r6guli6re pour (x', y ' ) i n t6 r i eu r  '~ (F ,  F'). 
k:~ ' y ' /  
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2 3. Proposition I. Soient: 

C et C' deux contours ferm~s simples tracL~ sur les plans des deux 
variables x et y; 

a et c deux points du plan de la variable x extdrieurs d C; 

b e t  d deux points du plan de la variable y extgrieurs d C'; 

f ( x ,  y) une fonction de x et y qui est r~guli~re except~ pour les valeurs 

x ----- a et y ~ b et qui s'annule pour x ~ cx9 ainsi que pour y ~ o,v; 

B existe un polyn6me entier en ~ ,  tel 

qu'en tout point (x ,  y) intdrieur ~ (c, c'), on air: 

I 

e ~tant un nombre positif donn~ ?~ l'avance. 

C ~  c C 

Sur le plan de la variable x je trace une ligne ac partant de a ct 
aboutissant h c, tout enti6re ext6rieure au contour C; et sur le plan de 
la variable y, je trace d'une fagon analogue la ligne bd extdrieure au 
contour (7. Je marque sur la ligne ac, en allant de a v e r s  e, n points 
a 1, a 2, . . . ,  an, et sur bd, n points b 1, b~, . . . ,  bn, en allant de b vers el. 
Je  suppose n choisi assez grand et les points assez rapprochds pour que 
la condition suivante soit remplie: darts les deux suites de points: a, a 1, 
a ~ , . . . , a n , c  et b , b l , b ~ , . . . , b n , d ,  la distance de deux points con- 
sdcutifs quelconques est inf6rieure ~ une longueur R, plus petite elle-m~me 
que les distances des lignes ac et C d'une part, bd et C' d 'autre part; 
de telle sorte que les cercles de rayon R et de centres %,  bp, laissent 
b. 1cur ext6rieur les contours C et C" et comprennent 5 leur int6rieur 
respectivement les points %_~ ct bp_l. Les cereles le rayon R ayant pour 

AtCa mathtmati, ca. 19. Imprim~ le 27 avril 1894. 6 
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eentres les points a ~ , a ~ , . . . , a , , , c  et l , , , b  2 , . . . , b , , , d  seront d6sign6s 
dans la d6monstration simplement par leurs centres. 

Je  considbre les cereles a, et b~; ]es points a et b 6tant int6rieurs 
k ces cercles, la fonction f ( x ,  y) est d6veloppable en s6rie enti6re en 

I I 
absolument convergente k l 'ext6rieur et sur le p6rim6tre 

'x - - a ~  ' y - - b , '  

des eereles a, et b~. J 'appelle P, , ~ _ . ,  , :/__ ~ le polyn6me form~ par 

les premiers termes de ee d~veloppement, pris en nombre assez grand pour 
que, k l'ext,~rieur des eereles a, et b,, on ait: 

Ire ( )] ~ �9 mod x ,  y) ~ P, _I _I < ;7--+S ' 
a~ t q  ' y b, 

I I 
le polyn6me P~ ne renferme pas de terme ind~pendant de , - -  x -  a~ y - -  b~ 

Les points a~ et b 1 ~tant int~rieurs aux eereles a~ et b~) ~ x-- a, ' y - b, 

.~ I I 
est d~veloppable en s~rie entmre e n - - -  , absolument eonvergente 

x--a~_ ?l--b~ 
, ( i  ' t  a l 'ext~rieur et sur le p~rim~tre des eereles a~ et b2; soit P~ ~-Z-_%,y -b, 

le polyn6me form8 par lea premiers termes du d~veloppement pris en 
nombre assez grand pour que l 'on ait h l 'ext~rieur des eereles % et b2: 

m o d I P , ( ~  ' i ~ , ) _ _ p , (  x , ~ ) ] <  s 

En pourguivant ee raisonnement on obtient une suite de (n-a t- I) 
polynbmes satisfaisant aux (n + I) in6galit~s" 

[ (,  ,)] rood f ( x ,  y) - -  P, z - a ,  ' y - b, < ~ k l'ext~rieur des cercles a 1 et bl, 

' ) rood /)1 a~ ) y -I~ l a~ y - b ~  ~ ' u + l  k l 'ext6rieur de a s et b~, 

[ ( , ,  , , )_~(~i  ' ) 1  rood P,,_, y - i , . -  " ' < - - -  k l 'ext6rieur de 
. . . . . . .  a,~_, , yf-b,, _ ~+ I 

a n et b., 

[ ( ~  '~.) ( '  , ! ]  , rood P. ' y -  - - O  ~ ' y - d  <~+--I k l 'ext6rieur de c et d. 
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Ces indgalitds sont simultandment vdrifides ~ l ' intdrieur de (C, C'); on en 
conclut, le module de la somme 4tant moindre que la somme des modules: 

[ , )] mod f(x, y ) -  ~.--c ' y - - d  < z ~ l 'int6rieur de (C, C'). 

Le th6or6me 6nonc6 est donc d6montr6. 

24. Remarque. La d6monstration pr6c6dente suppose que chacun 
des points c et d est k distance finie: je vais montrer que c ou d, s6par6- 

ment  ou tous les deux ~ la fois peuvent dtre rejet6s ~ l'infini, ' ' z - - c ' y - - d  
devant dtre alors remplac~s respectivement par x et par y. 

Je  trace en effet un cercle I ' d e  centre x 0 enveloppant C et je suppose 
le point c pris ~ distance finie mais ~ l 'ext6rieur de / ' ;  je trace un 
cerele y de centre d et de rayon asscz petit pour que (_Y lui soit compl6te- 
ment ' " exterleur. 

( ,  , )  Le polyn6me Q ) _  c ' y - - d  du th6or~me pr6c6dent est d6velop- 

pable en s6rie enti6re en x - - x  o et ~ ~ absolument eonvergente pour x 

int~rieur ~ F ou sur son p6rim6tre et pour y ext6rieur ~ r ou sur son 
. . ,  ( i )  

pernnetre. Soit Q, x ~ X O , y _ d  le polyn6me form6 par les premiers 

termes de ee d6veloppement, pris en nombre assez grand: on aura pour 
x int6ricur ~ /" et~ y ext6rieur ~ 7, et ~ fortiori pour (x, y) int~rieur ~ 
(c, e): 

[ ( ,  , )  ( rood Q :~- c ' , ~ - d  ~ Q' x - - % , ~ - - ~ _  < 

et coinme: 

,nod x ,  y) - -  Q z - -  c '  y - - 4  < r pour (x, y) int6rieur k (C, C'), 

on en conclut: 

mod[f(x, y) - -  Q, (x - -  x, , y- d) ] < 2r p o u r ( x , y ) i n t ~ r i e u r b , ( C , C ' ) ,  
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, t )  I 
Q ~ I x ~ x o , y _ )  est un polyn6me entier en x et y - - , t '  c e q u i m o n t r e  

quc le point c peut dtre suppos~ rejet~ k l'infini. 
Pour montrer  que les deux points c et d peuvent dtre rejetds k 

l'infini simultandment, je trace les cercles F et F '  de centres arbitraires 
x 0 et Y0 et enveloppant respeetivement C et C'; je suppose c et d pris 

k distance finie mais  ext~rieurs k F et / " ;  le polynSme Q( i i ) 
x -  e ' y ~ d 

est ddveloppable en s~rie enti6re en x ~ :c 0, y - - y 0 ,  absolument con- 
vergente dans I ' ,  1" et sur leurs p~rim~tres; soit Q ~ ( c -  x o , Y - - Y o )  le 
polynbme foriu~ par l 'ensemble des premiers tcrmes du d~veloppement 
pris en nombre assez grand:  on aura pour (x,  y) intdrieur k (6', C'): 

rood If(x,  y ) ~  Q~(x- -  xo, Y - -  Yo)] < 2~; 

Q2 dtant un polyn6me entier cn x et y,  on volt quc c et d peuvent dtre 
rejetSs tous deux k l'infini. 

P r o p o s i t i o n  II .  Soient: 
01 et C~ deux contours fermds simples pris respectivement sur les plans 

des deux variables x et y; 
C et C' deux contours fermds sbnptes compl~lement intdrieurs respective- 

ment d C~ et C'I; 
f ( x ,  y) une fonction des deux variables x et y rdgulikre en tout point 

intdrieur d (C~ , Ci); 
a un point extdrieur ~'r U1, (~ distance [inie ou in[inie; 
b u n  point extdrieur ,'r C'~ ,~ distance /inie ou infinie; 

II existe an polyn6me entier en , tel x--(~ y - - b  ~ -- a ' y - - b  

qu'en tout point intdrieur ~ ((J, C'), on air: 

I/  ) (~( I - , I )1  rood " (x ,y  - -  (,~ ! ! - - b  < s  

dtant un nombre positif donnd d l'avance. 

Je tract  le contour fermd simple C'~ enveloppant C et enveloppd 
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par C~; et le contour ferm~ simple C.~ enveloppant (_7 et enveloppd 
par C 1. Le th~or~me de CAUCHY donne pour (x, y) int~rieur ~ (C~, C;): 

I f f ( z ,  ~)d~ 
f ( ~ ,  y)  = ~j ~ ~:~ �9 

C', z 

Je partage le contour d'int~gration C~ en n parties cons6cutives 
B~B~, B~B.z, B~B~, . . . ,  B,~_~B,,, B,,B~ assez petites pour que chacune 

t 1 
d'ellcs B~Bq+~ soit comprise k l ' intdrieur d'un ccrclc ~-'~ laissant k son ex- 
t6rieur les contours C'~ et C' et par cons~qucnt compris entre ces deux 
contours. Je pose 

I t f(x, z)dz 

Bq B,j+I 

le chcmin d'int6gration dtant BqB �9 ~1, cette fonction fq(x y) est r6guliSre 
pour x intdrieur ~ C1 et pour y non situ6 sur B~Bq+~; de plus elle s'an- 
nule  pour  y = co .  On  a d '~i l leurs pour  (x ,  y) int6rieur ~ (V~, C'2): 

( i )  t ( x  , y)  = ,~' f~(x,  y) .  (q:l .:  . . . . .  ,~) 

J 'applique le th~or~me de CAUCnY ~ la fonction f~@, y) et au contour 
C]; j 'aurui pour x int~rieur k C~ et y quelconque mais non situ~ sur BqB~+I" 

f~(~, Y) = ~ V ~ j  ~ : z ~  �9 
c~ 
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Je  partage C: en m parties A~A~,A:A~,...,A,,A~, telles que ehacune 
d'elles ApA~+l soit int~rieure h~ un cercle y~, laissant k son cxt~rieur les 

contours C et C a et je pose: 

~ , , ( x , v )  2.~,~, l . _ , ~  

ApAp+~ 6tant le therein d'intdgration. L't fonction ~q(~ ,  y )es t  r~guli+re 
tant quc x et y ne sont pas situ6s rcspectivcment sur .ApA~,+a et B~B~+a. 
De plus V~q(~;, y) s'annule pour y--~ o,9 commc fq(x, y), et s'annule dvi- 

demment  pour x == o,9. 
On a pour x int6rieur fi C~ et y non situ6 sur BqB~+l: 

( ' )  f~(~,:, u) = ,.~',.~(~, y). (, '- ' . :  ....... 

Les 5galit6s (~) et (2) sont simultandment v6rifibes pour (x,  y) int~rieur 
(C2, C;): on cn conelut, pour (x, y) int~rieur k (U~, C~), l'~galit~: 

t ( ~ ,  y) = """ ~" '~). (p=l,2,..., m; q=l,~,...~n) 

Si j 'appelle aj, et b~ los eentres respeetifs des cereles y~, et T~, la 
fonction V~,7(x, y), r6guli~re k l'ext~rieur dc ces cerelcs et s 'ammlant pour 

x = ~ ainsi que pour y = ~ est ddveloppable en serm enti~re en - - -  

I 
et absolument convergente ,~ l 'ext~rieur et sur le p~rim~tre de ces 

y -- b e 
( I I ) 

cereles. J 'appclle Pp,~ ; _ , ,~  JJ _ ~.  le polyn6me form~ par lcs premiers 

termes de ee ddveloppement, pris en hombre assez grand pour que k 
l'ext~rieur de ~-~ et r~; et k fortiori k l'int~rieur de (C, C'), on ait: 

[ , t '  ( I_ I )1 <-~ [pour ( x , y ) i n t 6 r i e u r k  (C,C')]. rood ~pq(x y)--  ~"~\.~--%':/--b~ 2m,~ 

~ ~ ) qui n'a pas de terme ind~pendant Or le polynbme Ppq i , : - - , p ' y -  b,~ 

de i et t x--~t~, y -  by' n'a pas d'autre point singulier quc x ~ al, cxt6rieur 

k C et y -~bq  ext6ricur k C' et dc plus s'annule pour x ou y infini. 



S u r  l e s  f o n c t i o n s  de  n v a r i a b l e s  c o m p l e x e s .  

D'apr6s la proposi t ion I, il existe un po lyn6me  ent ie r  e n -  

(ft I I ) Qpq ",--a,' y - - b  ' tel que" 
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I I 
et 

x - - a  y . - - b '  

_ _  Q~,q( _ i s [pour (:r, y) int6r ieur  '~ 
rood q x 2 % , y _  bq \x- -  a ' : t -  ~ < )m~ (6',  C')]. 

En  addi t ionnant  eette in6galit6 avec la prde6dente, il vient:  

[ ( '  ,)] mod Cpq(x, y ) - -  Qpq x - -  a '  y - b < m,, [pour  (x, y) in t6r ieur  k (C, C')]. 

J ' imag ine  6crites les mn in6galit~s analogues k l,~ pr6e6dente obtenues 

en faisant p---- x , e , . . . , m ,  q =  i , . . . , ~ ;  elles donnent,  en remar-  
quan t  que:  

,~',ff~'~pq(X ~, if) = f ( x ,  7,.]) (p=l,2 ........ ; q=l,'2 . . . . . .  ) 

et que 'q ~ - - a ' y - - -  est 

soit Q ( z '  i ) 
- - a '  y - -  b : 

un polyn6me entier  en 
I I 

x - -  a ' y - -  b ' 

V ( )] Q i I 
mod f ( x , y ) - -  , ~ , y . , b  < s  [ p o u r ( x , y )  i n t d r i e u r k ( C , C ' ) ] .  

C'est le th6or~me 6nonc& 

Si a et b sont tous deux  a l 'infini, on aura  au lieu de - , y _  

un po lyn6me entier  en x et y.  

P r o p o s i t i o n  I I1 .  Soient: 

C et C' deux contours fermds simples tracds sur les plans des deux 
variables x et y; 

a e t  c deux points du plan de la variable x e,vt~rieurs d C; 
b et d deux points du plan de la variable y int6rieurs d C': 

f ( x ,  y) une fonclion des deux variables x et y,  rdquli~re en tout point 
exceptd pour les valeurs x - =  a e t  y--= b et s'annulant pour x infini ainsi 
que pour y infini; 
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I I ? [  t I I1 existe un polyngm~e entier en et - -  , 
a ' - -  ,' y d ' . x - -  c 

q u e e n  tout point ( x , y )  int~rieur d C et extdrieuv d C', on ait: 

,) y _ ~ tel 

[rl Q( '  ' tl rood x ,  y) ~ ~ .. . .  ,: ' ~,l - ,l < ~ 

r ~tant un hombre positif  donn~ d l'avanee. 

Je trace une ligne ac partant de a et aboutissant k c, ext6rieure k 
C; et d'une facon analogue une ligne bd int6rieure h C'. Pour le reste, 
la d6monstration est identique k celle de la proposition I. Le point c 
peut dtre rejet6 k l'infini. 

Proposition IV. Soient: 

C~ et C~ deux contours fermds simples trae~s respeetirement sur les plans 

des deux variables x et y; 

C un contour fermd simple int~rieur d C~ ; 

C' un contour fermd simple enveloppant C~; 

f (x  , y) une fonction des deux variables ~ et y r~guli~re pour x inhZrienr 

~i C~ et y extdrieur ~i Ci et qui s'annule pour y -~ oc : 

a un point du, plan de la variable x extdricur d ('~, d distance finie 

ou infinie; 

b u n  point du plan de la variable y int~rieur ,'t (J~; 

I I ( t ) ( l  I )  l l  existe un polyn6me entier en , , , tel que 
~ e - - a  !l--h :e--. ~q-- b. 

en tout 3ooint ( x , y )  int~rieur h C et extdrieur d (_7, ou all: 

,t ?t - -  

~tant un nombre posit i f  donn~ d l'avanee. 
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Je trace le contour ferm6 simple C; enveloppant C~ et envelopp6 
par C'; on a, en remarquant  que f ( x ,  y) s'annule pour y = cx3: 

f@, y) = 
i . Ff(z,  z)dz ~ - ~ j  - ~-_--~- pour x int6rieur ~ C~ 

l ' int6grale est prise le long de (5~ dans le sens direct. 
d6monstration est identique ~ celle de la proposition II. 

et y ext6rieur b~ C~, 

Pour la suite, la  

Sur les fonetions de n variables complexes. 

r 

> 

2 5. Les deux propositions suivantes se d6montrcnt encore comme 
les pr6c6dentes. 

Proposit ion V. Soient: 

C et C' deux contours ferm6s simples trac6s respectivement sur les p lans  

des deux variables x et y; 

a et c deux points du plan de la variable x intdrieurs d C; 

b e t  d deux points du plan de la variable y intdrieurs d C'; 

f ( x ,  y) une fonction rdguliOre exceptd pour  les valeurs x = a e t  y = b, 

et qui s'annule pour x : cxo ainsi que pour y = cx~; 
I I Q (  I I ) 

l l  eziste un polyn6me entier en - - ,  , , tel que 
x - - c  y - - d  - - c  y - -  

en tout point (x,  y) ext~rieur ~ (C, C') on air: 

mod x , y) m z - -  c ' y - -  d < e ,  

r dtant un hombre posi t i f  donn~ d l'avance. 
Aeta math~rma~t. 19. Imprim~ le 1 mai 1894,. 
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Proposition VI. Soient: 
C~ et C'~ deux contours ferm~s simples tracds sur les plans respectifs des 

variables x et y; 
C et C' deux contours fermds simples enveloppant chacun des deux prd- 

cddents ; 
a e t  b deux points int~rieurs respectivement d C~ et C;; 
f ( x ,  y) une fonction des deuz variables x et y rgguli~re pour (x ,  y) 

extdrieur h (C~, C;) et s'annulant pour x ~ c'~ ainsi que pour y-~- c~: 
i , Q(  , ~ ) 

I1 existe un polyn&ne entier en , , tel que x - - a  y - - b '  ---a y - - b  
en tout point (x ,  y) extdrieur h (C, C'), on ait: 

[:( ) rood x , y - -  x -- a ' y - -  b < s,  

dtant un hombre positif donn~ ~ l'avance. 

26. Voici quelques notations employ(!es dans l%nonc~ et l a d &  
monstration de la proposition suivante: 

S d~signe une aire connexe prise sur le plan de la variable x et 
limit~e par n + I contours ferm~s simplcs Co, C~, C~, . . . .  C,, dont le 
premier C 0 enveloppe S e t  chacun des n autres est envelopp~ par S; 

Co ~ d~signe un contour fermd simple enveloppant C0; 
Co ~ d~signe un contour ferm4 simple enveloppant Col; 
C~ ( p - ~  I ,  2 , . . . ,  n) d~signe un contour ferm~ simple envelopp~ 

par G~, et C~ d6signe un contour ferm~ simple envelopp~ par 6~; S~ d~- 
signe l'aire limit6e par les ( n - ] - i )  contours C~, CI, C ~ , . . . ,  C,~; et S 2 
l'aire limit~e par les (n-]- I) contours Co 2, C ~ , . . . ,  C,2; de cette sorte S 
est compl+tement int~rieure k $1, et S~ elle-m~me compl~tement intd- 
rieure k S 2. 

Les notations S', G'~, C~ , . . . ,  C" ; S'~, (:o', C~ ' , . . . ,  G'~,~ ; S~, C~ ' , . . . ,  C~', 
ont une signification analogue relativement au plan de la variable y. 

Proposition VII. Soient: 
%, al,  % , . . . ,  a,, (n-{- I) points du plan de la variable x dont le 

premier a o est ext~rieur (t C~; et dont chacun des n autres a~ (p ~ I, 2 , . . ,  n) 
est intdrieur au contour C~; 
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b o , b 1 , b~  , . . . , b,~, (m + I ) points du p lan  de la variable y situds d'une 

fafon analogue relativement aux (m + i) contours ~o,  ~, . , C2~; 

f ( x ,  y) une fonction de x et y r~guli~re d l'intdrieur de l'aire (S~, S~). 

I 1  existe unpolyndme Q(-~-J--a ' ' ' " ' "  ' ' ' ' ' " " '  y ~---~) 
o z - - a ~  x - - a ~  y - - b  o y ' b ~  

I I I I I I 
entier en , - - , . . . , - - ,  - - ,  , . . . ,  , et tel que 

x - -  a o x - -  a~ x ~ a, y - -  b o y - -  b~ y - -  bm 
en tout point ( x ,  y) int~rieur a ( S ,  S'), on ait: 

b Q( ' ' ' mod x , y ) ~  z - - a ~  , . . . ,  x _ _ a  , y _ _ b o ~ . . . ,  y - 

e grant un nombre posi t i f  donng a l'avance. 

J'applique k la fonetion f ( x . : y )  et au p~rim~tre de l'aire S; du plan 
de la variable y le thdorSme de CAucHY: j 'aurai ainsi pour (x,  y ) i n .  
t6rieur k (S~, S;) 

f ( x  , y )  - -  2 ~  j . - -  y 

v~' 
- b ~ j  ~-._:-~= - { - . . .  + e i ~ r j  z - y  ' 

c~' v'. : 

le sens des integrations ~tant direct pour le contour C~' et indirect pour 
ies m contours CI', C~', . . . ,  C~'. 

Je pose: 
x ~ f (x ,  z)d~ 

~ ( x ,  y) - 2~;~.I . ; : - ~  <,=o,,,, ...... ) 

c," 

de telle sorte qu'on aura pour (~, y) int6rieur k ( 8 , ,  S;): 

( , )  f ( x ,  y) = z ~ q ( x ,  y). ,,=o,,,, ...... , 

Consid~rons la fonction f q ( x ,  y), (q----o,  I ,  2 , . . . ,  m); soil expression: 

I . f(~,z)d~ 
~,(x,  Y) = ~ . ]  ~ - - ~  

c," 

montre qu'elle est r~guli~re pour x int~rieur i~ S~ et pour y quelconque 
mais non situ~ sur C~' qui est une coupure relative k la seule variable 
y; de plus ~q(x, y) s'annule pour y ~- cx~. 
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J 'appl ique ~ nouveau le th6or6me de CAucHY k la fonction ~(x ,y) ,  
(q ~ o ,  I , 2 ,  . . .  , m) et au p6rimStre de l'aire S~ du plan de la variable 
x; on aura pour x int6rieur k S~ et y non situd sur C~': 

' f~Pq(Z, y)dz I f~q(Z,  y)dz I f~q(Z,  ,~/)dz 
r y) = ~-i:~j -;-:-~ + - ~ - . j  -~---~ + " "  + - ~ - ~ j  7 "  7~ ' 

c~ c~ c'- 

le sens des integrations ~tant direct pour C~ et indirect pour  les n con- 
tours C ~ l , . . . ,  C~. 

Je  pose: 

I f~gq(Z, y)dz r  , y) = ~ . ]  -;-._ y~ ; 

c~ 

(pffiO, 1,2,...,n) 

de telle sorte que pour x int6rieur k S~ et y non situ6 sur C~', on aura:  

( : )  ~ , ( ~ ,  y) = xr  y). 

Consid~rons la fonction Cp~(x, y); son expression: 

(p = O, ],  2 , . . . ,  n) 

i f~q(Z, y)dz 
r  y) = ~-V~j i ~ 

c~ 

montre qu'elle est r6guli~re dans route l 'dtendue des deux plans des va- 
riables x et y e n  exceptant la coupure C~ du plan dc la variable x et 

la coupure C 1' du plan de la variable y, (eoupure qu 'admet  la fonction 
~q(Z, y) elle-m~me); de plus ~,pq(x, y) s'annule pour x----cx9 et s 'annule 

aussi pour y---- cxv comme la fonction ~q(z, y). 
Comparons les 6galit~s (I) et (2) qui ont lieu simultan~ment pour 

(x, y) int~rieur ~ (S~, S~); il vient:  

(a) f (~ , y) = x x r  y) (,~0,,,~ ...... ;q=0,,,~ ..... ~, 

pour (x,y) int6rieur i~ (S1,S;) et k fortiori pour (x,y)int6rieur k (S,S'). 
On obtient ainsi pour  f (x ,  y), fi, l 'int6rieur de (S,  S') une expression 

qui est la somme de (m-I - I ) (n-4- , )  fonctions ~l, v q ( x , y ) , ( p : o , ~ , 2 , . . . , n ;  
q ---- o ,  i ,  2 ,  . . . ,  m); je classe ces fonctions en quatre groupes: 

I ~ la fonetion ~b00(x , y) qui ne cesse d'dtre r6guli~re que sur les 
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coupures C~ et C~'; elle est en part iculier  r6guli6re pour (x,y)  int4rieur 
, ~' (:~'~ il existe it (Co ~ Co); comme le contour (Co, Co) est int6ricur it (C~, ~o ~, 

I I 
(proposition II) un polynbme Q00 entier en , tel que it Fin- 

x - -  ao y - -  bo 
t@ieur de (Co, Co)et  ~ fortiori ~ l ' int6rieur de (S,  S'), on ait: 

(4) m~162 Y ) -  Q00] < (m + I)(~ + I) 
[it l ' int6rieur de (S, S')]; 

2 ~ le second groupe est compos6 des m fonctions r 
chacune de ces fonctions r y) est r6guli6re pour x int6rieur k ~ et 
y ext6rieur b~ _~(:" et s'annule pour y = ~ ;  il existe (proposition IV) un 

I I 
polyn6me Qoq entier en - - ,  tel que pour x int6rieur ~ C o e t  

- -  a o y - -  bq 

y ext6rieur it C'q, et it fortiori pour ( x , y )  int~rieur ~ (S,  S') on ait: 
(q = 1 , 2 , . . . , m )  

(s) rood [~b0,(x , y ) -  Q0q] < (m + T)(n + I) pour (x, y)intdrieur k (S, S'); 

3 ~ le troisi6me groupe, analogue au pr~c6dent, est eompos6 des n 
fonctions Cp0(x, y) (p = I ,  2 , . . . ,  n); chacune de ces fonctions r Y) 
est r6guli6re pour x ext6rieur k C~ et y int6rieur h C~o ' et s'annule pour 

I I 
x - - - -o r ;  il existe un polyn6me Q~0 entier en et tel  que 

x - -  % y - -  b o 

l 'on ait: ( p  = x , 2 , . . . , n )  

(6) mod[r < (~ + ~)(m + I) pour (x ,y)  int6rieur ~ (S,S'); 

4 ~ les mn fonctions r (p = I ,  2 , . . . , n ;  q = I ,  2 , . . . , m )  dont 
chacune Cpq(x,y) est r6guli6re pour (x ,y)  extdrieur it (C~, C~')et s'annule 
pour x = cx9 ainsi que pour y----c'~; il existe (proposition VI) un poly- 

I I ~t 
nSme Qp~ entier en , tel que it l 'extdrieur de (Cp, Cq) et k x - - %  y --b~ 
fortiori ~ l 'int~rieur de (S, S'), on ait: (p = i ,  2 , . . . , n ; q  = x, 2 , . . . , m )  

(7) mod [r y ) - -  Q~,] < (~ + ~)(~ + ,) pour @,y) int6rieur k (S, S'). 

J ' imagine 6crites les (m W i)(n + I) in6galitfs analogues k (4), (5), (6) 
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et (7): elles sont simultan6ment v6rifi6es pour ( x , ! / ) i n t d r i e u r  k (S, S'); 
je les additionne en remarquant que 2~'Q (p  == o, x 2, n;  q = o, I, 2, m) 

I I 
est un polyn6me entier e n -  

~__51,o ~ X _ _  (Z l 

i Q : _  i 
y - -  b,~ ~ s o i t  : ~ - ~ _ _  , . . . ,  , - -  

a, o X ~ a n y - -  b o 

de (S, S'), on a, d'~pr& l'6galit~ (3): 

I I I 

" ' ' , ; v _ _ a n }  y - - b  ~ ~ y _ _ b  t . . . .  

x ~ / et que, ~ l'int6rieur 

I1 vient: 
/ (~ ,  y) = z z r  u). ( p = O ,  1 , 2 ,  . . ,  n ; q =0~  1 , 2 ,  . . . ,  m 

mod x , y ) - -  x - a  0 ' x - - a t ' ' ' " x - - a ~ '  y - - b  o ' y - - b , "  " " ' ! t - -b ,~ < ~  

k l'int6rieur de (S, S'). C'est le th6or~me 6none6. 

2 7. Aux propositions pr61iminaires qui viennent d'6tre d6montr6es, 
j'ajouterai la suivante, qui est connue. 

Proposition VIII. Soient: 

S et S '  deux  aires connexes prises sur  les p lans  respectifs des deux  

variables x et y;  

e 1 , e2,  . . . ,  e , , ,  . . . une suite inddfinie de nombres posi t i fs  formant  une 

sdrie convergente ; 

f~(x ,  y) , f2 (x ,  y) , . . . , f , , ( x ,  !/), . . .  une suite inddfinie de [onctions toutes 

r~guliOres d l ' intdrieur de ( S ,  S')  et telles que, en tout po in t  ( x ,  y) intdrieur 

h ( S ,  S'),  on ait: 
mod [f,.(:~, y)] < era- ( . ,-u ..... .,} 

Si  l'on pose: 

v ( z ,  y) = 2"fm(~, y) ( m ~ l , ~ ,  ...~ ~ )  

la fonctio~ ~(x ,  v) ea r~g~d~re a Vint~r~ur de (S, S'). 

28. Avant de d6montrer le th6orSme qui est l'objet de cette qua- 
tri&ne partie, il importe de pr~ciser la nature des contours auxquels il 
s'applique et d'indiquer i~ Ieur sujet quelques relnarqucs. 

Soit S une aire connexe qui a pour p6rim&re une ligne ferm~e 
connexe L; je suppose d'abord que S soit int6rieure ~ L; L peut pr6- 
sentcr des boucles, et peut par cons6quent ne pas ~tre un contour ferm6 
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simple; mais je suppose que L puisse ~tre consid6r6e comme la limite 
d'une suite ind6finie de contours ferm(~s simples 6~, 6 � 8 9  C ~ , . . .  tous 
int6rieurs i~ L et dont chacun enveloppe le pr6e6dent; j'entends par lh, 
d'une fa(;on pr6cise, que si A est un point quelconque int6rieur ~ S on 
peut choisir m asscz grand pour que A soit intdrieur h Cm. 

De m~ine si S est l'aire ext6ricure h L,  je supposerai que L peut 
~tre consid6rde comme la limite d'une suite ind6finie de contours ferm6s 
simples C~, C2,. . .  , Cm,... enveloppant tous L et dont chacun est en- 
velopp6 par le pr6c6dent. Darts ces conditions L peut dtre suppos6e se 
r6duire h une ligtm non ferm6e, sans boucle, AB, limit6e aux points A 
et B et qui est alors consid6r6e comme un contour ferm6 ind6finiment 
aplati; l'aire S ext6rieure s L comprend darts ce cas tout le plan ~ l'ex- 
clusion des points situ6s sur AB. D'une faqon analogue L pourra ~tre 
suppos6e se r4duire ~ un seul point A; l'aire S comprend alors tout le 
plan ~ l'exclusion du point A. 

Les consid6rations pr6c6dentes s'6tendent sans difficult6 ~ une aire 
connexion multiple; soit, en effet, S une aire connexe dont le p6ri- 

m~tre est compos6 de (n + i) lignes fcrm6es connexes Lo, L ~ , . . . ,  L,,, 
dont la premiere L 0 enveloppe S et dont chacune des n autres est en- 
velopp6e par S; chacune des n lignes L1, L~, . . . ,  L.  peut ~tre suppos~e 
r~duite ~ une ligne AB ou ~ un point unique A, comme il vient d'Stre 
expliqu6. Je trace le contour ferm6 simple 6~ int6rieur ~ L 0 et en- 
veloppant les n lignes Z1, Z 2 , . . . , Z . ,  et je trace n contours ferm~s 
simples C~, C~, . . . ,  C$ dont chacun enveloppe l'une des lignes L1, L~, 
. . . ,  L.  et laisse ~ son ext6rieur tous les autres contours et lignes trac6s. 
J'appelle Sp l'aire qui ~ pour p6rimStre C~, 6 ~ , . . . ,  C$. On suppose 
clue S puisse ~tre consid6r(!e comme la limite d'une suite ind6finie d'aires 
S~, S~, . . . ,  Sp , . . .  dont chacune Sp est limit6e par (n + I) contours 
ferm~s simples comlne il vient d'etre indiclu6 et dont chacune est compl~te- 
ment int~rieure ~ la suivante; de telle sorte clue si .4 est un point cluel- 
conque int6rieur ~ S, il sera aussi int6rieur ~ Sp s i p  est choisi assez 
grand. 

La ligne L 0 a 6t6 suppos6e ferm6e; on pourra supposer qu'el]e n'est 
pas une ligne ferm6e pourvu clu'elle puisse ~tre consid~r~e comme la 
limite d'une suite de contours ferm6s simples au sens qui a 6t~ donn6 
h cette expression. Par exemple, L 0 pourrait ~tre un cercle de rayon 
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infini, ou bien encore une hyperbole, en suppoaant S ext~rieure i~ cette 
hyperbole. 

Dana lea th~or~mes suivanta S d~signe une aire du plan de la va- 
riable x limit~e par (n + I) lignes Lo,  L i ,  L~ . . . .  , L,, aatisfaisant aux 
conditions pr4c6dentes et S d6signe une aire du plan de la variable y 
limit6e d'une fa~;on analogue par lea (m + I) lignes L0, L ; , . . . ,  L : .  

Th6or~me XI. On suppose qu'h chaque point (a, b) int~rieur h (S,  S') 
correspondent: 

i ~ deux cercles: I '~ de centre a et i'o.b de centre b, respectivement in- 
tdrieurs ~ S et S'; 

2 ~ une fonction fob(x, Y) des deux variables x et y monotrope et sans 
espace lacunaire, dgfinie a l'i,tgrieur de (l'ab, Tab) et telle que si (a'b') est 
un point intdrieur iz (Fob, 7"~b) la fonction fab(X, Y) soit dquivalente au point 
(a', b') a la fonction fo,b,(x, Y). 

I1 existe une fonction F ( x ,  y) de x et y monotrope et sans espace la- 
cunaire, ddfinie h l'intgrieur de (S ,  S') et ~quivalente en tout point (a,  b) 
intdrieur a (S ,  S') ~ la fonction fob(X, y) correspondant h ce point. 

Th6or~me XII. Au lieu de supposer que chacune des fonctions f~b(x,y) 
de l'dnoncg prdcddent est monotrope et sa~s espace lacunaire, on peut supposer 
que chacune d'elles lab(X, y) est le logarithme d'une fonction v~b(x,y)rdguli~re 
h l'int~rieur de (Fob, T~b) et telle que si (a', b') est un point int~rieur i~ 

(lab, Fab) le quotient "ob(~, Y) soit r~gulier et diffdrent de o au point (a', b'). 
V~'b (~ , y) 

l l  existe alors une fonction F ( x ,  y) ddfinle h l'intgrieur de (S ,  S') d 
un multiple pris de 2i~ et gquivalente en tout poi~t (a, b) intdrieur h (S,  S') 

h la fonction lab(X, Y). 

D~monstration du'th~or~me XI. Soit: S~, S. 2 , . . . ,  S p , . . .  la suite 
indSfinie d'airea ayant pour limite S e t  dont chacune est compos~e d'apr~s 
les indications du precedent paragraphe, et aoit S;,  S ' ~ , . . . ,  S ~ , . . .  la 
suite analogue ayant pour limite S'. 

Chacune des aires (Sp, S'p) (p ~- - I ,  2 , . . . ,  cx9) 6tant int6rieure b. 
(S ,  S'), il existe (th6or6me ]) une fonction de x c t y  monotrope et sans 
espace lacunaire, d6finie h l'int6rieur de (Sp, S'~) et 6quivalente en tout 
point int6rieur b~ (S~, S'p) ~ la fonction de l'6nonc6 correspondant ~ ce 
point. I1 eat clair que l'on obtiendra une nouvelle fonction satisfaisant 
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aux  mSrnea conditions que g,, en re t ranehant  de f ,  une fonetion quel- 
eonqne de x et y r6guli6re ~ l ' int(irieur de (@, @). 

Considdrona la diff6renee: 

~ ,  - -  % __- ,~, 

3j~ ser'~ une fonetion rdguli(~re b~ l'intdrieur de (@, S~). 
Soit s 2 , z : ~ , . . . , z l , , . . ,  une suite inddfinie de nombrea tous positifs 

formant  une s6rie eonvergente.  
Je  dis que les fonctions ,%, r . . . ,  g2,, . . .  peuvent  ~tre ehoisiea de 

telle sorte que l 'on air 'X l ' int6rieur de (S'j,_l, S~,_,): 

rood (o'~) < %. rp=I,,. ..... ~) 

En effet /x 6tant un entier posit if  au moins dgal b~ 2, supposons que 
lea (p ~ I) premiers fonctiona f2 ,  ,r �9 �9 �9 f . , ,  " �9 satisfasaent h la con- 
dit ion pr~eddente: je  vaia moni:rer qu'on peut  ehoisir la fonetion ,%,~ de 
tel le  aorte qu'el le  y aatiafasse 6galement.  

II exiate, en effet, une f0netion ~t,+~ de x et~ y monotrope  et sans 
espaee laennaire  h l ' int6rieur de (S,,~,, S;,+,) et 6quivalente en tout  point 
int6rieur i~ ( ~ + , ,  B,f~+,) b. la fonction de l '6none6 eorrespondant  b~ ee point. 

I1 faudra  prendre pour  f,~+l une fonetion 6quivalente ~ ~,,+~ ~ l'in- 
t6rieur de (S,~+~, ~,,.+,) et ehoisie de telle sorte que,  a t n~ermur de 

s,',_,), a t- 
rood [f,,~+, - -  g,J < z~. 

Je  eonsid6re pour  eela la diff6renee: 

( ' )  4,,,+~ - -  f~, = {~ 

qui eat r6guli6re ,g l ' int6rieur  de (Sz~ , S;,). 
Je  prenda alora dana le plan de la variable x sur le p6rim6tre ou 

~ Fextdrieur de -go un point a 0 ~ distance finie ou infinie; si L 0 est un 
cerele de rayon infini ee ehoix ne peut  se faire qu 'en  prenant  pour  a 0 
le point  cx~. Sur I t  p6rim6tre ou ~ l ' int6rieur de ehaeune des lignes 
L,, (,~ = I , ~- , . . . ,  ~,~) je  prenda un point queleonque a,A ai la l igne L~ se 
r6duit  b~ un point  A, ee ehoix ne peut  st faire qu 'en prenant  pour  a~ Ie 
point~ A lui m6me. D'une faqon analogue, je prends dana le plan de la 
variable y lea (m n u I) points bo, b , , . . . ,  b,,. Les aires S,,_, et S,',_~ sont 

Acta mathe~,natlca, 19. Imprim6 le 3 d~cembre 1894. 8 
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limit6es, la premidre par (n + i) contours ferm6s simples C ~ , C':,_~, ..., C~,_," 
et la seeonde par (m + I) contours simples C ~ , C~':_,, . . . ,  C~,~"~', les points 
a o et b o sont ext6rieurs respectivement ~ C',~ et ..(}~ , (S,~-~ , ~,'~:._~) est in- 
t6rieure ~ (S:, ,  S,',) et la fonetion ~, est r6gulF~.re k l ' int6rieur de (S:,, S;,). 

I 
II existe alors (proposition VII) un polyn6me P entier e n - - ,  

~g - -  r ~ 

I 
~ ~  ~ 9 

on ait: 

Je pose: 

I I I 

x - - a , , '  y - - b  o ' " ' ' ~  y - - b , ,  
tel que, k l ' int6rleur de (S, ,_, ,  S"_,),  

rood ( ~ -  P) < s,. 

f / ' + '  ~--- ~/("+' - -  P"  

Cornme P e s t  une fonetion r6guli;cre ,~ l ' int~rieur de (S,  S') et i, fortiori 
k l 'int6rieur de ( S , ~ ,  s~,~1) la fonction 9":,+, cat dquivalcnte h r ~t l'in- 
t6rleur de (S#+1, ~,+i). 

L'6galit6 (i) devient: 

t t v e c :  

et en posant: 

j aural:  

3,vec:  

,nod (~, - -  ]') < _,, ,k l 'int6rieur de (S'.,._ ,,  S'-~) 

% , t - -  i )  =-- O# 

mod(o',,) < s,~ ~ l ' int6rieur de (S,,_~, S~_,). 

On u ainsi d6termin6 la fonction ~'p.+l satisfaisant aux conditions 
requises. On d6terminer:~ de mSmc de proehe en proche la suitc ind6finie 

de fonctions if,,.+.,, 9",,,~, :~, . . . .  
Je d6finis une fonction 1,'(x, y) h l 'int6rieur de (N, S') par la con- 

dition suivante: on a, h l ' int~ricur de (Sp, S~) (p = 2 ,  3 , . . . ,  oc) 

(3) Y) + ,'1" 
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On a ainsi une infinit~ d'expressions de la fonction F(x,y); il faut 
montrer  que chacune d'elles a u n  sens bien d~termin6 et que routes d~- 
finissent la m~me fonction. 

La s~rie du second membre de (3) est une fonction r(~guli~re de x 
et y ~ l'int~rieur de (S~, S~); car on a, ~ l'intSrieur de (S~, S~), la suite 
ind~finie d'in~galit~s: 

rood (3,+.) < ep+ r, ( 1 ' = 1 , 2 , 8  . . . . .  ~ )  

La suite des s2,+,, 6tant une sfirie convergente, il en r6sulte (proposition 
VIII) que la s~rie: 

r ~ c r  

r=l OP+r 

est une fonction r6gulifire de x et y 5 l'int5rieur de (St, S'~,) comme 
chacun des termes qui la composent. 

L'expression (3) a done un sens bien dfterminS; il reste h montrer 
que deux quelconques des expressions de F ( x ,  y) fournissent la m~me 
fonction. Soit (k 6tant un entier positif) les deux expressions: 

et 

elles d6finissent F (x ,  y) respectivement ~ l'int~rieur de (S~,, S~:) et (,~,+~, ~',+~) ; 
elles d6finissent donc simultan~ment F(x y) ~ l 'intgrieur de (S~,, ~p), pour 
v~rifier qu'elles donnent la m~me fonction il suffit de se rappeler que: 

La fonction F(x, y) satlsfait aux conditions de l'6noncS. Car si (a ,  b) 
est un point quelconque int~rieur ~ (S,  S'), on peut prendre p assez grand 
pour que (a ,  b) soit int~rieur ~ (S~, S'~); d~s lors F ( x , y ) e s t  d~finie 
dans le domaine de (a ,  b) par l'~galit~: 

r = a ~  
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L a  s6rie du second membre est une fonetion rdguli6re au point (a ,  b); 
done, en ce point, 1,'(x, y) est 6quivalente ~ ,%,+~ et par  suite g ]a fonetion 
/'~b(x, y) de l'6nonc6. 

D4monstration du th4or~me XII. Elle est analogue k la pr6e6dente 
avec eette diff6rence que les fonetions 1,'(:c, y), f ,  d, no sont d6finies 
qu'g un multiple pr6s de 2i~; il n'en est pas de mdme des fonetions (? 
dont ehaeune est ddfinie sans ambigu~:t6. On sera en effet conduit eomme 
pour la d6monstration prfe6dente k poser: 

r  ~ ~'r = ~ ' , "  

On prendra pour ~ l 'une queleonque des d6terminations de la diff6renee 

r  ~ 1 + /~., - - r  ehaeune de ees d6terminations est une fonetion r6~uli8re dans 
~" k"t  �9 ~ ' )  (~,:~ ,.,:,), le polyn6me se ddtermine eomme pr6eddemment et l'on pose: 

~,, est ainsi d6finie sans ambiguit6. 

2 9 . I)u th6o%me p%e6dent on ddduit les deux suivants par un 
mode de raisonnement ddjk donn6. 

Th4or~me XlII. I1 existe une fo,nction V@, y) r6juli&'e e,~ to~t point 

v,~(~, :/) soit rdgulier et (a, b) int&ieur ~'< (S ,  S') et telle que le quotient V(~e, :/) 

diff&ent de o au 2wb~t (a, b). 
TMor6me XlV. Si une fonction r , y) n'admet g~ l'int&ieur de (S, S') 

que des singularitds non essentidles, elIe est le quotient de deua~ fonelions W 
et V r@uli&es +~ l'iut&ieur de (S ,  S') et telles que la fonction obtenue est 
irr&luetible i~ l'int&ieur de (S ,  S'). 

I1 est g remarquer que darts l'6none6 pr&6dent aueune hypoth6se 
n'est faite sur la nature des singularltds que peut admettre <P@,y) sur 
le p&im6tre de (S,  S'); ee p&im6tre peut 4tre une ligne de points sin- 
guliers essentiels pour la fonction ~0(a~, y). 

3o. Je signale un eas partieulier du th6o%me p%eddent pour montrer 
un exemp]e de 1'application qu'on peut en faire. 
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Soient C et C' deux contours ferm6s simples pris respcctivement sur 
les plans des deux variables x et y; AB une ligne sans boucle int6rieure 

C et l imit6e aux points A et B; A'B' une ligne analogue int6rieure 

C'; soit r  y) une fonction de x et y qui n 'admet ~ l ' int4rieur de 
C et C' que des singularit6s non essentielles; except6 sur les lignes 
AB,  A'B' qui peuvent 4tre des lignes de points singuliers essentiels. En 
consid6rant A B e t  A'B' comlne des contours ferln6s ind6finiment aplatis, 
le th6or6me pr6c6dent, appliqu6 ~ cet exemple, montre que r  y) est 
le quotient de deux fonctions r6guli6res ~ l 'int6rieur de C et C', saul  sur 
les lignes AB et A'B'. 

3I.  Je me suis born6 dans cette quatri6me partie, pour 6viter des 
complic'~tions de notations qui m'ont paru inutiles, ~ consid6rer le cas 
(]e deux variables complexes. Les m4mes d6monstrations s'Stendent sans 
aucune difficult6 au cas de n variables complexes. 

Caen, le 28 octobrc 1893. 


