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0BER DIE DOPPELCURVE AUF DEN GERADLINIGEN FLACHEbI 

VON 

A. WIM~AN 
in LU'N D. 

I. Auf einer R, egelflache existirt bekanntlich stets eine Doppelcurve, 
welehe jeder Erzeugenden in n - - 2  Pankten begegne~, Audere besonders 
auffallenden Gebilde auf der Fli~che sind die Torsalen, d. h. Erzeugenden, 
welche yon einer benachbarten getroffen werden; die Ebene dieser Linien 
berahrt li~ngs der ganzen Torsale, und ihr Schnittpunkt, der Torsal-oder 
Cuspidalpunkt, ist gemeinsamer Ber;'thrungspunkt jeder anderen Ebene 
dureh die Torsale. 

Bei tier Untersuchung der Regelflgtchen hut man sich nun besonders 
mit der Doppelcurve und den Torsalen besch~tftigt. 1 Ieh habe in meiner 
Gradualdissertation gezeigt, wie diese Aufgabe, wenn die Flache zu einem 
Tetraedraleomplexe (oder noch besser zu einem Abarte dieses Complexes) 

I So ist die Theorie der Regelflitchen 4. Grades yon CHASLES, (JAYLEY, SCIIWARZ, 

CBE~ONA und ROt-IN behandelt ivorden. Vgh auc]l SALMON-FIEDLER, Analytische Geometrie 
des Raumes, 2. Theil, 3. Aufiage, S. 430, und STUR.~t, Die Gebilde I. und 2. Grades der 
Liniengeometrie in synthetischer Behandlung, I. Theil (Leipzig I802), S. 52. Ei~e Ein- 
theilung der l%gelfliichen 5. Grades nach der ~Natur der I)oppelcurve hat SCtIWAI~Z gegeben~ 
(Crelle~s J o u r n a l ,  Bd. 67). Dieselbe Aufgabe beztiglich den Regelfii~ehen (5: Grades 
haben dann BERGSTBDT (On~ regelytor ctf 6. grade~ b Diss, Lund 1886) und FI~K (~'ber 
windschiefe Fllichen im Allgemeinen und ins besondere iiber solche 6. Grades, Diss. Aus 
dem Correspondenzblatt fiir die Gelehrteu und Realsehulen WtirtenJbergs I887) angegriffen; 
doch mit wenig Er[olg~ es seien denn die Irrthtimer des Letzterwiihnten. Die vollstitndige 
L~sung babe ich in meiner im Texte besproehenen Arbeit (Klassifikation afregelytorna af 
6. graden, Lund I892 ) gegeben, deren Ergebnisse nltehstens in diesen Acta dargelegt 
werden sollen. 

Aaa mathematica, 19. Imprim~ le 3 d~cembre 1894. 
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gehSrt, auf die Untersuehung einer viel einfaeheren Curve in Bezug auf 
einen Tetraedralcomplex (oder Abart desselben) redueirt werden kann. 
Diese Methods lasst sieh fi'tr alle I{egelflachen 6. Grades durchf~'thren, 
weil der genannte Complex durch I3 Geraden gelegt werden kann, und 
somit jede R+ zu einer (wohl im Allgemeinen endliehen) Zahl yon Te- 
traedraleomplexen gehsrt. 

In der vorliegenden Abhandlung will ich aber Bedingungen ent- 
wiekeln, denen die Doppelcurve einer llegeliliiehe beliebigen Grades ge- 
nt'lgen muss. Die so erhaltenen m0gliehen Arten der Doppelcurve auf 
einer /~,~ kommen sgmmtlieh vor, wie ich in der eitirten Arbeit erwiesen 
habe. Somit lgsst sich schliessen, dass man auch t'itr dig Regelfl'aehen 
hsheren Graded eine ziemlich gute B~grenzung der Msglichkeiten erhalten. 

2. Zu diesem Zwecke suehe ich zuerst mittelst der Theorie der 
reeiproken Fl:achen allgemeine Formeln fitr die Zahl t a der dreifaehen 
Puukte einer Regelflaehe ~owie fi'lr dus Gesehleeht 1 ~ ihrer Doppeleurve 
zu entwiekeln. ~ Es seien: 

n Grad (Ordnung und Klasse zugleich) der l:lgtehe. 
�9 tel . .  , a Ordnung des rangentenkegels yon einem Punktc an die , ael le 

oder Klasse sines Querschnitts der l;l~ehe. 

3 Zahl der I)oppelkanten des Kegels oder der 1)oppeltangenten des 
Quersehnitts. 

x Zahl der Ri~ckkehrkanten de~ l(egels oder der Inflexionen des 
Quersehnitts. 

b die Ordnung der Doppeleurve. 

D die Zahl der Punkte, in denen _o Erzeugende mit gemeinsamer 
Beriihrungsebene zusammentreffen, und dig Doppeleurve somit einen Dop- 
pelpunkt erhalt; welt e Bedingungen bei einem solehen Punkte der l)oppel- 
curve erfi'tllt sein mt'tssen, li~sst sieh sehliessen, (]ass es im Allgemeinen 
keine D giebt. 

t~ (m>_ 3) die Zah[ ~-faeher Punkte der Flrmhe; die ~z M+:mtel 

Die entsprechende Aufgabe betrcffcnd den (in dle~er tlindcht wegen der Cuspidal- 
curve nieht als Speeialf~llen dcr allgemeincn t~egeltt~ehen zu behandeInden) abwiekrlbaren 
Fl'achen ist sehon vou CXYLEY (Quarterly Jeurual~ B,1. II) ~,.d;~.~t wo:',len. 
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I 
schneiden einander in - re (m--  i) Doppeleurvenzweigen. Es ist einleuch- 

2 

tend, dass es im Allgemeinen nur t~ giebt. 

r die Zahl tier Torsalpunkte. 

p die Klasse der entwickelbaren Flache, die von den Tangential- 
ebenen l~ngs der Doppelcurve gebildet wird. 

p das Gesehlecht der Regelfii~che. 

U-brigens sei angenommen, dass keine Cuspidalerzeugende und nut 
eine endliche ZaM yon t,n (also keine mehrfachen Curven)vorkommen. 

Die PLOCKER'schen Gleichungen, denen die Querschnittscurve geni~gen 
muss, sind: 

I i ) ( n  2) , (~) b = ~ ( ~ - -  - - - p  

(z) 

(3) 

(4) 

a = 2 ( n -  I) + 2p, 

x =  3 ( n - - z ) +  6p, 

,~ = ~ / +  ~p (~n - -  7) + ~ ( n - -  ~)(,~-- 3). 

Die Bestimmung der Schnittpunkte der 2. Polarflache eines beliebigen 
Punktes mit der Ber0,hrungscurve des rs von demselben 
Punkte und mit der Doppelcurve giebt die Gleichungen: 1 

(s) a(n- -  2) = z + p ,  

(6) 

Daraus folgt 

' ( n -  2 ) ( n -  3 ) ( n -  4 ) -  3p(n- 4). (I) ~_. ~' . , ( .*  - -  ,)(,,~ - -  z)tm = 

Also 

(u )  I 
p < 6 ( n - -  2)(n--3). 

* Vgl. SALMON-FIEDLER~ Geometrie des Raumes, II~ S. 650. 
Aeta mat~nativa. 19. Imprimr le 10 d~cembre 1894:. 
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Im Allgemeinen hat somit eine Regelflache 

I 
~ ( , ~ -  ~)(~ - -  3)( ,~-  4 ) -  2 , ( n -  4) 

dreifaehe Punkte. Abet es knnn ein m-faeher Punkt 8 

dreifache crsetzen; es stossen ja auch in ibm eben so viele Gruppen 
yon je 3 Erzeugenden zusammen. 

DiG erhaltenen Ergebnisse (I) und (II) werden yon etwa auftreten- 
den Cuspidalerzeugenden nicht gestSrt; da dies wohl schon a priori ein- 
leuchtet, ~bergehen wir den naeh den SAL:Xmx'schen Principen leicht zu 
fclhrenden Beweis. Dagegen l~isst sieh die Ungleiehung (II) nieht erweisen, 
wenn die Rege]fliiehe sowohl eine mehrfaehe Curve als eine mehrfache 
Developpable besitzt, und Regelfl~'mhen mit solchen Singularit~ten gehen 
nieht immer als SpeeialfMle ande~'er desselben Grades hervor, was den 
fehlenden Beweis durch Continuit~tsbetrachtungen hstte ersetzen konnen. 

Dns Gesehleeht P der Doppelcurve ist durch die Gleiehung 

' (,,,. + ,) , ,~( ' ,n-  ~)0,~-- ~)< v = - 2 ) -  - .  - Z :  

bestimmt, wo k die Zahl der seheinbaren Doppelpunkte bezeichnet. 
knnn aus 2 neuen Gleiehungen ermittelt werden" 

(7) 

(s) 

Torsalen: 2 ( n  - -  -'2) -t- 4/). 

~ , ( . -  : ) 0 , -  3) = ~ (a + , d , -  : p -  ~), 
t 

Aus (7) erhalten wit die bekannte yon LOROTII gegebene Zahl der 
Ganz einfach ergiebt sich 

(III) P = ~-(,~- 3)(,~- 4) + v ( , , -  5 ) -  ~. ' 9  

' Die Gleichungen (7) and (8) enthalten die Analyse der Durehsehnittspunkte der 
Curveu a ,  b mit der Flache yon der (Jr -- 2)(n - -  3) Ordnung, welehe die Bertihrungs- 
punkte dcr doppelt bertihrenden Erzeugenden des Tangentenkegels aussehnddet, und sind 
naeh den Gleiekungcn (Io) und (l l) in SALN[ON-FIEDLER'S eitirter Arbeit~ S. 67t , ge- 
bildet; well abcr dort nut t 3 angenommen sind, habe ich selbst in (g) bertieksiehtigen 

I r a ( m _ _  l ) ( , n - - 2 ) ( m - -  3) Paare yon je 2 massen~ dass in einem m-faehen Punkte ~ 

Erzeugendeu zasammonstossen. 
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Wenn die Gleichung (I) besteht (entweder ft'lr die Flaehe selbst oder 

i ( u -  2 ) ( n -  3 ) - - P  doppelte nur far ihre Reeiproke), k6nnen h;schstens 

Erzeugende vorkommen, weil, wie man leieht findet, jede Doppellinie yon 
( n -  4) anderen Erzeugenden in eben so vielen t a getroffen wird; und, 
warm 2 Doppelgeraden zusammentreffen, vereinigen sich im gemeinsamen 
Punkte sowohl 4 t3 als 4 der erwahnten Sehnittpunkte. Also, wenn die 
angegebene Zahl doppelter Erzeugenden existirt, liegen alle mehrfaehen 
Punkte auf ihnen. Allein es soll hervorgehoben werden, dass unter diesen 

? doppelten Erzeugenden gelegentlieh auch solehe vorkommen k0nnen, welehe 
die Ordnung der restirenden Doppeleurve um 2 redueirt: es sind diese 
aus 2 einander berahrenden Torsalen mit versehiedenen Cuspidalpunkten 
zusammengesetzt; die reeiproken Torsalen haben versehiedene Ebenen und 
gemeinsame Torsalpunkte und liefern somit nur Doppelpunkte im Quer- 
sehnitte. 

Auf jeder doppelten Erzeugenden befinden sieh 2 D" die Punkte, wo die 
beiden Mrmtel einander berahren. Well aber gleiehzeitig die Doppelgerade aus 
der Doppeleurve ausgesehieden wird, redueirt sieh P nut um je eine Einheit. 

Man kann nun die beiden in eine Doppelgerade zusam,menfallenden 
Erzeugenden dutch eine sehr kleine Verhnderung auseinandergehen denken, 
ohne dass die gegelflaehe anderwarts wesentlieh ver~ndert sei. Die Re- 
gelflrmhe mit der doppelten Geraden erseheint so als Speeialfall einer 
Flli(.he eines um eine Einheit ht~heren Gesehleehtes ohne dieselbe, somit 
aueh ohne die darauf befindliehen n 4 t~; die Doppeleurve hatte in 
diesen n - - 4  Doppelpunkte, deren Wegfall P um n - - 4  erhoht. Dureh 
diese Betraehtungen werden die Gleiehungen (I) und (III) bestatigt. 

Es eriibrigt noeh die FMle yon Berahrungs-und Oskulations-Doppel- 
eurven zu erwr~hnen. I m  ersten Falle berahren 2 Miintel einander llings 
der Curve; im zweiten oskuliren sic einander sogar, so dass die Erzeu- 
gende des einen Mantels zweite Haupttangente des anderen sein muss. 2 

t Beispie]e und nlihere Ertlrtcrungen solcher Singu|arit~tten werden wir spllter bci 
Behand]ung der Regelfliichen 6. Grades geben. 

,2 Als clue hieher gehSrende Art nenne ieh die yon SCHWARZ bcsproehene Regel- 

fl/ichen 5. Grades mit 3 doppelten Kegelsehnitteu. Ich babe niimlich (Klassifikatio~ etc.  
S. 87) erwiesen, dass sowohl 2 als aueh alle 3 Kegelsehnitte in speeiellen Fallen ua- 
mittelbar aufeinander folgen. 
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Die Regelflrmhen 6. Grades ohne vielfaehe Curven sind somit vom 
Gesehlechte o ,  I oder 2, haben h0ehstens 2, bezw. i oder o doppelte 
Erzeugende, und die bezi]gliche obere Grenze des Gesehlechts der Doppel- 
curve ist 3 , 4  oder 5. Von den m~3glichen vielfaehen Curven behandeln 
wir besonders die Leitgeraden. Die nnderen FMle sind: dreifaehe Er. 
zeugende, dreifaehes Kegelsehnitt und dreifaehe gewundene 6'~; im ersten 
Falle muss jede Ebene dureh die dreifaehe Erzeugende einen Doppeleurven- 
punkt enthalten (somit, well die Sehnitteurve eine 6'a , ; ) = o ) ;  im zweiten 
soll von jedem Punkte des Kegelsehnittes drei Biseeanten der restirenden 
Doppeleurve ausgehen, welehe somit eine unieursale gewundene 6' 4 spe- 
eieller Art sein muss (also aueh bier p = o ) ;  im dritten Falle ist gewShn- 
lieh 2~----- I. 

3. Die Gleichungen (2) und (3) werden nieht dureh eine r-faehe 
Leitgerade ver'andert. Als b-Curve sei nur der restirende Theil der 
Doppeleurve bezeiehnet. Also 

Die Formeln (5) und (6) werden bedeutend modifich't. Der 2. Polare 
ist die Leitgerade (r--e)-faeh.  Dort geht die a-Curve dureh 2(r+p--~) 
Torsalpunkte 1 und dureh , ~ . -  r andere Punkte, wo die Leitgerade yon 
den Erzeugenden getroffen wird, welehe in der dureh die Seheitel des 
Berohrungskegels und die Direetrix bestimmten Ebene liegen. In diesen 
Punkten wird aber auch die 2. Polare yon derselben Ebene berahrt oder 
(wenn r--= 2) geht wenigstens dadureh, so dass jeder r - - i  Sehnittpunkte' 
giebt. 

Die b-Curve hat b ~ ' 2 ( ~ a ~  r)(J.' - - , - -  I) Punkte auf der Leit- 

I 
gerade; denn jede Ebene durch dicse enthMt nur ~ ( n ~ r ) ( n - - r - - I )  

andere b-Punkte als Sehnittpunkte dcr in ihr liegendcn Erzeugenden. 

Dass die erwlthnte Zahl Torsalpunkte auf dcr Leitgerade liegt~ wird im nlichsten 
Paragraphen erwiesen. 
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(5') 0~(,~- 2) = X + /} + 2(r + p - -  l ) ( f - -  2) + ( 1 , -  r ) ( r - -  I), 

(6') I 
b ( , , - - 2 )  = p  + (, ,  - -  - -  ,- - -  , ) ]  

I 
+ ~ 2  ~ " " ( " ' -  ' ) ( " '  - ~)to,, 

Dies giebt 

' I (n - -  r - -  2)[(n - -  r - -  , ) (n -I- 2r--6)--6p]. (19 ~2 ~ " ' ( ' ~ -  ' ) ( " ' -  2)t,n = 

Daraus folgt, dass, wenn r < n -  2, 

I 
(II') io < 8 (n - -  r - -  i )(n + 2 r  - -  6). 

Wenn r = n - - 2 ,  verschwinden beide Glieder der Gleichung (I'); 
die b-Curve kann ein Kcgelschnitt sein und somit 19 den Werth n - - 4  
erreichen. 

Entsprechende (~berlegungen lassen sich auch far die reciproke Flache 
(wo r dureh n -  r ersetzt wird)durchffihren, wenn nur die Urspri~ng- 
liche keine vielfache Developpable (ausser etwa des Ebenenbi]schels dutch 
die Leitgerade) besitzt. Unter dieser Voraussetzung kann somit r in (II') 
durch n - -  r ersetzt werden, welches einen genaueren Werth ftir _p liefert, 

wenn r < -.  
2 

Ganz einfach ergiebt sich das Geschlecht P'  aus der Correspondenz 
zwisehen den Punkten der b-Curve und den Erzeugenden der Regelflaehe: 
jedem Punkte entsprechen die 2 durch ihn gehenden Erzeugenden, und 
jede Erzeugende trifft n - - r - - i  Punkte, welche ihm entsprechen. Ausser- 
halb der Leitgeraden befinden sich 2 ( n - -  r + 1 ; - -  l) Torsalpunkte; ihnen 
entsprechen coincidirende Erzeugende. In der Ebene jeder der gedachten 
Torsalen liegen n - - r - - 2  andere Erzeugende, deren jede 2 coincidirende 
b2Punkte auf der Torsale ausschneidet. Dies giebt 

2 ( n - -  r - -  2 ) ( ~ - -  r -q- 2D-- I) 

Coincidenzen, welche Zahl indess mit 4 vermindert wird, so oft 2 Tor- 



70 A. Wiman. 

salen dieselbe Ebene haben, denn es entstcht dann ein DopFelpunkt D 
im Schnittpunkte. Dann kann P' aus ZEUTIIEN'S Gleichung 1 

c - - c '  = 2 c ' ( p - -  I ) - - 2 e ( I " - -  i) 

hergeleitet werden, welche die bekannte Relation zwischen den Geschlechts- 
zahlen zweier einander entsprechenden Curven darstellt. Diese Gleichung 
gilt abet nattirlich noch, wenn die Punkte tier einen Curve eindeutig 
auf die Geraden einer Regelflache t~berft'~hrt werden. Also ist hier: 

e = e ,  e ' = ~ r - -  I, c--2(~z--r+p--I) ,  

C' = 2 ( ' ~ -  F - -  2 ) ( 1 ' - - -  '" 4 7 ~) - -  I ) - -  4]), 
woraus 

( h i ' )  / "  = ~ ( ~  - -  r - -  ~)(, ,  - -  r - -  3) + P ( ' ~ -  " - -  :)  - -  D .  
2 

For r =  ~z ~ 2 bezw. ~z--3 ,  ergiebt sich P ' - =  o bezw. 19, wie auch zu 
erwarten war. P'  wird nicht durch das Auftreten einer doppelten Er- 
zeugenden reducirt, denn die beiden Msntel beri]hren einander nur in einem 
~eu hi~zutretenden Doppelpunkte; tier andere ist auf der Directrix. 

Die Regelfl~chen 6. Grades mit einer cinfachen oder f~nffachen Leit- 
gerade sind natt'lrlich immer unicursal. In den flbrigen F[dlen ( r = 2 ,  3 ,4)  
kann das Gesehlecht hOehstens den Werth 2 erreiehen; ~ es sei denn, dass 
aueh eine 2. Leitgerade auftrete. Wenn r =  2, lehrt die Gleiehung (III'), 
dass P ' ~  i ,  3 ,5 ,  je naehdem p = o, ~, 2. 

4. Die oberwahnte Gleichung ZEUTnr'.x's kann auch benutzt werden, 
urn die Anzahl der Torsalpunkte r' auf einer r-faehen Curve zu ermitteln, 
welcher jede Erzeugende nur in einem Punkte begegnet. In der Gleiehung 

1 M a t h .  Ann . ,  Bd. 3. 

2 I~'I~K glaubt indcss 6 Artcn yore Geschlechtc 3 ohnc 2 Lcitgeraden erhalten zu 

haben. E r  gcht abcr yon der unrichtigcn Voraussctzung aus~ dass cine eindcutige Cor- 

respondcnz zwischcn den einfachen Schnittpunkten t inc t  bcweglichcn Tangente eincr ebencn 

C 4 vom Geschlechte 3 bestehen kfnne. Durch einen l~unkt gchen ja I o  anderwiirts be- 

rtihrende Geraden. 
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hat man somit c o, c' e'----- ---- - - - - r ' ,  r, e i zu setzen, wenn p(p') das 
Gesehleeht der Curve (der I~egelflhche) bezeiehnet. Also 

r ' =  : ( p ' - - r p  + r - - 1 ) .  

Aus dem Umstande, dass r ' >  o, ergiebt sich eine oberc Grenze far p, 
und zwar ist ersichtlich, dass, wenn r > / 9 ' - - i ,  nu t  2 Lssungen mSg- 
lieh sind: 

p = o, r' = : (r + p ' - -  , ) ;  

p---- I ,  r' = 2 ( p ' - -  I). 

Jedoch giebt es nur die L~)sung p = o, wenn p' = o. 
Weil auf einer Erzeugenden n - - 2  Doppelcurvenpunkte sich befinden, 

kann die Doppelcurve in hschstens n - - 2  versehiedene zerfallen. Trifft 
dies bei einer rationalen Regelfl~che ein, mfissen jene n - - 2  Curven auch 
unicursal und auf jeder 2 Torsalpunkte belegen sein. Wenn aber t9 '=  i, 
sind die Curven entweder vom Geschlechte I mit  keinem oder unicursal 
mit  4 Torsalpunkten. Well die gesammte Zahl der Torsalen 2n ist, 

n 
mtissen ~ Curven dieser Art  sein; somit ist es eine nothwendige Be- 

dingung den Zerfidlens, dass n gerade. Es konnen aber auch h0chstens 3 
solche Doppelcurven vom Geschlechte I vorkommen, denn auf einer ebenen 
C~ ksnnen die Punkte  nur  auf 3 Weisen involutorisch.eindeutig einander 
zugeordnet werden, so dass die Verbindungsgerade entsprechender Punkte 
eine Curve vom Geschlechte i enveloppirt. ~ Zwischen den Erzeugenden 
der Regelfii'~ehe ( p ' =  I) bestehen also nur 3 solehe Correspondenzen, und 
es mag wohl msglich sein, dass es F~lle giebt, in welchen jedes Paar ent- 
sprechender Erzeugenden in jeder der 3 Correspondenzen zusammentreffe. ~ 

Auf den Regelflgtchen hSheren Geschlechtes kann nur  eine jeder Er- 
zeugenden in nut- einem I)unkte begegnende rationale Doppelcurve vor- 
kommen; die in derselben zusammenstossenden Erzeugenden sind einander 
wie die uusgezeichneten Punktpaare auf den ebenen hyperelliptisehen 
Curven zugeordnet. 

Siehe CLEBSCI:I-J~INDEMANN~ Vorlesungen iiber die Geometrie der Ebene, S. 527, 607. 
" FIN• will zwar (S. 1 5 seiner schon erwiihnteu Arbeit) eiue rationale R 6 entdeekt 

haben~ zu deren Doppelcurve aueh eine ebene (7 s yore Gesehleehte I gehtirt. Eine solehe 
fatale Entdeckung kann abet nut als Probe seiner unbefriedigenden Methode gelten. 


