93

DEUX DEMONSTRATIONS
DE LA CONVERGENCE DE CERTAINES FRACTIONS CONTINUES
PAR
ANDRE MARKOFF

a St. PETERSBOURG.

En considérant le développement connu de lintégrale

b

en fraction continue ’
1
az + 3, — ! ;
agz-i-,@,—asz_'_ﬂs__ )

supposons les limites @ et b réelles de méme que toutes les valeurs de
la variable d’intégration y et de \/f(y).

Nous allons démontrer trés simplement, que dans ces suppositions
on aura

12
fgg—)dy=]im. ! .
a Y n=watz+ﬂ1—az+ﬂ_

1
—-an‘z + ﬂn

pour toutes les valeurs de #z, qui ne sont pas sur le chemin d'intégration,
Acta mathematica. 19. Tmprimé le 2 février 1895.
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Rappelons ' a ce but, que l'expression

1

a2 + 8, _agz -
I
e Jit
s¢ réduit a la fraction
¢n(2)
gp,,(z)’

dont le dénominateur ¢,(2) est une fonction entiére de z, de degré =,
satisfaisant aux conditions

o =[e.) W)y = [ye.(NfW)y = - .. = [y e )W)y,

et le numérateur ¢,(2) se détermine par la formule
b

0u(a) = [ =2 prypay.

a
On sait aussi, que 1'équation
¢n(3) =0
n'a point de racines multiples ou imaginaircs et que toutes ses racines
YirYas oo Yn
sont comprises entre @ et b.

Il en résulte, que pour chaque fonction entiére £(y), de degré moindre
que 27, on aura

f-Q(J)f(J Yy = Z ”"(”' 2(4.);

en particulier

Vn(?/i)
ff(y on(ye)

' C. Posst, Sur quelques applications des fractions continues algébriques, 1886,
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et

Pn("h gp,,(’l/) , d
S”ﬂ% fl 7/""?/ Spﬂ(yz) f y>0

D’autre coté I'égalité évidente

¢n(2) _ N~ nly) 1
¢n(2) 50;,(3/;)2—?/1'

nous donne

b
1) o dalz) _ f(y> du(yi) 1
e u ¥ Rl Pl ) B o Py

a a

et par conséquent

f(u) __¢n(2) _
pamas %(z) f{ !J(y)}f(y)dy

— I _ -en,
2 {Z — i (v) on(ys)’

quelle que soit la fonction entiére &(y) de degré moindre que 2m.

(523

Aprés ces remarques prenons un nombre z guelconqne, satisfaisant

seulement a l'inégalité

'!J—“’<I

g -

mod.

pour tout le chemin d’intégration, et posons

(4 — a1
(Z _ w)‘.’n .

o =+t

x  (z—ua) x)?

Alors la différence
I

Ty

— 2(y)

sera réduite a
_ ('tt' —_— 26)2"
(z —y)e — =)™
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et par suite on aura

1) gy dele) _ [
—./'/ sc,,(z)_' (z — y)(z — @o,,f(J)’]J

a a

(s — 2P da(y)
z —y)e— 2" ealye)

Quant aux expressions

b

__i-";i“__ =@ ()
(z—-y)(z—x)""f y)dy et Z(Z—“y)(z—@ s«n(f/a)

a

leurs modules sont plus petits que le produit de lintégrale

J(y)dy

par le maximum du module de l’expression

(g ==y
(z — y)z — z)*

gur le chemin de lintégration.
Or, z étant constant, ce maximum sera si petit qu'on voudra, pour
les valeurs de n assez grandes.

Done la différence
b

f(y) __tal2)
z— y T ea(2)

tend vers zéro, 4 mesure que # croit infiniment. Les considérations pré-
cédentes peuvent aussi indiquer unc limite supérieure au module de la

différence
f (y) dj I -
o,z + ﬂl -

ay2 + ﬂa -

—anz+ﬂn'
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A cet effet il est important de choisir le nombre z en sorte, que le ma-
ximum du module de

Yy —x

g—x

soit le plus petit possible.
Conformément & cette condition nous posons

a+b
—_— 2 ’

si z est réel, et

€Xr ==

a+b I
p —diy)—1,

si z est un nombre imaginaire:

z=c+d/—1,

en déterminant ¢ comme la racine positive de 1'équation

2 d* + (¢ —a)lc — b) b—a\*
£+ - t— ("5 >—o

Avec la valeur de 2z choisie par nous, on trouvera que le module de
la différence

ff(u) dy— I :
az+‘@‘—a,z+ﬂ,-—

I

% + Fn
est. inférieur a

b

. ¢ n
«c_j) +d‘<t+l) ff )dy ou i \/(T:ITTW<t+I> aff(y)dy

I)"afbf(y)dy

ou & ;/}(

pour

s=c+dy—1

et est inférieur a

I b— 2 2 1 b — 20 }
a—z(Zz—aib) ff(y)dy ou z—b(&z—aib) ff(y)dy

Acta mathemntica. 19. Tmprimé le 8 janvier 1895. 13
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pour les valeurs de z réelles satisfaisant & la condition
(f—ae—1b) >o.

A propos de ces résultats, remarquons que pour les valeurs de 2z réelles
un autre calcul nous donne comme une limite supérieure du méme module
le produit de

40 — ay [1(y)dy

122 —a—b + 2y(z — a)z — "+ {2z—a—b—2y(z—a)z —b)\™

1
ou ar .
O —z pe 2 —b

La démonstration précédente suppose les limites e et & finies.
Nous allons donner maintenant, pour les valeurs de z réelles, une
autre démonstration, laquelle s'étend aux plusieurs cas

par

de ¢ = — o0 ou de b= 4 co.
Soit pour fixer les idées

<Y <Yp<...<Yp <Y <b <z

En posant
__oa(z) — en(y)
%0) =% 50
et
(y — Yn)oa(2) — 2 — yn)galy)

0 —

4(y) (z— Y)Y — Ya)¢n(2)
on aura

afﬂo(y)f(y)dy =af~01(y)f(y)d;’/ = Zﬁﬁii

pour a <y < b,

2,(y) z;i—y pour a <y <y,

I (2 — ya)ga(d)

Zi—y  (z—yXb—y.)ei(z) pour ¥, <y <
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et par suite
b b

b
[zf(z)ydy>¢n(2)> @) g, _G—wei ) (1) 4

o) )=y T =) i —y
a Yn

La premiére de ces inégalités suffit pour conclure la convergence de notre
fraction continue, cu égard & linégalité

gnir() _ uls)
¢n+1(Z) ?n(z)

Quant & la formule

b
() I
il :
) a,z 4+ b, —

a

I
asz+c83__.

@,z + 182 -

elle découle immédiatement de nos inégalités dans tous les cas, ou U'on
peut démontrer, qu'une (ou toutes les deux) des quantités

[

(2 — ya) @a(b) - (y)
(b — yn)pa(2) et fz—ydy

Un
est infiniment petite pour # = oo.
Il n'y a pas de difficultd, si a est fini, car

(2 — yn)ga(b) (b—a""“
(b — ya)gn(2) z—-a) |

En passant au cas de
a = — oo,
nous posons

b=o0, f(y)=e(—y)g(y)

A étant constant, et ajoutons les conditions A 4- 1 > 0 et ¢'(y)>o0 pour
— oo <y <o. Alors, en appliquant a la fonction

Viy, &) = e(— i)l
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le théoreme premier de ma seconde note' Sur les racines de certaines
équations, on trouvera, que les racines

Y95Y35 -+ 3 Yn

de I'équation
¢a(y) =0

sont plus grandes (§ = 1) que les racines correspondantes (& = 0)

Y Y2, s Y
de ’équation

an
e vy W{e”y"*”} = o.

b

Par conséquent dans le cas considéré les valeurs de f :(Ty)”dy et de

Yn
b

(z — y.) pu(b)

sont respectivement inférieures a f ZLy)ady et a
!Iﬂ

— 0 2 N X
( 'l'o> e ( Dy ) ( y"},). Or Y'expression
2 — Y 7= Yu—1 Z2— Yn

<—“?/‘1’ ! ("?/3——1)’(—!/3
e—yt) T \e—yin) \e—u)’

égale a
z n n{n — 1) P —2
(1—?/—2) s x'a+(z+1)(1+2)1—._2+"" ’
est plus petite que la suivante
% n{n — 1) 2’ nin — 1)Y{n — 2) Z -1
‘I+1+Iz+(l+1)(2+2)1.2+(2+x)(2+2)(1+3)1.2.3+"'I ’

laquelle devient infiniment petite pour » = co. Donc l'intégrale

0

e/ (— y)g(y)
f =y Y

—0

! Mathematische Annalen, Bd. 27.
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se développe en fraction continue

I

@,z + 191 -

a,z + ﬁa -

a2z + By, —

convergente pour toutes les valeurs de z réelles et positives, si g(y) >0
et si les intégrales

feJ y)dy , fe” wWg(y)dy, . ..

ont un sens.
Et nous pouvons assurer, que cette fraction continue est égale &

'intégrale considérée au moins dans les cas ou l'on a
A+1>0 et g¢g(y)>o0 pour — co<y<Lo;

dans ces cas la différence

0

jey(—y) 909 gy I

—» ey az+l@1_

A% + ﬂs -

an? + P
est moindre que
0

e

Yo

n{n — 1) z_‘ 2’
{I +l+ I +(/1+ 1)(/1+<2)1.2+’
——y% étant la plus petite racine de 'équation
n nn-—1) & _
=it taroarore °.
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On peut aller plus loin en démontrant ce théoréme important et

simple:

Théordme. Si deux fonctions réelles

(y)
d’une variable réelle y satisfont aux inégalités

) > fly) >o

et f(y)

pour toutes les valeurs de y, comprises entre ¢ et b; en développant les

intégrales
Y
g (uz f 1(v) dy
—Y
en les fractions continues
- I et I I
iz + Bl — 1 4z + f— I
agz+m_a§z+ﬂ§—~. a’z+ﬂ2—asz+ﬁs—
on aura
b ]
0
(y) dy— I s [ W dy—
Y a5 43— ! -y RER :
o P PR ° U g B —
. I I
T i T4+ 5

pour z> b (dans le cas de 2

et considérons la fraction

dulz,

£)

on(z,

g’

(9))

< a on doit changer le signe > en <).
Pour démontrer notre théoréme posons

Viy, & = y) + £lf(y) —
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dont le dénominateur ¢,(2, £) est une fonction entiére de 2z, de degré =,
satisfaisant aux équations

o =fb¢n(y, EV(y, &)dy =fby¢,,(y, OV(y,Ody = ...

= [y ¢y, OV (Y, §)dy,

et le numérateur ¢,(z, £) se détermine par la formule

b

S[}n(z , E) =f¢n(z; g)z:s.;n(y: §) V(y , E)d!/

a

Cela posé, l'inégalité qu'il faut démontrer, deviendra

b b

fV(y,o) O N T P A )

d
=y YT 0" Ty oulz, 1)’

a a

Or on aura
b

b
fv@,e) gy D@ O f¢z<y,e> Tw. 8,
a—y Pale , €) Prz, 6) 2 —y

a a

et
b

a4 [y, V.9
defsoz(z,a iy Y

00y , n\% »
= f V.9 ay

=y

b aV(y, &
only,8 o6
+f¢3,<z,e> —y W

a

enly s O F(0)— 1)
o f¢1z(z E) a—=Yy dJ<O

d’ont l'on tirera notre inégalité immédiatement.
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En darrétant au cas, on

@a=—0co, b=o, [(y)=e¢(—y" [fly)=e(—9'90)
A+ 1>0,2>0 et o<g(y)<1 powr —oo<y<o,

on trouvera, que la différence entre l'intégrale

0

= ¥g(y)
S

—

et la réduite

a‘z+ﬂ'—a,z+ﬂ2— .

I
T it + B

de la fraction continue correspondante n'excéde pas

1.2.3...00l(A+ 1) n nin—1) 2* —2
A+ DA+ 2)...(A+ n)z I+/‘.+1'Z+().-i- x)(x+2)1.2+"' )




