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DEUX D]~MONSTRATIONS 

DE LA CONVERGENCE DE CERTAINES FRACTIONS CONTINUES 

PAR 

ANDR~ I~IARKOFF 
St. P~TERSBOURG. 

En consid6rant le d6veloppement eonnu de l'int6gralc 

b 

f f(Y) dy 
z - - y  

d 

cn fraction continue 

tzxZ -~ ~1 - -  
I 

%~ + fl, - -  
a,z + p, - -  . 

supposons les limites a ct b rSellcs de m~me que toutes les valeurs de 
la variable d'intSgration y c t  de ~ / f~ .  

Nous allons dSmontrcr trSs simplement, que dans ces suppositions 
on aura 

b 

f f(Y) ely = lira. 
~, z - - y  ,=| alz + B __a~z + fl,__, 

a.z + # .  

pour toutes les valeurs de z, qui ne sont pas sur le chemin d'int~gration. 
Acta mathemat~r 19. Imprim~ le 2 f~vrier 1895. 



94 Andrd Markoff. 

Rappclons ~ ~ c e  but, que rcxpression 

se rSduit ~ la fraction 

dont le d6nominateur ~,(z)  
satisfaisant aux conditions 

r 
~.(z)' 

a,,z + i~ 

est une fonction cntiSrc de z,  dc degr5 n ,  

b b b 

o =f~,,(y)r(y)~y =fy~(y)r(y)~,J . . . .  = fy~-~(y)r(yldy, 
a el 

et le numdrateur  ~ . (z)  se d~termine par 1~ formule 

b 

r = f  
a 

On sait aussi, que l '~quation 

n'a point de racines multiples 

z - - y  

ou imaginaircs ct que routes ses rucines 

Y l , Y ~ ,  . . . , Y n  

sont comprises entre a ct b. 
Il en rdsultc, que pour chaque fonction enti~re ~2(y), de dcgr~ moindre 

que 2n,  on aura 
b 

f ~.(y)f(y)~y = ~ ~'(Y') 

en part iculier  
b r 

ff(y)d~ = E  ~ 
el 

i (3. Poss~ Sur quelques applications des fractions continues algdbriques~ I886. 



et 

Deux ddmonstrations de la convergence de ccrtaines fractions continues. 

b 

G ( y d  - -  ( l l - y , ) G ( y ~ }  f ( y ) d y  > o. 
a 
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D'autre  e6t6 l'6galit6 6vidente 

r  _ V '  r  
~,,(~) 4 . ,  G ( y d ~ - -  y, 

nous donne 

b 

/ f (Y)  
- - y  

a 

b 

0. r  / f ( ~ ) @ _ ~ r  
?h 

et par  cons6quent 

b 

" f (Y )  
z - - y  

b 

d y - - r  , - - y  

- - y ,  f.(y~) 

quel le  que soit la fonetion enti~re ~Q(y) de (legr6 moindre  que 2n. 

Aprds ees remarques  prenons un nombre  x queleonque,  sutisfaisant 
seulement  ~ '" ' " ' 1 m egah t e  

rood. Y--  z < I 

pour  tout  le chemin d' int6gration,  et posons 

~2(y)  - ~ Y - -  ~ (:'~ - ~)~ + . . . .  -t (,i - ~ 7  "-1 
z - -  �9 + (~  - ,~)~ - l -  ( ,  _ ~), (, _ ~)o, ,  

Alors la diff@ence 

z - - y  
~(~) 

sera r6dui te  

( z  - -  y ) ( z  - -  ~)~" 
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et par suite on aura 

b 

f f ( Y ) _ d y r  
z - - y  f,,(z) 

a 

b 

" (y --  ~)~" (~a - ~)'" r 
-- .  (z --  yl(z _ . ) o . f ( y ) d y  - - ~  (z -- yO(z--,~)'~"gi(y,)" 

Quant aux expressions 

b 

f (y__.)~. 
-(z - -  y)(z--  ~)~.f(y)dy et y (:/' x)~" r 

t l  

9" FO, leurs modules sont plus petits que le produit  de l m t % r a l e  

b 

f f v)ay 

par le maximum du module de l 'expression 

(y - -  ~)".. 
(z - -  y ) ( z  - -  x) ~" 

sur le chemin de l 'int6gration. 
Or, x 6tant constant, ce max imum sera si petit 

les valeurs de n assez grandes. 
Done la diff6rence 

b 

z - -  y ~ f . ( z )  
a 

qu'on voudra, pour 

tend vers zSro, ~ mesure que n crolt infiniment. Les consid&ations prS- 
c(~dentes peuvent aussi indiquer unc limite supdricure au module de la 
diffdrence 

b 

f z f(y) dy ! 
- - Y  ' - - a , ~  + fl, 

a~z + p ,  - -  

a.z+B. 



Dcux d~monstrations de la convergence de certaines fractions continues. 97 

A eet effet il est i m p o r t a n t  de choisir  le n o m b r e  x en sorte, que le ma-  

x i m u m  du  m o d u l e  de 

Z - - g ~  

soit le p lus  pe t i t  possible.  

C o n f o r m d m e n t  ~ cette condi t ion  nous  posons 

si z est r~el, e t  

a - l - b  

2 

a.-]-b 
d t ~/---~--~ , 

2 

si z e s t  u n  n o m b r e  imagina i re :  

z = c + d ~ / ~ i ,  

en d ~ t e r m i n a n t  t c o m m e  la  racine posi t ive de l '~quat ion  

t 2 +  d~ t - -  ~ ~ o .  

Avec 

la difference 
b 

f ...f(Y) d y - -  
z - - y  

a 

la va l eu r  de x choisie pa r  nous,  on t r o u v e r a  que  le m o d u l e  de 

a,z + fl, 
a,z + A - -  

e s t  inf~r ieur  
b 

2 t '~ f d ou 

a~, + ft. 

b 

b), + e, v4-  y)c y 

b 

ou  a ~/--~ f ( y ) d y  

p o u r  

z = c -t- d ~ / Z ,  

e t e s t  inf6r ieur  
b 

a - - z  z z - - a  b y ou z - - b  2 z - - a  b Y 

Avta math~matica. 19. Imprim~ le 8 janvier 1895. 13 



98 Andr6 Markoff. 

pour  lea valeura de z r6elles satisfaisant h la condition 

( z - - a ) ( z - - b )  > o .  

A propoa de ces r4sultats, r emarquons  que pour  lea valeura de z rdelles 

un aut re  calcul noua donne comme une l imite sup~rieure du m~me module  

le produi t  de 
b 

4 (b - -  a ) = " f f ( y  ) dy 
a 

I I 
par  ~ ou par  - -  

a - - z  z - - b "  

La d6monstra t ion pr6c6dente suppose les l imites a e t  b finies. 

Nous allons donner  maintcnant ,  pour  les valeurs  de z r~elles, une 

autre  d6monstrat ion,  laquel le  s '6tend aux  pluaieurs cas 

de a ~  - - o , 3  ou de b =  -4- cx9. 

Soit pour  fixer les id6es 

En posant 

a < y l < y ~ < . . . < y n - i < y , , < b < z .  

2 2 

- -  y )~ . (  ) 

et 

~(2, ( y )  ( y  - -  y n ) ~ , ~ ( z )  - -  (z - -  yn)~ ,~ , (y )  
= (z - -  y)(y --- y . ) ~ ( ~ )  ' 

on aura  

b b 

af ~o(y)f(y)dy =f~,(Y)f(Y)@ . ---- 2 , ( ~ ) '  r  

~0(Y) < I pour  a < y < b ,  

! 
.,~, (y )  > 

= Z ~ y  
pour  a < y < y , ,  

y . ) ~ , (  ) 
pour  y n < y ~ b  



Deux ddmonstrations de la convergence de certaincs fractions continues. 

et par suite 

b 

f f(y) 
, ~ / z  - -  y 
a 

b 

r ~ f(y) d y - -  @>~--~) ~ - y  
a yn 

99 

La premi&re de ces in~galit~s suffit pour  conclure la convergence de notre 

fraction continue, eu 6gard k l'in6galit6 

Quant  ~ la formule 

enq-1 (z) ~/Pn( z ) 

b 

] f(Y) dy = I 

,/ z - - y  
,, a~z + b~ - -  

a,,z + & 
a~z + & - -  

elle ddcoule imm6diatement  de nos indgalit6s dans t o u s l e s  cas, off l 'on 
p e u t  d6montrer, qu 'une (ou toutes les deux) des quantit6s 

(z --  y,,)~(b) 
(b - -  y . ) ~ ( z )  

est infiniment petite pour n = c~. 

b 

et f f(y) dy 
j z  -- y 
y,~ 

I1 n 'y  a pas de difficultd, si a est fini, car 

2 i b _ _  Oh\ 2n--1  

En passant au cas de 

nous posons 

b = o, f (y)  = ~ ( _  y)~g(y), 

~tant constant, et ajoutons les conditions ~ + i > o et g ' ( y ) >  o pour 

oo < y < o. Alors, en appl iquant  k la fonction 

v ( y ,  ~) = e , ( - -y)~{g(y)}~  
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le th6or6me premier de ma seconde note 
~quations, on trouvera, que lcs racines 

Sur les racines de certaines 

Yl, Y2, " " ,  Y. 

de l'~quation 

sont plus grandes ($ = I) que lea racines correspondantes ($ = o) 

de l'~quation 

} e-yy--), ey ~,+n ~ O. 

Par cons6quent dans le eas consid6r6 les valeurs de 

b 

f f(Y) @ z - - y  
y,* 

b 

.~)~,~(b) sont respectivement infdrieures ~ j z "  --~i dy et (b -- y,~)~(z) 

( ~ " )  ( - - ' "~- '  ~ ( - - Y ' ~  Or l'expression 
- -  ./l ~ , ~, o 2 o 

\~ - y , , _ , /  \ z - -  y . /  

, o , ,  o ,  o 

�9 " \ z  - -  y O _ , ]  \ z  - -  yJ  
6gale 

' - - ~  ' + 1 - - ~ i z + ( i + , ) ( I + 2 ) , _ 2  

est plus petite que la suivante 

I - k ~ z + ( i + , ) ( i + 2 ) , . 2  

laquelle devient infiniment petite pour n--~ c~. 

0 

f e'(--y)~g(y) @ 
- -  oo 

n(,, - -  ,)(,~ - -  2) : I -~ 
- -  -{- (2 + I)(2 + 2)(/, + 3) I . 2 .  3 "21- " " " ) 

I 

Donc l'int6grMe 

et de 

Mathematische Annalen~ Bd. 2 7 . 



Deux ddmonstrations de ]a convergence de certaines fractions continues. 

se d6veloppe en fraction continue 

a,z + #, - -  

a,z + #,  - -  

asz + #~ - -  

101 

convergente pour toutes les valeurs de z r6elles et positives, si g ( y ) >  o 

et si les int6grales 

0 0 

f ~"(- v)~v(v)dv , f ~'(- v)~+'v(v)dy , . . .  

ont un sens. 

Et  nous pouvons assurer, que cette fraction continue est 4gale 
l ' int6grale consid6r6e au moins dans les cas oh l 'on a 

+ i > o  et g ' ( y ) > o  pour - - e o < y < o ;  

dans ces cas la diff6rence 

# *eq- -  y)ag(y)  . 
z - - y  

est moindre clue 

mz + #, 
a,z  + # ,  - -  

0 

(i ~\ s v)~g('v)d, - y,o) j -~--y v 

~ n(n - -  I) z" 
I + T 4 - - T z  +(,~ + I)(a + 2) 1 . 2  j 2 ~ 

_ _  y0 6rant la plus petite racine de l '6quution 

, n (~ - - -  I) Z ~ 
Jl + ~  z Jr- (a + ~)(a + 2) i .  z I - - - - . . .  ~ O. 
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On peut aller plus loin en d6montrant ce th6or6me important et 
simple: 

Thfior~me. Si deux fonctions r6elles 

i f ( y )  et f ( y )  

d'une variable r&lle y satisfont aux indgalit& 

fO(y) > f ( y )  > o 

pour toutes les valeurs de y ,  comprises entre a e t  b; en d6veloppant les 
int6grales 

b b 

/~f0v( ) .  f f(v) A et @ 
, ] z  - -  y 

a a 

en les fractions continues 

T et T 

I a~ + f , - -  
I 

a~ z + N -  aoz + N - -  

I 

I 
a~z + A - -  

on aura 

b 

if(y) T 
, ~ o ~ + ~  ~ + ~ - .  

b 

f(~) dV-- 
d z - -  y 
a 

I 

alz +~8, 
a~z + , ~ - .  

a.z +fl,, 

pour z > b (dans le cas de z < a on doit changer le signe > en <). 
Pour d6montrer notre th6or&ne posons 

V(y  , ~) = fO(y) jr_ s i r ( Y ) _  fO(y)] 

et consid6rons la fraction 

r 2) 
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dont le d6nominateur f . (z ,  $) est une fonction enti&e de z, de degr6 n, 
satisfaisant aux ~quations 

b b 

o = f~ . ( v ,  ~)v(v, ,)dy =fv~. (y ,  ~)v(y, ~)dy . . . .  
a 

b 

= j 'y"- '  ~.(u, e )vo ,  ,)ey, 

et le num6rateur tb.Cz, ~) se d6termine par la formule 
b 

r ~) =f~.l,. ~)-~"(Y',_.~ ~) v(v ,  ~)@. 
a 

Cela pos6, l'in6galit6 qu'il faut d6montrer, deviendra 

b b 

V (y , O) dy " > ) dy ' 
, . I .  - -  y ~ ( z .  o) y ~,.(z, i)" 
a a 

Or on aura 

et 

b b 
f "  #. ~) 

d . - - y  (o.(z, ~ ) - -  ' J r . ( . ,  e) ~ y dy 
a 

b 

f q,'.(y . ~) V(y. ~) 

a 

b 

f 9.(y. $)~.(z $)a~.(y. $) a~.(z, ~) �9 at ~"(Y" ~) T~ 

a 

@ 

f ~ ( y ,  ~) f (y)  _ fO(y) 
= ~ T ( z - -  d y < o ,  

b aV(y ,  $) 

+ i~'.(Y. ~) aS dy 
f ~(* , e) . - v 
($ 

d'oh l'on tirera notre in6galit6 imm6diatement. 
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En s'arrfitant au cas, oh 

a = - -  o o ,  b = o ,  f O ( y )  = e V ( _ _  y ) x ,  

2 +  I > o ,  z > o  et o < g ( y ) <  i pour 

on trouvera, que la diff6renee entre l'int6grale 

0 

/ e ~ ( - -  y)~g(v) 
-;=;5 @ 

et la r6duite 

a~z  + fl~ - -  

de la fraction continue correspondante n'exc6de pas 

f(v) -- r  v)"a(v), 
- - ~  < y ~ o ,  

~.~.3.. .~r(~• ] '~ " ( ' ~ -  ~) ~' }-'. 
(~ + -xT(;~ u 2 ) . . .  (,~ + ~)z[ ~ + ~ z + (~. + z)(,~ + 2) t .  2 + " �9 " 


