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MI~MOIRE 

SUR LE PENDULE DE L0blGUEUR VARIABLE 

P A R  

L]~ON LECORNU 
r A R I S .  

Les Mdmoires de l'ancienne Acad~mie des sciences renferment un 
travail de dix pages, lu par l'abb~ BossuT dans la sSance du 5 septembre 
i778 , et intitul~: Sur le mouvement d'un pen&de dont la longueur est va- 

riable. L'auteur commence par rappeler que, dSs 17o7, CAt~R~ avait 
publ i~  un 6crit sur le mdme sujct, mais en se bornant au cas oh le 
raccourcissement se produit par intermittences, ~ chaque passage du pen- 
dule par la verticale. BossuT entreprend de traiter la question des oscilla- 
tions planes dans toute sa g~n~ralitd. Par des considSrations de cin~- 
matique infinit6simale il forme, assez pSniblement, l'dquation diff5rentielle 
du second ordre qui rSgit le mouvement consid5r~; puis, dans l'hypoth5se 
d'un raccourcissement proportionnel au temps, et en supposant en outre 
les oscillations infiniment petites, il parvient ~ une ~quation du premier 
ordre: ~quation de RICGATI, n o n  int~grable. I1 conclut que, pour achever 
l 'examen du problSme, on serait oblig4 de recourir h u n  proc~d~ gra- 
phique ou ~ une integration par s~ries; mais il n'emploie ni l'un, ni 
l'autre, et il se borne ~ ajouter cette remarque, int~ressante au point de 
vue pratique, que, par le fait des oscillations, la tension du fil ~tant va- 
riable, la force n~cessaire pour enrouler uniform5ment le fil sur un treuil 
ne saurait non plus demeurer constante. 

Le reste du m~moire est consacr~ ~ l'~tude sommaire de diff~rents 
cas dans lesquels le raccourcissement du fil ne se produit pas d'une ma- 
nitre uniforme. Les rdsuitats obtenus sont les suivants: 

Acta mathcm~t'iva. 19. Imprlm6 le 5 avril 1895. 26 
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I% Si le fil s'enroule sur un treuil mfi par une force con.~tante, la 
loi ties oscillation.~, suppos6es infiniment petites, est encore exprim6e par 
une 5quation de RlCCATI, non int6grable;  

2 ~ . ]l en est de m~me si le ill, aprSs avoir pass6 sur deux poulies 
de renvoi, est sollicit6 h, ~n seeonde extr6mit6 par un poids qui tombe 
verticalement;  

,~ On parvient /~ une 6quation int6grable quand on suppose que O " 
l 'extr6mit6 du pendule, au lieu d'osciller librement, traine sur un plan 
fixe horizontal: ce qui, ~ vrai dire, constitue un problSme tout diff6rent 
de celui du pendule. 

Depuis 1778, ce sujet paraissait tomb6 dans l 'oubli quand, au com- 
mencement de I894, M. HATON DE LA GOUPILLIERE posa,  darts l'Inter- 

mgdiaire des mathdmaticiens, une question ainsi con,cue: 
)~9I[gTfl~ ]. Le mouvement d'un pendule simple dont la longueur 

se raccourcit proportionnellement au temps (c'est le cas des oscillations 
d'une benne non guid6e pendant son ascension dans un puits de mine) 
a-t-il 6t6 6tudi6?)) 

Cette question me sugg6ra la pr6,:ente 6tude, dont un r6sum6 rut 
ins~r6 le 15 janvier  I894 dans les Comptes rendus de l 'Acad6mie des 
sciences. A la suite de cette publication " "" 3 applls, par M. BOUSSI~ESQ, 
l 'existence du travail  de Bossuw. Mon devancier s'6tait born6 ~ 6crire 
l '6quation fondamentale sans en d6g'lger l(.s consSquences; ici, je d6- 
veloppe les calculs et j 'analyse les propri6t6s du mouvement. J 'examine 
en outre, dans une derni~re partie, le cas du pendule conique. 

Io 
Equation d u  m o u v e m e n t .  

Soit l la longueur w~riat)le du pendule ~ oscillations planes. Soit, 
pour l ' instant consid6r6, 0 l 'angle d'6cart, par rapport i~ la verticale. 
Soient, par rapport  h deux axes, l 'un horizontal, l 'autre vertical descendant, 
men6s par le point de suspension, x et y les coordonn~es du point matdriel 
qui termine le pendule. On a: 

x -~ I sin 0, y -~ l cos 0. 
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ou bien: 

ou encore" 

Mdmoire sur le pendule de longueur variable. 

D aflleurs, en appelant T la tension du ill, on peut 6crire: 

d~z z 
dt ~ + T ~ = o, 

d~y y 
dt ~. + T -  l - - g  -~- o, 

d~y d2z 
x - h - u ~  y - f f U - -  gx .-= o 

d--t dt + gl sin 8 = o 
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ees conditions: 

(3) 

(4) 

(a + bt) d'O dO - j ~ - +  2 b ~  + g s i n 0  ---- o, 

T = g c o s 0 +  ( a + b t )  d~t " 

.d~O dldO 
(I) td-- U + 2 ~  + g s i n 0  -~ o. 

Telle est l'dquation du mouvement: on l'obtiendrait immddiatement 
en remarquant que l'accdl6ration ar6olaire est 6gale au moment de la 
pesanteur. 

La valeur de la tension T se d6duit ais6men~ de ee qui pr6e6de; 
mais il est plus simple d'exprimer que cette tension est 6gale k la eom- 
posante de la pesanteur suivant le ill, augment6e de la force centrifuge 
et diminude de la force d'inertie due au g]issement. On trouve ainsi: 

.~dO\ ~ d~l I = a c o s 0  + se" 

Nous admettrons d6sormais que la longueur l varie proportionnclle- 
ment au temps, et nous poserons en eons6quenee: 

1 = a +*bt,  

a et b d6signant deux constantes, dont la premi6re est essentiellement 
positive. Pour fixer les iddes, nous eonviendrons que, sauf avis contraire, 
I~L vitesse d'allongement b e s t  5galement positive, e'est b, dire que la longueur 
du pendule eroit avec le temps. Les dquations (~)et  (2)deviennent, dans 
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En vertu des relations 6videntes: 

dO dO d~O .2d~O 

l'6quation (3) peut encore se mettre sous la forme: 

(5) 

ou b]~en: 

(6) 

l d'O dO 9 s i n O  = o 

(O1) + s i n  0 = o .  

Si, au lieu d'un pendule simple, on considdrait un pendule compos6, 
la longueur l' du pendule simple 6quivalent serait exprim6e, en fonction 
de la distance 1 du centre de gravit6 "~ l'axe de suspension et du rayon 
R de giration par rapport k ce centre, au moyen de la formule connue: 

R, 2 
l ' = l +  T .  

Pour un allongement uniforme du ill, oil aurait, dans ce cas: 

l' -~- a + bt + a  + b-----~t. 

Aprbs avoir arbitrairement choisi l'instant initial auquel correspond 
la longueur a, prenons, k partir de cet instant, un intervalle de temps 

assez restreint pour que le rapport b t soit tr6s petit. On pourra alors a 
6crire approximativement: 

I ~  t ~ a - + -  a + b  I ~  t .  l' = a + bt + a - -  

On volt par lk que la loi du mouvement du pendule compos4 est 
chaque instant la mdme que celle du mouvement du pendule simple 

6quivalent, la vitesse d'allongement b 6tant simplement remplac6e par 
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Revenons au pendule simple et supposons les oscillations infiniment 
petites. L'6quation (5) se r6duit k: 

(7) 
d' 8 . dO 1-d-~ + 2 ~ + 0 = o .  

Si l'on remplace 8 par e f  *dz, il vient: 

dz ~2 z 2__2 l d-~+ + 2 ~ +  = o .  

I 
Posons ensuite: z -  v - - ~  et nous obtenons: 

dv v~ ~ I (s) ~-7 + + ~=o. 

C'est l'6quation de RICCATI trouv6e par BoSSUT. Malheureusement 
cette transformation de l'6quation du second ordre ne facilite pas l'int6- 
gration et complique l'interpr6tation des r6sultats; aussi n'en ferons-nous 
pas usage. 

L%quation du second ordre relative aux oscillations infiniment petites 
prend une forme tr6s simple si l'on pose: 

b ~ 
61  = u ,  1 = - -  x ;  

il vient, d'apr6s l'6quation (6): 

d~cb 
(9) x~-~z~ + u = o. 

I I .  
E t u d e  des osci l la t ions  i n f l n i m e n t  pe t i t e s .  

Partons de l'6quation (9) qui vient d'etre 6tablie. Voici d'abord 
une m6thode graphique permettant de construire, par approximation, une 
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int6grale quelconque. 

stante, on peut  6crire: 

Si l 'on remplace x par ~,, c ddsignant unc con- 

d ( d~ ) u 
d--z Z~zz - u  J r - ~ = o .  

Considdrons la courbe ayant  pour coordonn6es rectangulaires z et u. 
L'ordonn6e ~ l 'origine de la tangente, relativement k l 'axe des u, est la 

du db ~, 
longueur:  h = u - - z ~ .  On a doric: d-~ = : ' "  

Connaissant un point (z, u) et la tangente en ce point, on aura 
"O ,~ sensiblement la variation Ah de l'ordonn6e ~ lor l~me,  correspondant k 

une petite variation Az de l'abscisse, en prenant :  A h  ~2Az, et ron  

en ddduira la tangente au nouveau point (z -f- A z ,  u + Au), consid6r6 
comme appartenant  k la premi6re tangente. En continuant de m~me, on 
trouvera los c6tds successifs d'un polygone, d 'autant  moins difl'6rent de 
la courbe cherch6e que Az est plus petit. 

L'~ construction peut  6tre effectu6e de la mani6re suivante. ~ Soit 
MM' un c6t6 du polygone et P le point oh son prolongement rencontre 
raxe  de u. Soient A et B les points oh l'ordonnde du point M coupe 
raxe  des z et une parall61e k cet axe men6e au-dessous de lui, k la 
distance constante c. Portons au-dessous de P ,  sur l 'axe des u, la petite 
longueur PQ, 6gale k la projection Az de M M '  sur 1'axe des z. Soit enfin 
S le point de rencontre de BQ avec AP. La droite SM coupe 1'axe des 
u en un point P' ,  qui d6termine le c6t6 suivant, P'M'M", du polygone, 

b ~ 
Remarquons que, si la longueur c est prise 6gale ~ - ,  la courbe 

g 

ainsi obtenue est prdcis6ment celle que d6crit l 'extr6mit6 libre du pendule 
(les ordonn6es u 6rant d 'ai l leurs  amplifi6es k une 6chelle arbitraire). En 
effet, comme les oscillations sont suppos6es infiniment petites, la projec- 

b ~ 
tion verticale de la tige est 6gale k l, c'est-~-dire k - x  ou bien encore 

g 

k z, et la projection horizontale est 6gale k O1, c'est k dire ~ u. Comme 

est proportionnel ~ u, il est clair que la courbe poss6de un point 
d z .z 

d'inflexion chaque lois qu'elle croise l 'axe des z. Done: 

1 Le leeteur est prid de faire la figure. 
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La trajectoire de l'extr~mitJ du pendule pr~sente une inflexion chaque 
lois que le pendule passe par la verticale. 

Au mdme degrd d'approximation, on peut encore dire que: 

La cburbure de la trajectoire varie proportionnellement d l'dcart horizontal. 

Une autre propridt6 rdsulte de l'dquation dvidente: 

h = ' f  - adz .  
c 

Quand l'int~grale du second membre est prise entre deux valeurs 
de z correspondant k une m~me valeur de h, cette int5grale est nulle. 
D'apr~s cela: 

Si l'on consid~re, sur la trajectoire, deux points tels que leurs tangentes 
aillent couper en un mdme point l'horizontale du point de suspension, la ver- 
ticale du point de suspension partage en deux parties dgales l'aire limit~e par 
la trajectoire et par les horizontales des deux points considdr~s. 

Cette propri6t6 s'applique, en particulier, b~ deux points quelconques 
d'&art maximum, puisque, pour chacun de ces points, la tangente passe 
au point de suspension. 

J'arrive k l'&ude analytique des fonctions u qui v6rifient l'6quation 
(9). Cette ~quation se rencontre dans la th6orie des fonctions de BESSEI,, 
appel6es aussi fonctions cyli~,driques. I1 serait inutile d'en dire davantage, 
si nous n'avions pas k faire application de r&ultats connus au probl~me 
du pendule de longueur variable. J 'aurai soin, d'ailleurs, dan8 ce qui 
va suivre, de d6montrer bri6vement les th~or6mes dont il sera fait usage. 

Par la m6thode des coefficients ind6termin6s, on se procure sans 
peine 1~ solution partieuli6re: 

2~ ~ 3 ~s  4~ 4 
( .2.s.4y +. . .  

dont la v6rifieation est imm6diate. Avec les notations usuelles, la fonc- 
tion F n'cst autre chose que ~/~Jl(pv/~), en d6signant par J1 la fonction 
cylindrique d'indice un et de premi6re esp6ce. I1 est 6vident que cette 
solution peut 4tre multipli6e par une constante arbitraire. 
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A quelle condition le mouvement du pendule est-il repr~sent(~ par 
l%quation (io)? Pour le voir, formons d'abord la d~riv(~e premiSre: 

(I  I)  d~  __ z :~' z3 
d~ ' - -  - + ( T - -  (, 3) ~ + " "  I . 2 )  ~ . 2 , 

qui est, par d~finition, la fonction d'indice z6ro: Jo(2~/~), et consid6rons 
l'instant d'une ~longation, c'est.k-dire d'un maximum d%cart. On dolt 
avoir k la lois: 

b ~ 
O1 = ~ ,  l = - - x ,  d 6  .---- o g 

d'ofi l'on tire" 

ou bien: 

c'est-k-dire: 

dl d~, 

(~ 2) r _ de. 
x dx 

de 
En rempla~ant ~ et -/~ par leurs valeurs, eette ~quation devient: 

2x 3.~ 2 ,'g x ~ 

, ( , .  e ) '  + ( ,  . z �9 3 ?  . . . .  , - - - ~ i  + ( ,  . z ) '  

c'est-k-dire, en divisant p a r  x: 

I 2 . 3 z  3 �9 4 z ~  

(13) , . 2  ( I .  2 . 3 ) '  3v ( t .  2 . 3 . 4 ) '  
�9 . . = O .  

Soit $ l'une quelconque des racines de cette ~quation. 
cherch~e est: 

z = 
g 

La condition 

En d'autres termes, si l d~signe la longueur du pendule correspondant 

k une 61ongation, la vitesse d'allongement b doit ~tre 6gale h: ~/:fl .  - - r  
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Le premier membre de l'6quation (13) est la fonction cylindrique 
d'indice deux: J~(2 ~/~). Si donc il existait une table de cette fonction, 
on aurait imm6diatement les quantit6s ~. A d6faut d'une pareille table 
on peut se servir de celles de d o et de J1 qui se trouvent, par exemple, 
b~ la fin de l'ouvrage de LOMM~L Studien iiber die Bessel'schen Functionen 
et chercher, par t/ttonnement, pour quelles valeurs de x ron a, en vertu 
de (i 2): 

I -~gl( 2 ~/~) go(2 ~/~) 

ou bien, en remplagant 2 ~/~ par z: 

(14)  = 

Deux circonstances viennent faciliter le calcul. D'abord, la con- 
naissance exp6rimentale que l'on a du mouvement du pendule indique 
que chaque dlongation se trouve comprise entre deux passages par la 

verticale, et que, par suite, ehaque racine, ~-, de l'6quation (14) est in- 

tercal6e entre deux raeines de J1. On con~oit mdme que ~- ne saurait 

s'6carter beaueoup de la moyenne des deux racines de J~ qui l'encadrent 
(au moins ~ant que la longueur est assez grande vis-a-vis de la vitesse 
d'allongement): on sait ainsi dans quelles r6gions des tables doit dtre 
effectu6e la recherche. En second 'lieu, ]a fonction or1 passe par un 
maximum ou un minimum vers le milieu de rintervalle de deux racines 
eonsdcutives: elle varie alors tr~s-lentement, de telle faqon que, dans un 
premier aper~u, le premier membre de l'6quation (12) peut dtre regard6 
comme constant pour chaque r6gion. AprSs avoir ainsi obtenu une valeur 

grossi~re de chaque racine ~-, il ne reste plus qu'h procdder par inter- 

polation. 
En op6rant ainsi, j 'ai trouv6 que, de o b~ 2o (les tables ne vont pas 

plus loin), il y a cinq racines de (I4), qui sont: 

( 1 5 )  51 I4 8 , 4 I  11,62 14 ,80  17 ,96 .  

Je n6glige les ddeimales qui suivent la seeonde. 
Ceei posd, considdrons, par exemple, un pendule ayant un m~tre de 
Aata mathsmatir 19. Izaprlm~ le 6 avrfl 1895. 27 
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longueur k l ' instant initial. Pour que ee pendule, ldgdrement dcartd de 
la verticale et abandonn6 sans impulsion, suive le mouvement d6fini par 

l%quation (IO), il faut  et il suffit que la vitesse d 'al longement ~, ex- 

prim6e en m6tre.s par seeonde, ait l 'une des valeurs suivantes: 

I ,n 0 m Om 4 2  0"* , 22 , 74 ~ 54 , , 35 ,  etc. 

Adoptons, par exemple, o" ,  35, et supposons ici, pour plus de com- 
modit6, que le pendule, au lieu de s'allonger, aille en se raccourcissant, 
ce qui ne change rien aux calculs pr6c6dents. Les 61ongations successives 
correspondront aux valeurs de 1 comprises dans la formule:  

hi 
(, 6) 1 = :Z ~ = :-'z~ = 0 , 0 0 3  3z ~, I 

4g 

z d~signant l 'une des racines (I5). On trouve ainsi les longueurs: 

I m o~,68 o ~, 42 o ~, 22 0 ~,08,  

et, comme le pendule se raecourcit de o m, 35 par seeonde, les instants 
de ces 61ongations sont: 

Osec Osee see, 2 see 2see , 9 4  I 6 6  , 23 63. 

Au bout de 2 s", 86, la longueur  du pendule devient nulle. A ee moment, 
il n 'y  u pas, k proprement parler, une 61ongation: car la vitesse angulaire 
ne tend pas vers z6ro en m~rne temps que la longueur du pendule. Si 
nous convenons n6anmoins de faire figurer cette position limite au tableau 
d'ensemble, nous pouvons dire que les intervalles de temps s6parant les 
positions limites successives sont: 

OSe', 94  o ~", 72 ~  57 0 see ~ 4 ~ 0 see , 23" 

Calculons encorc l 'ampli tude des 61ongations. Cette amplitude est 
mesur6e par les valeurs maxima de 0. Or on a, pour ces maxima:  

l b I 

0 

J,(z/_/,jo(,) ~- 
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D'ailleurs, l'angle d'6cart initial peut ~tre pris arbitrairement (pourvu 
qu'il soit trbs petit), ~ cause de la constante arbitraire par laquelle peut 
dtre multipli6 ~. I1 suffit donc de comparer les valeurs de Jo(z) eor- 
respondant aux valeurs de z comprises dans le tableau (15). Ces valeurs 
sont: 

- - O ,  130 + 0 , 0 7 2  - - 0 , 0 4 0  + 0 , 0 2 7  - - O , O 2 1 .  

Pour r6cart correspondant k la longueur nulle, il faut chercher directe- 

merit la limite du rapport 2"/1(z)= ]1(2~/~)= ~(~) Cette limite est 6gale 

l'unit6. 
D'apr~s eela, si l'on d6signe par 60 l'amplitude initiale qui correspond 

z = 17,95,  les 6carts successifs ont pour valeur: 

+ O  0 - - 1 , 2 7 0 0  + 1 ,8600 - - 3 , 4 5 0 0  + 6, I90 o - - 4 7 , 6 2 0 0  �9 

On doit en eonelure que l'hypoth~se des oscillations infiniment petites 
ne reste admissible, dans le voisinage de la longueur nulle, que si l'6cart 
initial est extr6memcnt faible. 

Les positions vertieales du pendule sont fournies par les racines, 
autres que z6ro, de l'6quation J1 = o. Ces racines sont: 

1 9 , 6 I  16 ,47  I 3 , 3 2  Io ,  I7 7 , o i  3 , 8 3  �9 

Elles correspondent, en vertu de ( I6) ,  a u x  longueurs: 

I m, 21 O m , 85 O", 55 O'n, 32 O'n, I5 O'n, 04" 

Pour r6aliser le mouvement suppos6, on peut, la vitesse d'allonge- 
ment 6tant de o m, 35 par seconde et le pendule descendant d'abord suivant 
la verticale, donner ~, ce pendule un petit choc lat6ral ~ l'instant off il 
atteint l'une des longueurs ainsi ealcul6es: les passages successifs par la 
verticale feront alors connaltre les racines de J~(z). De 1~ un proc6d6 
m6canique assez curieux pour obtenir les racines de cette fonction en dehors 
des limites de la table. D'apr&s ce qui pr6c~de, la m~me exp6rience 
fournirait: par la mesure des longueurs correspondant aux 61ongations, 
les racines de J~, et, par la mesure des 61ongations elles-m6mes, les va- 
leurs de Jo correspondant aux racines de Jv  
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Consid6rons maintenant  le cas g6n6ral oh les donn6es initiales sont 
incompatibles avec la solution (I o). De cette solution particuli6re, on 
peut, par un procdd6 bien connu, d6duire l 'int6grale gdn6rale de l'6qua- 
tion (9), qui est, avec deux constantes arbitraires A et B:  

(I7) 

X 

B f d z  u = + 

zo 

La d6riv6e est: 

(,s) 

L'on a, par suite: 

B B ' f d z  ~,' = ~ '  + ~-+ ~ j p "  

�9 T O 

(~ 9) ~u' - -  r = B 

et aussi: 

(:o) " dz ~v ~ 

Prenons pour valeur initiale x 0 une quantit6 qui n'annule pas F(x),  
et soient a ,  fl (a < fl) les deux racines cons~eutives de r  eomprenant 
entre elles x 0. L'Squation (Io) montre que, dans l ' intervalle de a k fl, 

la fonction ~t varie toujours darts le m~me sens: elle ne peut done avoir 

qu 'une racine dans cet intervalle. Cette racine, si elle existe, annule u: 
car F est toujours fini; il est ais6 de voir qu'elle existe r6ellement. 
Cherchons en effet vers quelle valeur tend la fonction u quand x tend vers 

ft. Le terme A~ tend vers z~ro. 

x 

J~ 
I 

La quantit6 ~ , si on l'~crit: 

X0 

I 

~s I 
- - - - ,  se pr~sente sous la forme - - :  sa vraie valeur est: lim . . . .  ~ .  
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Si ~ 5tait nul, /9 serait une racine multiple de 9 .  Mais une pareille 

cireonstance ne peut se produire: car l'~quation d ' ~  

renti4e inddfiniment, donnerait alors pour ~ et pour toutes ses d6riv~es 
des valeurs nulles; Ia fonction 9, essentiellement holomorphe, serait 
identiquement nulle. La limite de  u, pour x ~ / 9 ,  est done finie et 

B 
~gale g - - - v .  On verrait de m6me que, pour x ~ ~, eette limite est: 

B 
~ - ~ .  Or, d'apr& le th~or~me de RoLr~E, les deux racines cons~cutives, 

a e t  fl, de 9, donnent g 9' des signes contraires. I1 est ~tabli par lk 
que u s'annule dans l'intervalle de ces deux racines, et nous savons d~jg 
que u ne peut s'annuIer qu'une lois. 

L'interpr~tation m~canique de ce r&ultat est imm4diate: u dtant Sgal 
Ol, chaque lois que 0 s'annule il en est de m~me de u et rdciproque- 

ment (le cas de la longueur nulle ~tant mis de cbt~). D'autre part, la 
fonction ~ s'annule en m~me temps que J~(: ~/~) ou, ce qui revient au 

m6me: J~(2~-~). Done: 

Si Zl et z, d4signent deux raeines cons&ufives quelconques de l'dqua- 
b �9 

tion J,(z)= o, le pendule, en passant de la longueur 1 =4-~z~ g la 

b' z~ prend une lois, et une seule, la position verticale. longueur l =4-g 2' 

La formule (~7) n'est applicable que pour  l'intervalle ~,/9 dans 
lequel se trouve comprise la valeur initiale x0; mais on peut 4tablir uno 
autre formule  qui n'est pas soumise g la m~me restriction. L'int4gration 
par parties donne: 

X ~ X 

= 

/t'O OYO ;go 

et, comme ~"x = ~ ~, il vient: 

;r  X 

.! = 

"~0 "~'0 
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Z 

= + / 
d zf 
XQ 

B 
ou bien encore, en remplagant la eonstante A + f0----s par C: 

(22) 

et l'on a encore: 

B B f dz (2I) t$ = C 9 9 - - ~ -  t- ~ d ~ ' "  
~0 

Sous cette forme, la d6riv6e est: 
a~ 

B ' / ' dz  , , '  = + 

u'9~ - -  u~' ----- B. 

La formule (21) est applicable, g partir d'une valeur initiale quel- 
eonque, dans l'intervalle de deux raeines eons6cutives de 9~', c'est-~,-dire 
de do(2 ~/x). Voiei, d6s lors, comment il faut proe6der pour avoir la 
repr6sentation analytique du mouvement. Partant d'une valeur initiale 
x0, on d6termine, au moyen des donn6es, eomme nous le verrons plus loin, 
les eonstantes A ,  B ,  C qui figurent dans les 6quations (I7) et (2:). Sup- 
posons, pour fixer les id6es, que x Mile en croissant et atteigne une racine 
fl de 9~ avant d'atteindre une racine de 9'. Pour x> t3 ,  la formule (:7) 
eesse d'&re applicable, et il faut lui substituer la fornmle analogue: 

X 

B [dz,  

Xl 

dans laquelle la constante A a pris une nouvelle valeur, A', en m&ne 
temps qu'on remplagait x 0 par un nombre x~ plus grand que fl mais 
plus petit que la racine de ~' imm~diagement sup6rieure ~ /~. La con- 
stante B n'a pas chang& (]omme la formule (2I) continue provisoirement 

~tre valable, il suffit, pour d&erminer A', d'identifier les valeurs de u 
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fournies par les 6quations (2I) et (I7'). Le r6sultat est imm6diat si l'on 

se reporte ~ la relation C----A 4- B___~ et l'on trouve: 
~0Fo 

' /  

Lorsque x, continuant ~ i depasse une ~', cro tre, ' racine de la formule 
(2I) doit gtre k son tour modifide; il f~ut 6erire: 

2 I ' )  

x~ 6rant plus grand 
diatement sup6rieure 
l'6quation: 

Z 

B B s . = 0'9-~ + ~ j  ~ ,  
X 2 

que a', mais plus petit que la racine de ~, imm6- 
k ~'. La nouvelle eonstante, C', est li~e k C par 

A )  
En marchant ainsi de proche en proche, on parvient sans peine au r6- 
sultat g6n6ral que voici: 

Dans l'intervalle de deux raeines cons6cutives, 2 et ft, de la fonction 
~, le mouvement est repr6sent6 par l'dquation: 

I , B / d z ,  

x k  

xk 6tant un nombre arbitrairement choisi entre 2 et It. 
Dans l'intervalle de deux racines cons6cutives, 2' et ft', de la d6riv6e 

~', le mouvement est repr6sent6 par l'6quation 

I , 
X . 

- -  ~ + B~j~ ,~  

xh ~tant un nombre arbitrairement choisi entre X et #'. 
Rappelons que dans ces formules, il faut remplacer u par O1, x par 

g b-il, F(x) par ~/~J1(2~/~) et enfin ~'(x) par Jo(2~]~). 
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I1 nous reste k dire comment, connaissant les donndes initiales, c'est- 
d8 

K-dire les valeurs de 0, ~ et l, k l'origine du temps, on peut calculer 

les constantes A , B ,  C. Pour t = o ,  la fo rmule l - - - - -a+btdonnel - - - -a .  
d# 

Soit 00 la valeur de 0 au mdme instant, et soit w 0 celle de ~ .  Si l'on 

fait x-----x 0 dans les formules (I7) et (xS), il vient: 

Or: 

B 
u o = A ~  o, uo = A~o + - - ,  

d*) b 2 ab to 
uo----a0 o et Uo----- ~zz o---=~-0o q -~-  o" 

D'aprSs cela: 

A . - ~ - a  (/o ' R =  -Co(bOo + a ,o) - -  ar g 

En outre la formule: C = A-4-  B____~ donne: 
~o~o 

b boo + a~Oo 6 ' =  I 

~o 

Si 90 et 9o sont tous les deux diff6rents de z6ro, il n'y a aucune diffi- 
cult6. Si 90 est nul, A se prdsente sous forme infinie ou inddterminde, 
suivant que 60 est ou n'est pas different de z6ro. I1 faut alors aban- 
donner momentan6ment la formule (x7) et se servir de la formule (2~). 
Si c'est ~) qui est nul la formule (i7) est applicable et la formule (2I) 
dolt dtre momentan6ment raise de c6t6. Dans tous les cas, l'une des 
deux formules subsiste et permet de calculer, pour un instant voisin du 
premier, les valeurs de 0 et de oJ. On prendra ensuite ce nouvel dtat 
pour 6tat initial, de mani6re k avoir des valeurs finies, ~ la lois pour 
A e t  pour C. En r6sum~, le probl6me se trouve compl6tement r~solu. 

Ajoutons qu'une lois la constante B connue, la formule (x9)fa i r  
imm6diatement connaltre, sans integration, une s6rie de valeurs de u: 
savoir celles qui correspondent aux racines de 9 = o. On a en effet, 

B 
pour chacune de ces racines: u - - - - - - -~ .  
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Examinons enfin ce qui arrive lorsque x tend vers z6ro, et, g cet 
effet, reprenons la formule (i 7) en choisissant pour x o un nombre inf6rieur 
h, la plus petite racine non nulle  de la fonction 9 = ~/~0r~( 2 v/~), c'est-g- 

dire au nombre ( 3 _ _ ,  83) ' _ 3 , 6 6 .  La formule va rester applicable depuis 
4 

x = x0 jusqu'h x = o. Si l 'on pose ~ = M x ,  l 'on peut dcrire: 

= . 

xo .'1:o 

La fonction M ,  6gale g l 'unit6 pour x ~--o, reste finie et diff6rente de 
z6ro dans l ' intervalle consid6r6. Si donc on d&igne par p une quantit6 
diffdrente de z4ro, on peut 6crire: 

r'J ' = P  - -  " 

XO ZO 

Falsant tendre ensuite x vers z6ro, il vient: 

(q -.<0) 

B 
D'apr& eela, la limite de u, pour as ~ o, est 6gale h quantlt6 

finie et diff6rente de z6ro. Et, colnme l 'angle 6 est 6gal ~ u [ ,  c'est&-dire 

g ~t 
b~ U ~ ,  on volt que cet angle augmente au del l  de toute l imite quand 

la longueur du pendule tend vers z6ro. Mals ce r6sultat est incompatible 
avee l 'hypoth6se des oscillations infiniment petites: la solution gdndrale 
(17) ne peut donc eonvenir que pour des longueurs de pendule qui ne 
soient pas trop petites. Tout ce qu'on est en droit d'affirmer, c'est que 
l 'ampli tude des oscillations tend h, s'exag6rer 6norm6ment ~ mesure que 
la longueur d6croit. Nous avions d6jg observ6 ce fait en 6tudiant le 
mouvement sp6cial repr&ent6 par la formule (io);  mais a]ors l 'amplitude,  
tout  en s'exag6rant, conservait un rapport  fini avec l 'amplitude initiale, 
et par cons6quent on pouvait toujours choisir celle-ci asscz petite pour 

Ae~ raathe~na~a. 19. Imprlm6 le 9 avril 1895. 28 
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atteindre la longueur nulle avec une ampli tude inf~rieure ~ une limite 
donn~e quelconque. Dans le cas g5n~ral, il est impossible, d'apr~s ce 
que nous venons de voir, d'assigner une pareille limite, au moins quand 
on s'en t ient ~ la premiSre approximation qui nous occupe pour l 'instant. 

L'emploi des fonctions Jo et J~, fort commode tant que l 'argument  
2 ~/~ est infSrieur h 207 devient plus p~nible au del~ de cette limite, 
puisque les tables ne vont pas plus loin. On a alors la ressource de 
recourir aux s~ries (io) et ( , I ) ;  mais ces s~ries sont elles-mdmes d'autant 
moins rapidement convergentes que l 'a rgument  a une plus grande valeur. 
l l  est vrai que HANSEN a fait connaitre des dSveloppements de Jo(z) et 
J~(z) procddant suivant les puissances n~gatives de z. Sans insister ~ cet 
5gard, je vai8 maintenant  ~crire sous forme d'int~grale d~finie la solution 
g~nSrale de l '~quation (9). Par  des considdrations analyt iques sur lesquelles 
il est inutile de s'Stendre ici, on trouve: 

(I8) u---= 6'x os(2~/~eosw -t- ~)s  in~wdw + sin~ e_,~Ttg~ d~o , 
COS s 

0 

avec deux constantes arbitraires C e t a .  La v~rification se fait sans 
difficult5. Si l'on pose: 

2 

v = x f e o s  (2 4;: cos  ~ + ~) sin ~ ~ d ~  
0 

et: 
m 
2 

w x f e_2~;tg,, do, 
COS s go 

0 

d'oh: u----- C(v .-{-w sin a), on trouve: 

et 

d~v - -  ~]~ s i n  a 
x ~ - ; , - I -  v ~ 2 

Xd-~ + w ---- ~- .  

d 2 u  
On a done bien- x~-~,, ~ u----o.  
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Cette solution a l 'avantage d'dchapper aux difficult6s que nous avons 
eu pr6c6demment ~ discuter en rencontrant les racines de J0 et de orx, 
et de fournir, par une seule formule, la repr6sentation compl6te du mouve- 
ment. En introduisant explicitement t~ et l, et en remplagant  C par 
b ~ 
- -  k, il vient: g 

(,9) [0/ ! / ~  --2 Sgl  tgm ~ 0  �9 

Quand 1 tend vers z~ro, la seconde int~grale augmente ind~finiment; 

2 
~ / ~" 

la premmre tend vers cosa sin~oJdw, c'est-h-dire vers -cosa .  La con- 
0 4 

dition n~cessaire et suffis,~nte pour qut  l an~ le  8 reste fini quand la lon- 
gueur devient nulle est donc que l 'angle a soit nul. Or nous avons vu 
pr~e~demment que la solution particuli~re reprdsent~e (k un facteur con- 
stunt pros} par la s~rie (~o) est la seule pour laquelle O jouisse de cette 
propri5t~. Nous pouvons en conclure la relation: 

7r 
2 

---- Cx fcos (2  ~/~ coso~) sin ~ oJdoJ. 
0 

Pour x = o, le rapport  -~ tend vers l 'unit6 tandis que l ' int6grale tend 

iT 
vers - :  la constante C qui figure dans cette 6galit6 est donc egale ~ 4 

4 
Lu formule (I8) se pr4te bien ~ l '6tude du cas limite pour lequel 

gl 
x est tr6s petit. Comme x = ~ ,  ce cas st r6alise, quelle que soit la 

vitesse d 'allongement ou de raccourcissement b, lorsque le pendule approche 
de la longueur nulle, et il st rencontre 6galement, quelle que soit la 
longueur  initiale, pourvu que la vitesse b air une grandeur consid6rable: 
on trouverait,  par exemple, de cette mani~re, le mouvement d'un pendule 
qui, apr6s avoir oscill6 avec une longueur constante d'un m6tre, est subi- 
t emtn t  soumis ~ un raccourcissement de dix m~tres par seconde. Lorsque 
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vcrs - cos a .  
4 

x tend vers z6ro, la premi6re int6grale tend, nous venons de le dire, 

D'autre part, si l'on pose tg~o = 2, il vient: 

2 

; e _ 2  , ~ t g ~  d ~ / 1 

t - -  C O S ~  0 
0 

Soit a un hombre fixe, sup6rieur k l'unit6, et consid6rons s6par6ment 
7" ' 1" " les dcux intervaIIes d mtegratxon compris de o a a et de a k c~. L'int6- 

a 1 

grale prise de o ~ a tend vers la limite f ( I  -t-,U) ~d2, qui est 6gale k 
0 

[[a~/t  + ,~, q- log(a + ~/~ + - ~ ) ] .  Dan~ l'int6grale prise depuis a jusqu'k 

co, on peut, 2 ~tant sup6rieur k l'unitG 6erire: 

1 ~ ( ,)~ ( I, , ,  ) 
(~ + ,~)~=) ,  x+)V =),  I+2;~  8 ~ , + . . "  

d'ofi: 

- I fe -~>'~(~ + a')~ da = f~--"'~),a), + ~ e -:~ '7 
a a t 

a 

; ( '  , ) + e -2;~; c12 - -  ~ + i6)o . . . .  
t2 
a 

La derni6re int6grale du second membre est inf6rieure, en vateur 
oe 

~bsolue, ~ ~ j  i~ ,  c'est-~-dire k I6,~.  D'autre part, on a" 
i,I 

et: 

oo h oo 

t f f e_,~,~;,u _ s _~ @ ,h' ,h' ~3-P__ .qG e - P - .  
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f -z,, inf6rieure ~ 
I 

L'int6grMe e -p"~ est f~J e--Pdp, c'est&-dire 
P h 

h 

fixe si h est lui-m6me un nolnbre fixe. 
h 

Reste enfin l'int6grale /e -pdp 
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e--h 
k -~-/, quantit6 

, pour laquelle on peut &rire: 

h h 

v =  - f  ~ - - P  + ~.2 

h 

=- l o g h - -  log(2a~/~)--  h + 2a~/7~ + @ , 2 
t., 

-- . . .)  

p 2  

i . 2 . 3  
) 

I1 suffit de supposer h inf6rieur k 3 pour avoir: 

h h 

d p 1 . 2  1 . 2 .  3 [- " ' "  ~ 

h 2  

c'est-~-dire < - - - -  a~x. 
4 

s t t En resume, l'on voit que, lorsque x tend vers zero, le rapport ~ ,  

calcul6 au moyen de la formule (I8), est 6gal ~ un nombre fini, dont 
on peut ais6ment assigner une limite sup~rieure, augment6 de la quantit6 

ind6finiment croissante: s ina i  e-~'x(I--+ 2a ~/7~) I logx]" 
L 4,~ 4 

En d&eloppant e -~v;, on peut encore r6duire la partic ind6finiment 

4 
On d6duit de 1~, pour l'expression de 6 en fonction de la longueur h 

b ~ I . b~l  
0 --  k sin a _F + ~ + ~ log ~J ,  

F d6signant une fonction finie. La constante k d6pend de l'6tut initial. 
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Si l'on part d'une longueur donnde, un m6tre par exemple, et d'une 
vitesse angulaire nulle, k est proportionnel ~ l'amplitude initiale. Si done 

cette amplitude est assez faible pour que la fonction--4--ksin'*[b~--_ + log~b'J 

9l conserve une tr6s petite valeur taut que b-, d6passe un tr6s petit hombre 

fixe e, (condition essentielle pour que l'hypothfse des oscillations infini- 
ment petites puisse ~tre maintenue), le mouvement du pendule, dana le 

b ~ voisinage de la longueur l = ~-- ,  sera approximativement reprdsent6 par 
g 

l'6quation: 
{9 ksina (b~ b') 

4 + g~l 

Tout ceci suppose que sina n'est pas nul: dans le eas contraire, on 
est ramen6, eomme nous l'avons vu, au mouvement simple repr&cnt6 par 
la formule (IO). 

On peut figalement se demander ee que devient la loi du  mouve- 
ment quand x aequiert une tr6s grande valeur, cireonstanee qui finit 
toujours par se produire, avec un pendule de longueur croissante, au bout 
d'un laps de temps suffisant. Sans entrer iei dans 1~ recherche directc 
de la valeur asymptotique vers laquelle tend alors le second membre de 
l '6quation (i8), je vais v6rifier que le mouvement final peut &re repr6- 
sent6 au moyen de l'6quation approch6e: 

(2o) u = Ax'  cos(2  r + B x  ~ sin(2 ~) ,  

I 
A et B d6signant deux constantes, et l'exposant p 6taut pris 6gal ~ ~. 

Consid6rons en effet l'expression: 

On a: 

et 

v = xp c o s  (2 

d~ = pxp_ , cos(2 ~7~) - -  z"-~ sin (z ~;~) 
dx 

2 



Mgmoire sur le pendule de longueur variable. 223 

On volt que, s i p  = 4' il reste simplement: 

dx--- ~ ~ ~ X p - ~  .It. Xp -1  

d ' o l l  �9 

c o s  2 4 ~  

d %  3 3 v 
z ~  + v = - -  ?g zp - ~  c o s  : ~/~ = - -  ~6~"  

De mgme, si l'on pose: w = xPsin(2 v%), on trouve: 

d ~ w 3 ,11) 
x-~z~ + w = ~ ~ -  ~ .  

I1 s'ensuit que la fonetion u, d6finie par l'6quation (20), v6rifie rigoureuse- 
ment l'6quation diff6rentielle: 

ou bien: 

qui se r6dult k l'6quation (9) qu~nd on n~glige 3 en pr6sence de l'unit6. 

Les constantes A et B se d6terminent aisdment quand on connait 
r6tat initial, pourvu que celui-ci soit donn6 k un instant pour lequel z 
est d6jk tr6s grand. La relation entre 0 et l est: 

, 

( 2 ~ )  o =  ~ - ~ . 

l u 

Elle peut @idemment, par rintroduetion de deux nouvelles eonstantes, 
/~ et 9, ~tre mise sous la forme: 

3 

Les passages par  la ver t leale  s 'obt iennent  en der ivant  la cond i t ion :  

(23) 2 



224 L$ou Lecornu.  

2 6tant un entier queleonque, d'oh: 

b ~ 
l = -  (r + 

4,./ 

Si l'on prend deux passages eons6eutifs, pour lesquels ), ait les valeurs 
m e t  m "4- i, l'aecroissement de longueur dans cet intervalle est 6gal h, 
b~ b ~ 
~-~[(~ + m + ~ ) 2  (~ + m~)2], e'est-~-dire g ~--[2w4g + (2m + i)z~], et, 

comme le pendule s'allonge avec la vitesse b, le laps de temps s6parant 

deux passages est 6gal ~ , ' rb [2 r  + (2m + I)7:0, ou bien encore e e s  

,'r I + 2(~ + m~.i ' c'est&-dire ~ ,'r i +  ou enfin 

z~b Dans l la du 
a" + 4--g" 

eette expression, d&igne longueur pendule 

l'instant du premier passage. La dur6e de l'oseillation se trouve done, 

par l'effet de l'allongement, augment6e de la quantit6 7:2 b ind6pendante 
4g 

de la longueur 1. 
Ce r&ultat peut 6tre mis sous une forme plus dl6gante si l'on in- 

troduit, en m6me temps que la longueur l g l'instant du premier passage, 

la longueur l' g l'instant du second. En ndgligeant z 'b '  4 g l e n  prdsenee de 

l'unit6, on a @idemment la relation: 

l ' = l + ~ b  

d'oh: 
l + l '  robe} 
 =I+T . 2 

1+l'  
La dur6e de l'oseillation d'un pendule ordinaire, de longueur 2 ' 

serait done: z 29' - -  7r (~ + ~g ,~ ~ 7, I -{- 4 r  / . 

L'intervalle de temps qui s'&oule entre deux passages cons~cutifs d'un 
pendule lentement variable par la verticale est sensiblement @al d la darde 
de l'oscillation d'un pendule ordinaire, ayant pour longueur conslante la 
longueur moyenne du s variable dans cet intervalle de temps. 



ee qui revient 

trouve ainsi: 
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, . dO Les elongatmns sont d6termin6es par la condition d'annuler OU~ 

dO au mgme, ~ ,  0 6tant li6 ~ / par l'6quation (22). On 

---~ . 

7 ~ ~ 2 D'apr& 1 hypothese, le second membre est ici tres-grand; l'are ~ ~ 

diff@e done tr6s peu d'un multiple impair de ~, et l'on a, en confondant 

eet~ petite diff6renee avec sa tangente: 

(24) z - (za + ~)~--4@-~' ~]gl - -  ~ = zt 3b 

d6signant un tr6s-grand entier. Consid6rons les longueurs l e t  l" qui 
correspondent k un passage par la verticale et k l'61ongation cons&utive. 
Les formules (23) et (24) donnent: 

~, (z"-- l) =[a= + ~ + sl, 1 =' (a~ + 9)' 
2 4~gg-~_i - -  

O U :  

4gK r l) = 2(2zr + 9) (~ 

b" ou bien, en n6gligeant ~ dans le 

, , (  ~ b )  remplacer ~-~ par ~7 I - - ~ / ~  , 

second membre, ee qul permet de 

go _ _  l 

Le temps 

b= - -  4 r  + 7" 

qui s4pare les deux instants consid4r& a donc pour valeur: 

2 

Act~ 9nalhemat~,,a. 19. I m p r i m 6  le 19 avril 1895. 

z? b ----3 b- + 7g~" 4g 

29 
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E l i  P P resume: 

L'intervalle de temps qui s'dcoule entre un 1oassage par la verticale et 
l'~longation consgcutive est sensiblement ~gal d: 

2 + ~6 g ~ - - o ,  I3~ 

1 d~signant la longueur du pendule ~ l'instant du passage par la verticale. 

On remarque que la dur~e de la demi-oscillation ascendante est 
l~gSrement diminu(ie par le fait de l'allongement, tandis qu'il y a aug- 
mentation dans la dur~e de l'oscillation. L'accroissement de dur~e porte 
donc exclusivement sur la demi-oscillation descendante: ceci, en supposant 
que la comparaison est faite avec le pendule ordinaire ayant comme 
longueur la plus petite longueur du pendule variable dans rintervalle 
de temps conside~r& Si la comparaison ~tait faite en employant la plus 
grande longueur, les r~sultats seraient changes: le raccourcissement de 

dur~e de la demi-oscillation ascendante atteindrait 5r?+ i2b 16 g, et la demi- 

oscillation descendante pr~senterait elle-mdme un l~ger raccourcissement, 
7r e -  I 2 b  

~gal k 16 g" 
Si, au lieu d'un pendule qui s'allonge, on avait affaire k un pendule 

qui se raeeourcit, le sens du mouvement serait renvers~: il suffirait, dans 
ce qui precede, de substituer le mot ))deseendante)) au mot ~ascendante~ 
et r~ciproquement. 

Quant k l 'amplitude des oscillations, elle se d~duit de la comparaison 
des formules (22) et (24). Pour une ~longation quelconque, l'amplitude 

COS 

est proportionnelle en valeur absolue k 3 . Continuant k n~gliger 

b i 
le carr(~ de ~-~, nous trouvons simplement ~-. Deux dlongations succes- 

sives, correspondant aux longueurs l e t  l', sont done dans le rapport 
3 

�9 Mais l'-----lq-b~r , done = I -I-'~r �9 Par suite: 
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La diff&ence aramplitude de deux ~longations successives 0 et if, est 

sensiblement ~gale 5 3_ ~r I /~-  ; cette diffdrence tend vers z~ro 5 mesure que la 
4 u  

longueur augmente. 

La formule (2 2) peut dtre transform~e de mani~re ~ exprimer l'angle 
8 en fonction du temps: il suffit d'y remplacer l par sa valour a + bt, 
ce qui donne: 

3 
2 

o = R + + 

ou bien, en posant: g-----r et ~/~-~ p: 

8 S 

O = R a - 4 (  I -{-PTt)-~sin (;~/: + r r t , - -  ~) .  

S i l a  longueur initiale a est assez grande et si l 'intervalle de temps 
t est assez petit pour qu'on puisse n6gliger p~T2t ~ en presence de prt, il 

3 

vient, en rempla~ant la constante /~a -~ par p: 

6~-  p( i - -~_p~t)  sin (;-~- 7 t - - 4 P r ' t ' - - ~ ) .  

2 
Rempla(~ons encore - - . -  ~ par une nouvelle constante r et continuons 

P 
n6gliger les puissances de pTt sup(irieures ~ la premiere. Nous pouvons 

alors ' " eerlre: 

I Dans la note communiqu6e le 15 janvier I894 ~ l'Aead~mle des scienees~ j'ai 

donn6 la formule: O=p I - -  k ~  s i n ( ~ t - - o ~ ) - F p ~ ( I - - T g t ~ ) e o s ( T t - - w )  qui~ 

premiere vue~ ne parait pas eoncorder avec la formule (25). Mais il suffit~ apr~s avoir 
remplae~ k par son 6quivalent p~ d'6tab]ir entre les constantes arbitraires ~ et ~o la re- 

lation: o~ -~- ~ -I" ~ et de n6gliger les termes dTordre p~ pour trouver un r6sultat ideutique. 

II n'y a done~ au fond~ de ditf~renee que dans le ehoix do l'origine du temps. 
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Si l'on suppose qu'~ l'instant initial le pendule soit vertical, ~b est 
un multiple de ~r: on peut prendre g, = o ct il reste simplement: 

(=6) 

La discussion de cette formule est ais6e, et conduit h dresser le 
f~bleau suivant: 

Premi6re position verticale 

Premi6re 61ongation positive 

Deuxi6me position verticale 

Valeur du temps. 

O; 

r + i ,  ~ ~ : ~  , 

+ u  

Premi6re 61ongation n6gative -~- + ~ 

C- 
a b 

Troisi6me position verticale 2~ ~ + ~ ,  etc. 

Tous les calculs qui pr6c6dent supposent qu'on traite le nombre 
b 

comme une quantit6 infiniment petite. On peut pousser l'approxima- 

tion beaucoup plus loin, en recourant ~ une autre mdthode que je vais 
maintenant indiquer. 

Reprenons l'6quation fondamentale (9), et remplagons-y la variable 

x par sa valeur ~,l ou g, (a -4- bt), ce qui, avec les notations adopt6es, 

" " ' ( i  +_vrt). peut s ecrlre: 

I1 vient ainsi: 

d S q . ~  . 

(27) (x + vrt)-j-ir + r ' .  = o. 

Imaginons que u soit d6velopp6 en s6rie ordonn6e suivant les puissances 
enti6res et positives de la petite quantit6 p: 

u = u  o 4 - u ~ + u ~  ~ + . . . + u . f + . . .  
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et limitons-nous provisoirement au tcrme u.p". Si nous substituons dans 
l '6quation (27), le premier membre devient un polyn6me en p ,  de degrd 

+ ~, et nous pouvons profiter de l ' ind~termination des fonctions Uo, 
u ~ , . . . ,  u._~ pour annulet  dans ce polynome les coefficients des diverses 
puissances de p,  depuis la puissance o jusqu'k la puissance n - - i .  I1 
restera ensuite une ~quation servant h calculer u,. On trouvc de cette 
nlanlere: 

U'o' + r~Uo = o, 

ui' + r'Ul = --rtUo',  

u'2' -]" T~u~ = w Ttu" ' 

�9 �9 , �9 �9 o �9 . �9 �9 �9 �9 

u " l  + r~u._l = - - r tu ' . ' , ,  

.~- tu" (i + ~rt)u'. ' + r'u.  - - r  . -1 .  

Pour aehever la d~termination des fonctions auxiliaires, eonvenons que 
toutes ees fonctions, ainsi que leurs d~riv6es prcmi+rcs, s 'annulent k l'in- 
stant initial, exception i'aite de u0 et de Uo, qui devront, k eet instant, 
prendre les valeurs, suppos~es eonnues, de u et de u'. I1 vient: 

u 0 ---- A sin rt -b B cos rt , 

t t 

u, = cos rt f u;' t sin Ttdt - -  sin Tt f u'o' t cos rtdt,  
0 0 

$ $ 

u~ = cos rtfui't sin Ttdt - -  sin rtj'ui't cos Ttdt, 
0 0 

�9 �9 �9 . �9 �9 , �9 �9 �9 �9 

t r 

. . - 1  - -  c o s  r t f . z s ,  t sin T t d t -  sin r t f u " ~ t  cos rtdt 
0 0 

et l 'on se procure ainsi, de proche en proche, par des quadratures aise~es 
effectuer, les valeurs de u~, u ~ , . . . ,  u._l. Toute la difficult~ de l'in- 

t~gration est report~e sur la fonction u.. Mais, si l 'on n6glige le terme 
pTtu" en presence de u'.', on a simplement:  

t t 

u. ---- cos rt f u'.'~ t sin rt dt - -  sin rt f u"~ t cos rt dt ; 
0 0 
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avee une erreur relative qui est du m6me ordre que p# :  il en rdsultera, 
pour u, une erreur dont l'expression contient en facteur p'+~. 

On pourrait discuter eompl6tement les conditions de convergence de 
la s6rie obtenue en prolongeant ind6finiment la r6p6tition du mdme pro- 
c6d6; mais cette discussion manquerait d'int6rdt pratique, k cause de la 
longueur rebutante des calculs n6cessaires pour former explicitement u,,, 
d6s que l'indice n devient un peu consid6rable. Je me bornerai donc, 
pour terminer ce chapitre, k donner la valeur de u calcul6e en tenant 
compte de la seconde puissance de p. En vue de simplifier, j 'admets 
qu'k rinstant initial le pendule est vertical, ce qui entraine la condition 
B----o, d'oh u 0 = A s i n # ,  et je fais A =  I, sauf i~ r6tablir ensuite ce 
facteur constant. On trouve, dans ces conditions: 

u = sin rt + ~ (sin # - -  rt cos #) 

+ ~[(2r't '--  3r t )cos#  + ( 3 -  3r ' t ~ -  T 't ') sin Tt]. 

I1 est ais6 de s'assurer que cette expression v6rifie l'6quation (27), pourvu 
qu'on n6glige les termes de l'ordre p3. Comme application, calculons 
l'intervalle de temps qui s'6coule entre deux passages cons6cutifs par la 
verticale, le premier passage 6tant celui qui correspond g t = o. I1 
suffit de chercher pour quelle valeur de rt, voisine de ~', dannule le 
second membre de l'6quation (28). En posant: # = ,~ + e, il vient: 

tg~ ----- 
+ ~ (3 -- 2r't') # 

P# 0 

I 

4 t + ~ + ~2 (3 -- 3r'e -- r ' t ' )  
4 

Cette formule montre d'abord que tge  est du m~me ordre que p: la 
diffdrence t g e - - e  est donc de l'ordre p3, et doit dtre ndgligde. En 
remplaqant dans le second membre yt par ~r-{-e et n6gligeant encore 
p 3  on a:  

"-r 
I + - -  

4 
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4 - ~  (3 - -  2= ~) + 2 = ~ - -  = 4 ~ ,  3p- 

d'oh: 

I1 vient alors: 

P~P -{- 2~re] 
2 

4 P~ 4 ][[ - - ~  

2 

pne 3per 
rt = = +-X- + - ~ - ,  

b 
ou bien, en remplagant  r par et p par ~/~g: 

~ / ~  ~z e b 3rr b ~ 

Ainsi que nous l ' avons  ddjk fait au premier degr5 d'approximation, 
comparons cette durde de l 'oscillation avec celle de l 'oscillation d 'un 
pendule ayant  une longueur constante l, 6gale b~ la longueur moyenne 

t On a: 1 - - a T b  -t d'ofi atteinte k Hnstant  ~. 2 '  

r = 7 " .  l-Jl - 
bt bet e 

4a 3--2~a "_1" 

En effectuant, on trouve: 

l a =e b 7 ze b e 

D'apr6s cela: 

La durge de l'oscillation du pendule moyen est un peu supdrie~tre 
~t celle de l'osciUation du pendule variable; la difference est dgale d 
=(7= e "  3) b e b e 

32 g ~/~ , c'est-d-dire d 6 ,  47 g ~/a~g" 

Pour  d6duire de la formule (28) l 'angle d'6eart 0 en fonction du 
temps, il reste k remplacer u par 01, c'est4-dire par  Oa(I "4" PTt). En 
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effeetuant, au degr6 d 'approximation adopt6, ct n6gligeant un facteur 
commun constant, on trouve sans peine: 

(29) 0 = sin Tt - -  -~-- (5 sinTt + T t cos Tt) 

p2 I 3 a + V [  ( o r t - -  3# )  cos# + (3 - -  4 3 r ' t ' - -  r ' # )  sin;t]. 

III 
]~t~e des os~l~s ~ies. 

Quand lea oacillationm ont une ampli tude trop grande pour que 
l 'angle d'6cart puisse dtre k chaque instant confondu avec son sinus, la 
difficult6 du problSme s'accrolt singuli~rement. Si l 'on cherche k int6grer 
par un d6veloppement en s6rie l '6quation diff6rentielle du mouvement, 
raise par exemple sous la forme (6), on se heurte k des calcula inextri- 
cables, et il ne parait  gu~re possible d'obtenir la forme du terme g6n6ral. 
Aussi nous contenterons-nous d 'examiner deux caa limites: ceux oh la 
longueur du pendule varie soit tr6s vite, soit t r~s l cn tement  

Consid6rons d'abord un pendule dont le fil se raccourcit uniform6- 
ment avec une tr~s grande vitesse, de telle fa~on qu'en prenant  comme 

unit6 de temps la seconde, le rapport  g - - s  air une trSa petite valeur  
p * 

numerlque. 
L%quation du mouvement:  

(a - -  bt) d'O dO d-~ - -  2 b ~  + g s i n 6  ---- o 

dana laquelle noua mettons en 6vidence le signe de b, peut, en divisant 

par b e t  posant a - - t - - - - z ,  se mettre sous la forme: 

d'6 da 
(30) z~-iz , + 2 ~  + s sin 0 --  o. 
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Supposons 0 d6velopp6 en s6rie suivant les puissances positives de s, 
et n6gligeons les puissances supdrieures g la seconde. Alors: 

0 = u + vs + ws 

u ,  v ,  w 6rant trois fonctions ineonnues. En substituant dans l '6quation 
(3 o) et continuant ~, n6gliger s 3, il ,vient: 

z(u" + v"s + w"s) + 2(u' + v's + w's) + s(sinu + vs cosu) ---- o. 

Egalons s6par6ment ~ z6ro les coefficients des diverses puissances de 
s, ce qui donne" 

U "  Z "~- 2 U '  ~ O~ 

V "  Z "a t- 2 V '  ---- - -  Si l lU~ 

Wt~2  2~  2 W '  ~ ~ V COBU.  

c~ 
Enfin convenons que, pour la valeur initiale z----z 0 = a, corres- 

pondant g t o, les fonctions v et w doivent dtre nulles ainsi que leurs 
d6rivdes premiSres. Nous pouvons alors 6crire, en appelant a et /~ deux 
constantes arbitraires et int6grant les 6quations pr6c6dentes: 

u = = +  5 
- - 5  
a 

z o z o 

w j , , j  c o s  

zo zo zo zo 

Le calcul est ainsi ramen6 g une suite de quadratures. Ces quadratures, 
impossibles ~ effectuer dans le cas g6n6ral, deviennent au contraire t r& 
ais6es dans le cas particulier oh la constante /? est 6gale g z6ro, ce qui 
revient ~ supposer que la d6riv6e u' est constamment nulle. Comme, par 
hypoth~se, u' est 6gal ~ 0' pour t-----o, on volt que ce cas se rSalise quand 
le pendule a une vitesse angulaire nulle g l ' instant initial. On trouve: 

s sin a ( s~ sin 2a ~(Z--Zo)(Z'--Szzo-- 2Z~o) ~o] 
(31) 0 = a - -  ~ - Z - - Z o )  ~ + I-----2~ t_ ~ + 3z~ log �9 

Aeta mathematiea. 19. Imprim~ le 13 avrU 1895. 30 
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Cette formule n'est applicable en route s~curit6 que pour les valeurs de 
z qui ne sont pas trop petites, c'est-k-dire quand le pendule est encore 
assez 61oign6 de la longueur nulle. Si l'on ndglige le terme en s 2 et si 

1 
l'on remplace z par sa valeur g en fonction de la longueur l du pendule, 

on a une relation de la forme: 

C 
0 =A.-t-Blq- T 

oh A ,  B ,  C d6signent trois constantes: e'est l'6quation polaire approxi- 
mative de la trajectoire de l'extrdmit6 du pendule. 

Considdrons maintenant un pendule qui s'allonge ou se raccourcit 
avec une trds grande lenteur. Pour prdciser, nous supposerons qu'il y a 

b 
allongement, et que le hombre ~ est tr6s petit: nous avons d6jk fait 

remarquer que cette derni6re circonstanee finit toujours par se r6aliser, 
puisqu'on peut alors prendre une longueur initiale a aussi grand qu'on 
le veut. Il est naturel de proc6der comme on le fait en astronomic pour 
l'6tude des mouvements troubl6s: c'est-k-dire d'avoir recours k la m6- 
thode de la variation des constantes. Posons, pour abr6ger: 

b 

L'6quation (3) prend la forme: 

d'6 I- u d'8 dO] 
du' + s i n O W p [  ~ + 2 d u  ----~ 

En n6gligeant d'abord compl6tement le terme qui eontient p en 
facteur, il reste l'6quation: 

d'8 
(3 3) d~  + sin 0 = o 

qui repr(~sente le mouvement d'un pendule ordinaire, de longueur a. 
L'int6grale g6n6rale de l'6quation (33) peut s'dcrire: 

(34) 0 ( u +  v) tg ~ ---- tg cn 
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avec deux constantes arbitraires, O o et (7, dont la premi6re est 6gale 
l 'angle d'6cart maximum.  Le cosinus ampl i tude  qui figure ici doit 6tre 

pris avec le module  k =  s i n ~ .  En ddsignant, suivant 1'usage, par k' le 
2 

module  compl6mentaire ~ / ~ -  k' et r6solvant par rapport  k 0, il vient: 

(35) 0 = 2 arc tg cn (u + �9 

La v6rification est facile: en remplagant  u + C par v, on a, d'apr6s des 

formules connues: 

et: 

dO 2kk" snv dn v d20 2kk" cn v 
- -  . 

du k "'~ + k ~ cn ~ v ' d~ ~ dn ~ v 

s in 0 - -  

0 
2 ~g ~ 2kk' cn v 

0 dn* v I + g g  

d~oll: 

d'O + sin 0 ----- o .  
d u  ~ 

L'expression (35) de 0 renferme deux constantes k et C. Considdrons 
ces deux quantit6s comme des fonctions de u, qu'il  s'agit de d6terminer 

de mani6re k v6rifier l '6quation (32). Si l 'on s'impose Ia condition: 

~g dk ~0 dC 
(36) ~k du + ~--0 d--~ 0 

l'on a: 

d~O 
d ,t~ 2 

dO v(l 

d~% = a~--t' 

~ 0  ~ 0  dk ~ 0  dC 

9'0  
Substituant, et remarquant  que la somme ~ + sin O est identiquement 

nulle, on trouve: 
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(37) 

Lfion Lecornu. 

dk .p 
~0 ~ \  ~tY 

2 ~-~ + ~ - ~  ~ 

~C~u~k ak~u~C 

2 + 

dk dC 
La fonction 8, qui sert Mnsi ~ d6terminer ~ et ~ ,  est fournie 

par l'~quation (35): elle d6pend uniquement de k et de u- t -C;  par con- 

s6quent les ddrivdes ~(/' ~ c  sont identiques ~ ~-~, m-=~. Le probl6me se 

trouve en ddfinitive ramen6 ~ l'int6gration de deux 6quations simultan6es 
du premier ordre, o11 les inconnues sont k et C; mais la petitesse suppos6e 
du param6tre /) permet de faire un pas de plus. On volt en effet qu'en 
laissant de c6t6 les valeurs particuli6res pour lesquelles le d6terminant 

~C~u~/~ ~l~m,~C approcherait de z6ro, les d6rivdes d~ ' d~---~ sont elles-m&nes 

tr6s petites: d'oh il rdsulte que k et C varient tr6s lentement. On peut 
done, dans les seconds membres, qui contiennent d6jh p en facteur, n6gliger 
les variations des inconnues, du moins rant que u reste compris dans des 
limites assez 6troites. Le probl6me ne d@end plus dSs lors que de deux 
quadratures: si l'on veut, on peut, apr6s avoir ainsi obtenu des valeurs 
approeh6es de k et de C, les substituer dans les seconds membres pour 
passer k une seconde, puis s une troisi6me approximation, etc. 

Malheureusement, ces quadratures ne paraissent gu6re calculables: 
la solution est donc plut6t thdorique que pratique. Nous allons voir 
comment il est possible de parvenir s une solution effective, au moins 
quand l'amplitude des oscillations n'est pas excessive. 

A eet effet, consid6rons d'abord la fonction 0 = ~-aretg ~ c n u  , 

qui v~rifie rigourcusement, eomme nous l'avons vu, l'6quation (33)du  
pendule ordinaire, et eherchons les premiers termes de son d6veloppe- 
ment en s6rie suival~t les puissances entidres et eroissantes du module k. 
En tenant eompte de ]~:~ et n6gligeant ]c ~, on trouve sueeessivement: 
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*t = k 2 __ I - -  s i n '  ~v 
0 

$0 

=f..(, + 

0 

~2  

= ~ + ~- (r - -  sin ~ cos 9~), 

k 2 
= a m  u =: u - - - -  (u - -  sin u cos u), 

4 

k 2 o 
cn u ----- cos a m  u = cos u + - -  sm u (u - -  sin u cos u), 

4 

+ co u)] - c n u - - - -  + sin u (u - -  sin u 
k' 

[ ~' k l s i n u (  u ] --= k cos u + - -  cos u + ~ sin u cos u) 
2 

a r c t g  ( ~  c n u )  = k c o s u  + - -  
k s k 8 k 3 

COS U) - -  - -  COS 3 U cos u + - -  sin u (u - -  sin u 
2 4 3 

k 3 . 2k s 
0 = 2k c o s u  + k 3 c o s u  + - - s m u ( u -  s i n u  c o s u ) - - - -  

2 3 
COS a U 

k 3 
0 = 2k c o s u  + ~ ( 3  c o s u  + 3u  s i n u  - -  cos*u).  

M a i s  

Donc  enfin:  

COS 3~t = c o s  3~t + 3 c o s  ~t 

4 

k 3  ~ k $ 
(38) 0 = 2 k e o s u  + ~-~[9 c o s u  + i 2 ~ , s i n a - - c o s 3 a ]  = 2 k c o s u  + 24f (u , )  

en p o s a n t  p o u r  a b r 6 g e r :  

f(u) = 9 c o s u  + I 2 u s i n u - -  c o s 3 u .  

L ' e r r e u r  c o m m i s e  est  de  l ' o rd re  k 4, c 'est-k-dire  sin 4~0~ S u p p o s o n s  
2 

pat" e x e m p l e  t) 0 ----20 ~ ce qu i  r e p r 6 s e n t e  d6jk u n e  osc i l l a t ion  t r6s  n o t a b l e :  

a lors  k 4 se ra i t  6gal  ~ 0 , 0 0 0 9 1  , i n f6 r i eu r  pa r  c o n s 6 q u e n t  ~ I . P o u r  
iooo 

un  p e n d u l e  osc i l l an t  de  180  ~ c 'est-~-dire  a t t e i g n a n t  l ' ho r i zon ta l e  k c h a c u n e  

de  ses 61ongations,  on n ' a u r a i t  encore  p o u r  1# que  la  v a l o u r  0 ,25 .  
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Revenons ~ l'6quation (32), et, pour lmt%rer ,  posons 0----co + p~, 
en admettant d'une part que p2 cst n6gligeablc, d'autre part que la 
quantit6 to est 6gale k l'angle 0 de la formulc (38), et vSrifie par con- 
s6quent l'6quation (33). I1 vient ainsi: 

(39) 
dS$ 

+ ~ cosoJ = F(u) du' 

en posant: 

F ( u )  = + 

L'~quation (39) est une ~quation lin~aire, du second ordre, par rapport 
k ~ 

z. Si l'on remplace to par sa valeur 2kcosu + ~4f(u ) et si l'on con- 

tinue k n~gliger W, l'on a: 

(40) d~r + (z ~ 2k" cos~u)z := Ak + Bk "~ 

avec les notations: 

A = 2u e o s u  + 4 s i n u ,  

B = ;-4 (uf"u .-{- 2f' u). 

Introduisons quatre fonetions auxiliaires a ,  fl, y ,  3, en posant: 

= ~ + k~ + k' r + k'~,  

fonetions que nous assujettirons ~ s'annuler, ainsi que leurs d6riv6es pre- 
mi4res, pour la valeur particuli~re a = o; puis, apr& avoir substitud 
cette valeur de e dans l'~quation (4o), annulons s~par~ment les coefficients 
des puissances de k, jusqu'~ la troisi~me inclusivement (la quatri~me 6tant 
toujours regardSe comme n6gligeable). Nous avons: 

Or" ~ ~ ~ O~ 

f l " +  f l =  A, 

Y ' + 7 " =  2acos ~a, 

o ~ ' + 3 = B +  2flcos~u. 
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fonction a 

de ~-. On 

5quations: 
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d'abord qu'en vertu de l 'hypoth~se a ~ a'---:-o, pour u = o la 

est ident iquement  nulle,  et qu'il  en est de mdme, par  suite, 

a donc simplement k calculer ~q et ~ au moyen des deux 

et k prendre ensuite: 

y ' + y = A ,  

~" + # = B + 2fl cos~u 

Le ealeul de /~ conduit k la valeur:  

u ~ s i n u - 3 n c o s u +  3s inu  
fl--= e 

On en d~duit:  

+ 3 (sin u q- sin 3 u) q- ~ (cos 3u q- 3 cos u). 2~  COS ~ ~ ~ - -  
4 

D'autre part, de la relation: 

f ( u )  = 9 c o s u  + I 2 u  a i n u - -  cos3u 

on tire: 

I 

Donc: 

~ (uf"u + 2f'~O B =  ~4 

12u: ainu -{- 39u cosu -I- 6 sin u + 9u cos3u -{- 6 sin 3u]. 

- I s i n u + ~ u ~ s i n 3 u - k  - u c o s 3 u T ~ s i n 3 u .  o " ' + ~  = - 3 u ~ s i n u + 4  u c ~  4 

Pour  int6grer cette 6quation, il sufl]t de former la somme des int6- 

grales correspondant aux divers termes du second membre ;  on choisira 

ensuite les constantes arbitraires de mani6re 'k avoir # - - - - 3 ' =  o pour 

u = o. Le r6sultat est: 

323 = - -  4 u3 cos u q- 1 Iu 2 sin u - -  u cos u - -  u 2 sin 3u - -  3u cos 3u + 4 sin u. 
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Finalement, les oscillations d'un pendule 
repr6sent6es par la formule: 

]~s ,, 
(4t) O = 2k cosu + ~t ,9  cosu + I2U s i n u - -  cos3u) 

pk (u ~ sin u - -  3u cos u -4- 3 sin u) 

( -  4u 

lentement variable sont 

cos u -4- 11 u 2 sin u ~ u cos u - -  u: sin 3u ~ 3u cos 3u + 4 sin u). 

Je rappelle que k d6signe le sinus de la moiti6 de l 'angle d'6cart initial; 

p, le nombre, suppos6 tr6s petit, -5=, et u, la variable t. Cette for- 
vga a 

dO 
mule donne ~ - =  0 pour t = o:  elle suppose donc que la vitesse angu- 

laire est nulle ,~ l 'instant initial. Le terme 2k cos u correspond aux oscil- 
lations infiniment petites du pendule ordinaire; le terme multipli6 par 

1~-~ repr6sente la correction n6cessaire pour tenir compte du fait clue ies 
24 

oscillations sont finies. Les termes multiplids par 7't~: et par pt~ font 
2 32 

connaitre l'influence perturbatrice de l 'allongement. 
Quand on n6glige k 3, la formule (4 7) dolt devenir 6quivalente ~ la 

formule (25). I1 es~ ais6 de v6rifier en effet que, si l 'on remplace dans 

cette derni6re ~-t par u et ~ par ]-~P--~ et si l 'on continue k traiter p 
4 2 ~ 

comme un infiniment petit, il vient- 

PP 0 = p cos u + ~- (u 2 sin u - -  3u cos u + 3 sin u). 

L'identit6 a donc lieu en prenant p = 2k. 
Comme application de l~ formule (4I), cherchons quelle est la dur6e 

d'une demi-oscillation, depuis l 'dlongation correspondant ~ l'origine du 
z 

temps jusqu'au passage suivant par la verticale. Si l'on fair u ~ -~ ,  on 

trouve ais6ment: 

O~ ~'-l--~Pk (-i ) J'k~(3"z2-f- 3 q-~-~ 



et: 

M6moire sur le pendule de longueur variable. 241 

ao ,to [ S~p~r v~" ( ~ rr)] 
a t . -  r ~ . =  r - -  ~k + - - C  + ~ + 8  . 

La valeur u~2-~r correspond ~ l'instant t------2r , ~ ou ?~ a. A cet 

instant, le pendule, pour atteindre la verticale, a encore k parcourlr l'arc 
dO 

0~ avec la vitesse n6gative ~ .  La dur6e de la demi-oscillation est donc 

6gale k: 

2 
\h-//~ 

-i 

En faisant le calcu|, dans les conditions d'approximation d~jk convenues, 
on trouve: 

(42) 

0o par l'are-~, ce qui est (~videmment En rempla~ant k, c'est-~-dire sin~-, 

permis puisque k n'intervient ici que par son carr6, On peut encore ~crire: 

Pr~c~demment, en nelgligeant 9~, nous avons trouv~ le temps: 

I6 g' 

1 d~signant la longueur k l'instant du passage par la vertieale, pris pour 
instant initial. Ici, nous trouvons en n6gligeant ~galement p~: 

r = ~  + ~. 

Si l'on veut 6tablir la concordance de ces deux r6sultats, il faut se placer 
dans des conditions identiques, c'est-k-dire consid6rer la demi-oscillation 

A ~  ~th~mat~a. 19. Imprim6 le 13 avril 1895. 3 1 
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pour laquelle la longueur du pendule est a ~ l ' instant de l'61ongation, 
et 1 ~ l ' instant du passage par la verticale. Ceci oblige h renverser le 
sens de l 'un des deux mouvements et ~ 6crire, par exemple: 

T' ~/~- ~-- I 2b  
, g  - 

~b a 
Puis il faut poser: 1 = a + b T  = a + - i  d'oh: 

T ' =  =_ a _ l _ r '  + I z b  
16 g 

~r a ~,b r, ~ -  I 2b  
16 g 

On a done bien l'6galit6 T = T'. 

Les  

pendule 
1 la longueur:  

I V .  
P e n d u l e  conique. 

6quations, en coordonn&s rectangulaires, du mouvement d 'un 
conique sont, en continuant ~ d6signer par  T la tension et par 

dt--~ + T~ = o, 

d'y + T~ = o, 

d~z z 
dr--- ~ + T [ - - g  = o. 

Si l'on pose: x 2 +  y2== r ~, d'oh r 2 +  z ~ =  P, on a: 

dz dy dr 
x ~  + Y~i--- r ~ .  
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D'autre part, le th5or4me des aires donne: 

dy dz 
x ~ - - y ~  = c, 

c ~tant une constante. On tire de lk: 

OU: 

On a aussi: 

et par suite: 

am\' (dye '  ' c' + = + . 

dJz d'y d2r c" 
x ~i~ + Y ~i ~ = r's r'" 

M a i s :  

dsz . d l y  r j 
x - ~  ~ y ~-i~ + T T = o. 

On est ainsi conduit aux deux 6quations: 

d2r  r c 2 

d~$ z 
dt--~ + T~-- g = o 

qui, par l'~limination de la tension, donnent: 

d~z dgr c~z O. 

Soit maintenant 0 l'6cart du pendule par rapport k la verticale. 
dvidemment: 

r ---- 1 sinO, 

Z ~ Z COS O, 

d~r d'z d (1 ,~O ) 
z - ~  - -  r ~ = d- ~ 

243 

On a 
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et par suite: 

d ( l ~ t ~  + gls in  0 c ' c o s O  
(43) d--t l '  sin'-----O = o. 

Pour d6finir eompl6tement le mouvement, il faut encore exprimer, en 
fonction du temps, l'angle ~, que forme avec un plan vertical fixe le 
plan vertical mobile qui contient ~ chaque instant la tige. Cette ex- 
pression est fournie par le th6or6me des aires, qui donne: 

(44) l '  sin ~ 0 ~ = c. 

Si ron suppose, comme pr6c6demment: 1 = a + bt, l'6quation (43) 
s eerlre: peut " " 

Id'O . dO c' cos 0 
-}- 2 b ~  -~- 9 sin 0 l' sin'--------~ ----- o, 

ou bien: 

l d'0 d• ~. sin 0 c '  cos 0 
b'l" sin' 0 

~ O .  

Nous nous bornerons au cas des oscillations assez petites pour qu'on 
puisse remplacer sin0 par 0 et cos 0 par l'unit6 (ceci revient k n~gliger 
0 ~, tandis que, dans le cas du mouvement plan, il suffisait de n6gliger 

u gl 
03). Rempla?ons en outre 0 par ~ et ~ par x. II vient ainsi: 

d s ~ I t  b s c s I 

dz' "]- z g, ~ ~- o. 

Soit enfin u---- v b~/f~; nous obtenons l'~quation tr~s simple, au moins en 

apparence: 

d r y  ~ I 

(45) dz-- i -~- ~ - - v - -  { ---~ O. 

Soit eo une solution quelconque de cette 6quation r6duite ~ ses deux 
premiers termes, e'est-~-dire une solution de l'6quation (9), et posons: 

V ~ t o  
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d~ a d~ da 

d ' v  ;t d~ ~ d2 deo d'  2 
a z "  - -  -~z' + 2 ~ ~ + w Us " " 
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OU, 

d'ofl 

En substituant, nous avons: 

d2 dea d~2 I 

L'intdgration est imm6diate et donne, en appelant  A une constante: 

~d,t\'nt" I 

,t d~l 

Soit B une autre constante; une seconde int6gration donne: 

. ,  )' = ~ - + A  + B  . 

Done enfin: 

v = + Ato ~ + B 

Telle est l ' intdgrale g6n~rale de l '~quation (45). Pour  interpr6ter ee r6- 
sultat, remarquons que les deux fonctions: 

o,~ = ~-y,  ~ ,  = 0 o ,  + B 
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sont deux int6grales partieuli@es de l'6quation (9), int6grales lides par 
runique condition: 

d ( o ~  d o J  t _ _  
(46) Wl dz w~ dz I. 

Si done eo~, % sont deux fonctions vdrifiant k la fois les 6quations (9) 
et (46), on peut 6crirc: 

v = @,~ + ~,. 

Revenons maintenant aux notations primitives, qui donnent: 

et soit de m~me: 

bTous trouvons: 

O 1 = u  ~ '  

(47) 

avec les conditions: 

(4s) 

o = 4 ~ + o I  

el'O, . dO, 
l--d- F "4- :O-d- i + g6, = O, 

1,Z' O, d O~ 
+ 2b-d- i + gO, = o, 

dS~ dO, c 
(49) 01 -d [m as d--/= P" 

Les deux dquations (4 8) montrent que 81 et 8~ sont les angles d'in- 
clinaison de deux pendules plans, de m~me longueur que le pendule conique. 
Les 6quations (47) et (49) prouvcnt d'ailleurs qu'on peut dcrire: 

81 ---- 8 cos ~, 82 ---- 0 sin ~, 

1 2 8 2 ~  ~ c.  

Cette derni6re 6quation est identique, pour le degr6 d'approximation 
adoptS, avec l'6quation (44): la fonction ~ a done dans les deux cas la 
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mdme signification, c'est-~-dire qu'elle repr6sente l'angle compris entre 
un plan fixe et le plan vertical du pendule. Nous concluons de l~ que 
~ 1  et 0~ sont les projections de l'angle 0 sur deux plans fixes, verticaux 
et rectangulaires. 

En ' ' resume: 

Ze mouvement du pendule conique s'obtient en composant les mouve. 
ments de deux pendules qui oscillent dans deux plans fixes rectangulaires~ 
suivant les lois ~rdcMemment ~tablies. 

Ce th6or6me aurait pu dtre 6nonc6 imm6diatement~ en remarquant 
que traiter l'angle d'6cart comme un infiniment petit, c'est confondre la 
longueur du pendule avec sa projection sur un plan vertical quelconque, 
d'oh il suit que la projection varie uniform6ment, aussi bien que la longueur 
elle-m6me. Mais les calculs qui pr6c6dent vont nous permettre de discuter 
compl6tement le problb~me, au moins dans le cas du pendule lentelnent 
variable. 

A cet effet, repr6sentons O~ et O~ au moyen de la formule (25) , en 
attribuant K la phase ~b deux valeurs diffdrentes, r et ~2" Soient en 
outre p~ et p~ les deux valeurs de la constante p. l~lous avons: 

4 

O" = P2(I - - 3  pTt) sin(Tt - ~') P':PT't------~ e~ - -  

(so) 

Si nous 6crivons que l'6quation (49) est v$rifi6e identiquement apr6s 
I I I 

qu'on a remplac6 ~ par (a + btf" e'cst.b,-dire par ~-(I - -  2PFt), il vient, 

toutes r6ductions faites: 
3 r r - - - -  

(5 I) P,P2 sin (~b, - -  r = a~--~ =-- ~ a  

Supposons que les deux plans fixes rectangulaires viennent b. tourner 
d'un angle to autour de leur ar6te. Les constantes p~.p=, ~1, ~2 prennent 
de nouvelles valeurs p~, p~, ~ ,  ~ ,  et un calcul 61~mentaire montre que 
ron a: 

2p~p2 cos(~b ~ ~b~) (p~--p])  sin 2to -4- 2p~p2 eos(~b2-  ~bl) cos2w. 
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2p,p~ COS (tb - - , h  Si done l'angle to cst choisi de mani6re k avoir tg 2to = p~_p] w-2 r ' l / ,  

la nouvelle diffdrenee de phase est dgale k ~" D'ailleurs, en choisissant 
2 

convenablement l'origine du temps, on peut faire en sorte que r soit 
rr 

nul, et par eonsdquent ~b~ dgal k ~ .  Effagons en outre les accents, 

devenus inutiles, de p'~ et p~, et, pour abrdger, remplaqons # par u. 
Dans ees conditions les dquations (5 o) et (5I) sont remplacdes par les 
suivantes: 

- -  ( 3  c o s  u + u - c o s  u) ,  O-L~ CO~U 4 
(52) e, 

= sin u - -  P~ (3 sin u + u sin u), 
p, 4 

s 

On peut aussi trouver la courbe trac6e par la tige du pendule sur 
un plan horizontal fixe, mend, par exemple, k la distance I du point 
de suspension. Si les traces des deux plans verticaux sur ce plan hori- 
zontal sont prises pour axes des x et des y, les coordonn6es de la trace 
du pendule sont: 

x = y = O, 

et les 6quations (52) donnent immddiatement, en ndgligeant p2: 

(z--~)'-l- ( ~ ) ' - - ,  = - - - ~ a r c  tg (P-~]. 
P~/ Vh ar 

C'est une couabe transcendante, peu diff6rcnte d'une ellipse. On peut 
encore dire que la tige rencontre constamment, sur le plan horizontal, 

0, 

La derni~re d6termine la constante des aires en fonction de Pl et P2. 
Les deux autres font connaitre, en fonction du temps, les angles 01 et 0~ 
ainsi que l'angle 9~ compris entre Ie plan fixe des 01 et le plan vertical 
du pendule; car on a, d'apr6s ce qui pr6c~de: 
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une ellipse qui varie lentement, en restant concentrique et homoth6tique 
elle-m~me. Les deux axes ont pour valeurs: 

4 p~ m_l 4 ~p~ zJ 

3p~ ee qul Au bout d'un demi-tour, le rapport d'homoth6tie est i - - - ~ - ,  

concorde avec le r6sultat trouv6 en parlant de l'amplitude des oscilla- 
tions planes. 

Ces conclusions seraient 6videmment modifi6es si l'on cessait de re- 
garder lea oscillations comme infiniment petites. II est pr6sumable, d'apr&s 
ce qu'on salt du pendule conique ordinaire, que l'on trouverait alors une 
eiIipse lentement variable, toujours semblabIe h elle-mgme, mais tournant 
autour de son centre. Reculant devant la longueur des calculs, je n'ai 
pas essay6 de v6rifier cette supposition. 

A~ta mathrmati~. 19. Imprim6 le 17 avrll 1895. 82 


