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SUR LES I~0UATIONS DE LA DYNAMIOUE 

PAR 

R. L I O U V I L L E  
PARIS, 

I n t r o d u c t i o n .  

L'AcadSmie des Sciences de Paris avait propos6, comme sujet d'un 
prix ~ d6cerner en I894, l'6tude des int6grales alg6briques des dquations 
de la dynamique et particulidrement des int6grales quadratiques. Le 
travail, que j'avais p%sentd ~ ce concours et auquel une mention ho- 
norable a dr6 accordde, se composait de deux parties. La premiere, se 
rapportant ~ une certaine interpr6tation des 6quations de la dynamique 
et surtout ~ l'dtude de leurs intdgrales quadratiques, est reproduite dans 
le p%sent Mdmoire, sans autre changement que la suppression de quelques 
d6tails, mieux ~ leur place parmi d'autres recherches. 

En ce qui concerne les int6grales quadratiques, je n'ai point fait 
porter rues efforts sur toutes les catdgories dans lesquelles ces int6grales 
peuvent dtre rang6es. 

L'objet principal des premiers paragraphes de ce Mdmoire est, au 
contraire, la d6finition p%cise d'une certaine esp~ce d'int6grales quadra- 
tiques, ~ laquelle celle des forces vires appartient toujours lorsqu'elle 
existe et qui jouit de propri6t6s t%s distinctes. 

Le sujet ainsi limit6 se trouve en liaison 6troite avec un autre pro- 
blSme, d6ja (~tudi6 sur certains points par plusieurs auteurs, c'est celui 
de la conservation des trajectoires. On sait en effet que, dans certains 
cas, les 6quations de la dynamique admettent des transformations, diffd- 
rentes de celles qui consistent dans un simple changement des variables 
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et susceptibles d'4tre employ6es sans alt6ration des trajeetoires. Le mouve- 
ment sur ces trajectoires est en g6n6ral modifi6, mais il peut  aussi ne 
pas l'4tre et Yon construit sans peine des exemples pour lesquels se produit  
ce fait assez singulier. Quoiqu'i l  en soit ~ cet 6gard, les probl6mes ad- 
met tant  les transformations indiqu6es font aussi connaltre, parmi les int6- 
grales du second degr6 des 6quations de la dynamique,  des classes dou6es 
de caract6res sp6ciaux. I1 faut  toutefois s6parer, dans route cette question, 
deux points de vue presque oppos6s, car on peut faire l 'une ou l 'autre 
des deux hypoth6ses suivantes: 

A.  1"  hypoth~se. Les forces sont nulles, ou bien elles d6rivent 
d 'un potentiel et l '6nergie est une constante donn6e; il est bien connu 
qu's ces deux conditions r6pondent des 6quations de m~me esp6ce. L'6tude 
des transformations conservant les trajectoires n'est alors ricn autre chose 
qu'une question relative aux 6quations diff6rentielles lin6aires, ~ une seule 
variable;  c'est ce que peuvent 6tablir les w I, : et 3 de ce lravai l  et 
voici la question dont il s'agit: 

On donne un syst6me d'6quations diff6rentielles lin6aires, 

(1) 
dZ ~ ~-,z(h)dX, a : O, 

(h) 

dz '~ + ~ *~(h)-(h) d x  = ~h.k) t ' i ' t ~  k O,  

z (~) z("~); les coefficients ~h) sont dans lequel les inconnues sont z ,  , , �9 ~ " . t ' ~ , k  

des fonctions donn~es de m variables x l ,  x 2 , . . . ,  xm, lides elles-m4mes 
l 'une d'entre elles, par m - - I  6quations qui ne sont pas connues. Com- 
ment doivent ~tre choisies les fonctions donn6es "(~) afin que le syst6me / ) i . k  

lin6aire pr6c6dent admette unc, deux ou plusieurs int6grales, contenant 
au second degr6 les inconnues z (h) et ind6pendantes des liaisons suppos6es 
entre les x~? 

Je d6montre que, s'il existe une int4grale de cette esp6ce, il y a un 
probl6me de dynamique correspondant aux 6quations lin6aires mentionn6es; 
s'il existe deux int6grales, il y e n  a m en g6n6ral, distinctes ou r6ductibles; 
chacune d'elles d6finit un mouvement et, lorsqu'on passe de Fun s l 'autre 
de ceux-ci, les trajectoires ne sont pas chang6es. De plus, les 6quations 
de ces mouvements admettent des int6grales quadratiques, d'ordinaire au 
nombre de m, (w 3). 
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On peut imaginer que le syst&ne ( I )n ' admet te  aucune int~grale 
quadratique; cela n'emp6che point qu'il lui corresponde des ~quations 
diffSrentielles, analogues k celles de la dynamique et, comme elles, s'offrant 
sans cesse les mOnes, quel que soit le choix des variables x~, x~, ..., xm. 
Je dirai que ces ~quations ont m~me aspect que celles de la dynamique; 
certaines conclusions relatives h ces derni+res conviennent aussi aux ~qua- 
tions de m~me aspect, dont  la gSn~ralit~ cependant est plus grande. On 
volt qu'au contraire, les int~grales quadratiques dont il vient d'etre question, 
sont, d'apr+s leur nature m~me, r~serv~es aux ~quations de la dynamique 
proprement dites. 

II serait naturel d'~tendre ces recherches en proposant d'attribuer au 
syst~me (I) une ou plusieurs int~grales lin~aires, une ou plusieurs int& 
grales de degr6 sup~.rieur k deux; 1 je laisse les int~grales lin6aires, pour 
lesquelles le r~sultat cst simple et sera d~velopp6 dans une autre occasion; 
quant k celles de degr~ sup~rieur k deux, on serait tent6 de penser 
qu'elles n'existent pas, si l'on n'avait pu former des exemples pour lesquels 
se pr~sentent m int~grales quadratiques; or celles-ci permettent de con- 
struire des int6grales, de degr~ sup~rieur k deux et m~me assez vari~es. 
La question est alors de  savoir s'il y a, pour le syst+me (I), des int~- 
grales enti+res, hormis celles qui r~sultent ainsi des combinaisons de quel- 
ques autres, soit lin~aires, soit quadratiques. Cela est impossible et la 
d6monstration se fait en quelques mots (w 4), sous la r6serve d'un cas 
exceptionnel, dont rexamen complet ne m'a  pas paru n6cessaire en ce 
moment. 

La recherche qui reste k faire est celle des probl6mes de dynamique 
pour lesquels les 6quations lin6aires correspondantes (I) admettent, soit 
une int6grale lin6aire, soit une seconde int6grale quadratique. Sur ce 
point, voici les r6sultats contenus dans ce m6moire. 

Comme cons6quence des relations pr6c6demment 6tablies, j'indique 
d'abord une solution assez 6tendue et qui convient quel que soit l e  

nombre des variables x~. Afin qu'elle se pr~sentel il faut et il suffit 
que les deux formes quadratiques conjugu6es, je veux dire correspondant 
aux mSmes trajectoires, puissent ~tre simultan6ment r6duites k ne contenir 

i Les dquations de la dynamique correspondantes auraient aussi des int~grales de 
ces m~mes degr~s et d'une nature sp~ciale. 
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que les carr6s des diff6rentielles; il entre, dans les coefficients de cos deux 
formes, m fonctions arbitraires et chacune de cellcs-ci d6pend d'une variable 
unique. La solution ainsi trouv6e offre une apparente analogie avec l'une 
de celles qui, li6es ~ l'6tude g6n6rale des int6grales quadratiques, sont 
depuis longtemps eonnues, mais elle cn est au fond tout ~ fait diffdrente 
et constitue un cas d'intdgration nouveau, (w 5). 

Au reste, k toute solution connue du probl6me, le nombre des va- 
riables 6tant m, correspondent d'autres solutions, pour lesquelles ce hombre 
est un multiple de m et qui se d6duisent de la premi6re sans aucun 
calcul; ce th6or6me est l'objet du w 6. 

B .  2 d h y p o t I ~ s e .  Dans les probl6mes de m6canique consid6r6s, les 
forces appliqu6es ne sont pas nulles; ce sont des fonctions quelconques 
des coordonn6es x ~ ,  x 2 . . . .  , x . ,  et, lorsqu'elles d6rivent d'un potentiel, la 
constante de l'6nergie dolt rester arbitraire. Si 1'on veut 6tudier deux 
probl6mes de cette esp6ce, diff6rents et pour lesquels les trajectoires 
soient cependant les m~mes, on rencontre d'abord une proposition, dfie 
k M. PAISLEY': il existe en g6n6ral, pour chacun des probl6mes une 
int6grale quadratique, (w 7), une exception toutefois ayant lieu quand, 
apr5s avoir fair 6vanouir les forces, les deux syst6mes auxquels on 
parvient sont de la cat6gorie examin6e plus haut, (A). 

La d6monstration donnde (w 7) se ddduit des seuls 616ments dont 
nous avons d6j~ fait usage; mais le th6or6me acquiert par ce moyen une 
nouvelle signification et un degr6 de g6n6raiit6 tout diff6rents; c'est ce 
que je voudrais expliquer ici, car cela est essentiel pour pr6senter la 
question sous son jour v6ritable. J'ai d6j~. fair observer, au sujet de la 
premi6re hypoth6se, que certains syst6mes d'dquations diff6rentielles ne 
sont pas susceptibles de d6finir l'ensemble des trajectoires dans un pro- 
bl6me de m6canique proprement dit, mais offrent cependant le m(!me 
aspect que les 6quations de ces trajectoires et jouissent d'une g6n6ralit6 
beaucoup plus grande. La mdme chose a lieu dans le cas actuel et pour 
les m~mes raisons. L'int6grale quadratique, dont nous avons d6montr6 
l'existence, convient ~ ces probl6mes plus g6n6raux que ceux de la m6- 
canique, duns les circonstances m~mes qui 6talent admises pour ces der- 
niers; cette existence n'est done nullement lide, comme elle l'6tait dans 
la premi6re hypoth6se, k celle d'un v6ritable probl6me de m6canique 
correspondant aux 6quations 6tudides; les deux faits sont au contraire 
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distincts, bien que suns doute leur r6union puisse motiver des conclusions 
sp6ciales. 

I1 semble certuin qu'entre les systSmes d'6quations diff6rentielles 
appurtenant k des probl6mes de dynamique et les systdmes plus g6ndraux, 
de mgme aspect, iI y a des rapprochements trSs nombreux. Le w 8 de 
ce m6moire est consacr6 k en indiquer un, presque 6vident: s'il arrive 
qu'un probl6me de dynamique admette une int6grale, rationnclle k l'dgard 
des vitesses, il y a un syst6me, de m~me aspect, poss6dant une intdgrale 
enti6re par rapport k ces m~mes quantit6s. 

J'ajoute que les 616ments employ6s duns toute cette thdorie sont 
susceptibles d'applications assez diff~rentes; c'est ainsi que d'une remarque 
faite au w 2 r6sulte, pour tout changement des variables x~, x ~ , . . . , x ~ ,  
le moyen de construire les invariants non pas seulement des 6quations 
de lu dynamique, mais aussi ceux, bien moins accessibles, des 6quations 
de mdme aspect, soustraites k toute restriction. 

La seconde partie du travail que j'avuis pr6sent6 k l'Acaddmie des 
Sciences de Paris concernait le probl6me de la rotation d'un corps solide 
uutour d'un point fixe; ce sera le sujet d'un prochain M6moire. 

C H A P I T R E  I. 

1. E q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t ~  q u a n d  i l  y a u n e  i n t d g r a l e  des  f o r c e s  

r i ves ,  d o n t  la  c o n s t a n t e  est donn~e .  S y s t ~ m e s  l i n ~ a i r e s  associ~s.  

E q u a t i o n s  d u  second  ord i ' e  p~us  g~n~rales  que  ceUes de  la  

d y n a m i q u e .  

Quund un problSme de dynamique admet l'int~grale des forces vives, 
il convient souvent de regarder comme une donn~e de lu question la valeur 
de lu constante qui repr~sente l'~nergie. Le probl~me pos6 de cette 
mani~re ~quivaut, on le suit, k celui des g~od~siques g~n~ralis~es, et, 
comme il est d'une importance et d'une simplicit~ particuli~re, c'est k lui 
que se rapporteront un grand hombre des r~sultats suivants, notamment 
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ceux qui font l'objet de ce paragraphe. Si l'on repr~sente par T la 
demi-somme des forces rives, par x~, x~, . . . ,  xm, les param6tres, en 
nombre quelconque, servant h d~finir la position du syst~me materiel 
l'instant considerS, par t le temps compt6 depuis une origine arbitraire, 
dans la formule 

2 T d t  ~ = ~ .e ,~dx ,  dx~, 
U.k) 

qui d~termine T, les coefficients e~., sont des fonctions quelconques de 
xl , x~ , . . . ,  x.,. Lea (~quations du mouvement, 

d~, d (~T~ ~T 

se d6veloppent alors ainsi 

(:/2 ~k 

(k) d t~  k ~xh 2 ~x i  / d t  d t  - -  0 (h,h') 

et leur ~tude se rattache, comme on le va voir, ~ celle d'un certain 
syst~me d'~quations diff4rentielles lindaires. 

Consid~rons en effet le syst~me: 

(2) 
dz  - -  ~-  z (h) dxA = o ,  

(a) 

dt~ + E = o, 
(h,k) " 

dont les coefficients sont des fonctions arbitraires ~ des variables xl ,  x~, 
. . . ,  x~; je suppose ces derni~res li~es par m - - I  relations, qui d'abord 
ne sont pas donndes et je regarde z ( l ) , z ( ~ ) , . . . , z  (~) et z comme des in- 
connues satisfaisant aux ~quations lin~aires (2). La derni~re, z, qui joue 
un rble pr~ponddrant, nullement influenc~ d'ailleurs par le choix des 
variables x l , . . . ,  xm, sera dSsign~e sous Ie nom d'inconnue principale;  

les autres sont les inconnues auxi l iaires .  J'imagine que l'on veuille, dans 
les dquations (2), isoler rineonnue principale. Les relations ~tablies entre 
les x, ~tant arbitraires, des differentiations, en g~n~ral au hombre de m, 
permettent d'~liminer les inconnues auxiliaires et laissent une ~quation 
diff~rentielle, d'ordre m, faisant connaitre z. Mats les relations adoptdes 
peuvent ~tre telles que l'ordre de cette ~quation soit abaiss~. Pour qu'il 



S u r  les dqua t ions  de la d y n a m i q u e .  257 

devienne 6gal '~ deux, les variables x~ dolvent (!tre assujetties s des con- 
ditions, qui les d$finisscnt d'une fa(;on compl6te. En effet de la premi6re 
~galit6 (2), on d6duit 

d~z - -  ~ d z  (') dx ,  - -  ~ z  (~) d~x,, = o ,  
(i) (h) 

ou bien, d'apr6s les 6galitds du mdme groupe, 

(3) d~z - -  E z  (') [d~x~ ~ E p?.2d,z, d z [ ]  = o" 
(h) L (~.~) " _1 

et le rdsultat eherch6 sera obtenu pourvu que ees 6quations diffdrentielles, 

(4) 
d ~;~h - -  (i~h.) .)(1,) 'l i.k tta'i d x k  

da:h dxl,, 

soient v6rifides, quels que soient les indices h et h'. Cela 6tant, on en 
conclut la relation 

(s) dxl, d ~ z -  dz[d2xh ~ Z p~.kd:c, dx~] = o, 

oh l'indice h est b~ volont6. Le lien 6troit qui existe entre ces 6quations 
et les pr6c6dentes (I) s'aperqoit sans peine. Ayant  pris pour t l ' inconnue 
z, il suffit que les fonctions ~i.,~)(h) soient d6termin@s comme il convient 
pour que les systb.mes d'dquations (5) et ( i ) s e  confondent enti6rement. 
Je dlrai fllors que le syst6me lin6aire (2) leur est associd. On volt que 
l e g  ~(h) ~-~.k ne sont pas des fonctions quelconques des variables x~,x~, . , . ,x , , ,  
quand m~me les coefficients ei.~ seraient regard6s comme arbitraires. Mais, 
que l'on suppose au contraire, entre v,.~(~), et les zh., des relations 'k volont6: 
les 6quations (5) et, par suite, (4) conservent le m~me aspect; la seule 
diff6rence consiste en ce qu'il cesse d'y "~voir des coefficients e~ corres- 
pondants. Darts ce qui va suivre, j 'aurai  souvent k consid6rer les 6qua- 
tions (4) darts toute leur g6ndralit6, mais j ' imposerai d'ordinaire aux 
coefficients ~,~.~v~, que ces 6quations (4) ne d6terminent pas d'une fa(;on 
compl6te, une condition importante, c'est qu'il existe une fonction #, dont 
les d6riv6es partielles s 'expriment ainsi 

(6) a log 3 - -  ~ ~(i) 
_PCk " 

Ao~tt matl~matiea. 19. Imprim6 Ie 16 avril 1895. ~ 
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Grace k cette hypothdse, si le syst6me (4) et la fonction ~ sont donn6s, 
toutes les quantit6s ~(~) /,~., sont 6galement connues. Dans ce cas encore, je 
dirai que les 6quations (4) et le syst~me lin6airc (2) sont a s s o c i d s .  

On peut encore se repr6senter d'une autre mani6re le lien qui 
rattacbe les 6quations (4) ou (5) au syst6me lin6aire associ6. Consid6rons, 
sous la forme 

~ , q h z  (^) - - -  constante, 
(a) 

une int6grale de ee syst6me, pour un choix quelconque des liaisons 
6tablies entre leo variables x~; il est clair que Its fonctions q~ peuvent 
6tre regard6es comme des inconnues nouvellcs, satisf:fisant aux 6quations 
lin6aires de ce syst~me 

( : 3  @ , -  E p(/),q~,lz, = o, 
(h.~) " 

adjoint k (2). Pour d6finir les x,, je suppose, outre les ~quations (2) et 
(2') les suivantes 

dxi  
(53 a--; = q'; 

on v(~rifie sans peine qu'elles entrainent les 6quations (5) et n'en exigent 
aucune autre. En raison de sa simplicitY, j 'omets cette vSrifie'~tion. 

La nouvelle mani6re, ainsi obtenue, de rattacher les 6quations (4) 
au syst&ne lin6aire (~) ou plut5t  ~r son adjoint, cst, ~ quelques 6g~wds, 
plus naturelle que la premi6re, mais elle met  moins en 6vidence l 'un 
des principaux caract6res de cette connexion, son invariance pour tous 
les choix possibles des vqriables x ~ ,  x 2 , . . .  , x , , .  Au reste, alors que lc 
systSme (2') est en relations plus directes avec les 5quations de la dy- 
namique, telles que LAGRANGE les a construites, le systSme (2)~,st 'm 
contraire plus 6troitement li6 aux 5quations d'HA~m~TO~, c'est la con- 
clusion bien aisde ~ d6duire des remarques pr6e6dentes. 

Lorsqu'il  existe des coefficients ec.,,, leurs relations avcc les quan- 
tit4s ~'~.k~(h) peuvent 6tre raises sous cette forme 

(7) ~SLk~Zi, T (~h) _t_ (o ~(h) o ~<h)'~ \'~Lh/-'k.r t~h.k Fi.i'J 
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En effet, apr6s a voir remplac6 z par t dans les 6quations (5), on volt que 
pour les faire coincider avec (~), il est ndcessaire et suffisant que ces 
identit6s 

(8) Z L ~a (~.h') 
2 azi -]- pn.a, et., = o 

soient v6rifi6es. Comme les indices h et h' re(;oivent toutes les valeurs 
< m, chaque produit  dxhdxh ,  a pour facteur 

( ~ei.h, I ~eh. h, 

2 ~ x i  
4- ~ ~,(k) ,, ~ (~e~.h 

~'~'~'~"~) + \~zh" 
I Oeh'.n (t) e ~ 
2 azi " 4 - ~  Ph'.h ~'V" 

Mais la seconde parenth6se a 6t6 d6duite de la premi6re en permutant  
h et / J e t  la somme des deux devant ~tre nulle, on en conclut 

~ei.h' ~ei.h 
(9) ~xh -t ~zh' "~'--' ~'~h'.h t.k �9 31- 2 ~ 0 .  

(k) 

Dans cette identit6, je permute i avec h ,  puis avec h',  ce qui donne les 
deux suivantes 

Oeh.n' Oei.n 
~zi Jr" ~xh' 

~ei'h ' (~)k) (k) 

~ei.h' Oeh.h' 
~xh -4- ~x i  

Oeh.i (k) 
~zh, "4- 2 ~_,p~he~h,(~) . . = o .  

L'ensemble (9, io) dquivaut aux relations (7) et le laisse d'abord recon- 
naitrc. On voit de plus quc los ~,.,~(h) sont toujours d6termin6s quand les 
ei.k le sont eux-m6mes, pourvu que le ddterminant sym6trique de ces 
derniers diff6re de z6ro; or ceci est une condition remplie par les 6qua- 
tions de la dynamique. 

Soit ~1 ce d6terminant:  il r6sulte immediatement  des 6quations (7), 
eu 6gard aux propri6tds bien connucs des d6terminants 

(i.h)l~i.k,,~.,,vi = O 

et, d'apr6s les formules (6), 

(I 2) J = c3' ,  

c d6signant une const~nte arbitraire. 
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Soient E~.~ des fonetions ainsi d6finies 

3) E E , . , e , . ,  = E E , . m . ,  = o.  
(i) (0 

Void, en tenant eompte de (7), la eons6quenee 6vidente des 6galit6s (~3), 

4) �9 E E (') dE,  ~ (~.~')( ,.~ p,..~ + . . =- o, 

permettant de d6terminer les N,.~ sans aueun intermddiaire. 
R6ciproquement, si des inconnues doivent satisfaire aux 5quations 

(I4) , il est toujours permis de les supposcr lides aux coefficients c+.~ par 
les relations (~3); la fa(;on symdtrique dont les systdmes (~4) et (7) se 
correspondent suffit pour le faire voir. 

w 2. E q u a t i o n , s  d , i f f ~ ' e n t i e l l e s  d ' o r d r e  s~tpe:~'ie~tJ' l%rma~t ~tn s y s t b m e  

i n c o m p l e t .  I ~ v ~ t r i a n t s  d e s  d q u a t i o n s  de  la  d y ~ a m i q ~ t e  o u  de s  

d q u a t i o n s  qj~J~drales de  ~n~me aspec t .  

Nous avons dit w I qu'aux 6quations de cette esl)6ce 

d ~ x h -  ~, Xh)dx,dx~ ,l~',cl,.-- ~ (1')(lxi&r ~ 

qui comprennent eomme cas 15artleulier les 6quations de la dynamique, 
est assoei6 un syst0me lin6aire, toujours le mdme quel que soit le ehoix 
des variables a:~. On peut h ee dernier rattacher toute unc s6rie de 
groupes d'6quations entre les x,; ees 6quations sont analogues b~ (I), mais 
d'ordre sup@ieur k deux; elles forment des systdmes ineomplets, oh le 
nombre des relations distinetes est inf6rieur ~ m -  I. 

I1 n'y a, pour les obtenir, qu'b. diff&entier un nombre queleonque 
de lois la premi6re dquation (~- w I) et '~ supposer que les variables x, sont 
assujetties g des eonditions telles que toutes les dquations ainsi eonstruites 
ne soient pas inddpendantes. 
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Pat" exemple, si l 'on pose pour abr6ger 

D d x h  d~xh ~_, (h) d x  d x  
(i.k) 

etc.~ 

de ls premi6re 6quation (2 w ~) il r6sulte 

d2z - -  ~z(a)Dd:r,a = o ,  
lh) (2) 

d ~z - -  ~ .  z (~') D 2dx ~ =- o ;  

261 

(3) 

fassent k ces identitfs 

d x  h dx~,, d~r w, 

D d x h  Ddx~,  Ddx~, , 

D~dxh  D~dxh, D~dxh,, 

~ -  o~  

dont m -  2 sont seules distinetes. Lorsqu'elles ont lieu, l ' inconnue prin- 
cipale z satisfait ~ une 6quation difl'~rentielle du 3 ~ ordre, qu'on peut 
repr6senter ainsi 

dz  , dr, h , dx~, 

(4) d'2z , Ddx , ,  , D d x h  =- o 

d3z , D2d.ch , D2dxh, 

R,ien n'empSche de parvenir aux 6quations (3) et (4), en les rat tachant  
au sysffm~e (2', w I). Elles cxpriment  en effct que, z 5tant donnde, il 
y a entre les z (~ deux relations enti6rcment connucs et non davantage. Or 
l '6quation suivante 

(s) Eq z = r 
O) 

(h) 

ces relations et celle d'ofi l 'on est parti, 

dz  - -  ~.Z(h)dxh = o ,  
(n) 

cesseront d'6tre ind6pendantes, si l 'on imagine, que les w{riables xi satis- 
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peut 4tre substitude k l'une de celles qui constituent le syst6me (2), 
puisqu'elle e n e s t  une int6grale et,  les mdmes conditions 6rant impos6es, 
les 6quations (4) sont remplae6es par celles-ei 

(6) 

c qh qh. 

d z  dxh dxh. 

d2z  D d x ^  Ddxh .  

----- O~ 

dans lesquelles la constante c est arbitraire. J 'ajoute que les 6quations 
du second ordre 6tudi6es au w t font connaltre une solution particuli6re 
des 6quations (4) ou (6) de ee paragraphe. 

d'indiquerai une seule application des syst(';mes in omplets tels que 
(3); elle est relative au dernier d'entre eux. De l'6galit6 

d z  ~ ~Z(h)dxh  = o 
(i,) 

peuvent 4tre ddduites, on le salt, les suivantes 

~_ W" .(~*) D "  .7 . . . . .  d ~ z ~  ~ z ( h ) D d x ~  o , . . , d " z ~  , - ~  ~ , ~ h  o; 
(t 0 (h) 

reals, afin qu'elles eessent d'6tre distinetes, il est n6cessaire et suffis'mt 
qu'il y ait entre les x~ une relation unique, d'ordre m, 

(7) 

d x ~  

D d . G  
~ - - - 0 ;  

D "  d x  h 

celle-ei constitue seule l 'un des groupes d'6quations li6s d'une mani&'e 
invariante aux syst6mes lin6aires (2) et (2') w I e t ,  par suit(', aux 6qua- 
tions (4) et (5) du m4me paragraphc. Si done on consid6re, dans cettc 
relation, l'ensemble des temaes ne ddpendant que des diff6rentielles du 
premier ordre, cet ensemble est un covariant des 6quations (4) w I. I1 
fait connaitre un moyen effectif de construire les invariants de ees 6qua- 
tions si g6n&ales, dans lesquelles toutes celles de la dynamique se trou- 
vent comprises. 
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Je me borne i~ ces observations sur un sujet dont l'dtude d6taill6e 
n'est pas indispensable pour la suite du pr6sent Mdmoire. 

w 3. C o n d i t i o n s  spdc~ales  a u x  d q u a t i o n s  d e  la  d y n a m i q u e .  P r o .  

p r i d t d s  c o r ~ ' e s p o n d a n t e s  d e s  sys t~me,~  l i n t~a i re s  o s soe id s .  

G d n d r a l i s a t i o n  d u  p v o b l O m e  de  Mr. 1 ) i n i .  

Je conserve les notations du w I et, admettant que les 6quations 
diff6rentielles 

~-, p~ ~:dxidxk d~xl, ' (~.~> ( I ) cl 2Xtt - -  (i.k) --(h)" = - -  ~,  plhi dX, d~vt: 

dxh dxi;  

sont celles d'un probl6me de dynamique proprement dit, je eonsid6re les 
identit6s (7) w I, 

q,) kl'k i' ... + z'i .r O~ 

qui traduisent cette hypoth(~se. Elles ont, pour le syst6me lin6aire 

(3) dz  ~ Xz(~')dz,, = o ,  
(tO 

dz (~ + E p~a.~z(h)dx~ ----- o 
(h.k) 

flssocie ~1, (I) ,  une  signification tr6s visible: elles expriment qu'il poss6de, 
quelles que soient les relations dtablies entre les x ,  m solutions telles que 
les expressions correspondantes de dz verifient la condition suivante 

(4) Edz] = Ee; , d z ,  d x , .  (h) (~.k} " 

Je d6duis en effet des relations (3) celles qui sont satisfaites par les pro- 
duits z(~ (~) et je trouve 

r Z;O Z(~')~ d x r  o ; (5) a(z.~z.,) + E(p2,z(,~( ,,, + . . ,  . = (h.f') " 

les ~quations (2) en d6finissent pr6cis6ment une solution, ind6i)endante 
des liaisons 6tablies entre les x~, 

(6) eh.k ~ C. z<h)z <k), 

et de laquelle on conelut la formule (4). 
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Lc plus souvent d'ailleurs cettc solution est unique, abstraction faite dc 
l'ind&crminfic c qui la multiplic. Mais lea conditions (2) sont susceptibles 
d'autrcs interpr6tations. Ellcs expriment que lc systdme (3) poss6de une 
intdgrale du second degr6, 

(7) E E~.~,.z(h)z (~'') = eonstante, 
(h .h ' )  

ou bien qu'iI y a, pour le systi~me adjoint ~ (3), une int6grale qua- 
dratique 

(7') ~P, eh.h'qhqh' ----~ constante, 
(h.h') 

quelles que soient les relations dlablies entre les x~. La constatation est des 
plus simples ct ne m6rite pas qu'on s'y arrdte, mais Ic fait eat digne 
d'int6r4t, ~:~ cause de ses cons6quences. 

Lea conditions (2) 6tant suppos6es remplies, les relations (I4) w I, 

(8) 
3E~.~ 

sont aussi satisfaites; les notations suivantes 

E,.~ = L.~" ~'~+' , 

(9) ,,~"> ~,?: ( i -  ;,)(I,,--- 1,) > o .  , ,"  = t,~'~ ~ i , k  ~ , "  ) .~. ) l ) i . k  , 

2 ~ log 3 pO,)  , (h) 
h h ------ b h . h -  

m + I ~ x h  

permettent  de les repr6senter sous une forme plus commode et. changent 
lea 6quat.ions (i) en d'autrcs semblablcs, 

( io)  
(h) 

d ~ x h  - -  ~ 1,~ ~ d x ~ d x k  
(i k) " 

�9 ~ )(h') ) 

d x h tl~ ~ h' 

oh figurcnt seuls lea coefficients v,.~l,~">. D'apr& les 6g'dit& ( 6 ) w  I, ces 
derniers sont li6s par les relations 

( I ,  ) V'1,.> ~-"-'t '.~ ~ O ;  
(0 
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'Is sont enti~rement connus, si les 6quations (IO) sont elles-mSmes don- 
n6es et l'on volt qu'ils ne d@endent pas du d6terminant 3. I1 est ais6 
d'achever l'61imination de celui-ci entre les 6quations (8) et voici les re- 
lations ainsi form6es, 

~f"' :Xb,', r ( i - -  i '~o), 
~ i  - - - f  ~ (a) h . i ' l~ .h  

_ _  (k) b(O ~. ~ . . . .  ~r,.,. X(b~.,,f,.~ + ~.,,,.,,, [(i k)(i' S~)(i i') ~ o], 
~<r,i, (h) 

- -  ~ 2 ------ 2 L b i . h f t . h  - -  " k . n t ~ . h  ~ n . k l t ~ . k . I ;  

leur nombre est ~(m--I)(m + 2) jointes aux expressions des m d6riv6es 2 

partielles, v log__~ elles seraient 6quivalentes aux 6quations (8). De plus, 
0xk ' 

l'6gard des quantit6s f~.~, f~.t, le systSme (i2) est purement lin6aire. 
Ainsi et, comme conclusions des remarques pr6c6dentes, pour que 

les 6quations (Io) appartiennent k un probl~me de dynamique, il faut et 
il suffit que les dquations (x2) admettent une solution. Lorsqu'il enes t  
ainsi, la forme quadratique correspondante 

(I 3) 2Tdt  2 -~ E e, kdx, dx ,  
( i .k )  " 

se caleule sans difficult6, ear les d6terminants sym6triques 

It E,~tt, tt e,~U 
v6rifient 6videmment ridentit6 

IIE,.,l l . l le, , l l  = ,  ; 

par suite, d'apr6s l'r~galit6 (xe) w I, 

I 

et, faisnnt 6gale k I la constante c, qu'il est inutile de laisser arbitraire 

(is) 
--2 

i/ , .11 = ~ - + ,  

Acts matlwn~ti~.  19. Imprim6 le 18 avri] 1895. 34 
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D'ailleura 

~ II E,.,, FI 
( i 6 )  e,., ---: 1[ E,,.,, I[" ~Ei, .  ' 

c'est K dire 

07) e"~=llA'.~'ll ~,% : l l f , ' . ~ ' l r ~ f , . ~ '  

de sorte que la forme (t3) s'exprime de eette mani6re 

I ~ al l f , , .~, l ldz, dx , "  (~3') : Tdt' = It t~'. : II ~ .. at',.~ 

On a vu que, lea 6quations (IO)6tant donndes, le ayst6me lin6aire associ6 
ne l'est pas compldtement: sa d6termination n'est achevde que si ron 
connait une certaine fonction caractdristique 8, dont le choix d'ailleurs 
est ~ volont6. 

Ceci rappel6, j'imagine que lea identit6a (i2) poas6dent, non plus 
une, maia deux solutions distinetea et j'accentue, pour les distinguer, les 
quantit6a qui se rattachent ~ la seconde. Ii existe alors deux syst6mea 
lin6aires, assoei6s aux 6quationa (io) et admettant une int6grale qua- 
dratique, quelles que soient les liaisons 6tablies entre les x,. L'un d'eux 
r6pond ~, une fonet.ion.3 d6finie par la formule, 

l 'autre h, 

m + l  

IIf, I1 

I[~ ft 
m + !  

2 

Mais les 6quations (Io) sont ind6pendantes de 3 et rien n'emp~ehe de 
leur associer un syst6me ]in6aire pour lequel la fonction caractdristique 
soit  une  constante .  

que, (w I) 
Soit  r l ' i nconnue  pr inc ipa le  de ce syst6me, en sorte 

( ,s) ,t'~ --,~)b~.~d~, a ' ~ . . .  �9 d'~" 
dz, = d ( "  
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Les relations (9) montrent qu'il en faut conclure 

(i9) d ' r  d ' z  2 
d---( = dz  m + z d log d, 

c'est dire qu'il est permis de prendre 

--2 

(,93 d e =  ~'+'. d~ = II/,.+lld~. 

Or les 6quations (to), qui sont celles des trajeetoires du mouvement 
6tudi6, s'obtiennent en joignant au syst6me lin6aire 

(20) d r, - -  X b(~?+rhdx, = o, 
( h . k )  " 

lea 6quations suivantes 

dzf (2i) d-~= r, 

et, puisque le syst6me primitif 

(22)  dq+ - -  ~., p(h'.)~qhdx+ = o ,  
~ ( h . k )  " 

r6pondant k l'inconnue principale z, k la fonction caract6ristique J,  admet 
une int6grale quadratique 

(23) llr,,.+,ll + ~ ~ �9 = constante, 
(~.k) 

le syst6me (2o) lui-m~me en poss6de une 

(=+) Z = 

Lea m6mea ehoses 6tant vraies quand l'ineonnue prineipale est z' et la 
fonction caract6ristique o ~, il en doit admettre une seconde, 

(25) 

leur quotient, 

(26) 

~lf/.+'ll a---7-- TO7 ----- constante; 
,.o /~.k 

! 

a~ + , constante, 
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oh n'entre plus ~', est done une int6grale des ~quations (Io). I1 est ais6 
de la transformer, en y faisant apparaitre dz ou, ce qui est la mgme 
chose, dt, car l'6quation (23) peut se repr6senter ainsi 

 ll "*'[Idz dx , = cilr,,. .li dt 
(~.t,) /~.k 

ce qui change (26) en une int4grale quadratique, 

I E ~ [I/~" ~' {[ dx, dz~ constante. 
(27) l]fr 0.*) ~/~:* dt dt -~" 

Mais il y a d'autres conclusions ~ d6duire des relations (I2). Comme 
elles sont lin6aires, ~ l'6gard des inconnues qu'elles renferment, s'il en 
existe deux solutions distinetes, les fonctions 

E ,  - -  f,:, + cf,.,, 

qui contiennent une constante arbitraire c, en font connaitre une solution 
plus g6n6rale, & laquelle s'appliquent aussi les considdrations pr6c~dentes. 
I1 y a donc en ce cas une int6grale quadratique, 

(29) ]]/i,.,,]]' . ~F~.k dt dt ~-- constante, 

dont le premier membre est une fonction enti6re de c; toutes r6ductions 
faites, cette arbitraire y figure en g6ndral & la puissance m -  I. 

Ainsi et pour conclure sur ce sujet: quand le syst~me lindaire (:o), 
associd aux dquations de la dynamique, admet deux intdgrales du second 
degrd, ces dquations elles-mdmes admettent en gdndral, outre l'intdgrale des 

forces vives, m ~ I intdgrales quadratiques, coefficients des diff~rentes puis- 
sances de c dans le premier membre de l'dquation (29). Au reste, si ron 
consid@e les mouvements qui r6pondent aux deux expressions 

2 T d t 2 ~  ~-,e~.kdx~dx~, 

(30) 
2T'dt2"-= ~.e[,dx, dx,, 

Cf.k) 

prises pour int6grales des forces vives, les 6quations (I o) leur sont com- 
munes, et ddfinissent leurs trajectoires. La question qui vient d'etre 6tudi~e 
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n'est donc qu'une g6n6ralisation du probISme r6solu par M. DI~I quand 
les variables sont au hombre de deux. La transformation par laquelle 
on peut passer de l 'un de ces mouvements ~ l 'un de ses conjuguds est 
imm6diatement en 6vidence. Si ron d6signe, pour le premier, par t, 
pour le second, par t', la variable qui repr6sente le temps, l'analysc 
pr6c6dente montre que l'on a 

2 

dt = o~+ldg ,  dr' = g'+~d~', dr' = dt , 

c'est k dire, k cause de l'6galit6 (I5) , 

( ~ I )  

Quand 

d'oh suit 

a:tlf,'.,tt = d llf,.,II. 

Ilf:,ll = IIf,,ll, 

Ile:,ll = He,,lt, 

la relation (3I) se r6duisant h dt = dt', Ies deux mouvements consid6r6s 
sont confondus; en d'autres termes, il y a deux int(~grales quadratiques, 
qui peuvent jouer  le mdme r61e que celles des forces vires. Afin qu'un 
pareil cas se pr6sente, il est 6videmment n6cessaire et suffisant que les 
6quations (7) w I, 

~e;,~ 
\ .~k. t '" i .h  ..s h,lr = O ,  

oh l'on regarde comme inconnues les e~., et comme donn6es les coefficients 
0o) admettent deux solutions diff6rentes. ~.k~ 

L'existence de semblables cas pourrait sembler incertaine a priori, 
mais ils ont 6t6 obtenus d'une fa~on explicite, lorsque les variables x~ 
sont au nombre de 3 (Note de l'auteur, Comptes rendus, avril I89I). 
Quand il y a seulement deux variables, de tels mouvements ne peuvent 
se produire que sur les lignes g6od6siques des surfaces ~ courbure con- 
stante. L'int6grale (25) a d'abord 6t6 signal6e, pour ces cas, dans la 
communication qui vient d'etre cit6e. Le th~or~me gdndral a 6t6 donn6, 
avec d'autres propositions, par M. PAINLEV~ dans une note, ins6r6e aux 
Comptes rendus de l'Acad6mie des Sciences de Paris le i i avril I892. 
Le th6or6me, (~tablissant l'6xistence de plusieurs int6grales quadratiques 
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et les conditions pour qu'un syst6me d'6quations (x o) appartienne k un 
probl6me de dynamique, a 6t6 6nonc6 sans d6monstration par l'auteur de 
ce M6moire, dans une note ins6r6e aux Comptes remus de l'Acad6mie 
des Sciences le 25 avril I892. 

O H A P I T R E  I I .  

w 4. Int$grales  d 'ordve sup$~'ieur ~ deux .  Propridt~s de ce~a ines  

int~grales, qu i  f o r m e n t  une  olasse s~pa~'~e. 

Un point parait tr6s digne d'int6r~t dans la th6orie qui vient d'gtre 
expos6e: les int6grales quadratiques trouv6es forment une classe, dont la 
consid6ration des syst6mes lin6aires associ6s aux 6quations de la dyna- 
mique met en 6vidence les caract6res tout sp6ciaux. Voici en effet ce 
qui arrive d'ordinaire, quand les 6quations de la dynamique admettent 
une int6grale du second degT6, 

Z ec~ dx~ dzk dt dt -- constante, 

diff6rente de celle des forces vives. 
Le syst6me lindaire associ6 est adjoint au suivant 

(,) dq,--c~n.,)Pn.kqhdx*~~ 

et celui-ci poss6de, k cause des relations (5')w i, une int6grale du second 
degr6, 

(2)  ~-, e,.k q iq ,  --'-- constante, 
(~.~) 

mais seulement, lorsqu'or, suppose entre les x, les liaisons d~finies par les 
dquations du mouvement, 

(2) 
d'xn -- Z p~h.~dz, dz, 

(~ . l t )  (~  l .)  " 

dzh dxn, 
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Tout autre est le cas 6tudi6; l'int6grale (2) appartient alors au syst6me 
(x), quelles que soient les liaisons dtablles entre les x~, si pourtant la fonc- 
tion caract6ristique est choisie comme il convient. I1 serait naturel de 
faire, pour  les intdgrales d'ordre sup6rieur k deux, une distinction de 
cette esp6ce, en' sorte qu'on est conduit k demander quels sont les pro- 
bl6mes de dynamique ou les probl6mes plus g6n6raux r6pondant k des 
6quations diff6rentielles de mdme aspect, pour lesquels l 'un des syst~mes 
lin6aires (I) poss6de une int6grale d'ordre quelconque n, ind6pendante 
des liaisons 6tablies entre les x~. La rdponse k cette question est donn6e 
par l'application d'un important th6or6me de M. DARBOUX. 

Soit / t  cette int6grale d'ordre n, que je suppose entidre et homog6ne 
l'6gard des quantitds q~. Quand les variables vc~ sont exprim6es en 

fonction de l'une d'entre elles, d'une mani6re quelconque mais d6fini- 
tive, le syst6me lin6aire (1) ne peut admettre une int6grale, telle que 
R = constante, sans en admettre d'autres, qu'on peut construire. Pour 
le faire voir, repr6sentons par ~ ) , q ~ 2 ) , . . . ,  q~,.), m solutions distinctes 
des 6quations (I). I1 est ais6 de calculer le ddterminant []q~h)l[, car, en 
tenant compte de (i), sa diff6rentielle cst donnde par la formule 

t en consequence, 
ail 7"li = ,.. J , ,  il   ,ti 

]lq?'ll 

c d6signant une constante arbitraire; d'ailleurs 3 est une fonction des 
variables x~, trait6es comme ind6pendantes. D'apr6s la mdthode de 
M. DARnOUX, tout covariant de R,  oh los q~ sont prises pour les va- 
riables, multipli6 par une puissance convenable de 3, donne encore une 
int6grale des 6quations (x) et cette intdgrale est manifestement vraie, 
d'aprds la remarque faite sur 3, quelles que soient les liaisons dtablies entre 
les x~, puisqu'il en est ainsi de l'int~grale R .  

De mdme, tout invariant de cette derni~re, multipli6 par une certaine 
puissance de 3, dolt ~tre une constante. Comme ce produit ne peut dtre 
une int6grale, ne contenant pas les q~, on doit, en 6galant k une con- 
stante, trouver une identit6 satisfaite par les coefficients de l'int6grale/~. 
La proposition pr6c6dente montre qu'il faut, pour l'examen de la question 
pos6e, distinguer plusieurs hypotheses. 
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I ~ L'int6grale /~ est d'ordre impair: on salt qu'une semblable forme 
admet en g6n6ral des eovariants du premier degr6; le syst6me (r) poss6de 
alors, pour un ctmix convenable de la fonction caract6ristique, une int6- 
grale lin6aire ~ l'6gard des q,. Le probl6me correspondant est donc l'un 
de ceux auxquels s'appliquent en particulier les m6thodes du Chapitre I. ~ 

2 ~ L'intdgrale R est d'ordre pair: Elle admet en g6ndral deux 
covariants quadratiques; le syst6me (t) poss6de ainsi, pour un choix con- 
venable de ]a fonction earact6ristique, deux intdgrales du se'cond degr6 
et, comme cons6quence, le probl6me associ6, qui est toujours u n  probldme 

de dynamique  p rop  rement  dit,  se confond avec l'un de ceux qui ont 6t6 
examin6s. 

3 ~ L'int6grale R e s t  exceptionnelle" ses eovariants, soit lin6aires, 
soit quadratiques, s'dvanouissent ou bien ne constituent pas des intdgrales 
diff6rentes de R. Ces cas, s'ils existent, sont les seuls qui puissent donner 
lieu ~ des recherches nouvelles, analogues k celles dont le Chapitre I 
fournit les 61dments et cependant relatives k des probl6mes essentielle- 
ment distincts. 

w 5. Que lques  so lu t ions  d u  p rob l~me  de la co~tservation 

des t ra jec to lres .  

Les probl6mes de dynamique, susceptibles d'etre transform6s sans 
alt6ration des trajectoires, s'obtiennent, d'apr6s ce qui pr6c6de, en ex- 
primant que les relations (12) w 3 admettent deux solutions. Voici les 
cas les plus simples pour lesquels cette circonstance se pr6sente. 

Considdrons une forme quadratique, 

(I) 2Tdt2  "~ 2 ~ 2 ~ dx~ = ~ ,dx l  + a.,dx.~ + . . .  + ~ .  , , ,  

oh n'entrent que les earr6s des diff6rentielles et proposons-nous de ehoisir 
pour % , . . . ,  a,,, des expressions telles, 

t~ que les identites (I2) w 3, construites k l'aide de la forme (,), 
soient aussi satisfaites par une seeonde forme quadratique, 

2 ~ que eette derni6re ne renferme, eomme la pr6e6dente, que les 
earr6s des diff6rentielles. 

II est d 'ai l leurs possible d 'obtenir  tous les eas de eette esp~ce, donnds par une 

formule explieite. 
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Or reconnait d'abord que, dans le probl6me de dynamique attach6 
la forme (I), les coefficients .,.,~(~ sont d6termin6s par les formules 

(2) 
b(O ~ log (a~) b(, ! = 0 log (a~ ' )  b(~!n a~ o log an 

- -1  --1 

z,~.~2 = o, q -  ~)(k - -  ~ ) ( i -  h) ~ o, ~ = ,~"+' = ( , ~ %  . . .  ,~m) "+~, 

en sorte que, pour la seeonde forme quadratique, dont rexistence est 
suppos6e, les fonctions f~.~, f~.~, doivent v6rifier les relations suivantes 

a ~ * 0 log an 
9a~ n ~ h  ~k t i.h ~93k + r ~ i  h.k 

(3) 

0 IO~2 2.*" x 2 0 log an a~ ~(aian~'f~.n) 
2 - -  2a~ ~ f~.i ~x~ an ~xn 

2 ~ 2 ~ l~ 

-[--~h a'anl~'n vxn (n') ~xn ~ ~ ----- o, 

(i - -  k)(~ - -  h) ~ o, (i - -  h')(k - -  h') ~ o; 

de plus, f~., = o, d6s que i n'est pas 6gal k k. Le produit, 

est donc une fonction de la seule variable x , ,  en vertu de la premi6re 
6quation (3); la deuxi6me 6quation du mSme groupe est d6j~ satisfaite 
et la troisi6me peut se repr6senter ainsi 

(4) 
0r . . ~ log an 

ce qui exige 

(5) ~ = n ~ n ) ( r  Cn')Fn(xn), 

ou bien, apr6s une transformation 6vidente, 

(5') ~ = ( ~ 1 ~ ) ( r  Cn,). 

Les fonctions r sont arbitraires, chacune d'elles d6pend de la seule va- 
Acta matht~na~ica. 19. Imprim6 le 20 avril 1895. 3 5  
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riable xh et le produit  s'6tend k toutes les combinaisons dans lesquelles 
h' est diff6rent de h. Comme d'ailleurs 

f~' - -  ,~0' ' 

les coefficients de la forme quadratique ~e,. ,dx~, conjugu& de (x), sont 
(0 

donn6s par les formules 
2 

[ ((.s . . ,  ~m) m + l  I O~ 

ei" ~ -  f, . ,  r162 r ~--- r162 r162 

I,e prob]6me de dynamique attach6 h la forme quadratique (1) admet 
m -  t int6grales du second degr6, conform6ment au th6or6me g6ndral; 
ces intdgrales sont distinctes et comprised dans l '6quation suivante 

(7) Z (< + + ' )  (0 r + c a~ \7[/-/ ~ constante, 

oh la constante c est arbitraire. Entre ced r6dultats et ceux qui se 
rapportent b~ un cas bien connu, pour lequel les dquations de la dyna- 
mique admettent  aussi m int6grales du second degr6, l 'analogie n'est 
qu'apparente; le~ relations (5') font eonnaitre en r6alit6 un cad enti~re- 
merit nouveau et r6pondant /~ des expressions tout aussi simples. 

w 6. T r a ~ t s ] o r m a t i o n  s e r v a n t  St d & l u i r e ,  d ' u t w  solu t io~t  c o n n u e  d,tt 

p r o b l ~ m e ,  u n e  a u t r e  so l~ t t ion ,  p o u r  l r  le h o m b r e  

de s  va~' i t tbles  es t  p l t t s  g r a n d .  

Je eonsid&'e le syst6me lin6aire associ6 tmx dquations de la dyna- 
mique et je conserve les notations d6j~ employdes; je suppose que les 
x~ subissent une variation dx,; z et z ',') 6prouvent une variation corrcs- 
pondante & ,  &")  et je pose 

( i )  3z = r #x, ---- x,~+,, &(~) ---- ~'(~), z (~) -= ~(~+"); 

du syst&ne lin6aire 

(2) dz ~ Ez~")dxh = o, 
(a) 

dz '') 4- ~ "~(")# dx ,  o, 
Ch.t) 
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il rdsulte immddiatement celui-ci 
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f'(,.+h) dx  
(h) 

(3) 
Lr,.,,~ , ~ ,  "4- p~]r -4- ~__.r x,~+a, = 

Or il eat de mdme esp6ce que la premier, mais le hombre des variables 
y est double; les 6quations diffdrentielles qui lui sont associ6es sont 

~o celles qui l'6taient aux 6quations (2), 
2 ~ les suivantes 

d x , + h d ~  - d~d~x,+h 

dx, dx~] ---- o, (h, dx,  dx,+,)  ~ x,.+~, ~ 
U.k) (h'): 

qui peuvent 4tre regard6es comme repr6sentant les variations des premi6res. 
De m4me, en posant dq~ = q.,+,, on d6duit, du syst6me adjoint b. (2), 

(2 ') 

celui-ci 

(3') dq,.+, --- 

qui est encore 

dqi ~ ~. p(h~!~qhdxk ~ o, 
Ch.k) 

(h') ~xh' 

de m4me esp6ce. Je dis que chaque couple de formes 
quadratiques conjugu6es, c'est k dire correspondant aux m4mes trajectoires, 
donne le moyen d'en construire une autre, oh le hombre des variables 
est  double. Pour le montrer, prenons un param6tre quelconquc a, de 

~zi d sorte que $x~ = ~  a. Supposons, de plus, que le probleme de dyna- 

mlque associ6 aux 6quations (2) corresponde k deux formes quadratiques 
conjugu6es: le syst6me (2') admet une int6grale du second degr6, 

(4) ~. e,.~q,q~ = constante, 
(t.~) 

donnde par la premi6re des formes consid6r6es et de laquelle on conclut 

(5) Ze~.~(q,o'(A "4- qko~l,) "4- /_ .  ~ q , q ,  ox,, = constante, 
( i ,k)  ( i .k .h)  q h 
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c'est s dire 

(6) (~k~ [e,.,(q,q.,+~ + ~l,q.,§ + ~o) / ~e,.,\ -I ~ x , ~  )q ,q , j  -= constante. 

Voil~ donc, pour le syst~.me (3'), une int6grale quadra(ique. Mais ce qui 
vient d'etre dit de la premi6re form.e attachde au probl6me de dynamique 
eonsiddrd, peut ~tre dit de sa conjugude, 

(7) ~. e~.,q,q~ ~ constante. 
( , . ~ )  

A cette derni6re correspond done une forme, semblable b, (6), 

x.+,-~-h j ~- constante, 

et constituant avec cette derni6re une couple de formes conjugu6es; c'est 
ce qu'il s'agissait d'6tablir. On remarquera que la construction des 
formes (6) et (8) n'exige aucun calcul et qu'une moitid des variables 
entre au premier degr6 dans leurs coefficients. 

w 7. I ttt~grales rationneUes. Prop)'t~tJ des dqaatio)ts di f fdrent ie l les  
de m ~ m e  aspect que celles de la d y n a m i q u e .  

Bien que la remarque, tr6s simple, contenue dans ce paragraphe, 
ne se rattache pad d'une fa(~on imm6diate aux questions (rait6es dans ce 
chapitre et demeure en quelque sorte isol6e,' il m'a sembl6 utile de la 
pr6senter, avant de n~et(re fin ~ cette 6tude sommaire des probl6mes pour 
lesquels il y a une int6grale des forces vives. Je suppose done qu'il 

9 CT o s a~lsse d'6tudicr un mouvement pour lequel l'int6grale des forces rives 
existe et la valeur de l'dnergie est une constante donn6e. Les notations 
ordinaires 6tant admises, soient R et S des fonctions homog~nes et enti6res 

des ddrivdes dz~ ]~; dt ' ~" une int@rale rationnelle, d'ofi suit que R ~ o, S ~ o 

sont des 6quations invariantes. Construisons le syst6me lin6aire associ6 
aux 6quations du mouvement et le syst6me adjoint 

(I) dq, ~ E p~)kqhdx~ = O. 
( h . k )  ' 
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On sait, (w I), que l'on peut remplacer ~/- par q, dans chacune des fonc- 

tions R et S e t ,  puisqu'elles donnent des 6quations invariantes, il faut 
avoir 

dR ~ ~R dq~ ~tt 
(2) dt - -  ~ ~ ,  ~ + ~- .  q ' ~  = ,~R, 

�9 C i )  

2 6tant une fonction lin6aire des q,. Or, d'apr6s (1), 

(3) 

et, si 

(4) 
il en r6sulte 

(5) 

dqi ~.  ,~(1) ,, ,, 
d--( --" (~,h' ~'h.h' Ut, Un' 

(h) 

Je repr6sente par n le degr6 de R k l'6gard des q,> de sorte que 

Grace k cette identit6, voici, sous une autre forme, l '6quation (5), 

Z P h . ~ ' ~ q h q ' , ' - - Z q ' q h , ~ V q ~ j  
(h.h') th) 

rhh*'(h) __ __'~h --~ b(~)h.h, P(~' = Oh.h','Xi). ~b 

(i) (~.a') 

(i) 

Mais, apr6s avoir pos5 

(7) ~") 2h __ It') 
.l"i.h 292. ~i.h 

l'6galit6 (6) devient 

(s) 

( s , -  i)(h' i) <> o, 

comme cons6quence, les 6quations diffdrentielles associ6es au syst6me 
lin6aire 

E l(O~(h),,la,,  (9) dz ~ (h)EZ(h) dxh = O, dz(O + o.k) o~k~. <~x~ -~ O, 
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admettent R pour int~grale entiSre ct homogSne; m:ds celui-ci n'a plus 
d'une fa?on n~cessaire une intSgrale du second (tcgrS, rien ne prouve 
mSme que, sans exception, 

d l o g  3 = ~ - -  ~ i  ~ d , ,  
ilk) 

soit une diffSrentielle exaete. 
La conclusion est qu'k chaque problSme de dyn'tmique possfdant 

une int6grale rationnelle, on peut faire correst)ondre un ensemble d'6qua- 
tions diff~rentielles, de mdme aspect que les 6quations de la dynamique 
et poss~dant une intSgrale entiSre. 

C H A P I T l ~ E  I I I .  

w 8. E q u a t i o n s  g d n d r a l e s  d e  la  m ~ c a n i q u e ,  q u a n d  l ' i n t ~ g r a l e  d e s  

f o r c e s  v i r e s  n ' e x i s t e  p a s ,  o u ,  ce l le -c i  a y a n t  l i e u ,  q u a n d  la  c o n s t a n t e  

(le l ' e n e r g i e  d o l t  i'estei" a r b i t r a i r e .  S y s t ~ m e s  l i l i d t t i r e s  assoc i~s .  

E q a a t i o l l s  d i f f d r e n t i e l l e s  de  ~ t ~ m e  a s p e c t  q u e  ce l les  de  la  m e c a -  

n i q u e .  T r a n s f o l ' l n a t i o n s  a v e c  c o n s e r w t t i o i t  d e s  t r a j e c t o i r e s .  

Soit un systSme materiel, soumis k des forces quelconques X~, que 
je suppose fonetions des seules quantit6s x~, m ~ , . . . ,  x,,. Repr~scntons 
encore par 

T - -  I ~ dX i d,V k 

]a demi-somme des forces vivcs: voici los 6quations du mouvement, 

(I) Z ei'ktt'zt'~ ~- Z (~+~i.h' I ~eh.h'~ tlDJhdXh' Xi = o , 
(~) O.h') \~xh 2 ~zi / dt dt 

auxquelles il est clair qu'on peut donner la forme 

(2) dxhd2t dtd~xh + dt ~ (1,) . p, . ,dxidxk + p~dt 3 = o, 
if.t) 
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en d6terminant les ~,~.~,,(h) par lea relations d6jk employ6es 

(3) 2 ~  (k) Oei.h' Oe~.;, Oeh.h' Ph.h' e~.k + + - -  - -  o 

et, de plus, les Pk par les suivantes 

(4) Xe,..p  = x , .  
(,r 

Consid6rons un systSme d'6quations diff6rentielles lindaires, 

dz ~ ~,Z(h)dXh = o ,  
(5) (i, k,  h < + ,  ) 

dz(O -at- ~., ,,(h) zO) d,~ 
(h,k) l~i 'k  "~k ~- -  O~ 

dans lequel les variables sont x~, x 2 , . . .  , x., et X,n+l = t, dans lequel 
en outre on suppose 

p(h') ~---q}(.m.+l) ~ O~ 
i .m+ l z'~.~ 

(6) 
p(h) 

m + l . m + l  = Ph~ 

(o < i < m ,  o < i' ~ m ,  o < h'_< m + ~), 

(o < h < m), ,,("+~) /~'m+l.m+l ~ O. 

Les relations (2) d6pendent du systSme pr6c6dent comme, au w I, les 6qua- 
tions (4) d6pendaient du systdme (2). Nous dirons encore que les dqua- 
tions linSaires (5) sont associ~es aux relations (2). Cette ddfinition n'exige 
nullement,  on le volt, qu'il  y air une forme quadra t ique  7' dont les 

~(h) par les identitds (3). Si cette forme n'existe coefficients soient lids aux ~.~.~ 

pas, les dquations assocides b~ (5) conservent le mdme aspect que celles 
de la m6canique, elles sort  cependant beaucoup plus g6n6rales, car 

I ~ les  Pk demeurent des fonctions quelconques de x l ,  x 2 , . . .  , x~ 
2 ~ les ,~'") ~.~ ne sor t  plus assujettis qu'b~ ces conditions 

(7) ~ ~(*) V log 3 
(i) ~ i . k  ~ OX-----~ ' 

toujours suppos6es jusqu'k pr6sent. 
Elimination faite de la variable x~,+l, il y a, entre les x~, m -  2 

6quations du second ordre, qu'on peut reprdsenter ainsi 
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�9 ~{h} dx.dxk 

ou, d'une fa~on plus simple, (w 2), 

(8') 
I Ph d& Dd& 

Ph' d&, Dd&. 

Ph" d&,, Dd&,, 

= o ;  

il y en a une derni6re, d'ordre 3, c'est la suivante 

(9) d log [d& Dd&, - -  d&,Ddxh] 

2[ pn Ddzh' --  p1,' Ddzh] 
----- d log (ph, d& - -  phd&,) + .vhd*h'- ph'd*,, 

Les relations (8') et (9) sont ce que j 'appellerai  les 6quations des tra- 
jeetoires. 

Imaginons qu'il existe un second syst6me l in&ire,  (5% pareil k (5), 
qui eorresponde aux m6mes trajectoires et distinguons par un accent 
routes les quantit6s qui s'y rattaehent. Soient d'ailleurs 

2 2 

(Io) d ( =  5"+l dz, d(' = 5"+' dz '. 

Si, dans les 6quations assoei6es aux syst6mes (5) et (5') on remplace z 
et z', respectivement, par  ~', ~", elles eonservent la mdme forme, mais 
leurs coefficients deviennent 

+4~) _ _ I  ~__log 3 t,(h ) ~ ~(h) h(.~! ~ ~(p. _ _ 2  ~ log  3 
b~!~ = ~.~., + ,~  + ~ ~ ,  , ~ . ,  ~ , . , ,  _, . ,  ~ , . ,  + ~ + ~ ~ , 

( , , )  (i - -  - -  h) o ,  ( i , h , k < m )  

I,'{~) . . . .  ~'(i) I ~ log  3' z,,{~) ~,(^) b~!~ ~. "= Pi.~-'(~ + m +2 x 
-i.k z-i., + m  + I a~k ' vi.k ~'i.k , 

2 2 

( I 2 )  b, = p , . o  ' '+~  ' , bh p~, 5 ' '+ l  

a log  3'. 
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en sorte que ces deux relations, 
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d 2Xh (~) - - (~ )b i . , dx idx ,  - -  bhd~' d:r  d'xa - -  (,E,)b~?)dz~dz' - -  b l d ~ "  d ' r  

(~ 3 )  d ~  - -  = ~ - '  ~ = ~r ' 

sont v6rifi6es k la fois, quel que soit l'indice h. J 'en d6duis d'abord 

I E / b  '(h) blh.1)dz, dx~ -[- b idC '  - -  bhd~'} "= d:~h -~ dC / ; (I 4) I (~ ~)~ ~.~ - -  �9 

mais l'une des 6quations associ4es au syst6me (5) 6tait, d'apr6s (6), 

dx , , ,+ ld~z -  dzd~x,~+~ ---- o 

et l'on en conclut 
--2 

(I 5) dx,~+, = c~ "+' de,  

la constante c 6tant arbitraire; il y a une 6galit6 analogue pour dC. 
Dans l 'un des deux probl6mes conjugu6s, par exemple le premier, je puis 
regarder c comme choisie d'une fagon ddfinitive, car c'est achever la d6- 
termination de l'inconnue auxiliaire dC. Parmi les relations (I4) , j'en 
consid6re trois, qui r6pondent k des indices diff6rents et j'61imine entre 
elles 

dC ~ d'~" d'~" 
' d~" d~" 

Le premier membre de l'~quation obtenue est la somme de trois quan- 
tit6s semblables k celle-ci 

, ,(h)__ r bhd~2] 

et s'en d6duisant par permutation circulaire des indices h ,  h', h". On 
voit, en tenant compte de (I5) , que cette 6quation est une identit6 ou 
une int~grale du premier probl6me. Elle ne contient pas d'arbitraire, 
c'est donc une identit& 

Par suite, les rapports 

(16) b h ,  . - - o i . ~  
b--h bh ' 
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que contient l'dquation (I4), ne d@endent pas de h, cn sorte qu'on peut 
6crire 

(17) 
b,(h) b~h) b; # i . k  - -  i . k  ( l i . k  

b~ = W '  bS =#" 

Mais, pour rendre cette eonsdquence bien 6vidente, il est ndcessaire d'entrer 
dans quelques d6tails. Dans l'identit6 

( I S )  

je puis annuler dxh,, dxh. 
l'in6galit6 suivante 

est v6rifide. 
conditions 

(b'h, dxh,. - b;,,,dxh,)[~-,(b~!2 ~ - b~h)k)dx, dx ,  - 3hdr + . . . .  o, 
L(Lk)" " 

La proposition devient ainsi manifeste, quand 

( i -  h) (k  - -  h) > o 

Si j 'annule ensuite dx,,,, mais non dxh,,, dxh, j'obtiens les 

(I9) b.) b,!#) L(o b;!~ ) - -  e t c .  ; 
i . k  ~ , ~ ~ i . k  ~ ~ " " "  

d'ailleurs on sait que, d'apr6s (6), 

(20) Z,V." = Ebb!2 = o. 
( i )  t.~ ( i )  " 

I1 en rdsulte que les diffdrenees (I9), dont la somme est nulle, doivent 
toutes s'6vanouir. Les termes qui leur correspondraient ne figurent donc 
pas dans l'6quation (I4) et la proposition 6nonc6e est enti&rement 6tablie. 

A cause des dgalitds (r7), maintenant ddmontrdes, les dquations (z4) 
se laissent repr6senter ainsi 

(2 x) [ ~:ai.Yxidx, + fl'd~ ''~ ~.,,21 l,~ a'~C ~'C' 
- -  # " ~  J fld~ = ,W -- aZ --= L(i.k) 

et, devant avoir lieu quel quc soit h,  elles exigent 

(2 ~) d'~ d 'C  

(23) Z a , . , d x i d x ,  + f f d ~  ' ~ -  f ld~ 2 = o. 
( i . k )  
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De l'6quation (22) on conelut 
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(24) d~' - -  ad(; 

la constante a est arbitraire et la relation (23) fait connaitre une int6- 
grale quadratique du probl6me cohsid6r6. C'est ce qui justifie le th6orSme 
suivant: 

Quand on peut passer du syst~me (2) 5 un autre semblable, en con- 

servant les trajectoires, il y a pour ce systOme une intggrale quadratique. 

J'ajoute que les quantit6s 

I I ]3r ) I t~(h,)l I 

sont des invariants de la transformation. 
Le th6or~me pr6c6dent a 6t5 6none6 par M. P. PAINLEV]~, pour le 

cas partieulier oh les 6quations (2) sont celles d'un probl6me de m6ca- 
nique. On volt qu'il s'applique 6galement aux 6quations, beaueoup plus 
g6n6rales, de nl~me aspect. 

I1 y a done entre ce th6or6me et celui qui a fair l'objet du w $ 
une diff6rence essentielle et qu'il impor~e de signaler. Alors que ce dernier, 
d'apr6s les consid6rations m~me qui l'ont fuit obtenir, caract6risait des 
6quations appartenant b~ un probl6me de dynamique, il n'en est nulle- 
ment ainsi dans le cas actuel. L,existence d'une forme quadratique T, 
dont les coefficients soient li6s aux ~i.~(h) par les relations (3), impose k 
ces derni6res fonctions des conditions suppl6mentaires, qui ne sont point 
exig6es pour l'existence d'une couple de systSmes (2) correspondant aux 
m6mes trajectoires, n~ pour ceUe de l'intdgrale quadratique (23). 


