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SUR UNE CLASSE D'I~QUATIONS AUX DI~RIV]~ES PARTIELLES 

DU SECOND 0RDRE, 

ET SUR LA THEORIE DES INT]~GRALES INTERMEDIAIRES 

PAE 

E. GOURSAT. 

Le but final de ce travail est de faire connaitre une classe d'6qua- 
tions aux d6riv6es partielles du second ordre dont on peut obtenir l'in- 
t6grale g6n6rale par 1'application d'un proc6d6 r6gulier, qui n'exige que 
l'int6gration d'un syst6me complet. Pour bien faire saisir la suite des 
id6es, je suis oblig6 d'entrer d'abord dans quelques d6tails sur la th6orie 
des caract6ristiques et des int6grales interm6diaires. 

Les principaux rdsultats de ce Mdmoire ont 6t6 r6sumds dans une note 
pr6sent6e ~ l'Acad6mie des Sciencesl e 19 mai 1891 (Comptes  r endus ,  
tome 112, p. 1117). 

Io 
I. Je vais d'abord rappeler les points principaux de la th6orie des 

6quations du premier ordre, en me pla~ant au m6me point de vue que 
pour celles du second ordre. Etant donn6e une 6quation aux d6riv6es 
partielles du premier ordre 

( I )  _ F ( Z ,  y ,  Z , ~ ,  ~) = o ,  

Atta math~mati~a. 19. Imprim~ le 23 avril 1895. 
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proposons-nous de ddterminer une surface int~grale passant par une 
courbe donnde C, repr6sent6e par les 6quations 

�9 = f ( t ) ,  y = = 

oh f ( t ) ,  ~ ( t ) ,  ~(t) sont des fonctions analytiques rdguli6res du param6tre 
t dans le voisinage de la valeur t o qui correspond ~ un point @0,Yo, z0) 
de cette courbe C. S'il existe une surface intdgrale de r6quation (t) 

passant par la courbe C, ~ (x ,  y) 6tant une fonction analytique rdguli6re 
dans le voisinage de la valeur x ~ - x  0 , y = Y0, les coefficients du d6- 
veloppement de r  ou, ce qui revient au m~me, les valeurs des 
d6riv6es successives 

Y = Y o  

pourront se calculer comme il suit. D6signons par dx,  dy ,  dz les diff6- 
renticlles relatives K un d6placement le long de la courbc C; le long 
de cette courbe, les valeurs des ddriv6es partielles du premier ordre p 
et q doivent v@ifier les deux relations 

(4) 
F ( x ,  y ,  z ,  2 ' ,  q) = o, 

dz = pdx + qdy, 

qui admettent, en g4n~ral, un certain nombrc de syst~mes de solutions 
communes en p et q. Prenons un de ces syst6mes de solutions; il dd- 
termine une ddveloppable A, passant par la courbe C, k laquelle la sur- 
face cherch~e, si elle existe, dolt dtre tangente. Pour calculer les d6rivdes 
secondes r ,  s ,  t, nous avons d'une part les deux dquations obtenues en 
diff~rentiant l'dquation (I) par rapport k z et ~ y successivement 

(5) 

I ~F OF oF ~ oF ~ + ~ p  + ~ . .  +-~s = o, 

~F ~F ~F s ~F t Vy + ~  + ~  +~q =~  
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d'autre part la relation 
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(6) d~z - - p d : x - - q d ~ y  = rdx ~ + 2sdxdy + t@ ~, 

oh d~z , d2y , d2z d6signent f"( t )dt  ~, ~"(t)dt 2, r ~. On a donc trois 
6quations lin6aires en r , s , t ,  dont le d~terminant est, en posant 

~F ~F ~F ~F ~F 
X = ~ ,  Y = ~ y ,  P ~p' q = ~ q ,  Z = ,  

D .= 

dx' :dxdy  dy ~ 

P q o 

o p Q 

= (q, z - -  F @ )  

Supposons que, pour le syst6me de solutions adopt6 des ~quations (4), 
Q d x - - P d y  ne soi~ pas nul. Les dquations (5) et (6) donnent alors 
r ,  s ,  t. En diff6rentiant de nouveau ]es 6quations (5), on aurait les d6- 
riv6es du troisi6me ordre, et ainsi de suite. En gdn4ral, les (n-{-i)  
d6riv6es d'ordre n sont ddtermindes par (n q-x) 6quations lin6aires dont 
le d6terminant est 

D 

dx" ndz"- 'dy n(n--I)dx"-~dy~ . . .  dy" 
2 

P Q o . . .  o 

o P Q . . .  o 

, o o o , o ~ 1 7 6 1 7 6  

0 0 0 . . . Q 

Pour trouver ]a valeur de ce d6terminant, multiplions la I ~r~ colonne 
par Q", la seconde par - - Q ~ - l p ,  la 3 ~m~ par Q~-2t)~, etc. et remplagons 
la premi6re colonne par la somme de routes les colonnes; il vient 
D ~ ( Q d x -  Pdy)". Si donc Q d x -  Pdy n'est pas nul, les valeurs de 
routes les d6riv6es successives de z par rapport b~ x et b~ y pour x----xo, 
Y = Y0 sont d6termin6es sans ambiguit6 de proche en proche. I1 ne peut 
donc y avoir qu'une seule int6grale analytique tangente k la d6veloppable 
A l e  long de la courbe C. 
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2. Que la s~rie ainsi obtenue soit convergente, c'est une cons6- 
quence du th6or~me g6n~ral de CAUCl~Y. En effet, supposons que, pour 
t =  to, f '(to) ne soit pas nul;  on peut alors r6soudre l'~quation x- - - - f ( t )  

par rapport ~ t, et la courbe C est aussi reprdsentde par l'ensemble des 
deux 6quations 

= z =  

fl et ~,, ~tant des fonctions re~guli6res pour x----x 0. Le changement de 
variables 

x = X ,  y =  f , (X )  + Y ,  z = • , ( X ) + Z  

donne ensuite 
q = Q, 29 = P - -  Qf; (X)  + r  

et on est ramen6 ~ chercher une int6grale de la nouvelle 6quation 

---- F ( X  , Y + f , (X)  , Z + r  P - -  Of;(X)  + r  , Q) = o 

qui, pour Y~ - o ,  se rdduise h Z :  o. Si la d6rivde ~ n'est pas nulle, 

l'dquation pr4c6dente peut ~tre r~solue par rapport h Q, et on sait, d'aprSs 
les th6or~mes g6n6raux de CAUCHY, qu'il existe une int6grale Z----- ~r(X, Y) 
r6pondant ~ la question et d6veloppable dans le voisinage de X---- o, Y ~ o .  
Or on a 

~ ~F , ~F ~F dy~F.  

si Qdx  ~ P d y  n'est pas nul, comme on l'a suppos6, on aura donc aussi 

- ~ o .  

3. Si les ~quations (4) admettent un syst~me de solutions pour 
lequel on ait en m~[ne temps Q d x - - P d y - - - - - o ,  le raisonnement ne s'ap- 
plique plus; les 6quations qui d~terminent les dSriv~es successives sont 
incompatibles ou inddtermin6es. Si entre les trois ~quations 

(,) F ( x , y , z , p , q ) = o ,  

(4) dz = p d x  -{- qdy ,  

(7) Q d x - -  P @  = o, 

on 61imine p e t  q, 



Sur une classe d~dquations aux ddrivdes partielles. 

on est conduit ~ une relation 
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(8) ~(x , y , z ,  dx , dy , dz) = o, 

qui d~finit des courbes gauches d~pendant d'une fonction arbitraire. 
S'il exiete une courbe satisfaisant aux trois ~quations (I), (4), (7), 

sur une surface intdgrale reprdsent~e par une 4quation 

- -  r  u), 

oh ~ est une fonction d6veloppable en s6rie enti6re, on pent joindre aux 
trois relations (i), (4), (7) deux nouvelles relations. On a, en effet, 

X + p Z  + Pr  + Qs ----- o, 

Y +  qZ + Ps + Qt = o, 

dp = rdx + sdy, dq --- sdx + tdy; on en d6duit, en tenant compte de (7), 

(9) 
d~z _~ dy dz - -  dp - -  dq 
P Q P p ' F  Q ~ t ~ X + P Z ~ -  Y + q Z "  

Les valeurs de x , y ,  z , p ,  q d6duites des 6quations (~) et (4) doivent 
done satisfaire aux 6quations (9)- Tout ceci est bien conforme aux r& 
sultats connus. Les 6quations (9) d6finissent les multiplicit6e caract& 
ristiquee de l'6quation (I), chaque multiplicit6 se composant d'une courbe 
C et d'une d6veloppable /I paeeant par cette courbe. On sait qu'il 
existe une infinit6 de surfaces int6grales tangentes k la d6veloppable /I 
le long de la courbe C. 

L'6quation (8) d6finit les courbes gauchee qui ont lee m6mes tan- 
gentes que lee courbes caract6ristiques, c'est-k-dire les courbes int6grales. 
Or, on salt que, par  toute courbe int6grale, il passe une surface int6- 
grale admettant cette courbe pour=ligne singuli6re. 

Avant de quitter lee 6quatione du premier ordre, raisons la remarque 
suivante. Etant donn6e une courbe C, il pent arriver qu'il passe par 
cette courbe C une infinit6 de surfaces int6grales formant un syst~me 
continu. Nous entendons par lk que cee surfaces sont repr6sent6es par 
une 6quation 

~ ) ( x , y , z , a , , a , , . . . , a q ) - - - -  o 
Aata~ m ~ m ~ ,  19. Imprim6 le 81 mai 1895. 37 
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d~pendant d'un certain nombre de param~tres qui peuvent varier d'une 
mani~re continue. C'est ce qui aura lieu si la courbe C est une carac- 
t~ristique. Mais il peut se presenter deux cas. Si l'4quation (i) n'est 
pas lin6aire en p e t  q, toutes les surfaces d'un syst~me continu passant 
par C sont tangentes le long de C. I1 n'en est plus de mOne en gdn4ral 
si l'~quation est lin~aire. Une distinction analogue, mais plus importante, 
a lieu pour les ~quations du second ordre. 

4. Prenons maintenant une 6quation du second ordre 

(io) F ( x ,  y , z ,  p ,  q , , ' ,  s ,  t) = o ,  

et proposons-nous de d4terminer une surface int~grale passant par une 
courbe donn4e C et tangente ~ une ddveloppable _4 le long de cette 
courbe. En un point de C, x , . y ,  z , p ,  q sont des fonctions connues 
d'un param~tre auxiliaire 8. Les valeurs de r ,  s ,  t e n  un point de C 
doivent satisfaire i~ l'4quation (I o) et aux deux 4quations 

(ii) 
I d p =  rdx -I- sdy, 

I dq = sdx.+ tdy. 

Ces trois 4quations admettent en g~n4ral un certain nombre de syst~mes 
de solutions communes en r ,  s ,  t; supposons que, pour le syst~me choisi, 
le d~terminant fonctionnel des trois premiers membres par rapport 
r ,  s ,  t, c'est-K-dire 

oh on a pos6 

D = 

dx @ o 

o dz dy 

R S T 

---- Tdx ~ -  Sdxdy -{- Rdy',  

R _-- __~ S = ~F__ T = ~F_- 
~ r  ~ 28 ~ ~t 

ne soit pas nul. On peut alors d~terminer sans difficult~ les valeurs de 
toutes les d~riv~es successives de z par rapport b, x ct ~ y, en un point 
quelconque de ta courbe C. Ainsi, les d~riv4es partielles d'ordre n seront 
ddtermin~es par (n "4- I) 4quations lin4aires dont le d~terminant est 
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D 1 ~ - .  

dx ,~ 

0 

R 

0 

0 

15 

dx" ndx"-l  dy 

S T 

R S 

. 

0 

. . .  ndxdy  "-~ 

�9 �9 ~ 

T . . . 

0 

d y  n 

0 

0 

o o o . . .  5' T 

On v6rifie que l'on a D 1 - - - - (Tdx2. - - .Sdxdy+Rdy2)";  il suffit 6videmment 
de montrer  que D 1 est divisible par (d x -{-ady)", a d6signant une racine 
de l '~quation T a : +  Sa + R - - - o .  C'est ce qu'on volt en mult ipl iant  les 
~l&nents de la 2 ~m~ colonne par a, ceux de la 3 ~mr par a 2, etc. et ajou- 
tant  ensuite aux 616ments de la premi6re colonne. 

O n  voit donc que, si T d x  2 -  Sdxdy  ~ R d y  2 n'est pas nul, il y aura 
une seule int~grale, d6veloppable en s6rie enti6re, passant par la courbe 
C et tangente ~ la d6veloppable ~. Pour  d6montrer que la s6rie dont 
nous venons d'apprendre K calculer les coefficients est convergente, on 
effeetue la m~me transformation qu'au n ~ 2, et on est ramen6 au th6or6me 
classique de CAucNY. 

8. Lorsque T d x ~ - - S d x d y - ~  t~dy2-~ o, les dquations qui d4termi- 
nent les valeurs des d~riv~es successives peuvent ~tre incompatibles ou 
ind~termin~es. Lorsque ce ~cas se pr~sente, tout le l ong  de la courbe 
C, x ,  y ,  z ,  p ,  q ,  r ,  s ,  t v6rifient les cinq ~quations 

I 2) 

F ( x , y , z , p , q , r , s , t ) = o ,  

dz = p d x  + qdy, 

dp ---- rdx  + sdy, 

dq = sdx + tdy,  

T d x  ~ Sdxdy  + t~dy ~ = o, 

qui contiennent huit  fonctions inconnues d'une variable auxiliaire. S'il 
existe une surface int6grale passant par la courbe C, 
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~0(x, y) 6tant une fonetion .d6veloppable en e6rie enti6re dans le voisinage 
d'un point de C, et telle que, pour cette int~grale, les valeurs de p ,  q, 
r ,  s ,  t v6rifient les 6quations (I2) le long de C, on peut ajouter aux 
6quatione (re) de nouvelles relations. Soient a ,  fl, r ,  5 lee d6riv6es du 
troisi6me ordre 

9sz 9sZ ~Sz SSZ 

qui, dans l'hypoth6se oh noue nous 
On a 

on en tire 
dt 

T = dz 

ds 
fl --  dz 

pla~ons, auront des valeurs finies. 

dr = =dx + tidy, 

ds ~- fldx -}- rdy, 

dt = rdx + e~dy; 

d. dt dy 

- - - - f i E - - - - ~  d~d~ +T, \d~]  
dr 
dz 

Portons ces valeurs de a , , 8 , 7  dans lee relations 

x +  zl~ + Pr + Qs + R~ + 8fl + T r =  o, 

Y +  Zq T Ps + Qt T Rfl T ,_qr + T $ = o ;  

il vient, pour la premi+re par exemple, 

X + Zp + pr  + Qs + R ar 8 a' r at n a'au dz -~ dx "3t" ~ -  dz dz 

dz Tz - - 3  R - - S ~ +  T----o, 

et, en tenant compte de la derni~re des relations ( i : ) ,  il reste 

X -l- Zp T P," T Os T R dr ( ~zz) ds dz + S - - R  "~z= O. 

8 dt dy 
T~T~ 
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TdZ ' Remplagons S d x - - R d y  par _~--y ; la nouvelle 6quation peut s'6crire 

(X -1- Zp -4- Pr + Qs)dxdy + Rdydr  -4- Tdsdx = o, 

et on trouve de mgme 

(Y-{- Zq + Ps-4- Qt)dxdy -4- Rdyds + rd tdx  = o. 

I1 reste donc 7 6quations entre les variables x ,  y ,  z,  p ,  q ,  r ,  s ,  t 

F ( z , y ,  z , p ,  q ,  r 

dz = pdz  + 

d p =  rdz + 

dq = sdx + 

T d z ' - -  Sdxdy + 

(X + Zp Jr" Pr + Qs)dxdy + 

( Y  + Zq -I- Ps -t-- Qt)dxdy + 

~8,t)~---O~ 

~Idy, 

sdy, 

tdy, 

Rdy ~ = o, 

Rdydr + Tdsdx = o, 

Rdyds + Tdtdx = o. 

Les 6 derni6res 6quations admettent "toujours, il est ais6 de s'en 
assurer, la combinaison intdgrable dF = o. On peut donc ndgliger la 
relation F =---o, et on a 6 6quations diff6rentielles pour d6finir sept des 
variables x ,  y ,  z ,  p ,  q ,  r ,  s ,  t e n  fonction de la derni6re; une des fonc- 
tions inconnues peut gtre choisie arbitrairement. L'ensemble d'un syst6me 
de fonctions x ,  y ,  z ,  p ,  q ,  r ,  s ,  t d'une seule variable v6rifiant les 6qua- 
tions (x 3) s'appelle une caract~ristique de l'6quation (I); ces caract6ristiques 
ddpendent d'une fonction arbitraire. 

6. Toute surface int6grale de l'6quation (*o) est un lieu de carac- 
t4ristiques. Soit en effet 

l'6quation d'une surface int6grale~ pour un point quelconque de cette 
surface z,  p ,  q ,  r ,  s ,  t et, par suite R ,  S ,  T sont des fonctions d6termi- 
n6es des deux variables ind6pendantes x et y. L'6quation diff6rentielle 
du premier ordre et du second degr6 

Tdx ~ -- Sdxdy + Rdy ~ =o 
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ddfinit donc deux families de courbes sur cette surface; par chaque point 
de la surface il passe une courbe et une seule, en gdndral, de chaeune 
de ces deux families. Soit C une de ees courbes; le long de C, x , y  
z, p ,  q,  r ,  s ,  t sont des fonctions d'une seule variable, x par exemple, 
et il rdsulte du calcul qui vient d'etre fait que ces fonctions satisfont 
aux dquations (13). Toute surface int~grale admet ainsi un double mode 
de gdndration par des courbes caractdristiques. 

I1 peut arriver que les deux systdmes de caractdristiques d'une dqua- 
tion du second ordre soient confondus; il faut pour cela que l'on ait 

(I4) S '  ~ 4 R T  = o, 

soit identiquement, soit en tenant eompte de l'~quation (Io). Cette con- 
dition s'interprSte gdomdtriquement comme il suit. Regardons x , y , z , p , q  
comme des param~tres, r , s ,  t comme les coordonn6es cartdsiennes d'un 
point; l'dquation (Io) repr6sente alors une certaine surface 2". Le plan 
mend par l'origine parall61ement ir un plan tangent ~. cette surface a 
pour dquation 

R r - t -  Ss + T t = o ,  

et la relation (I4) exprime prdcisdment que ce plan coupe le cbne (T) 
reprdsentd par l'dquation 

sS - - r t  -~- o 

suivant deux gdndratrices confondues. Donc, pour que les deux syst~mes 
de caract~ristiques soient confondus, il faut et il suffit que l '~uation (Io), 
oit l'on regarde x ,  y ,  z ,  p ,  q comme des param~tres et r ,  s ,  t comme des 
coordonn~es courantes, reprdsente une surface ddveloppable, dont le plan tangent 
est constamment parall~le ~t un plan tangent au cdne (T), qui a pour dqua- 
tion s ~ - r t  ~ o .  

7. I1 resterait ~ examiner si ~ toute earaetdristique, c'est-~-dire k 
tout systdme de solutions des 6quations (I 3), correspond une infinitd de 
surfaces intdgrales ayant un contact du second ordre tout le long de 
la courbe caractdristique. Je laisscrai cettc question de cdtd dans ce 
travail, pour m'occuper d'un problSme tout diffdrent. Etant donnde une 
dquation du  second ordre, cherchons s'il existe des courbes C jouissant 
de la propri~t6 suivante: par la courbe C passent une infinit6 de surfaces 
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intAgrales, formant un syst~me continu, ayant un contact du premier ordre 
seulement le long de cette courbe. S'il en est ainsi, les valeurs de x, 
y ,  z ,  p ,  q seront les mdmes pour toutes ces surfaces le long de la .courbe 
C; il faudra donc que les 6quations 

F ( x , y , z , p , q , r , s , t ) = o ,  

I dp -- rdx + sdy, 

dq - - -  sdx + tdy, 

qui d6terminent r ,  s ,  t, admettent une infinit6 de syst~mes de solutions 
formant un syst~me continu. Pour r6soudre ces trois 6quations, on peut 
tirer les valeurs de r et de t des deux derni~res, et les porter dans la 
premiSre 6quation, d'oh l'on tirera la valeur de s. En 6crivant que 
cette 6quation se r6duit k une identit6, on est conduit ~ un certain nombre 
de relations entre x ,  y ,  z ,  p ,  q,  dx , dy , dp , dq. Plusieurs cas peuvent 
se pr6senter: i ~ il peut arriver que ces ~quations soient incompatibles 
(c'est le cam g6n6ral); 2 ~ il peut arriver que l'on trouve une ou plusieurs 
conditions ne renfermant que x ,  y ,  z,  p ,  q; 3 ~ il peut arriver que les 
6quations de condition renferment toutes quelques-unes des diff6rentiellcs 
d x , d y ,  dp, dq et, dans ce cas, il pourra y avoir deux ou trois relations 
distinctes, car elles sont forc6ment homog~nes en dx ,  dy, dp, dq. 

G6om6triquement, les r6sultats s'interpr~tent comme il suit. Re- 
gardons encore x ,  y ,  z ,  p ,  q,  d~c , dy , dgo , dq comme des param6tres et 
r ,  s ,  t comme des coordonn6es courantes. Les 6quations (I i) repr6sentent 
une droite parall~le ~ une g6n6ratrice du cSne (T); pour que l'6quation 
en s obtenue en rempla~ant r et t par leurs valeurs dans (IO)se r6duise 

une identit6, il faut donc que la surface 2: admette des g~n6ra- 
trices rectilignes parall~les aux g6n6ratrices du c6ne (T). Si la fonction 
F ( x ,  y ,  z ,  p ,  q ,  r ,  s ,  t) es~ arbitraire, il est clair que cela n'aura jamais 
lieu, quels que soient les valeurs des param~tres ~ ,  y ,  z,  p ,  q. Cela 
peut aussi arriver si les paramdtres x , y ,  z , p , q  v6rifient certaines con- 
ditions. Enfin il peut se faire que, quels que soient x ,  y ,  z , p ,  q, Ia 
surface ,Y admette des g6n6ratrices parall~les k celles du c6ne (T). Ce 
cas se subdivise lui.mdme en deux autres, suivant que ces gfin~ratrices 
forment un systfime continu ou non. Dam le premier cas, il y a deux 
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relations distinctes entre x ,  y ,  z ,  p ,  q,  d x ,  d y ,  d p ,  dq pour que la droite 
repr6sent6e par les 6quations (I I) appartienne k la surface ~, qui est 
alors une surface r6gl6e admettant le c6ne (T) pour cbne des directions 
asymptotiques. Si les g6n6ratrices rectilignes de 2 ,  parall61es aux g6n6ra- 
trices de (T), ne forment pas un syst~me continu, les param6tres x ,  y,  z, 
p ,  q ,  dx  , dy , dp , dq doivent v6rifier trois relations distinctes. 

Plagons-nous dans le cas oh r6quation (io)repr6sente,  quels que 
soient x ,  y ,  z , p ,  q une surface r6gl6e ayant le ebne (T) pour cbne des 
directions asymptotiques. Les 6cluations d'une droite parall6le k une g6- 
n6ratrice de (T) peuvent s'6erire 

I r = ms + / ~ ,  (, 5) I s = mt -}- ~; 
soient 

(x6) G ( x , y , z , p , q ; m , t a , ~ )  ----- o, G , ( x , y , z , p , q ; m , p , ~ ) = o  

les relations qui expriment que cette droite est une g~n~ratrice de la 
surface ~. Pour identifier les ~quations (I i) et (I5) , il suffit de poser 

dy dp dq. 
m = ~ d - ~ '  la = U ~ '  ~ = ~ '  

remplagons m,  ~u, ~ par ces valeurs dans les formules (I5), nous trouvons 
deux ~quations, homog~nes en dx  , dy , dp , dq , 

H ( x  , y ,  z ,  p ,  q ; dx  , dy , dp , dq) = o, 

( '7)  
H l ( x ,  y , z , p , q ; d x ,  dy , dp , dq) ---- o, 

qui expriment les conditions ndcessaires et suffisantes pour que les ~qua- 
tions (xo) et (l x) admettent une infinit~ de solutions en r ,  s ,  t formant 
un syst~me continu. Soient 

x = f , ( ~ ) ,  y = f , ( 2 ) ,  

un syst4me de solutions des 

z ----- f3()t), p ---- F , (2 ) ,  q = V2(2), 

~ = r  t = r  

6quat ions  ( to ) ,  ( , , ) ,  ( t7 ) ;  ce sys t6me de 

fonctions forme une caraet~ristique. II suffit de montrer que l'on a 

T d x  s -  S d x d y  + R d y  2 = o; 
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or, si l'on revient g la repr4sentation g~om~trique employde plus haut, 
on voit que dy 2 , - - d x d y ,  dx 2 sont proportionnels aux coefficients an- 
gulaires de la g6ndratrice (I i), tandis que R ,  S ,  T sont les coefficients 
directeurs du plan tangent g X, et la relation qu'il s'agit de v~rifier ex- 
prime simplement que la g~n~ratrice est situ4e dans le plan tangent. 

Si on a choisi pour x ,  y ,  z , p ,  q des fonctions d'une seule variable 
v~rifiant les 4quations (I 7) et la relation 

dz ----- pdx  + ~dy, 

on peut encore choisir arbitrairement une des trois d~riv~es r ,  s ,  t, de 
sorte que l'ind~termination se manifeste d~s le second ordre. Ainsi, tandis 
que, pour l'~quation g6n6rale du second ordre, deux surfaces int~grales 
tangentes le long d'une caract~ristique ont un contact du second ordre 
a u  moins le ' long de cette caract6ristique, pour la classe sp~ciale d'~qua- 
tions qui vient d'etre d~finie, deux surfaces int6grales peuvent n'avoir 
qu'un contact du premier ordre le long d'une caract~ristique. Cette 
distinction est analogue ~ celle qui a ~t~ faite pour les (!quations du 
premier ordre, mais plus essentielle, car elle se conserve par route trans- 
formation de contact. 

Pour abr~ger, nous d4signerons ces deux esp~ces de caractSristiques 
sous les noms de caract6ristiques du premier ordre ou du second ordre 
respectivement. 

8. Ceci nous conduit ~ une classification des ~quations aux d~riv~es 
partielles du second ordre, bas~e sur la distinction des deux esp~ces de 
caract~ristiques: 

I ~ les ~quations g~n6rales qui admettent deux syst~mes diff6rents de 
caract~ristiques, tous les deux du second ordre; 

2 ~ les (~quations qui, quand on y regarde x ,  y ,  z , 2 , q  comme des 
param~tres, r ,  s , t  comme les coordonn~es courantes, repr~sentent une 
surface r~gl~e, non d~veloppable, admettant le c6ne (T) pour c6ne des di- 
rections asymptotiques. Elles admettent encore deux syst~mes diff6rents 
de caract~ristlques, un du premier ordre, un du second ordre; 

3 ~ ]es ~quations qui, avec les m~mes conventions, repr~sentent une 
surface d6veloppable, dont le plan tangent reste constamment parall61e 

Aota mathemati~a. 19. Imprim~ le 5 juin 1895, 38 
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un plan tangent au cSne (T). Lea deux syst~mes de caractSristiques sont 
confondus, et ce syst~me unique est du premier ordre; 

4 ~ les ~quations lin~aires en r , s ,  t ,  r t -  s ~, 

A ( r t  ~ s g) -{- B r  + Cs + 1)t -{- E ---- o; 

les surfaces X admettent ici deux syst~mes de g~n(iratrices, en g(in~ral 
distincts, parallSles aux g4n4ratrices de (T). I1 y a done deux syst~mes 
de caract~ristiques, tous les  deux du premier ordre. 

On voit le r61e particulier que jouent les ~quations d'AMPkRE dans 
la th~orie gdn~rale. I1 parait natureI d'dtudier, apr~s celles-l~, les ~qua- 
tions de la seconde et de la troisi~me cat~gorie. 

I I .  
9. Dans ce qui va suivre, il sera question, presque exclusivement, 

des ~quations qui admettent au moins un syst&ne de caract4ristiques du 
premier ordre. Rappelons d'abord quelques d~finitions emprunt~es ~ la 
th~orie des transformations de contact de M. SOPHUS LIE. Un dl~ment 

(x, y ,  z , p ,  q) se compose d'un point (x, y ,  z) et d'un plan de coeffi- 
cients angulaires p ,  q 

z - -  z = p ( X - -  + q ( r - -  y), 

passant par ce point. Deux 616ments infiniment voisins ( x , y ,  z , p ,  q) et 
(~ -}- dx , y ~- dy , z -}- dz , p ~ dp , q -}- dq) sont unis lorsque le point du 
second ~16ment est situ6 dans le plan du premier, c'est-~-dire lorsque l'on a 

----pdx + q@. 

Une multiplicit6 M est une multiplicit6 d'616ments telle que deux 616- 
ments infiniment voisins sont toujours unis. Ces multiplicit6s peuvent 
6tre ~ une ou it deux dimensions. Une multiplicitd J]/~ se compose en 
g6n6ral d'une courbe C et des plans tangents ~ une certaine d6veloppable 
zl passant par C; nous dirons quelquefois, pour abr6ger, que la courbe 
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C sert de support h la multiplicit4 M 1. Comme cas particulier, il peut 
arriver qu'une multiplicit6 M1 se compose d'un point et de l'ensemble 
des plans tangents k un certain cbne ayant son sommet en ce point. 
Une multiplicit6 M 2 se compose, soit d'une surface et de l'ensemble de 
ses plans tangents, soit d'une courbe et de l'ensemble des plans qui passent 
par une tangente quelconque k cette courbe, soit d'un point et de l'en- 
semble des plans qui passent par ce point. I1 est clair que route multi- 
plicit6 M 2 peut 4tre consid6r6e comme un lieu de multiplicit6s M~, d6- 
pendant d'un param6tre. Mais la r6ciproque n'est pas vraie. Consid6rons 
une famille de multiplicit6s M~ d6pendant d'un param6tre 2. Lorsque 
2 varie, la courbe C qui sert de support ~ la multiplicit6 M~ engendre 
une surface S, et la multiplicit6 M~ compos6e de la surface S et de 
l'ensemble de ses plans tangents n'est pas, en g6n6ral, le lieu des multi- 
plicit6s /I/1. I1 faut en outre que la d6veloppable 3 qui constitue avec 
la courbe C la multiplicit6 variable 3/1 soit tangente ~ la surface S tout 
le long de C. D6signons par 3 les diff~rentielles x ,  y ,  z,  p ,  q prises 
par rapport au param6tre variable 2; il faudra que l'on ait aussi 

& - -  p ~ x  + r 

io. Soit 

F ( x , y , z , p ,  q , r ,  s ,  t) ---- o 

une 6quation du second ordre qui repr6sente une surface r6gl6e ~:, ayant 
ses g6n6ratrices parall61es ~ celles du cbne (T), quand on y regarde 
x ,  y ,  z , p ,  q comme des param6tres et r ,  s ,  t comme des coordonn6es 
courantes. Cette 6quation provient de l'61imination de m , / ~ , ~  entre les 
quatre 6quations 

r ~ ras nt- ia , 

s = m t  q - u ,  

G ( x ,  y ,  z ,  p ,  q;  m , # ,  ~) ----- o, 

G l ( x , y ,  z , p ,  q;  m , ~ ,  ~) = o. 

Remplagons m,  p ,  ~ par dy dp dq respectivement; nous appellerons 
d~ ' d$ ' dz 
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multiplicitd caractdristique de l'~quation (xS) toute multiplicit~ M1 dont 
les dl~ments v4rifient les relations 

dy dp dq 
(20) G x , y , z , p , q ;  d-~'d-~'h-~ = o ,  

( dy dp d_~) 
G 1 x , y , z , p , q ;  d~z'd-~z' -----o. 

D'apr~s ce qu'on a vu plus haut (n ~ 7), s'il existe une infinit6 de shr- 
faces int4grales, formant un syst6me continu, tangentes ~ une ddveloppable 
.4 le long d'une courbe C et ayant seulement un contact du premier 
ordre deux ~ deux, la courbe C et la d6veloppable .4 forment une multi- 
plicit6 caract6ristique. 

L'6quation (I 8) provient de l'6limination de m entre les deux 6quations 

(2 I) 
I G ( x , y , z , p , q ; m , r - - m s , s - - m t ) = o ,  

G l ( x , y , z ,  p ,  q; m, r - - m s ,  s - -mt)  -~- o, 

dy 
ou, ce qui revient au m~me, de ~ entre les deux ~quations 

(22) 

( ,ly G x , y , z , p , q ; - - d - ~ , r + s  ,s  + t ~ ) = o ,  

G~ x , y , z , p , q ; - - d - - ~ , r - l - s  , s - i - t  = o ;  

route surface int~grale est donc un lieu de multiplicit~s M~, car, pour 
une telle surface, z , p ,  q ,  r ,  s ,  t sont des fonctions d~termin~es de x 
et de y, et les deux ~quutions (22) admettent une solution commune 

dy 
en ~ ,  

dy zc(x, y). 
(:3) d--z = 

Par chaque point de la surface int6grale S, il passe une courbe C satis- 
faisant ~ l'6quation (:3). Quand on se ddplace sur cette courbe, y,  z, 
p,  q, r,  s, t sont des fonctions de x v6rifiant les 6quations (22) et, par 
suite, les 6quations (20). Inversement, tout6 multiplicit6 Ms, form6e d'une 
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surface e t  de ses plans tangents, qui est un lieu de multiplicit~s carac- 
t6ristiques M~, d~finit une surface int~grale. 

Pour plus de sym~trie, ~erivons les ~quations (2o) 

(24) 
I dz - ~ p d x  -{- qdy ,  

H (x , y ,  z ,  p ,  q ; dx , dy , dp , dq) = o, 

H~(x,  y , z , p ,  q ; dx , dy , dp , dq) ----- o, 

H et H 1 ~tant des fonctions homog~nes de d x ,  dy ,  dp ,  dq. Le probl~me 
de l'int6gration de l'~quation du second ordre (i8) peut alors ~tre pos~ 
ainsi: Trouver toutes les multit~licitds M2, composdes de multiplicitds carac- 
tdristiques MI,  satisfaisant aux ~quations (24). 

I I. Cette fagon d'dnoncer le probl~me permet de tenir compte de 
certaines int4grales exceptionnelles, qui ne forment pas de surfaces. Con- 
sid~rons, par exemple, l'~quation 

(2s) is d- f (x ,  y ,  z , p ,  q) ---- o; 

on a, pour un des syst~mes de caract~ristiques, 

dz=pdx + q@, dx=o ,  dp+f(x,y,z,p,q)@=o, 

6quations qui sont satisfaites en prenant 

X --~ X o, Y ---- Yo, Z ~-- Z o, P -~ Po, 

x0, Yo, z0,1~ dtant des constantes quelconques. On a donc une famille 
de multiplicit~s caract~ristiques M 1 en prenant un point arbitraire (xo,yo, zo) 
et l'ensemble des plans passant par une droite issue de ce point parall41e 
au plan des xz. Toute multiplicitd M 2 form~e d'une courbe plane situ4e 
dans un plan paratldle au plan des xz et de ses plans tangents est dvi- 
demment form~e de multiplicit~s 21/1; c'est donc une int~grale de l'~,qua- 
tion (25). De pareilles int~grales ne sont point ~, ndgliger, car il suffit 
d'une transformation de contact pour les ramener ~ des int~grales ordi- 
naires. Ainsi, dans le cas actuel, la transformation de L~GE~DRE 

X ~ - p ,  Y ~ q ,  x ~ P ,  y - ~ Q ,  Z - - p x - l - q y - - z  
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appliqu~e ~ l'~quation (~5) conduit ~ la nouvelle ~quation 

S -{- (S 2 - -  R T ) f ( P ,  Q,  P X  .-[- Q Y - - Z ,  X ,  I/) = o, 

P, Q, I t ,  S ,  T d~signant les d~riv~es partielles du premier et du second 
ordre de Z par rapport ~ X et ~ Y. Les int~grales M 2 de l'dquation 
(25) , trouv~es plus haut, v~rifient l'~quation y ~-C;  apr~s la transforma- 
tion de LEGESDRE elles se changent en des int~grales de l'~quation Q---- C. 
On v~rifie en effet que routes les int4grales de l'~quation Q - - C  appar- 
tiennent bien ~ l'~quation (26). Or l'~quation Q ~ C admet pour int~- 
grales de v~ritables surfaces. 

I2. Regardons, dans les dquations (24) x ,  y ,  z , p ,  q comme des 
param~tres et d x ,  d y ,  d p ,  dq comme lee coordonn~es homog~nes d'un 
point. Les relations H----o, H 1 -----o, repr~sentent une courbe gauche F. 
Quand on effectue Bur l'~quation proposde une transformation de contact 

= x ( x ' ,  y',  q'), 

y = y, ,  , ' , p ' ,  q'), 

z =  z(x' ,  v', ,', p', q'), 

p =  y', p', q'), 

q =  Q(x', v', z', p', q'), 

on a pour dx , dy , dp , dq des expressions lin~aires en dx' ,  dy', alp', dq', 

dx aX dx' aX d ,  ~X , ,  , a x  , , ~ x  , , = -~. J + ~y, y + ~--~z, (p ax +'q'dy') + ~ ,  ap + ~-~ etcl , 

et la courbe F', correspondante ~ la nouvelle ~quation, se d~duit de la 
courbe T par une transformation homographique. 

Lorsque la courbe F est une ligne droite, les ~.quations (24) sont 
lin~aires en d x ,  d y ,  d p ,  dg et l'~quation correspondante est lin~aire en 
r ,  s ,  t ,  rt ~ s ~. Supposons, par exemple, que des ~quations (24) on ne 
puisse d~duire aucune combinaison linSaire, ne renfermant ni dp, ni dq; 
les ~quations (24) peuvent alors ~tre r~solues par rapport k dp et dq, 
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(27) ! d_p + Adx  + Bdy ---- o, 

[ de + Odx + Ddy  = o. 
dy 

En rempla~ant dp et de par rdx + sdy, sdx + tdy et 61iminant ~ ,  on 

eat conduit k l'6quation 

o u  

(28) 

(r + + D ) -  0 + + cO = o, 

r t - -  s 2 + At + D r -  (B + C)s + A D -  BC -~ o. 

Inversement, toute 6quation lin~aire en rt - -  s 2, r ,  s ,  t peut ae mettre 
sous la forme (28), pourvu que le coefficient de r t -  s ~ ne soit pas nul. 
Cette 6quation 6tant sym6trique en t? et C, le second ayat~me de earac- 
t6ristiquea s'obtient en permutant B et C dana leg 6quations (27). Con- 
form6ment ~ la th6orie g6n6rale, cea deux syst6mea de caract6ristiques 
sont confondus si B = C, c'est-k-dire si l'6quation (28)repr6sente un c6ne 
ayant sea g6n6ratrices parall~les au eSne (T). 

Lorsque les 6quations (24) , lin6airea en dx,  dy,  dp,  dq, ne peuvent 
6tre r6solues par rapport g d p  et dq, l'6quation (28) correspondante est 
lin6aire en r,  s, t et ne contient pas r t - - s  2. Inversement, k toute 6quation 

Er + 2Fs + Gt + H---~ o 

correspondent deux syst~mes de caract6ristiques clue l'on d6duit des deux 
relations 

I Edpdy Jr Gdedx + Hdxdy ---- o, 

Edy= - -  : F d x d y  + Gdm ~ = o. 

Si les ~quations des caract6ristiques aont lin6airea en dz ,dy ,  dlo , de, elles 
restent lin6aires apr~s une transformation de contact quelconque. D'oh 
l'on conclut cette propri6t4 remarquable et bien connue, que les ~qua- 
tions du second ordre lin6airea en r ,  s , t , r t - - s =  restent lin6airea apr~s 
une transformation de contact. 

I3. Lea consid6rations qui pr6c~dent permettent de retrouver d'une 
fa~on presque intuitive un certain nombre de r~sultats connus.  Con. 
sid4rons une famille de surfaces S dgpendant de 3 param~trea a ,  b,  c, 

�9 (x, y ,  z ,  a ,  b,c) - o ;  
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si on 6tablit entre ces trois param~tres deux relations de forme arbitraire 
b----f(a), c = 9~(a), la famille de surfaces ~ u n  param6tre 

~(x ,  y ,  z ,  a,  f(a),  y(a)) = o 

admet une surface enveloppe E.  Toutes ces surfaces E v6rifient, quelles 
que soient les fonctions [(a) ,  ?(a), une m~me 6quation aux d6riv6es par- 
tielles du second ordre. En effet, la courbe de contact de la surface S 
avee son enveloppe est repr6sent6e par les deux 6quations 

(29) 

~(~, y ,  ~, a,  f (a) ,  ~(a)) = o, 

+ ~-?-(~r ~a~ + ~-=~.~'(a) = o, 
v ~ k  '-* ] 

et les valeurs de p e t  de q le long de cette courbe sont donndes par leg 
deux ~quations 

~O aa) 

(so) 
~ + ~ q = o .  

Si on regarde, dans ces relations, a, f (a) ,  i f(a) ,  f ' (a),  9~'(a) comme don- 
n~es, on a une famille de multiplicit~s 21//1 d~pendant de 5 param~tres, 
et il est clair que toute surface enveloppe E est un lieu de multiplicit~s 
M 1. II nous suffit donc de ddmontrer que toutes ces multiplicit~s M~ 
satisfont ~ deux relations de la forme (22). Soient, d'une mani~re g~n~rale, 

(3~) 

l y = fl(x; ~1, % , . . . ,  ~) ,  

- -  f,(x; ~,,  % ,  . . . ,  %), 

I p = fa(x ;a , ,  a , , . . . ,  %), 

q - -  f,(x ; ~,,  % , . . . ,  ~0) 

les 6quations d'une famille de multiplicit~s M 1 ~ 5 param~tres, al, a~, ..., %. 
Si, entre les 4 ~quations (3I) et leg quatre 6~quations 

d y -  f ; (x )dx ,  d, = f;(~)dx, @ = f , ' (x)dx,  dq = f',(x)dx, 

on ~limine les cinq param~tres r il reste trois relations entre x,  y,  ~ ,p ,  q, 
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dx , @ ,  dz , @ ,  alp. L'une de ces relations est pr6cisdment dz = p d x  "4- qcly, 

et il reste deux autres 6quations distinctes de celles-lh. 
Dana le caa actuel, on peut effectuer le calcul comme il suit. Des 

6quations (:9) et (30) on ddduit 

~ ~--~ dz = o, ~ d z  + ~ @ + ~ 

\~-~y / + qd ~zz +~-z d q = ~  

imaginons qu'on tire a ,  f ( a ) ,  ~(a) des 6quations 

~0 aO 
�9 = o, ~ -  + p ~  ----- o, ~ + q ~  = o, 

et qu'on lea porte dans lea pr6c6dentea, il reste 

dz - -  p d x  - -  q dy ----- o, 

~z 

On a deux 6quations de l a  forme 

d p =  A d x  + B d y ,  

dq = Bdx + D @ ,  

ce qui conduit (n ~ I2) k une 6quation lin6aire en rt  ~ s ~, r ,  s ,  t, pour 
laquelle les deux syat~mea de caract6riatiquea sont confondus. Lea ~qua- 
tions ainsi obtenuea sont, comme on salt, caractdriades par ce fair que 
lea 6quationa des caract6riatiquea admettent trois combinaisons int6grables. 

De m~me, si on a un complexe de eourbea 

f ( x  , y  , z , a ,  b , c) = o,  

~ ( x , y , z , a , b , c )  = o ,  
Acttt math6mttt~a. 19. Imprim6 le 5 juia 1895. 39 
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Ies surfaces obtenues en associant Ies courbes de ce complexe suivant 
une loi quelconque satisfont ~ une dquation linSaire cn r ,  s ,  t. On 
passe d'ailleurs de ce cas au pr6c6dent par une transformation de contact. 

x 4. Voici un autre exemple qui g~n~ralise l'5quation des surfaces 
minima. Soient deux familles de courbcs C et C~ d~finies commc il suit: 
les tangentes aux courbes C sont parall~les aux g~n~ratrices d'un certain 
c6ne ou, ce qui revient au mdme, ces courbes satisfont ~ une 5quation 
de la forme 

f (dx  , dy ,  dz) = o, 

ne contenant pas x , y , r  De m~me les courbes de la seconde famille 
satisfont ~ une relation de m6me forme 

@ ,  = o, 

qui peut dtre identique k la premiere. Soit Cune  courbe de la premiSre 
famille, 6' 1 une courbe de la scconde. Joignons un point que]eonque m 
de la courbe C k un point quelconque m 1 de la courbe 6'1; lc milieu 
P de la droitc mm I d~crit une surface S. Lorsquc lc point m restc fixe, 
m~ de~crivant la courbe C~, lc point P dScrit une courbc/'~ homolhdtique 

6'1; de mdme, lorsque m dScrit la courbe C, m~ restant fixe, le point 
/) d~crit une courbe 1' homoth~tique 5 C. Le long de la courbe / '  le 
plan tangent k la surface S est un cylindre ayant ses gSn~ratrices pa- 
rallSles h la tangente au point m~ k la courbe C 1. Considdrons les mul- 
tiplicit~s M 1 formdes d'une courbe / '  satisfaisant k l'~quation 

f ( d x ,  dy , dz) ----o 

et des plans tangents k un cylindre passant par F et ayant ses g~n4ra- 
trices parall61es k une tangente de la courbc C~. L'intersection de deux 
plans tangents infiniment voisins 

Z - -  : = p ( X - -  x) + q ( Y - -  y), 

( X - - x ) d p  + ( Y - - u ) d q  = o, 

a pour param~tres directeurs dq,  - -  dp,~vdq ~ qdp. Lea multiplicit~s 

M~ v~rifient donc lea 3 relations 
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dz = pdz  + q @ ,  

f (dx , @ ,  dz) ---- o, 

•(dq , - - d p  , p d q - - q d p )  = o; 
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@ + A(p ,  q)dx = o, 

@ + B(p ,  q)dq = o. 

dy. 
Remplaqons dp par r d x - b  sdy,  dq par s d x - b  t@ et 61iminons ~ ,  on 

est conduit ~ une 6quation lindaire en r , s ,  t 

(3 2) E ( p ,  q)r J- 2F(p  , q)s J- G(p , q)t = o, 

dont les coefficients ne d6pendent que de p et de q, ~ laquelle satisfont 
toutes les surfaces S. 

Inversement, pour qu'une 6quation de la forme (32)puisse ~tre intd- 
gr6e par la m6thode pr6cddente, il faut et il suffit qu'on puisse 61iminer 
p e t  q entre les deux 6quations 

dz = pdx + q@, 

Edy ~ ~ 2 F d x d y  q- Gdx ~ = o, 

qui conviennent aux caract6ristiques. 

III. 
15. Etant donn6e une 6quation du second ordre (E) ,  on appelle 

intdgrale intermddiaire toute 6quation du prgmier ordre 

(33) v ( ~ ,  y , ~ , p ,  q) = o 

dont toutes les int6grales, sauf peut-6tre quelques int6grales exception- 
nelles, appartiennent ~ l'6quation du second ordre propos6e. Consid6rons 



308 E. Goursat. 

une multiplicit6 caract6ristique M~ de l'6quation (33); il existe, comme 
~" tO, on sait, une infinit6 d mteorales de l'6quation (33) passant par la multi- 

plicit6 M~, ou, d'une faqon plus pr6cise, une infinit6 de surfaces int6- 
grales de l'6quation (33), formant des syst6mes continus, passant par la 
courbe caract6ristique C et ayant entre dies un contact du premier ordre 
seulement tout le long de C. L'dquation du second ordre L" dolt donc 
appartenir k la cat6gorie particuli&e des 6quations du second ordre dont 
il a et6 question au n ~ 7; ce qui nous montre d6j~ qu'une 6quation du 
second ordre, prise arbitrairement, n'admet pas d'int6grale interm6diaire. 

Soit donc (E)  une 6quation du second ordre, admettant des multi- 
plicit6s caract6ristiques du premier ordre. Ces multiplicit6s caract6ristiques 
doivent v6rifier un certain nomlJl, e do relations 

(34) t t ~ ( x , y , z , p , q ; d x , d y , d p , d q ) - ~ o ,  //~ = o ,  . . . 

homog6nes en dTc, dy, dp, dq. D'autre part, les multiplieit6s caract6ri- 
stiques de l'6quation (33) satisfont aux 6quations connues 

dx dy ~ dp - -  dq 
(35) a-ff=a--C=aV a V - - a V  aV; 

remplaqons dans les 6quations (34), dx, dy, dp, dq par les quantit6s pro- 
portionnelles tirdes des dquations (35), et nous sommes conduits k un 

av aV aV aV aV 
certain nombre d'6quations de condition homog6nes en 

( a V aV aV aV a~) 
(3 6 ) K l x , y , z , p , q ; a .  'a!! 'az 'ap ' = o, K~ = o, . . . .  

La recherche des int6grales interm6diaires est done ramen6e k la recherche 
des fonetions V(x, y,  z , p ,  q) qui satisfont g u n  syst6me d'6quations si- 
multan6es du premier ordre. 

I6. On arrive ais6ment au m~me r6sultat par un calcul direct. 
Soit 

(37) F(x,  y , z ,  p, q , r , s ,  t) = o  

une 6quation du second ordre, dont V----o est une int6grale interm6diaire. 
De l'6quation V =  o, on tire 
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{~V ~V ~V ~V 
G-.+ + r + - - s  = o, 

~v av  ~V a v t  ~ o; 
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si on pouvait rdsoudre les 6quations (37) et (38) par rapport k r ,  s ,  t,  
l'6quation (37) ne pourrait admettre toutes les int6grales de V =  o, car 
on aurait r ,  s ,  t et, par suite, toutes les d6riv6es d'ordre sup6rieur, ex- 
prim6es au moyen de x , y ,  z , p , q .  Les intdgrales de V =  o, qui appar- 
tiennent ~ l'6quation (37)r d6pendraient de cinq constantes arbitraires au 
plus. II faudra donc qu'en tirant r et t des 6qu'ttions (38) et portant 
ces valeurs dans l'6quation (37), le resultat soit ind6pendant de s. En 
poursuivant le raisonnement, on est conduit, il est facile de le voir, aux 
m6mes r6sultats que par la premi6re m6thode. 

Consid6rons en particulier les 6quations (37) qui admettent des int6- 
grales interinddiaires, d6pendant de deux param6tres essentiels a ,  b, 

(39) V ( x ,  y ,  z ,  p ,  q ,  a ,  b) = o; 

l'6quation (37) dolt r6sulter de l'61imination de a et b entre les trois 
relations (39) et (40) 

(40) 
I ~V aV raV aV 

~V ~V saV t~V 
a T = o .  

Si on regarde dans ces derni6res, x ,  y , z ,  p ,  q comme des constantes 
donn6es quelconques, et r ,  s , t  comme des coordonn6es courantes, clles 
reprdsentent une droite parall~le ~ une gdndratrice du e6ne (T) 

r t ~ 8  ~ ~- O. 

L'6quation (37) doit done repr6senter une surface r6gl6e (X) dont les 
g6n6ratrices sont parall61es k celles du c6ne (T), quelles que soient les 
valeurs, suppos6es constantes, de x ,  y ,  z ,  p ,  q. 

Inversement, 6tant donn6e une 6quation (E) de eette esp6ce, elle 
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admet un syst6me dc multiplicit6s caract6ristiques du premier ordre d6- 
fini par deux 6quations homog6nes en dx ,  @ ,  dp,  dq 

H ( z  , V , z , p , q ; & , @ ,  d p  , dq) = o ,  

111(x, y ,  z , p , q; dx , @ ,  dp , dq) = o; 

pour obtenir les relations auxquelles doit satisfaire une intdgrale intermddiaire 

V, il suffit d'y remptacer d x ,  dy ,  dp ,  dq par aapV , aa~lV , (a.~_~V -4- P~-za V)- , 

- -  ~ + q a2-~ respectivement. I1 r6sulte des d6veloppements d u n  ~ IO 

que eette r~gle peut ~tre remplae6e par la suivante" soient 

les conditions, homogdnes en ,~, It ,  v , p ,  pour que la droite 

a + lar + ,~s = o, 

p + tts + vt = o 

soit une gdn&atrice de la surface (T.) repr&entde par l'dquation (E). 
aV aV a V + q a V  aV 

remplace dans ces dquations ,~,p, # ,  v par ~ + P~z 'a-;jf az 'ap  

res~vectivement. 

On 
aV 

' aq 

17. Les 6quations auxquelles on est conduit sont homogdnes par 

rapport g aV av . . . .  aV av aV aV. Si l'6quation a la forme ~-~ ' a~ ' a~ + P~z ' ay + qaz 

d'AiF~arz, les 6quations qui d6terminent V sont lin~aires, et si on connalt 
deux int6grales interm6diaires V1, V2, on en d6duit une int6grale d6- 
pendant d'une fonction arbitraire ~(V1, V~) = o. De mSme, dans le cas 
g6ndral, si on connait une int6grale intermddiaire d6pendant de deux 
constantes arbitraires a ,  b, 

V ( x , y , z ,  p ,  q ,  a ,  b) ~-- o, 

BOUR a d6jg remarqu6 que l'on pouvait en d6duire une int6grale inter- 
m6diaire d6pendant d'une fonction arbitraire, par la m6thode de la va- 
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riation des constantes. C'est une simple cons6quence de ce que la fonction 
V est d6termin6e par des 6quations du premier ordre. En cffet, con- 
sid6rons les trois 6quations 

~ V  8 V  , 
V = o, b ---- F(a), a-~- + ~ - F  (a) ---- o, 

off ~(a)  d6signe une fonetion arbitraire de a; si on tire a et b des deux 
derni6res 6quations et qu'on porte ces valeurs dans la premi6re, on est 
conduit k une nouvelle 6quation 

V1 -----o~ 

qui est aussi une int6grale interm6diaire, car les d6riv6es partielles ~Vi 

~y ' ~z ~l ~ , ~q ont les m~mes expressions que ~V ~V ~V ~V ~V 
' ~x ~ ~y ' ~z ' ~p ~ 2(/ 

La fonction V 1 satisfait donc bien aux m4mes 6quations que V. 
La remarque de Bou~ peut ~tre co/npl6t6e comme il suit. Etant 

donn6e une 6quation du second ordre (E), qui admet une int6grale inter- 
m6diaire avec deux constant~s arbitraires V(x , y ,  z ,  p ,  q, a, b), proposons- 
nous de d6terminer une int6grale interm6diaire, dont une solution soit 
tangente k une courbe donn~e C le long d'une d6veloppable donn~e ,4, 

passant par cette courbe. Le long de C, x ,  y ,  z , p ,  q sont cinq fonctions 
suppos6es connues d'une variable ~, v6rifiant la relation dz = p d x  + qdy. 

La fonction arbitraire ~(a)  doit  satisfaire aux deux relations 

(4 i) 

v/x , y ,  z ,  p ,  q ,  a ,  v (a ) )  --- o, 

~V ~V 
a--~- + ~ -  v'(a) --- o, 

off on suppose x ,  y , z ,  p ,  q remplac6es par ]eurs valeurs en fonction de 
~. Si on diff6rentie la premidre des 6quations (4 I) en tenant compte de 
la seconde, il vient 

~V , aV , aVz, ~V , aV ,  x+ y+5 
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x', y', z', p', q' d6signant les d~riv~es par rapport  ~ ~. En ~liminant 2 
entre les 6quations (4~) et V = o, on est conduit k une 6quation 

r ~(a)) = o 

qui d6termine la fonction inconnue ~(a).  ~ 

~8. Appliquons ce qui prdc~de k quelques exemples. Consid6rons 
d'abord l '6quation 616mentaire 

8 ~ O ~  

et proposons-nous de d6terminer une int6grale de cette 6quation passant 
par une courbe C et ayant un plan tangent  donn6 tout le long de cette 
courbe. Soient 

= y = z - -  = q - -  

Quand on ~limine ,~ entre les deux ~quations (4I),  on est conduit ~ une ~quation 
du premier ordre pour d~terminer F(a)  

(e) R ( a  , ~ ( a )  , ~,'(a)) = o. 

II semble done que l 'on devrait  trouver une inflnit~ de fonctions ~(a)  rdpondant ~ la 
question. Pour expliqucr cette apparente contradiction, imaginons qu'on air remplac~ 
�9 , y , z , l p ,  q en fonction de ~ et soit V ( ~ , y , z , ] 9 ,  q,  a ,  b)-~ U(,~, a ,  b). Les 
~quations (4 I) deviennent 

~u ~u 
(4~') v(~, ~, ~(~)) = o, ~ + ~ ~'(~) --= o, 

et la question revient ~, d~terminer ~(a )  de telle sorle que les ~quations (4 I ' )  aient une 
solution commune en a~ quelle que soit la valeur de ~. Or, si on remplace ~ par une 
constante arbitraire $o, la fonction ~(a )  d~finie par l'~quation 

U(~o , a ,  ~ (a) )  = o 

r~pond ~ la question, car on a aussi ~U ~U ~-~-- -t" ~ ~ ' (a)  ~ o. On a ainsi l~intggrale gd- 

~ralv de l~gquation (c), mais il y a aussi une int~grale singuli~re qu'on obtient en ~li- 
minant 2 entre les deux ~quations 

~u 
U = o, -~- = o; 

e'est  cette int~grale qui donne la v~ritable solution du probl~me proposg. 
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les valeurs de x , y , z , p , q  le long de C. L'6quation s----o admet 
l'int6grale interm6diaire 

p = X(x), 

X(x) d4signant une fonetion arbitraire de x; cette fonetion es~ d6termin~e 
par l'~quation de condition 

~(~)  = x ( f ~ ( ~ ) ) .  

X 6tant ainsi d6termin6e, on a pour l'intdgrale cherchde 

= fx(~)d ,~  + n(u) 

ou, en posant x-----f~(O), 

z = f~,~(O)f;(O)dO + 11(y). 

La fonction H(y) est d6termin~e par les conditions initiales, mais, pour 
plus de sym6trie, on peut se servir de la seconde int6grale interm6diaire 

= Y(y) ,  et on trouve que l'int~grale cherch6e est repr6sent6e par le sy- 
st6me des trois dquations: 

x = f ~ ( o ) ,  

u = f ~ ( ~ ) ,  

0 T 

f ~,,(O)f~(O)dO + f ~,~(~)f;(~)d~, 
0 0 

0 et r d6signant deux variables auxiliaires. Pour 0 : r----2, les va- 
riables m, y ,  z ,  p , q  ont bien les valeurs donn6es. 

L'dquation 
~(~)----- X(f~(~)) 

ne ddtermine plus la fonction X lorsque f,(~) se rdduit s une constante 
x0; si ~,(2) ne se r6duit pas aussi ~ une eonstante, le probl6me est im- 
possible. Mais, si ~ (2 )  est constant aussi, le problSme est ind6termin6, 
conform6ment k la th6orie des caract6ristiques. 

x9. Soit, d'une manibre g6n6rale, 

s + ap + bq + cz----- o 
Acta mathematiea. 19. Im!arimO le 5 juin 1895. 40 
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une ~quation pour laquelle un des invariants h et k est nul. Si on a, 
par exemple, 

h ~a ---- ~ -t- ab - -  c ----- o, 

l'&luation peut s'&rire 

~--U ~ + a z  + \ ~ + a z  =o; 

elle admet l'int~grale interm~diaire 

(43) ~-Lz ~y + az = Y e  - f b~= , 

Y ~tant une fonction arbitraire de y. Cette fonction Y est d~termin~e, 
si on se donne une courbe. C par laquelle doit passer la surface cherch~e, 
ainsi que le plan tangent le long de cette courbe, et l'int~gration de 
l'~quation lin~aire (43) s'ach~vera par des quadratures. 

En g~n~ral, toutes les lois qu'une ~quation lin~aire 

(44) s Jr- ap q- bq -]- cz = o 

est int~grable par la m~thode de LAVLAc~,, le probl~me de d~terminer 
une surface int~grale passant par une courbe donn~e et tangente k une 
ddveloppable donnde le long de cette courbe se ram~ne d des quadratures .  

Supposons en effet qu'une surface S, satisfaisant k l'~quation (44), doive 
passer par une courbe C, le long de laquclle x , y ,  z , p ,  q sont des fone- 
tions connues d'un param&re 2. Si h n'est pas nul, quand on fait la trans- 
formation de LAI'I, ACE 

~z 
z, = ~yy + aZ, 

k la courbe C correspond une courbe C~; c o n l l n e  l'~quation propos& peut 
s'&rire 

~Z t 

on connaltra la valeur de ~z__j le long de la courbe 6'1, et on aura ensuite 
~x  

- -  au moyen de la relation ~y 

dz~ ~z, , i x  + ~'  @ .  = ~ - ~  
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On sera donc ramen6 k chercher une int6grale S~ de la nouvelle 6qua- 
tion passant par la courbe C~ et ayant un plan tangent connu le long 
de cette courbe. Si la s6rie de LArLACE se termine dans un sens, on 
n'aura donc en d6finitive que des quadratures ~ effeetuer. 

20. L'6quation 

(45) s = f(t , x ,  y ,  z , p , q) 

repr6sente, quand on regarde r ,  s ,  t comme des coordonn6es cour.mtes, 
un cylindre ayant ses g6n6ratrices parall61es k la droite r = o, s = o. 
Pour que la droite 

+ #r + us = o, 

p + #s T v t =  o 

soit une g6n6ratrice de cette surface, il faut que ron ait 

) # ~ - o ,  - +  - -  , x , y , z , p , q  = o .  

Donc toute int6grale interm6diaire V de l'6quation (45) doit satisfaire 
aux deux 6quations 

~ v  v v  
vv ~V vV oF ~-f + q ~  
- ~ - = o ,  ---; + p Tz + -~-~ f ~ V , x , y , z , p , q 

aq 

~ 0 .  

La premi6re de ces deux relations montre que V ne dolt par contenir p; 
on volt ensuite, en tenant compte de la seconde, que f ( t ,  x ,  y ,  z , p ,  q) 
dolt 6tre une fonction lin6aire de p 

f ( t  , x ,  y ,  z ,  p ,  q) = ~(~ , y ,  z ,  q ,  t) + pC(x, v, z, q, t), 

et la fonction V ( x ,  y ,  z ,  q) doit satisfaire aux deux 6quations 

oV__ vV I ~ + ~  x , y , z , q ,  

ov ore( 
~z  +~--q-q x , y , z , q ,  

~ v + q ~  
rv- /=o, 

~V ~ v ~  

~-V =o. 
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De l'6quation V ( x ,  y ,  z ,  q ) - ~  o imaginons qu'on ait tir6 q = ; ~ ( x , y , z ) ;  

la fonction 2 doit satisfaire aux deux relations 

(46) 
~z ~ ,x  ' Y ' Z ' 2 ' ~y T 2 ~z -~ o .  

Pour qu'il existe une int6grale interm6diaire d6pendant d'une fonction 
arbitraire, les deux 6quations (46) doivent former un syst6me en involu- 
tion. C'est ce qui a lieu dans les deux cas particuliers suivants: 

~ - -  o; I ~ r  ~-7- 

:~  ~ = o ,  - "  - -  o.  

Dans le premier cas, l'6quafion propos~e est de la forme 

s - -  ~ ( x ,  y ,  q ,  t) = o ;  

elle admet routes les int6grales de l'~quation du premier ordre q ~ 2(x,y), 
pourvu que ~ v6rifie la relation 

oz ~ x , y , , ~ ,  - ~ o .  

Dans le second cas, l'~quation est de la forme 

s - p C ( y ,  z ,  q ,  t) = o ;  

elle admet toutes les int~grales de l'equation du premier ordre q ~ 2(y, z), 
2 6tant d6termin6 par l'6quation 

~ r , z , ~ , ~ + ~  = o .  

1 Dans une note rdcente ( C o m p t e s  rondus~  t. II8~ p. II88)~ M. BEUDOI~ a dt6 

conduit ~ ]a m~me mdthode pour int~grer les dquations s - -  p~(y  ~ z ~ q ~ t) - -  o~ par ]a con- 

siddration des groupes inflnis de transformations. Les ~quations s - -  e ~ o ( t ,  q~ y)  -~ o, 

dtudides aussi par  M. BEUDOlq, se rambnent ~ ]a forme pr~cddente en prenant pour nouvelle 

~z 
inconnue u ~ - - .  Cette transformation s'app]ique k toutes les ~quatlons qul ne contien- 

nent ni ~o: ni r ,  et ~ celles qui ne contiennent ni z~ ni r .  
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2i, I1 convient, pour terminer ces g6n6ralit6s sur les intdgrales 
interm6diaires, de faire encore les remarques suivantes. 

Lorsqu'une 6quation du second ordre ne reprdsente pas une surface 
r6gl6e (2') ayant le c6ne (T) pour c6ne des directions asymptotiques, elle 
ne peut admettre d'intdgrale interm6diaire d6pendant de deux constantes 
arbitraires (n ~ I6). Mais elle peut admettre des int6grales interm6diaires 
d6pendant d'une constante arbitraire. Par exemple, l'6quation r 2 - - s t = o  

adm.et l'int6grale interm6diaire p - - a  = o. On les obtiendra toujours 
par l'application de la m6thode g6n6rale. 

Si une 6quation du second ordre admet une int6grale interm6diaire, 
ne d6pendant d'aucune constante arbitraire, V =  oi les 6quations homog6nes 

oV vV aV ~V ~V 
en ~z ' ay ' ~z ' ap ' vq ' auxquelles dolt satisfaire la fonction V, ne 

doivent dtre v6rifi6es qu'en tenant compte de la relation V~--o. Pour 
lever la difficult6, on peut imaginer qu'on ait tir6 de cette 6quation une 
des variables en fonction des autres, par exemple ff = 2 ( x , y ,  z , p ) .  Les 
6quations en V donnent des 6quations pour d6terminer la fonction in- 
connue 2. 

IV.  
22. Nous allons maintenant 6tudier en particulier les 6quations (E) 

du second ordre jouissant des propri6t6s suivantes: Considdrde comme une 
6quation en r ,  s ,  t, l'6quation (E) repr6sente une surface r6gl6e (2:) 
ayant ses g6n6ratrices parall61es k celles du c6ne (T); de plus, les deux 

aV ~V ~V ~V aV 
6quations homog6nes en -~-, vY , ~z ' ~p ' ~/ ' auxquelles doit satisfaire 

toute int6grale interm6diaire V, forment un syst6me en involution. 
Soient 

(47) F ( x , y ,  z , p ,  q ,  r ,  s ,  t) = o 

l'6quation consid6r6e et 

(48) 
H ( x , y , z , p , q ; d x , @ , d p , d q )  = o ,  

H~(x , y , z ,.p , q ; dx  , dy , dp , dq) = o 



318 E. Goursat. 

les 6quations d6finissant les multiplicit~s caract6ristiques 3/1. On peut 
toujours supposer, sans restreindre la g6n6ralit6, que les 6quations (48) 
peuvent ~tre r6solues par rapport k dp et dq. En effet, s'il n'en est pas 
ainsi, on peut 61iminer dp et dq entre ces deux 6quations, ct on obtient 
une relation 

G(x , y ,  z ,  p ,  q ,  dx  , @) = o, 

d'oh on tirera soit dx,  soit dy. Supposons qu'on en tire &c, par exemple; 
les 6quations (48) pourront ~tre remplacdes par deux 6quations de la 
forme suivante 

K(x ,  y ,  z ,  p ,  q ; @ ,  dq, @) = o, 

dx + _P(c , y ,  z ,  p ,  q)@ = o. 

De la premi6re 6quation on tirera soit dq, soit dy, ~ moins que cette 
6quation ne se r6duise ~ dp ~---o. S'il en est ainsi, on tirera alors dy de 
la seconde, ~ moins que P ne soit nul. Done, en laissant de cbtd l'dqua- 
tion s = o dont nous n'avons pas ~ nous oecuper, les 6quations (48) 
peuvent toujours ~tre r6solues par rapport ~ l 'un des couples de diff6- 
rentielles ci-dessous 

( @ ,  dq) ,  (alp, d~), (dq, dx) ,  (dx, @). 

On ram6ne les trois derniers cas au premier par l'une des transforma- 
tions de contact, dues ir AMr~r~n ct ~ LEGENDnE, 

x =- X ,  y = Q, p = P ,  q = - -  Y ,  

x - - - - Y ,  y =  Y ,  p = x ,  q =  Q, 

x = t ' ,  y = Q, p = x ,  q = Y ,  

z =  - Q Y +  z ,  

z = - -  P X  + Z ,  

z = P X +  Q Y - - Z .  

Los ~quations diff6rentielles des caract6ristiqucs dtant rdsolucs par rapport 
dp et dq, il en r6sulte que les dquations auxquelles dolt satisfaire 

~V ~V 
l'int6grale interm6diaire V seront rdsolues par rapport ~ - ~ - +  p ~ ,  

~V ~V 
-~--j -[- 9-~-. Elles pourront donc- s'~erire 
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(49) 

3V 3V 

3V ~V 

x , y , z , p , q ; 3 2  , ~ q  , 

= ~  x , Y , z , P , q ;  3p , 

319 

3V 3V 
f et 9~ 6tant des fonctions homog&nes et du premier degr6 de ap ' aq 

Prenons d'abord le cas off les fonctions f et 9, sont lindaires en 
oV aV 
32 ' 3!t ; les 6quations (49) ont la forme 

3V aV A 3 V  B a V  ~ + p ~ - -  ~ - -  ~ q = o ,  

(50) ~v 3v c~: D~V ~ + ~  ~-- -~=o, 

A,  B ,  C, D 6tant des fonctions de x ,  y ,  z ,  p ,  q, et l'6quation du second 
ordre correspondante est 

rt - -  s ~ + At + Dr - (B + C)s - -  BC T AD ~ o. 

En appliquant la m6thode g6n6rale, on trouve que toute int6grale com- 
mune aux deux 6quations (50) dolt v6rifier la nouvelle 6quation 

(C__B)3V {3A 30 3A 30 3C c3A ~ 3 0 _ _ D 3 A } 3 V  
Tz + ~ 3z T q ~-z - - P  ~-z + A ~ - 3p + 3q 3q ~p 

{3B ~D ~B 3o ~D c3B B3O ~BI~V + ~.~ a~ +qv~--PV~ + - ~ - - - -  -- + --1) = o ,  

qui dolt se rdduire h une identit6 si le syst&me (50) est en involution. 
On trouve en particulier la condition B ~ C, ce qui montre que les 
6quations (5o) ne forment un syst6me en involution que si les deux 
syst&mes de caract6ristiques de l'dquation du second ordre sont confondus. 

Supposons remplies les conditions pr6cddentes. Les 4quations (5o) 
ont trois int6grales communes distinctes u,  v , w ;  en tenant compte de la 
relation B = C, on v6rifie sans peine que l'on a 

[~, ~] = o, [ u ,  w] = o, [v ,  w] = o, 

le crochet [u, v] ayant le sens habituel 

--~ ~ + p ~  - -~  ~ + P ~  + ~  +q~ --~ +q . 



320 E. Goursat. 

L'6quation du second ordre admet l'int6grale interm6diaire 

w = F ( u ,  v), 

d6pendant d'une fonction arbitraire F(u ,  v) de deux variables ind6pendantes. 
Cette 6quation du premier ordre peut toujours gtre intdgr(~e, malgr~ la 
presence d'une fonction arbitraire. En effet lea trois 6quations 

w = F ( . ,  b), 

U ~ a ~  

V~-- b~ 

off a ,  b sont deux constantes arbitrairea, d6finit toujours une multiplicit6 
M2, d'apr6a les relations [u,  v] ---- [u,  w] = Iv ,  w] = o, et il eat clair 
que tous les 616ments de cette multiplicit6 v6rifient bien la relation 
w ~ - F ( u ,  v). Si donc on 61imine p et ~ entre les trois relations pr6c6- 
dentes, on obtient une int6grale compl6te 

(P(x , y ,  z ,  a ,  b, F(a , b)) ---- o 

de l'6quation w - - - - F ( u ,  v). L'int(!grale g6ndrale sera repr6sent6e par le 
syst6me des deux 6quations 

r  , y ,  z ,  a ,  ~(a)  , F ( a ,  ~(a))) ----- o, 

~a + ~ ~ taJ + ~--,la ~ + ~ ' ( a )  = o, 

oh ~(a) eat une fonction arbitraire de a. Remarquons que F(a ,  ~(a)) 
eat aussi une fonction arbitraire de a, ~/,(a); par consdquent l'int6grale 
g6n6rale de l'6quation du second ordre est donn6e par le syst6me des 
deux (~quations 

O @ , y , z , a , f f ( a ) ,  r = o, 

---~ + ~ ~ ka) .-1- ~ ~, [a) .~- o. 

Ce sont ces propridtds, bien connues, que nous allons dtendre aux dqua- 
tions les plus g6n6rales pour lesquelles le syat6me (49) eat en involution. 
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2 3. Pour plus de sym5trie dans les notations, posons dans les 4qua- 
tions (49), 

0V ~V oV 0V 0V 
0~'- : P I '  Vy - -  P 2 '  0 T  = 2)3' 0p  A'04' 0q ~ P t l ;  

elles deviennent 

I H = p~ + x~p.~ - -  f(x~, x~, x~, x~, x, ; p~, p~) = o, 

1 1tl  = p~ + x~p~ - - ~ ( x ~  , x~ , x~ , x ,  , x~ ; p~ , p~) = o.  

On salt quc toute intdgrale commune aux deux ~quations (5 I) s~tisfait 
aussi k l '~quation 

D(H. H,) 
( H ,  I t , )  = _ o ;  

i = ,  

en dSveloppant les calculs, on trouve cette 5quation 

(H,H,)= 0~ t-~ ~ +  0f +0f0~ 0f0~ 

0f 0_~_~o of or (o~ 0 f )  

Si le syst4me (5i)  est en involution, cette ~quation dolt ~tre une conse- 
quence des deux premieres, et, comme elle ne renferme ni P l ,  1]i ]9~, elle 
doit se r4duire k une identit& D'ail leurs elle est lin~aire en P3; les 
fonctions f ct ~ doivent donc satisfaire aux deux relations 

o~ _ of 
(5:) op, ~oo' 

D ( f  , ~)  D ( f  , r  o f  o~o o f  o~o _ 
(53) D(p,,  z,) -[ -F -{- X~ - - -  x 4 - -  o. 

D ( p  5 , xs) Ox, Ox 1 Ox 3 Ox s - -  

La premiere ~quation montre que f et ~ sont les d4rivdes partielles d'une 
fonction de x , ,  x 2 , x  3 , x  4 , x ~ , p 4 , p ~  par rapport  k P4 e t k p ~  respective- 
ment; et, comme f et ~ sont homog~nes et du premier degr~ en P4, P~, 
la fonction dont elles sont les d~riv~es partielles doit ~tre homog~ne et 
du second degr~ et peut  s%crire 

Ao~ot mathemal'~. 19. Imprim~ lo 5 juin 1895. 41 
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en posant u 
P~ 

On aura done 

30 2r 
== p~ ~,~ ' 

et, en portant ces valeurs de f et de f dans l '6quation (53), elle devient 

(54) 

I2u 3r - -  2 ~r ]r162 a'b 3'r 
~ ~ l ~ 3-~ ,  u - -  Ou 3x~ 

. 3 ' ( ,  

13'~, + V,,+ u3~,1~.3~ ' 2~.~., 

+ 2 3r 3r = o. 

Cherchons quelle sera la forme de l '6quation du second ordre corres- 
pondante. Les 6quations (49) sont, dans le cas considdr6 ici, 

~-  + Pb~ ~p \ ~ /  ap 

oh 

3 V  

\ ~ / 

pour remonter 

~V ~V ~V ~V 

relations 

~F 
aq .  

ap 

l '6quation du second ordre, remplagons 3--~--{-p~-,3V 3V 

par 2, p ,  It ,  v respectivement, nous trouvons lee deux 



qui expriment 
la droite 

Sur une classe d'gquations aux d4riv~es partielles. 323 

les conditions n6eessaires et sufflsantes (n ~ I6) pour que 

2 + #r + ~s = o, 

p q-,us q- ~t = o, 

oh o n  consid~re r ,  s ,  t, comme des coordonn6es courantes, soit une g6- 
n '  " ' ' eratrme de la surface reglce (~') repr6sent6e par l'5quation cherch6e. 
Les 6quat, ions de cette g6n6ratrice peuvent done s'6crire, en prenant/~ = I, 

r + ms + 2 r  mC'(m) = o, 

s + a~ + r  = o;  

cette drolte est la caract6ristique du plan mobile 

r + 2s.~ + tin'  + 2 r  = o, 

oh m d6signe le param6tre variable. La surface (E) est done une surface 
d6veloppable, et, par cons6quent, les deux syst6mes de caract6ristiques 
sont confondus, con~lme dans le cas de l'6quation lin6aire. En r6sum6, 
on obtient comme il suit toutes les 6quations du second ordre pour 
lesquelles les 6quations, qui d6terminent les int6grales interm6diaires du 
premier ordre, forment un syst6me en involution; on prend l'enveloppe du 

l~lan mobile 

r + 2sm + tm ~ + 2 r  m ) = o ,  

x , y ,  z ,  p ,  q dtant reyardSes comme des constantes, r ,  s ,  t comme des coor- 

donndes courantes, et m comme le param~tre variable. L a  fonction r dolt 

en outre satisfcdre ~ l'dquation (54), o~ on aurait remplacd x~ , x~ , xs, x~ , x~ , u 

par x ,  y ,  z ,  p ,  q ,  m resloectivement. 

2 4. N o u s  allons montrer maintenant que l'int6gration des 6quations 
de cette esp6ce se ram6ne ~, l'intdgration du syst6me en involution (49). 
Soit V ( x ,  y ,  z ,  p ,  q ,  a ,  b) une int6grale de ce syst6me avec deux con- 
stante~ arbitraires a et b. En diff6rentiant les 6quations (49)par  rapport 

a e t  k b respectivement, il vient 
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On en d6dui t  

a ' V  
3aax 

a~V 
aaay 

E. Goursat. 

a ' V  af  a ' V  af  a ' V  

- - - -  + P a~az a ~l' \gfq l 

a 'V __ ag a~'V ag a2V 
- - +  q ~ z  ~?v] ~o~1--, + ~(~v] ~,,~' 

\ap / \ac/ ) 

a 'V a 'V _ af a 'V a/" a~-V 
ab az 

\ap-/ \a~/i 

a~V a 'V _ a 9 a 'V ag~ a'V 

[ aV[ avla'v a'vi av]a"v a'V] 
v , W  -- avla~a*+Pa~"~ ~ + a T l a , , a , + , i ~ ]  

I a~an ~ + Pa-i- . . . . . .  i av I 
a"v a_v + ~ 1  aa aq ay 

a~l T af aV 

\ap / 

+ ag aV aV aV) 
aV) a 7 , ,, at,~. 

a~V of a V + ~.~ a V (aV a V) 
~('aV) as, \ ~ /  a(aV, a,/ aTt + q aT- 

en tenant  compte de la condit ion (49), on  peut  encore 6crire 

e~,~ 

aV et de aV il vicnt  a_p aq ' 

ac~ a V a,~ v V + 

\ ~ I '  / 

comme f ct r sont des fonctions homog&~es et du p remier  dcgr6 de 
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[ aV] qaleulons mainte- On verrai t  tout pareil lement que l 'on a V, ~ -  = o .  

nant aTa 'a-b- ; on a 

I o' l 

abav i aaa,~ + P aa--~a j abaq i aaa~, + qaaa~ I" 

En remplaoant a*V 
a a a x  

a*V ..  par leurs expressions, il reste + 1~ a a a z  ' " 

On obtiendra donc une int6grale complete de l ' int6grale interm6diaire 

V ( x , y , z , p , q , a , b )  = o  

en adjoignant "k eette 6quation les deux relations 

aV aV 
f4 

aa  ' ab t ' ,  

a et fl d&ignant  deux nouvelles constantes arbitraires. Ceci suppose que 
V, aV aV aa ' ab sont des fonc~ions distinctes de x , y , z , p ,  q; mais on peut 

toujours choisir une intdgrale compl6te du syst&ne (49) satisfaisant '~ cette 
condition ca.r, le syst&ne (49) 6rant en involution, on peut choisir arbi- 
t rairement la fonction de z , p ,  q ,  a ,  b ~t ]aquelle se rdduit  V pour x==x0, 

Y = Y0- 
Si on 61imine a et b entre les relations 

V ( z  , y , z ,  p , ~ , a ,  b) = o ,  b - - ; : ( a ) ,  oV aV ,, , 
�9 a~-7- + g g  7~ ( a )  ..... o ,  

oh z (a )  est une fonction quelconque de a, on obtient (n ~ I7) une nouvelle 
int6grale interm6diaire V~ = o, qui s'int6gre aussi sans aucune difficult& 



326 E. Ooursat. 

En effet, prenons pour b une fonction ~b(a, a', b'), d6pendant de deux 
nouvelles constantes a' et b', et se r~duisant h : z (a )pour  a'--~ a' 0 , b '~-b0. 
La nouvelle intdgralc compl6te d6pend de deux eonstantes arbitraires a' 
et b', et on peut lui appliquer la m~me m6thode qu'k la premi6re. L'int6- 
gration d'une 6quation du second ordre de l'esp6ce consid6r6e est donc 
ramen6e ~ l ' int6gration du syst6me en involution (49). 

25. Si on a int6gr6 le syst6me en involution (49), on peut obtenir 
sous forme finie l 'int6grale gdn6rale de l 'dquation du second ordre eorres- 
pondante. Consid6rons toujours les trois 6quations 

V = o ,  b - ~ ( a ) ,  a~--t-'~-~V oV f f ( a ) - ~ o ;  

imaginons que des deux derni6res on tire les valeurs de a et b en fone- 
tion de x , y , z , p , q  et qu'on porte ces valeurs de a et de b dans 

V, ~V ~V aa 'Vb ' on obtient ainsi trois fonctions V~, V~, V~ qui sont encore 

en involution, quelle que soit ]a fonction ~(a). D6signons par u une 
quelconque des variables x ,  y ,  z ,  p ,  q; on a 

~v, oV [or  oV )]~, oV 

~ - -  ~a~it + L ~ '  + ~ g  ~,~" 

D'autre part, de l '6quation qui donne a, on tire 

de sorte qu'en remplagant ~u par sa valeur, on a des formules de la forme 

oV, /l ~'V o'V 

~ V , _ 2 ,  ~'V . , ~'V 
~,~ ~ u  + I~ ~-~-~, 

2 , / t ,  Jl',/t' 6tant les m~mes, quel]e que soit ]a variable u. Les crochets 
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[V 1 , V2], [V~, 11"3], [V2,  V3] sont donc des combinaisons lin6aires et ho- 

mogenes des crochets V , ~  , V , ~ -  , ~a '~-b e t p a r s u i t e o n a a u s s i  

[ v , ,  v:]  = o, I v , ,  v~] = o, 

I1 suit de li~ que les trois 6quations 

vx =o, v, =~, 

[ V , ,  V~] = o. 

V 3 ~ / 3 ,  

oh a et /9 sont deux constantes arbitraires, repr6sentent une int6grale 
compl6te de l '6quation V x ----o. Cette intdgrale compl6te s'obtiendra par 
l'61imination de p e t  q entre les trois 6quations, ou cncore, d'apr6s la 
signification de V1, V2, V3, par l'61imination de p , q , a ,  b entre les cinq 
relations 

vV ~V ,, , ~V ~V 
V - -  o ,  ~,,-7 + 5 V  r, ~ a ) = o ,  b = r. ( a ) ,  ~ .  - -  a ,  vb  - -  fl" 

vV  
Si on 61imine d'abord p e t  q entre les trois dquations V----o, v-h-----a, 

~V 
~-~ = 8, il reste les trois 6quations 

l l (x  , y , z ,  a ,  b ,  a , fl) ---- o, 

a -{- 7r'(a)fl = o, 

b----~(a) ,  

entre lesquelles il restera ~ 61iminer a e t  b. Mais on peut substituer "~ 
l 'une des constantes a ,  fl, h a par exemple, la constante a d6finie par 
l 'dquation a - t - ~ ' ( a ) f l =  o, ce qui revient :a 61iminer b e t  a au lieu de 
a et b. Cette 61imination se fait d'elle-mdme, et on est conduit k l'int6- 
grale compl6te 

f l (x  , y ,  z ,  a ,  re(a), - -~Sf f (a)  , fl) = o 

avec deux constantes arbitraires a et ft. Si on remplace ensuite fl par 
une fonction arbitraire de a ,  z (a ) ,  on a l 'int6grale g6n6rale de l'6qua- 
tion du second ordre propos6e qui est reprdsentde par le systdme de deux 
6quations de la forme suivante 

O(z ,  y ,  z ,  a ,  re(a), z"(a), z(a)) = o, 

(55)  ~ o  ~ ~ ., ,  , ~ , ,  , 
�9 q- ~ rr'(a) "4- ~--~-~rc' (a) -[- ~-~-~X (a) = o, 
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~r(a) et z ( a )  6tant deux fonetion~ arbitraires. 
th6or&ne suivant. 

On peut done 6noneer le 

Lorsque le s!lst~me (49) est en iuvolution, soit V(x  , y ,  z ,  p ,  q ,  a ,  b) 

une int~grale de ee systOme a~,ee deux eonstantes arbitraires a et b, telle 

que V ,  aV aV soient des fonctions distinctes de z p ,  q; l'intdgrale gdnOrale 
aa ' ab 

de l'~quation du, second ordre est reprdsenl& par les deux relations (55), 
dont la premi&e s'obtient en dliminant p e t  q entre los trois ~;quations 

aV aV 
V --:- o, aa - -  a, ab - fl ' 

et ,'~,,pl,,~:a,,t ~ ~,~," ~.(a), ~ ~,,,. z ( " ) ,  el = p~," - -~- ' (")Z(") .  

26. L'6quation (54) est du second ordre et la fonetion ineonnue ~b 

d6pend de 6 variables. I1 paralt  diffieile d 'obtenir l ' intdgrale gdn6rale 
de eette 6quation, mais on obtient une solution 6vidente en prenant pour 

~b une fonetion ind6pendante de x ,  y ,  z , p ,  q, ddpendant du param~tre 

m seulement. L'6quation du second ordre correspondante, ne renferme 

que r ,  s ,  t et s'obtient en eherehant l 'enveloppe du plan mobile qui a 

pour 6quation 

r + : s in  + l m  ~ + 2 ( , ( , , )  = o, 

d,(m) ne contenant aucune des lettres x ,  y ,  z ,  p ,  q. N,m~ ehereherons 

une int6grale interm6diaire de 1'~ forme 

V(~ + az  + by,  p + a.  q + I,) = o. 

a e t  b 6tant des eonstantes arbitraires. Si on r&out eette 6quation par 
rapport  k p q - a ,  on on tire 

(s6) p + a + ~o(z + a:c + @ ,  r + I,) ~ o ,  

et on a 

aV aV aV 

a V - -  av ~ a V - -  au a~ a V - -  au 
ap ap az 

aV 
az aeo 



Sur  une  classe d 'dquaf ions  aux  ddrivdes par t ie l les .  3 2 9  

en posant u~z+ax+by ,  v=q+b.  Les ~quations (49) deviennent 

(57) 
J 
I 

(0 - -  .~- 2 r 

0(o . , /~w\  

posons, dans ces ~quations, veo vco ~u ~-v fl, on en tire 

r ZC'(B) - -  2r  
q } ~ - - ~  0)----- 

et en portant ees valeurs dans la relation 

d o  ~" du + V~ dv 
~ ~'-U~ ~V 

il vient 

2 r  u 

et, par suite, 

r 

On obtiendra done une int6grale interm6diaire de la forme (56) en 61i- 
minant  a et fl entre les trois relations 

(55) 

r 
z + a z + b y +  ~--  = o, 

q + b 4"(~) 
o~ 

[ p + a =  
6~ 

Imaginons que des deux derniSres on tire a et fl; en les combinant par 

division on a u r a  d'abord pour fl une fonetion de pq + + ab, puis pour a-t 

une fonction homog6ne du premier degr6 de p + a et de q + b. En 
Avta math#maraca, 19. Imprim~ le 2 jutllet 1895. 42 
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portant ces valeurs dans la premi6re, 
intermddiaire de la forme 

on t rouvera done une int6grale 

V = z q- ax =t- by "4- a ( p  q- a ,  q -4- b) -= o. 

G 6tant une fonction homog6ne et du second degr6 de p-l-  a et de q q- b; 

il eat facile de v6rifier qu'on a bien, quelle que .so i t  la fonction G, 

V , ~  = o ,  V,~- = o ,  G ' ~  = o .  

L'611mination pr6e6dente n'est possible que si la fonction r est donn6e. 

On peut cependant appliquer la mdthode gdndrale d u n  ~ 2 5 sans par- 
tieulariser cette fonction. Pour  la commodit6 des ca]culs, changeons a en 
i 
= et posons 
(z 

v = z + . x  + t~y + ~r 

a et /~ 6tant ddterminds par  les deux 6quations 

On a 

~r = ~ + 5, 

,{~r162 = p + a. 

v V  da dfl 

V da dfl. 
~T = Y + 2 = r  + ==r 

les valeurs des ddrivdes partielles &z d<~ d+~ d d ,~<,. ' ~ ' (ht ' - - a l l ,  se tirent des deux der- 

ni6res 6quations et il reste, routes r6ductions faites, 

~V ~V 
- -  r + a --  y + aft. 

Pour appliquer la m6thode g6n6rale, nous devons 61iminer a et fl entre 
les trois 6quations 

v - -  z + <,x + ~y + ~'q , (d)  = o,  

aV at" ' ~ ' - - = x + ~ = a ,  - - y q - ~  ----b, 
~a Ob 
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et remplaeer ensuite b par ~(a), b' par z(a) et a' p a r -  r:'(a)z(a ). 
Nous sommes conduits ainsi ~ l'6quation 

r y ,  z ,  a ,  ~,(a) , ,~'(a) , " t(a))  

I v-z (~) ] 
et l'int~grale g~n6rale de l'6quation du second ordre propos& est repr& 
sent6e par l'ensemble des deux 6quations 

I (P(x,Y , Z, ~(a), 7:'(a), z (a) )~  ~ 

(59) ~ + a~-FaYa~~ a~ ,,(~) + ~ a r  ,,(~) + z'(~) = o,. 

r :(a)  et z(a) 6tant des fonctions arbitraires flu param6tre a. 
J~emarque. Lea 6quations pr6cddentes paraissent au premier abord 

tr6s particuli&es, mais il convicnt de remarquer qu'on a une cat6gorie 
beaucoup plus 6tendue d'6quations s'int6grant compl6tement par notre 
in6thode en consid6rant lea 6quations du second ordre qui peuvent se 
ramener g la forme pr6c6dente par une transformation de contact. Elles 
poss6dent une int6grale interm6diaire de la forme 

z +  aX + b Y +  G(P + a,  Q + b) = o, 

G 6tant unc fonction homogSne du second degr6, et X, Y, Z, P, Q cinq 
fonetions de x ,  y ,  z, p ,  q donnant lieu g l'identit5 

dZ- -  PdX--  QdY = p(dz - -pdx  - -  qdy). 

27. Etant donn6e une fonction absolument arbitraire 

r  y ,  z,  a ,  7,(a), :r'(a), Z(a)), 

les surfaces enveloppes reprdsent6es par l'ensemble des deux 6quations (59) 

~ ( x ,  y ,  z ,  a ,  ~(a) ,  ~'(a),  Z(a)) = o, 

7a _F ar ,'r'(a) + ff'(a) -F ~ Z  ka) ~--- o, 

oll ~r(a) et z(a) sont des fonctions des arbitraires de a, ne sont pas en 
g6n6ral des surfaces int6grales d'une m6me 6quation aux d6riv6es par- 
tielles du second ordre. En effct, les valeurs de 1), g,  r ,  s ,  t d6pendent 
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de a ,  ,'r(a), i f (a) ,  g ' ( a ) ,  ff"(a) ,  z(a),  z'(a), Z"(a), et on aurait k 61iminer 
huit paramStres entre sept 6quations. Pour que l'6limination soit possible, 
la fonction r dolt satisfaire k certaines conditions, que nous nous pro- 
posons d'obtenir. Imaginons, pour eela, que l'on ait r6solu l'6quation 
q) ~-o par rapport ~ z et soit 

z = F ( x ,  y ,  a,  z (a ) ,  z ' (a) ,z(a))  

la valeur de z ainsi obtenue. Les surfaces consid4r@s sont aussi repr4- 
sent4es par l'ensemble des deux 6quations 

[ z = r ( x ,  y ,  a ,  ~ (a) ,  ='(a), z(a)), 
(60)  ) 

o = + (a)  + t a )  �9 

Quand on regarde a ,  ~r(a), ='(a),z(<t ) comme des constantes donndes, 
la premiere des 6quations (60) repr~sente une famille de surfaces S d4- 
pendant de quatre param6tres. Nous excluons le cas off toutes ces sur- 
faces S seraient des int4grales d'une ~quation aux d4riv4es partielles du 
premier ordre, car les surfaces enveloppes v4rifieraient aussi la m~me 
4quation du premier ordre. Nous pouvons aussi supposer que ]es quatre 
param~tres dont d4pendent les surfaces S sont essentiellement distincts, 
et ne peuvent se r4duire ~ trois; on salt en effet (n ~ I3 )que  les surfaces 
enveloppes d'une famille de surfaces it 3 param6tres satisfont b~ une mdme 
4quation du second ordre, lin&ire en r ,  s ,  t ,  rt ~ s 2, quelles que soient 
les relations que l'on ~tablit entre ces trois param~tres. 

Cela pos4, consid4rons les courbes C repr~sent~es par l'ensemble des 
~quations (6o), oh on regarde a, 7:(a), ~'(a) , ~"(a), z (a) ,  z'(a) comme 
des param6tres. Les surfaces 4tudi~es ici sont ~videmment engendr6es par 
des courbes de cette famille associ4es d'une certaine fagon; de plus, les va- 
leurs de 2 et de q, le long de chacune de ces courbes, ont pour expressions 

~F ~F 
(6I) P ~--Ox' q ~yy' 

et ne d~pendent non plus que de a,  re(a), r:'(a), g ' (a) ,  z (a ) ,  z'(a). 
Nous d6finissons ainsi un syst~me de multiplicit~s 1}I1, et toutes les sur- 
faces enveloppes des surfaces S sont des lieux de multiplieit& i'ff,. 
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D'ailleurs, par chacune de ces multiplicit6s, il passe une infinit6 de sur- 
faces enveloppes, formant un syst6me continu, et n 'ayant  entre elles qu 'un 
contact du premier ordre. On peut, en effet, prendre pour ~(a) et z (a )  

des fonctions relies que, pour a = ao, 7:(a0) , if(a0) , ff'(ao) , z (ao) ,  z'(ao) 
aient des valeurs donn6es k ravance  et, comme les valeurs des d6riv6es 
suivantes ff"(ao) , Z " ( a o ) , . . .  restent absolument arbitraires, les surfaces 
correspondantes auront seulement un contact du premier ordre le long 
de la multiplicit6 Mt correspondante aux valeurs donn6es ao, ;r(ao), ,r:'(a0), 
, 'r"(ao),Z(ao), z'(ao). Si on se reporte au n ~ IO, on peut conclure de 
lk que le problSme propos6 est 6quivalent ~ celui-ci: Quelles sont les con- 
ditions pour que les multiplicitds M~, ddfinies -par les relations (60) et (61) 
vdrifient deux relations distinctes de la forme 

H(x  , y , z , l) , q ; dx , dy / f lp  , d(t) = o, H~ (x , y , z , -p , q ; dx , dy , dp , dq) = o. 

28. Ecrivons toutes les relations entre x , y , z , - p , q , d x , d y , d - p , d q  

z - -  t : (x ,  y ,  a ,  Z(a)), 

OF 

~F 

o'F d~ d-p ~ ~x ~ 

V'P dx + v~F dy, dq --  vz oy o 7  

~F 0F , ' r ' ( a )+  OF 7r"(a)+ ~F 

( OF , d(OF~ + ~F ' + d(  ~F "~ff'(a) + d ( o ~ )  Z (a) 

O~ 

O~ 

en posant, d'une mani6re g6n6rale,  

0U aU 
d U =  ~-~ dX + ~y dy. 

L'dlimination de a,  7r(a), 7r'(a), 7r"(a), z ( a ) ,  z ' (a)  entre ces sept &lua - 
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tions dolt conduire k deux relations distinctes. Les cinq premib, res ne 
renferment clue a, ~(a) ,  r ' (a ) ,  z (a) ;  l'51imination de ces cluatre paramStres 
entre ces cincl 6quations ne peut conduire it deux relations distinctes. 
D'abord, on peut toujours r6soudre les trois premi6res par rapport k trois 
des quantit6s a ,  r:,(a), i f (a) ,  z(a);  s'il en 6tait autrement, on pourrait 
61iminer a ,  ~ (a ) ,  ,-r'(a), z (a )  entre ces trois 6quations, et toutcs les sur- 
faces S seraient des int6grales d'une 6quation aux ddriv~es partielles du 
premier ordre, c a s que  nous avons 6cart& Supposons, par exemple, qu'on 
ait tir6 des trois premi6res 6quations a ,  =(a) ,  ='(a) en fonction de x,  y, 
z,  p ,  q , z ( a ) ;  en portant ces valeurs dans les deux suivantes, on ne 
pourra obtenir deux relations distinctes entre x ,  y ,  z, p ,  q, d:v , dy , dp , dq 

clue si wc ~ ,0.cry , ~y ~ deviennent, aprSs cette substitution, ind6pendantes 

de Z(a). La fonction F devrait donc satisfaire k trois 5cluations de la 
forme 

r = ~ ; ( x , y ,  z , p ,  q), 

s = 9%(x, y ,  z ,  p ,  q), 

t = ~ ( x ,  y ,  z , p ,  q); 

l'intdgrale g6ndrale d'un pareil syst6me d6pend de trois constantes arbitraires, 
au plus. Les surfaces S n e  d6pendraient done, en r6alit6, que de trois con- 
stantes essentiellement distinctes; c'est encore un cas clue nous avons 6cart6. 

Les quantit6s ff ' (a) ,  z'(a) ne figurent que dans les deux derni6res 
6cluations (62). I1 faudra donc que l'on puisse d6duire de ces deux der- 
ni6res 6quations une relation ind6pendante de z"(a) ,  z'(a). La question 
revient k cdle-ci. Soit 

U ---- ~F ~F ~ + ~U4 ~''(a ), 

9F Oh' 
V - -  ~=,(~--), W - -  aZ( . ) ;  

si on consid6re a ,  =(a) ,  i f (a ) ,  z'(a) comme des constantes donn6es, ff'(a) 
et z '(a)  comme des param6tres variables A et B, l'6cluation 

U +  A V +  B W =  o 

repr6sente une famille de courbes planes d6pendant de deux param6tres 
A e t  B. Pour qu'on puisse d6duire des deux relations 
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U.4- A V  "4- B W  = o, 

d U n  t- A d V  n t- BdW----- o, 

nne relation ind@endante de A et de B, il faut et il suffit que routes 
ees eourbes v6rifient, quelles que soient les eonstantes A et B ,  une mgme 
6quation diff6rentielle du premier ordre. S'il en est ainsi, los eourbes 

V 
- - -  const. U - -  

obtenues en supposant B-----o, et les eourbes 

W 
/i - -  eonst., 

obtenues e~ prenant A = o, reprdsentent l'int6grale gdndrale de la mdme 
Equation; il faut et il suffit pour cela que l'on ait 

Lorsque cette condition est vdrifide, routes les courbes 

U -b A V  "4- B W  --~ o 

satisfont bien ~ l'6quation diffdrentielle du premier ordre 

d ( ~ )  ---- o. 

En revenant ~ la question proposde, on voit que la fonction F dolt 
satisfaire it une relation de la forme 

I (63) ~ + ~ r , ' ( a )  ~,~-~a) ' a 
= r ; , 

oh la fonetion f ne d@end ni de x, ni de y. Cette condition est d'ailleurs suffi- 
sante. I)'une mani@e plus g6neirale, prenons pour ' O~x, y,  ~, a, r,(a), r,'(a), Z(a)) 
une fonction satisfaisant b~ une relation de la forme (63); de la seconde 
des relations (55) qui d6finissent les multiplicit6s 3/1, on tirera 

~-g + ~ ~'(~) = K, 
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K d~pendant de a ,  = ( a ) ,  ,,-r'(a), r " (a ) ,  ~ ( a ) , z ' ( a )  et &ant ind~pendant 
de x , y ,  z ,  de sorte que les multiplicit~s ~I~ nc d~pendront en r5alitd 
que de cinq param&res, a ,  7:(a) ,  ~ ' ( a ) , z ( a ) ,  K .  Done, d'apr~s ee qu'on 
a d&nontr~ plus haut (n ~ x3) toutes les surfaces repr&ent&s par l'en- 
semble des 5quations (55) satisfont bien k une mdme ~quation aux d5ri- 
vdes partielles du second ordre. 

Comme vdrification, reprenons rexemple du n ~ 26, oh on a 

Y --z(a) I r --- z + ax .a t- y,'r(a) -{- {x -]- 7:,'(a)~,(a)}'r z + l r ' (a)z(a ) ; 

on trouve pour les caractdristiques une ~quation de la forme 

et, par suite 
~ - - Z ( ~ )  = K{:  + ~ ( . ) z ( . ) l ,  

r = ~ + ~ .  + y~(~) + {~ + ~.'(~)Z(.)}~r 

t ~ ~ Les earacterl.tlques sont done des paraboles ayant leur axe.parallfile 
l'axe des z; elles ddpendent bien de cinq param&res seulement. 

29. Afin d'avoir des notations plus sym&riques, nous poserons 

a -~ 2, ,  ~r(a) = 22, ~ ( a )  = 23, Z ( a )  = 24, 

aa = Pl, a z (a )  = p~' ~r'(a) - -  P3, aZ(a ) - -  P,;  

il suffira de prendre pour ~ une fonetion de 21,2~, 23,24, contenant en 
outre 3 param&res x , y , z ,  et satisfaisant h une fiquation de la forme 

(64) HI p'+$'p'P, ' r ,  T~;21'  2 2 ' 2 3 ' 2 4 1 = ~  

Imaginons qu'on ait %solu l'~quation (~ = o par rapport k 2~, 

$. = v(2, ,  22,2,); 

l'dquation (54) est remplacde par la suivante 

(65) u ~ + ~ a ;  ' ~~ ' ~ ' '  ~ '  ~ '  -- o. 
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D'apr~s ce qui pr6cSde, il suffira de connaltre une int~grale complete, 
avec trois constantes arbitraires x ~ y ,  z, d'une dquation de la forme (65) 
pour en dgduire une fonction ~ satisfaisant b0 la condition trouv4e et, 
par suite, une ~quation aux d~riv~es partielles du second ordre dont 
l'int~grale g~ndrale est repr4sent~e par un syst~me de deux 4quations de 
la forme (59). 

Etant donn~e une dquation du premier ordre de la forme (65) , il 
lui correspond une infinit~ d'int~grales completes et, par consequent, une 
infinitd d'~quations du second ordre s'int~grant de la fagon pr~c~dente. 
Mais toutes ces 6quations du second ordre peuvent se d~duire de l'une 
d'elles par des transformations de contact. Soit, en effet, 

(66) r  $1, $,, $3 ; x , y , z )  = o 

une premiere int~grale complete de l'~quation (55); pour avoir une nou- 
velle int6grale complete, il suffit d'~tablir une, deux ou trois relations 
entre x ,  y ,  z et trois nouveaux param~tres X ,  Y,  Z, puis d'appliquer 
la m~thode de la variation des constantes. Supposons, par exemple, qu'on 
6tablisse une seule relation entre x ,  y ,  z, X ,  /z, Z 

(67) r X ,  Y,  Z) = o; 

pour appliquer la m~thode de la variation des constantes, il faut ~liminer 
x ,  y , z  entre les ~quations (56), (67) et (68) 

(68) 
~ Oy ~z 

02 Oy az 

Or, si nous regardons maintenant V, $1,$2,$a comme constants et (~, y ,  z), 
(X,  Y,  Z) comme les coordonn~es de deux points variables, le calcul pr4- 
c~dent revient k chercher l'enveloppe de la surface X, repr~sent~e par 
l'~quation (67), oh X, Y, Z sont les coordonn6es courantes, lorsque le point 
de coordonn~es (x ,  y ,  z) d~crit la surface S repr~sent~e par l'6quation 
(66). Cette surface enveloppe se d~duit donc de la surface S au moyen 
de la transformation de contact qui a pour ~quation directrice l'dquation 
(57). La conclusion est encore la mdme, s'il y avait deux ou trois rela- 

Acta mathematica. 19. Imprim~ le 5 juiUet 1895. 43 
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tions entre x ,  y ,  z ,  X ,  Y ,  Z; dans le dernier cas, la transformation se 
rdduirait ~ une transformation ponctuelle. 

On volt donc que les ~quations du second ordre qui correspondent 
deux int~grales completes diffe~rentes d'une ~quation de la forme (65) 

peuvent se d~duire l'une de l'autre par une transformation de contact. 
Si l'on convient de dire que routes les 5quations du second ordre qui 
peuvent se d~duire d'une 5quation par une transformation de contact 
forment une classe, on volt qu'~ route ~quation de la forme (55) corres- 
pond unc classe d'dquations aux d~riv~es partiellcs du second ordre 
deux variables ind~pendantes, dont l'int~grale g~n~rale peut ~tre reprd- 
sent~e par un syst~me de formules de la forme (55). 

30. Proposons-nous maintenant d'examiner si dcux ~quations di- 
stinctes de la forme (65) peuvent correspondre k une m8mc classe d'dqua- 
tions du second ordre. Etant donn~e une famille de surfaces S ~ quatre 
paramStres 

r y ,  z ,  a ,  b ,  c ,  d) = o, 

on peut ~videmment, d'une infinit6 de mani+res, rcmplacer ces quatre pa- 
ram~tres a ,  b ,  c ,  d par quatre nouveaux param+tres a , f i ,T  , d e n  posant 

. =  fl( ,fl, r ,  

b = f l ,  r ,  

c = f~(a, f l ,  r ,  o'), 

d =  f , ( a ,  fl , r ,  3), 

et la famille de surfaces S est aussi repr~sent~e par l'~quation 

 1(x, y ,  z ,   ,fl, r ,  - -  o. 

Supposons malntenant qu'on pose b---~ 7:(a), c---7r'(a.), d-~- x ( a ) ,  ~:(a) et 
z(a) ~tant des fonctions quelconques de a; fl, i ~, 3 devicnnent des fonc- 
tions de a, et, si les formules de transformation sont telles que l'on ait 

d f  - -  cda = p(dfl  - -  rd~), 

on aura aussi 
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La fonction ~), dolt satisfaire k une 6quation de la forme (64)en mdme 
temps que la fonction #, et il est clair qu'k ces deux 6quations de la 
forme (65) correspond la mdme classe d'6quations du second ordre. Par 
cons6quent, toutes les dquations du premier ordre qui peuvent se d6duire 
de l'6quation (65) par une transformation 

~, = f , (~ ' , ,  ~;, ~;, v ' ) ,  

(69) ~2 = ~ (~; ,  ~ ,  ~ ,  v') ,  

v - -  5($;, $;, g,  v'), 
telle que ron ait 

(70) d~, - -  $~dG2 = p (d$'~ - -  ~; dg) ,  

correspondent ~ une mdme elasse d'6quations du second ordre. 
Remarquons que toutes les transformations de cette esp~ee ehangent 

bien l'6quation (65) en une 6quation de mdme forme, car les caract6- 
ristiques satisfont k la relation 

et inversement toutes les 6quations du premier ordre, dont les caract6- 
ristiques v6rifient cette relation, sont de la forme (65). 

On trouve ais6ment routes ces transformations, de la mdme fagon 
qu'on d6termine les transformations de contact. Les valeurs de ~:~, ~:~, $~ 
ne doivent pas d6pendre de V '  et les formules (69) prennent la forme 
suivante 

$, - -  f1($;, $;, $'~), $2 = f2($i, ~;, $;), $~ = f~(r $;, $;), 

v =  f,($',, $~, $;, v'); 

la fonction f~ 6tant arbitraire et les fonctions f l ,  f2, f~ satisfaisant 
l'identit6 (70). 

31. Supposons, par exemple, que l'6quation (65) soit lin6aire 

aV a V  A a V  ~ + ~ , ~ +  ~ + ~ = o ,  
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A e t  B 6rant des fonctions quelconques de ~ ,  ~2, ~3, V. Toute int6- 
grale compl6te est de la forme 

v =  ~(x, y ,  z, v , ,  v2, v~), 

V1, V2, V 3 d6signant trois int6grales particuli~res distinctes. On voit que 
les surfaces S repr6sent~es par l'~quation V~--o, oh l'on regarde x ,  y ,  z 

comme des coordonn6es courantes, ne d~pendent que de trois param6tres. 
C'est le cas particulier que nous avons laiss6 de c6t~. 

Consid6rons encore l'6quation 

p, - -  ~'(p, + ~ p , )  = o 

qui admet l'int~grale compl6te 

b + c; 

la fonction ~ correspondante peut s'dcrire 

q~ = z -b ax  -t- r t ( a ) y  -{- ~,(z + yr/(a)) -t- z ( a ) .  
Y 

Les caract6ristiques des surfaces S sont des hyperboles ayant une asymp- 
tote parall61e & l'axe des z et situ6e dans le plan des xz .  

Paris, d6cembre i894. 


