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SUR UNE GENERALISATION DE LA FORMULE

sin sin 2 sin 3
g__sme 2¢+ $__ .

2 1 3

PAR

CARL STORMER

a CHRISTIANIA.

1. La formule bien connue

¢ sing sin2p | sin3p .
(1) > = 7 5=+ 3 Uol<m

est susceptible d'une généralisation assez curieuse, que j’ai publiée dans

un petit travail paru en norvegien en 1892 (Summation af nogle trigono-

metriske rekker, Christiania Videnskabs-Selskabs Forhandlinger).
Voici le théoréme dont il s'agit:

Si @, @00y ccvy@uy @, 8, ...,0, sont assujettis a l'inégalité

l¢1|+ |¢2|+ oo b |5"n| + |°‘1' +|°‘2|+"'+la1n|<7r’

ve. sin sin sin
(2) LA RALS 2 g d A N i AL a, cosa, ...cO8a,
2 I I I 2

sin 2¢, sin2¢,  s8in2¢

n
5 > COS 2a, COS 24, . . . COS 24,

+ sin 3¢, sin 3¢, . sin 3¢,

3 3 oS 3@, COS 34, . . . COS 34,

..........................

Acts mathemation. 19. Imprimé le 5 juillet 1895.
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La démonstration est facile et peut se faire de plusieurs maniéres.
La plus simple est peut-étre celle qui suit.

Supposons la formule vraie pour # quantités ¢ et m quantités a.
Alors, si Ton a

|¢1‘ + I%l + + |¢n| + la1| + lan! + + [a'nl + ian&l‘ <,

on aura a la fois

o+ dnp| F oo+ - el F o+ <7
et
]¢1_am+li + I’oﬂ‘ + e + ispnl + Iall + e +|ami <.
Par conséquent:
(1 + Any)@s- - ¢n

2
= z (— 1! sin (g, + any,) sin 4g, L2 *n cos Mg, . .. COS Ady,
- 2 ! 2
(501 — Ang1)Py -« - Pn
2
= z (— 22 1(’0‘1— @t 1) Sm)x% .. Sm))‘% COS 2%, . . . COS Ax,,.

En faisant la demi-somme de ces deux formules, on obtient immédiate-
ment

(3) %—‘0’.‘ — E (— 1)+ sm;% sm;"p’ cee sm;% co8 Aa, ... CoS Aa,, COS Adyyq s
1

ce qui est notre formule pour les indices #n et m + 1.
De l'autre cété, en multipliant la formule (3) par da,,, ct en inté-
grant de zéro & ¢,,,, ce qui est permis si l'on a
[+ el + o+ el + lpan] F o+ -+ an| <7,
on obtient

o, CnPt1 141 810 lga 8in Ag, sin Agny1
(4) __142_“* Z( 1)+ Lo ; .

cosAa, .. .coSAx,.

Cest la formule (2) pour les indices % 4 1 et m.
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Notre formule (2) découle de cette maniére immédiatement de la
formule (1).
En faisant dans (2)

501=§07=...=§0,,=¢, al=a2=...=am=a,

nous aurons la formule curieuse que voici

9 Fm (57 o (s () s

qui est vraie pour
n|e| 4+ mla| <z

Des formules démontrées, on peut tirer une foule d’autres, plus ou
moins intéressantes. Nous citerons quelques-unes des plus simples.
o T . .
En faisant dans (5) n=1, ¢ =;~2, il vient:

T cos™ a cos™ 3a cos™ 5a
4 I 3 5

et cette formule est vraie pour

C'est une généralisation de la formule bien connue

T __CO8a cos 3a cos 5a__
4 1 3 T h
Faisant en (2)
7
O, =Py = ... =@, = @, §9n+1=‘é, a =a, = ...= g, = 0,

nous aurons l'égalité curieuse
T oa_ sin ¢ "__i(sin 3¢>" E(siu 5¢>"_
27 ( 1 ) U3) Tl e

qui est vraie pour
T

lel <5
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Des résultats intéressants s'obtiennent aussi par dérivation des for-
mules par rapport aux quantités ¢ et a.
Il y a lieu de remarquer que la formule (2) sous la forme

]

_ Z (— 1) sindp, sin dp,  sin Ag,
~ 4 e e, T g

cos Aa, ... cosAa, 8in AT

NI

’ ’ . @z P . .
représente un développement de la fonction  en série de Fourier, on les

coefficients ont une infinité de valewrs différentes. Ce résultat est en accord
avec une remarque de M. Jorvan (Cours d'amalyse, II, 2™ édit. p. 242):
en effet, la fonction étant donnée seulement dans l'intervalle

o] <z —]p | — . —lenl — o] — .. — o]

et cet intervalle étant moindre que celui de — = & + =, les coefficients ne
sont pas uniques.

2. Il est évident que les considérations qui précédent suffisent
pour déterminer la valeur de la série au second membre de (2) pour
toutes les valeurs réelles de ¢, ...¢,, @, ...a,.

Nous nous bornerons a considérer, a titre d'exemples, les cas les
plus simples.

Désignons par F(g,, ¢,) la fonction représentée par la série

sin ¢, sin ¢,  8in 2¢, sin 2¢, + sin 3¢, sin 3¢,
I I 2 2 3 3

Cest une fonction continue de ¢,, ¢,, qui satisfait aux équations

suivantes
Fle,, 0,)=  Flg, ¢,),
Flp, + 27, ¢,)= Flp,, ¢,),
F(— ¢, 0.) =—Flp,, ¢,),

Flx—g¢,,m—¢,)= Flo, ¢,).
Il suit de ces équations, qu’il suffit de pouvoir calculer la valeur
de la fonction pour des arguments satisfaisant aux conditions

o<¢ <, o< ¢, =,

oty S
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Pour ¢, + ¢, <7, on a, comme nous avons vu:
? I[r 1 I
5ZF@H¢D=EE@1+¢»+5@ﬁ—%ﬂ=§%
donc, parce que F(g,,0) =0
1
(2) Fle,, ¢,) = 0105

On voit aisément que cette formule subsiste encore pour ¢, + ¢, = 7.
Si I'on a, au contraire:

o<e¢ =7, o<¢g, 7
mais

o+ 27
on aura, par suite de la relation
Fl,, ¢,) = Flm—¢,, 7 — ¢,),
T—¢, + 7—¢, étant < 7,

(b) Flp,, 9,) =2 (x— 9,)(m — ¢,).

Comme on le voit, les formules (a) et (b) s'accordent pour le cas
limite ¢, 4 ¢, = 7.
Fajsant ¢, = ¢,, on trouve que la série

<sil: ¢> P (81_1122_;0) 2+ (§i_n§3_tp> g -

est égale a

mais égale a

Passons maintenant a

n ¢, 8in @, 8in @, 8in 2, 8in 2¢, Sin 2¢, +

8i
F(% » Par 503) = i 1 I 2 2 2

Acta mathemation. 19. Imprimé le.9 juillet 1895. 44
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Cette fonction est continue pour toutes les valeurs réelles de ¢, , ¢, , ¢,,

de méme que ses dérivées du premier ordre. Elle satisfait aux équations
suivantes

F(?w%?%)=F($&17¢3’%)=F(%’5’;’¢3)’

F(¢1+27r7¢2’¢3)= F(¢1,¢2,¢3),
F—e,, ¢, 0,) =—F(g,, ¢,,¢2)
]'17(77—551’7[—?2‘553): F(¢1’¢2’¢3)'

Par conséquent, il suffit de savoir la calculer pour des arguments satis-
faisant aux conditions suivantes

@1 2 Ps 2 Ca
o<¢ <m oL¢=<m o0=Zg¢<nm,

¢1 +¢2§7‘F'
Or on a

I
s Fle ens ) = [Fle +¢0r 0 + Fle, — 05 0)]

1
=2%%
si 5032’7—?01_—552’
. Tt I
mals = [; F—¢ —e)F—g) + 56— %)%]

I

I
= 7F— = — ) T o0

SLgg 27— ¢ — ¢y
Intégrant, et remarquant que F(g,, ¢,, O) = 0, on trouve

a I .
l'(¢l’¢2’¢3):5¢1¢?¢3’ s ?357;77_?1'—592

. I 1
mals == - &,¢q ¢, ""gr(?l + ¢, + ¢ — )%

81 ¢, iﬂ._?l — ¢
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Dans le cas ol ¢, + ¢, > 7, on trouve

I .
F(§01,§02,¢3)=—2-(n'——§01)(7r—§02)¢3, 51 ¢3i¢1+¢2“ﬂ"

. 1 1
mais = — (7 — ¢, (7 — ¢;) ¢, — g‘ﬂ'(?'c' — o, — ¢, + 0,)%

Sig, > ¢, + gy — .
La derniére formule peut étre transformée en

Floy, 025 05) = 50008, — 57(0, + ¢, + 9, — )’
et est démontrée, nous le répétons, pour
0120 2 Py
°os¢g=mm  OZpSm  OSp S,
¢, 2 |ey + ¢, — 7.

Si nous faisons dans ces formules

L. $r= ¢y = ¢ = ¢
on trouve que la série

sin ¢\ ® sin 2¢ 3+ sin 3¢\ °
1/ 2 3
représente une fonction impaire, continue avec sa premiére dérivée pour
toutes les valeurs réelles de ¢, et qui est égale a

I .
A

Wiy

et a

I I 1 . T
39— —m)  =gUg—nlp—n), si (Ze=<=

3. Comme on le voit, les résultats obtenus au moyen de ce mode de
calcul, ne sont pas bien faciles & résumer sous une forme concise. Aussi,

si on voulait déterminer, dans le cas général, la somme de la série

z (— 1)+ sin /19’1 sindp,  sindga o Ao, cos Aa, . .. CO8Aa,,
1

T 7
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il semble préférable de se servir d’un procédé que jai indiqué dans
mon travail déja cité, et qui est basé sur la transformation du produit
sing, sing, ...sing, cosa, Cosa,...cosa, en une somme algébrique de
sinus et cosinus des arguments de la forme

e, e, >+ o, +a, + ...+ a,]
De cette maniére, tout est réduit a4 la sommation des séries

__sing sin2p | sin3p
Sﬂ( ) T oqme+lT g+l + 3241 T

. cos cos2¢ | CO83¢p

128 32}’ cey

sommation qui est tres facile.
On trouve, en effet, en définissant le symbole [¢] par les conditions

[¢]=¢, mod 27,
—a<[p]<=

que les sommes de ces séries seront

(_ I)pSP(¢)
IR -
—£|ﬁ) +—'[_—_a17f |_2—p——~—l—+a?“ ‘—2—})—:_—3--——-}—(— 1) apn-?}’l__?,

a8
C,(p) = 2210,

Les coefficients @, peuvent étre déterminés par la condition que
S, doit s’annuler pour [¢] = 7, ce qui donne:

1 I 1 I

— —— e a—— e — — 4 ==
e allzl’—_i+ co. +(—1)a, =o0.

a’lZP——s

D’ailleurs on trouve, en faisant [¢] = o dans C,,

I 1 221 g

S PO S B,

22p 32 I_Z_E

B, étant les nombres de BernouLLI
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Si l'on prend comme exemple la série

sin p\*  /sin2p\" , (sin 3¢ "
(I) (2)+<3) B
le résultat est trés facile a écrire.
Puisqu’on peut écrire

sin?tly = AP sing + APsin3e 4 ... + AP sin(2p 4+ 1)p,
sin” ¢ = B{®» 4 B{P cos 2¢ -+ B{" cos4¢ + ... + B cos 2pgp,

AP ... AP, B{P...B{" étant des constantes rationnelles faciles & dé-
terminer, on a en effet les formules

sin ¢\ __ (sin 20\ | /sin 3p\¥
(= () (25
= BYG,(0) + B Cy(2¢) + ... + BPC,(2pp),

sin g\ 2+1 sin 2¢\ %7 +1 sin 3¢\ 2+!
I > S\ ) +( 3 ) -

= AP8,(¢) + 478, (30) + ... + AP, (2 + 1)p)

qui mettent en évidence les discontinuités que présentent, la dérivée
d’ordre 2p — 1 de

(sin P\**  (sin 2;0)21’ sin 3;0) 2r
=) —(5) T+ (55) -

pour
- = i i

ifl’: 2p ’2}7—2’ )
§f 3T 3T
2p )2}7_2’ }) 'Z)
57 57 (mod 27)
2p >2p—2 ’

(zp— )=
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et la dérivée d’ordre 2p de

sin @\ *+! 8in 2¢)\ P +1 8in 3¢\ +!
< I ) _< 2 > T —

pour ¢ =7, et pour

_ n i
i¢:2p+l ’2p-l’ 737
37 37 ;’ir
2p + 1 ’2p-l’ ’ 57
- 87 57 (mod 27)
2p+1 T2p—2’° g’
(2p—1)m
2p 4+ 1

Février 1895.




