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SUR UNE G]~NI~RALISATION DE LA FORMULE 

= s i n f  sin2~ "1- s in3 f  
2 i z 3 

P A R  

C A R L  S T O R M E R  
C H R I S T I A N I A .  

I. La fo rmule  bien connue 

( i )  f2--  I ~  s i n f  sinef2 - t -~-s in  3q~ . . .  (t~l<,o 

est susceptible d 'une g6n6ralisation assez curieuse,  que j 'a i  publi6e dans 

un pet i t  t ravai l  pa ru  en norvegien  en I892 (Summation af nogle, trigono- 
metriske ra~kker, C h r i s t i a n i a  V i d e n s k a b s - S e l s k a b s  F o r h a n d l i n g e r ) .  

Voici le th6or6me dont  il  s 'agi t :  

Si f i ,  f ~ ,  �9 �9 � 9  ~-, a l ,  % ,  �9 �9 �9 , an sont assujett is  ~ l ' in6galit6 

1~11 + I~1 + �9 + I~.1 + I~11 + I%1 + .  + l ~ l  < ~, 
o n  a 

\//2x fBv' " " " f"  sin f~ sin ~______~ . sin f______~ cOS ~-1 cos ~,-~ 
COS a m  �9 �9 ~ , �9 

2 I I I 

sin e l ,  sin 2f~ sin 2 ~ , .  
2 2 " " " 2 COS 2 ~  1 COS 2 ( ~  . . . COS 2~tn 

s i n  3~  s i n  2 ~  s i n  
_[_ o ~ . . .  cos 3a 1 cos 3a~ �9 �9 . cos 3a,~ 

3 3 3 

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 . ~ �9 �9 �9 �9 ~ �9 ~ �9 
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342 Carl Stllrmer. 

La d6monstration est facile et peut se faire de plusieurs mani6res. 
La plus simple est peut-~tre celle qui suit. 

Supposons la formule vraie pour n quantit6s 9 et m quantit6s a. 
Alors, si 1'on a 

1911 + 19=1 + . .  + 19.1 + I~,1 + I~,1 + . .  + 1~.{ + 1~.+,I < ~ ,  

on aura g la fois 

191 Jr =.+,1 + 19=1 + . . .  + 19=t + t=11 + . . .  Jr I=.1 < 
e t  

191-- =.+~i + 19,1 + . . .  + 19,1 + I~11 + . . .  + I=.1 < ~- 

Par cons6quent: 

2 

= ~ ( _ _  x)a+~sin~(~, + am+,) sin 2~o, sin),~ncos),~ 1 . ,  C O S ) , O t m  ' 

,t 2 "'" 2 " 
1 

(~, - -  a m + , ) ~ o ,  �9 .. ~. 
2 

= Z ( - -  I) ~'+' sina(~' --  a.,+,)sin.~, sin 2~. 
), " .  ), 

1 

- -  COS )'al �9 �9 �9 COS ,~t,,. 

En faisant la dcmi-somme de ces deux formules, on obtient imm6diate- 
ment  

(3) f ' f '  ""f~ = e  ~ ( - - I ) a+ '  sin-: ~. sin )'f'a "'" 8in29~"c~176 cos 2~.,+1, 
1 

ce qui est notre formule pour les indices n et m + i. 
De l 'autre c6t6, en mult ipl iant  la formule (3) par da,,,+l et en int& 

grant de z6ro k 9,+I, ce qui est permis si l 'on a 

[9~1 + 19,F + . . .  + 19.1 + 19.+11 + [~,1 + . . .  + I~.1 < ~ ,  

on obtient 

(4) qhf,- . . f ,~~ = Z ( - -  I) ~'+lsin*lf' sin't~~ cosaa,~. 
2 a " ' "  a ,t 

C'est la formule (2) pour les indices n T I et m. 



Sur une sgrie trigonomdtrique. 3 4 3  

Notre formule (2) d6coule de cette mani6re imm6diatement  de la 
formule (:). 

En faisant dans (2) 

~' l  ~ ~ 2  . . . .  ~ ~ .  ~--- ~ ' ,  a 1 ~ a ~  ~--- . . . .  a m  ~ a ,  

nous aurons la formule curieuse que voici 

(s) 
n 

~ - - -  c o s  ~ ~ - -  c o : 2 a - 4 -  - - . . .  

qui est vraie pour 
+ ml l < 

Des formules d6montrdes, on peut  tirer une foule d'autres, plus ou 
moins int6ressantes. Nous citerons quelques-unes des plus simples. 

En faisant dans (5) n = i, ~----~, il vient: 

~" COS m a COS m 3 a  COS m 5:~ + 
~= I 3 5 

et cette formule est vraie pour 

< 2.-;" 

C'est une g6n6ralisation de la formule bien connue 

~r cos a cos 3a cos 5a 
~ _ _  .31_ 

4 x 3 5 

Faisant en (2) 

nous aurons l'6galit6 curieuse 

7/" n 

7~ 

qui est vraie pour 
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Des r6sultats int6ressants s 'obtiennent aussi par d6rivation des for- 
mules par rapport  aux quantit~s ~ e t a .  

I1 y a lieu de remarquer  que la formule (2) sous la forme 

z ~ ,  (-- I)~ sin 2~, sin ~ sin ~ .  
2-  COS c o s  sin ~x 

I @ 

repr6sente un ddveloppement de la fonction z - en s6rie de Fourier, off les 2 

coefficients ont une infinitd de valeurs diff~rentes. Ce r6sultat eat en accord 
avec une remarque de M. J0aDA~ (Cours d'analyse, II, 2 ~~ ddit. p. 242): 
en effet, la fonction 6tant donn6e seulement dans l ' intervalle 

et cet intervalle dtant moindre que celui de - - , 7  ~t -1- ~, les coefficients ne 
sont pas uniques. 

2. I1 est dvident que lea considt~rations qui precedent suffisent 
pour ddterminer la valeur de la s6rie au second membre de (2) pour 
routes les valeurs r~elles de ~ 1 " . ~ , , ,  c h . - ' a ~ .  

Nous nous bornerons ~ consid6rer, h titre d'exemples, les cas lea 
plus simples. 

D6signons par F (~ I ,  ~ )  la fonction reprdsent6e par la s~rie 

sin ~, sin ~ sin 2~1 sin 2~, .~ sin 3~1 sin 3~s . . . .  
I I 2 2 3 3 

C'est une fonction continue de ~'1, F2, qui satisfait aux 6quations 
suivantes 

F(~,, ~1)= F(r r 

F(r + :~ ,  r r ( r  r 

F ( - -  r ~)  = - -  F(~,, r 

F ( ~ - - r  ~ - - r  F(r r 

I1 suit de cos 6quations, qu'il suffit de pouvoir calculer la valeur 
de la fonetion pour des arguments satisfaisant aux conditions 

o__<r o<~_ =<r', 



Sur une sSrie trigonomdtrique. 

Pour  ~ "4- F, < ~, on a, comme nous avons vu:  

donc, parce que F ( ~ ,  o ) =  o 

I 
( a )  "~w(r ' r  = 2 r 1 6 2  

! 
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On volt ais6ment que cette formule subsiste encore pour f;~ -k C: = z. 

Si l 'on a, au contraire:  

m a i s  

on aura,  par  suite de la relat ion 

F ( r  r i v ( ~ -  r  ~ -  r  

(b) F( r  ~,,) = 

Comme 

limite ~1 -4- ~2 --'-- ~r. 
Faisant ~, = ~h, on trouve que la s6rie 

est 6gale b~ 

on le voit, les formules (a) et (b) s'accordent pour le cas 

t = < 5  

mais 6gale 

si 2=f  

Passons maintenant  k 

F ( f l ,  if2,  f3 )  = sin f ,  sin f ,  sin f3 
I I I 

sin 2~, sin 2#~ sin 2~3 
2 2 2 

Acta maOwmatb~a. 19. Imprim~ le 9 juillet 1895. 44 
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Cette fonction est continue pour toutes les valeurs r6el]es de ~ ,  ~ ,  ~ ,  
de m~me que ses d6riv6es du premier ordre. Elle satisfait aux 6quations 
suivantes 

F(r r  r = F ( r  ~ ,  r = F ( ~ ,  r  ~,), 

~(~,  + : ~ ,  ~ ,  ~ )  = F ( r  r r 

F ( - - e , ,  r ~ )  = - -  F ( r  r r 

F ( ~ - -  r  ~, - -  r  ~ )  = F ( r  r  ~) .  

Par eons6quent, il suffit de savoir la calculer pour des arguments satis- 
faisant aux conditions suivantes 

9~1 > 9~ > 9~3, 

o < ~  < ~r, 

~ + ~ < z. 

o ~  < ~ ,  

O F  o n  fl, 

3 
0 

I 

2 C1~,  

mais 
2 

I I 

Int6grant, et remarquant  que F(F  ~ , 9"~, o)-----o, on trouve 

I 

I I Z') 2 
mais -----29t9~3 ~ 7 . ( 9 ~  1 + $'2 + 9% 



Sur  une sdrie t r igonomdtr ique.  

Dans le cas oh ~ -Jr ~s ~ n', on t rouve 

~ ( : - - ~ 1 ) ( ~ - - ~ ) ~ ,  si ~ < ~, + ~ -  ~, /~(~, ~ ,  ~ )  = ? = 

I ~ (~--~,~)(,~--~,~)~,~- ~z~(,~--~,1--.~, + ~%)~, mais ---- ? 

si f ,  ~ f l  q- ~ - -  zr. 

La derni6re formule  peut  gtre 

I 

et est d6montr~e, nous le r@~tons, 

o < ~  < r ,  o < 

Si nous faisons dans ees formules 

transform6e en 

- - ~ ( ~  + ~ + f . -  =)~ 

pour 

~ 2  > ~ ,  

f'2 < re, o < f3 < ,'r, 

on t rouve que la s6rie 
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et k 

I 3 ~ ,  si o ' < ~ < ~ , =  = 

~ - -~zc(3~  - -  rr) 2 ___ __ _ _  ( 4 ~  =)(~ ~)~, s i  ~ < ~. 

3. Commc on le volt, les rdsultats obtenus au moyen de ce mode de 

calcul, ne sont pas bien faciles ~ r6sumer sous une forme concise. Aussi, 

si on voulait  d6terminer, dans le cas g6n6ral, la somme de la s6rie 

~ ( _ _  i)~+ 1 sin)~, sin ,~g 
,l 

1 

sin ,~,  cos 2% cos 2 % . .  �9 cos 2aa 

repr~sente une foncfion impaire, continue avec sa premiere d~riv~e pour 

routes les valeurs r6elles de ~,  et qui est 6gale 
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il semble pr6f6rable de ae servir d 'un proc6d6 que j 'ai indiqu6 dans 
mon travail  d6j~ cit6, et qui est baa6 aur la transformation du produi t  

sin 9~ sin 9% " �9 sin 9.  cos % cos % . . .  cos a~ en une somme alg6brique de 

sinus et cosinua des arguments  de la forme 

[ ~ + 9 ' 2 + " ' + 9 .  +a l  +% + ' - "  +a~]" 

De cette mani6re, tout  est r6duit ir la sommation des s6riea 

sin 9 sin 29 sin 39 
8~(9) = x,~+, 2~+ ,  + 3,~+ - - - r - ' ' ' '  

6 ~ ( ~ , )  = c o 2 ~  
12P 

cos 29 cos 39 
2~p + 3~p 

sommation qui est tr6s facile. 

On trouve, en effet, en d6finissant le symbole [9] par les conditions 

[9] = ~,  rood 2z, 

- -  ,~ < [ 9 ]  __< ~, 

que les sommes de ces sdriea aeront 

I [9] ~p+I 

( - -  I)PSp (~ )  

[9]*P-I "I- a,~'l [91'~-3 
al '7"21 2 p ~  2_p --"3- - -  

~%(9) 
G ( ~ )  = ~-[-~. 

�9 . . +  ( - - , )  ~,~ ~ ,  

Lea coefficients ap peuvent ~tre d6termin6a par la condition que 

Sp doit s 'annuler pour [9] = ~, ce qui donne:  

I I I I 

212p+ L a' ] 2p - -  i- -}" a 2 1 2 p  - -  3 
. . .  +(--  ~)p~,  = o .  

D'ailleurs on trouve,  en faisant [9] = o dans 6~, 

I I I I ] 2 2p-I- I 
ap = z- :"  x 2,r -{- 32p 4~p + " ' "  = Br [2p 

B~ 6tant lea nombrea de BERNOULLI. 



Sur une s4rie trigonom4trique. 

Si l'on prend comme exemple la s6rie 

\ - - - ~ /  - - . . .  

le r6sultat est tr6s facile h 6crire. 

Puisqu 'on peut  6crire 

sin:P+~ = d~ v) sin 9~ + A] v) sin 3~: + �9 . .  + AC~ ) sin (2p + I)~9, 

sin2r 9~ = B~ v) + / ~ P )  cos 2~ + B~ p) cos4to + . . .  + B(v p) cos 2p9~ , 

A(0P)... A(p p), B(oP)... B(p p) 6tant des constantes rationnelles faciles 
terminer,  on a en effet les formules 

+ 

= B(o')G(o) + B ? ' G ( ~ )  + . . .  + B~,'V,(~p~), 

(~L~__~) "+'_ (~)'~+'+ C~?___~)"+'_... 
= A(d)S,(r  + AIP)S,(39~) + . . .  + .d~P)Sp((2p + ,)9 ~) 

qui metten~ en 6vidence les discontinuit6s que pr6sentcnL 
d'ordre 2p - -  I de 

pour  

+ 9~-- 
7g ~ 7g 

21o ' 2 / 9 - - 2 '  "" " ' 2 '  

3~ 3~ 3~ 
2p ' 2 T - - 2 '  " ' ' '  4 '  

57"i . 5 ~  

2 r ' 2 ~ - - 2 ' ' ' ' '  

(2 ;o-  I)~t 

(mod 2zr) 
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b, d6- 

la d6riv6e 
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et la d6riv6e d 'ordre  2p de 

pour  ~ ~ r ,  et pour  

7r 

+ ~  2 p + i  ' 2 p - - I '  " ' ' '  3 '  

31r 3re 3~r 
2 . p + t  ' 2 p ~ I  ' " " " ' 5 '  

5rr 5= 5rr 
2 p +  I ' 2 2 - 2 '  ' "  " ' 7 '  

(mod 2z) 

( 2 p -  l)~r 
z p + I  

F6vrier  i895 .  


