351

UBER DIE ANZAHL DER CLASSEN BINARER QUADRATISCHER FORMEN
VON NEGATIVER DETERMINANTE
VON

A. HURWITZ

in ZURICH.

1.

In der vorliegenden Abhandlung bezeichnet der Buchstabe P stets
eine positive ungerade ganze Zahl, die grosser als 1 ist und ausser durch
1 durch keine Quadratzahl theilbar ist. Ferner bedeutet 2(D) die Anzahl
der Classen, in welche die eigentlich primitiven positiven Formen

ax® 4 2bxy + cy?
der negativen Determinante
b*—ac=—1D
zerfallen. Wenn zur Abkirzung der Schreibweise
%P =W
gesetzt wird, so bestehen nach Diricrer' die folgenden Gleichungen,

welche die Classenzahlen durch Summen von Legendre-Jacobischen Zeichen
darstellen:

' Vorlesungen iber Zahlentheorie (herausgegeben von R. DEDEKIND) § 106.
Acta mathematica. 19, Imprimé le 9 juillet 1895,
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I h(P)= Z (g) falls P=3 (mod. 4),
I W(P) =2 zoj( ) falls P=1 (mod. 4),
L. h(2P) =2 i:: G)_) falls P=3 (mod. 4),

( ) , falls P=1 (mod. 4).

IV.  h(2P) = 2‘2

Unter dem Zeichen

ist hier, wie stets in der Folge, die Summe derjenigen Werthe der Func-
tion f zu verstehen, welche den im Intervalle m...n liegenden ganz-
zahligen Argumenten s entsprechen, so dass sich also die Summation auf
alle ganzen Zahlen s erstreckt, welche die Ungleichungen

m<s<n
erfullen.
Da jedes Legendre-Jacobische Zeichen einen der Werthe o, 1, —1
besitzt, so leuchtet ein, dass die Classenzahlen A(P) und A(2P) einen

unterhalb %P, also umsomehr unter P liegenden Werth besitzen. Kennt

man daher eine Zahl, welcher 2(P) oder k(2P) nach dem Modul P con-
gruent ist, so ist die Classenzahl R(P) oder h(2P) als der kleinste po-
sitive Rest jener Zahl modulo P eindeutig bestinmt. Von dieser Be-
merkung ausgehend, bin ich zu einer Reihe von Sitzen gelangt, die ich
im Folgenden entwickeln will. Zur Orientirung tuber die Natur dieser
Satze, will ich hier zunachst die einfachsten derselben, die sich auf den
Fall beziehen, wo P eine Primzahl ist, angeben.

1. Satz. Die Entwicktung von tgx nach Potenzen von x laute:
a2n—1

"1(2n—— 1)

tgw=alx+a,r—3+aar—5+...+a + ...
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Wenn nun p irgend eine Primzahl von der Form 4n - 3 bezeichnel, so ist
die Classenzahl h(p) der kleinste positive Rest von

nach dem Modul p.
Beispielsweise ist die Classenzahl %(11) bestimmt durch die Congruenz

h(11)=—=-a, (mod. 11)

I
2
und hat also, da a, = 16 ist, den Werth 3.

2. Satz. Die Entwicklung von E—oﬁ nach Potenzen von x laute:

L 5 a2t 22n
cosa = Po +ﬁ1E+ﬂgE+... +ﬂ”@+._”

Wenn nun p irgend eine Primzahl von der Form 4n 4~ 1 bezeichnet, so ist
die Classenzahl h(p) der kleinste positive Rest von

- I
(— 1) 58
4
nach dem Modul p.

Zum Beispiel ist hiernach
71(17)—3—;34 (mod. 17%)
und also A(17) = 4, da B, = 1385 ist.

nach Potenzen wvon x laute:

3. Satz. Die Entwicklung von Sne
COS 2z

w?n—l

;'lx-l—rgr—s-]-nr—s—l—...+r,,—————+....

|(2n — 1)

sinz
cos 2%

Wenn nun p irgend eine Primzahl von der Form 4m + 3 bezeichnet, so ist
die Classenzahl h(2p) der kleinste positive Rest von
?:I-_l
(—n)*. Tp1
4
nach dem Modul p.

Acta mathematioq. 19. Imprimé le 29 juillet 1895. 45
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Beispiel: h(22)=—y, = — 361 (mod. 11), also h(22) = 2.

4. Satz. Die Entwicklung von cco(;s; nach Potenzen von x laute:

wl 2n

4t O— ...

[

Wenn nun p irgend eine Primzahl von der Form 4n + 1 bezeichnet, so ist
die Classenzahl h(2p) der kleinste positive Rest von

cos x
cos 2z

N \\zz
0, +ol|—2+d,!z

r—1

(—1)*. 0
4

nach dem Modul p.

Beispiel: 2(26)= — ¢, = — 2763 (mod. 13), also %(26) = 6.

Um den Gang der Untersuchung spiter nicht unterbrechen zu missen,
kniipfe ich an diese Satze gleich hier einige Bemerkungen:

Die Tangentencoefficienten a,, a,, . .. stehen bekanntlich zu den Ber-
noullischen Zahlen B,, B,, ... in der Beziehung

2‘2n(2‘2n - I)

a, = o —B,.
Daher ist
. ptl/ pi r—1 20
S U1 =2 : <2 2 1>Bm§ 2(2”-—— 2 ? )Bg_,zz(z—(;))By_ﬂ (mod. p).
4 4 4 4

Der Satz 1. kann hiernach auch dahin ausgesprochen werden, dass die
Classenzahl %(p) durch die Congruenz bestimmt ist

h(p) = — 6B,,, (mod. p),

wenn p eine Primzahl von der Form 8z 4+ 3 und durch die Congruenz

h(p)=2B,14 (mod. p),
4

wenn p eine Primzahl von der Form 8n 4 7 ist.

Bei dieser Formulirung des Satzes ist aber der Fall p = 3 auszu-
schliessen, was darin seinen Grund hat, dass fir diesen (und nur fir diesen)
Fall B,,, einen durch p theilbaren Nenner besitzt.

4
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Die Coefficienten 8 , 5, ... sind die sogenannten Euler'schen Zahlen.
Bekanntlich sind diese, ebenso wie die Tangentencoefficienten «, , a,, ...,
positive ganze Zahlen. Das Gleiche gilt aber, wie ich jetat zeigen will,
auch fiur die Entwicklungscoefficienten ,, 7,,... und 6,,4,,....

Dass diese Entwicklungscoefficienten ganze Zablen sind, ergiebt sich
unmittelbar aus den Recursionsformeln, welche man fur dieselben aus den
identischen Gleichungen:

sin @ cos

€08 2% = SINZ,
COS 2% COS 2»

COS 2% = COSX%X

erhalt. Um zu beweisen, dass dieselben positive Zahlen sind, zerlege ich

cosx + sinz

008 2% \[2— cos (x + f)

in Partialbriiche:
0 kEk+1)

Z:k —1 *
T & ’
(2k — 1);}+ (— 1)z

1

cos z + sin »
cOS 2% o

-
l

wobei die Glieder der Summe nach wachsenden Werthen von & anzu-
ordnen sind. Entwickelt man die einzelnen Glieder nach aufsteigenden
Potenzen von x und vergleicht die Coefficienten von z* auf beiden Seiten
der vorstehenden Gleichung, so ergiebt sich:

7o =|(2n—1) (?,)2\7[;

I I

] — — —

I
tg——t+,

3 g g
4\ +1 1 1 1 1 I
0, = '(2”) (;) ;/‘5 1+ 32n+1_ gintl "—72n+1 + '92n+1 +—+4+... l :
Aus diesen Darstellungen der Zahlen r,, 6, geht nun hervor, dass die-
selben positive Werthe besitzen. Denn die Differenzen 1 ——?Il;-—sl;,

1 1 I I b . I I 1
epenso wie I ——52“+1 y 32”_*_1—‘72".{_1 P

FVI—IIWI’_Q.E;I—_Is‘Zn’"" SInd

sammtlich positiv.
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2

Zur Abkiirzung der Beweise fir die oben angegebenen Sitze und
fiirr andere Sitze ahnlichen Charakters, benutze ich den Begriff der Con-
gruenz in einem ecrweiterten Umfange. Einerseits dehne ich den Begriff
der Congruenz, wie dies auch sonst seit GAuss hin und wieder geschieht,
auf rationale Zahlen aus. Zwei rationale Zahlen r und s mogen namlich
nach dem ganzzahligen Modul m congruent heissen, in Zeichen

(1) r=s (mod. m),

wenn ihre Differenz r— s, auf die kleinste Bencnnung gebracht, einen
durch m theilbaren Zshler besitzt. Dass derartige Congruenzen addirt

und subtrahirt werden durfen, d. h. dass aus der Congruenz (1) und der
Congruenz

(2) r' =5 (mod. m)
die neuen Congruenzen

r+1r=s4+s (mod. m)

folgen, leuchtet unmittelbar ein.

Um die Gesetze fur die Multiplication und Division solcher Con-
gruenzen leicht aussprechen zu konnen, ist es zweckmassig noch folgende
Definitionen einzufiithren:

Eine rationale Zahl heisse endlich nach dem Modul m, wenn sie, auf
die kleinste Benennung gebracht, einen zu m theilerfremden Nenner besitzt.

Eine rationale Zahl heisse relativ prim zum Modul m, wenn sie selbst
und zugleich ihr reciproker Werth endlich nach dem Modul m ist.

Eine rationale Zahl, die man auf dic kleinste Benennung gebracht
hat, ist offenbar stets und nur dann relativ prim zu m, wenn sowohl ihr
Zshler wie ihr Nenner theilerfremd zu m ist.

Man zeigt ferner leicht, dass zwei nach dem Modul m congruente
rationale Zahlen gleichzeitig endlich modulo m oder nicht und gleichzeitig
relativ prim zo m oder nicht sind.
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Was nun die Gesetze der Multiplication und Division fur die hier
betrachteten Congruenzen angeht, so sind dieselben in folgenden Sitzen
enthalten, deren Beweise ich tibergehe, da sie ganz elementarer Natur sind.

»Besteht die Congruenz (1), so bleibt dieselbe richtig, wenn ihre Glieder
r und s mit irgend einer (mod. m) endlichen Zahl multiplicirt werden.»

»Aus den Congruenz (1) und (2) darf man die Congruenz

7

rr' = ss' (mod. m)

folgern, wenn r und #' endlich nach dem Modul m sind.»
»Die Congruenz (1) zieht die Congruenz

L

I
. (mod. m)
nach sich, wenn r relativ prim zu m ist»

»Aus den Congruenzen (1) und (2) darf man die Congruenz

r_§
—=5 (mod. m)

folgern, wenn # endlich und 7 relativ prim zum Modul m ist.»

Eine andere Erweiterung des Congruenzbegriffes, die ich im Folgen-
den benutze, bezieht sich auf Potenzreihen mit rationalen Coefficienten.
Es seien

»? "

(3) p@)=r,+re+rs+...Fr_+...,
12 |

(1) ¢(x)=so+slx+szm—2+...+snf—n+..
|2

zwel Potenzreihen, die in der Umgebung der Stelle z = o convergiren
und rationale Coefficienten besitzen. Die Congruenz

(s) ¢(2)=¢(z) (mod. m)
soll dann nichts anderes ausdriicken, als dass fir jeden Index =
(6) r, =S8, (mod. m)

ist. Ferner will ich sagen, die Congruenz (5) bestehe bis zu den Gliedern
k*r Ordnung, wenn die Congruenz (6) fir n=o0,1,2,...,k erfullt ist.
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Die Potenzreihe (3) ¢(z) mdge endlich heissen nach dem Modul m,
wenn alle Coefficienten r,, 7, ,7,,... endlich sind nach dem Modul m.

Ist ¢(z) endlich nach dem Modul m und zugleich das Anfangsglied
1, relativ prim zu m, so soll ¢(z) selbst relativ prim zu m heissen.

An diese Begriffe knupfen sich nun die folgenden Satze:

. . . I . .
1.) »lst ¢(x) relativ prim zu m, so ist auch o(@) relativ prim
Zu m.»
) I , , , @t
Denn ist — = r; 4+ riz 4+ r;— + ..., so hat man
¢(2) |2
Tty = 1, 7170 + ro1; = O. ra7o + 2rin + 1971, = 0,

~

7‘;7‘0 + 37‘;71 + 37';7'2 + ?‘(',7'3 = 0,

Berechnet man aus diesen Gleichungen »;, 7}, 7;,..., so erkennt man,
dass diese Zahlen sammtlich endlich und die erste 1, tiberdies relativ
prim zum Modul # sind.

Fasst man dieselben Gleichungen als Congruenzen (mod. m) auf, so
ergiebt sich leicht der Satz:

2.) »Ist ¢(x) relativ prim zu m und ¢(z).¢ (r)=1 (mod. m), so

.ist 501(90)550—(;—) (mod. m).»

Sind # und s nach dem Modul m congruente und endliche Zahlen,
so sind auch »* und s* congruent und endlich fiir jeden positiven ganz-
zahligen Exponenten n. Daraus folgt:

3) »Sind 7 und s nach dem Modul m congruente und endliche
Zahlen, so ist

¢(rz) = ¢ (sx) (mod. m)

wenn ¢(z) nach dem Modul m endlich ist.y
Zwischen den Potenzreihen (3) und (4) moge jetzt die Congruenz (5)
bestehen. Ferner sei

x? "

(7) z(x)=to+t1|3”;+t,|—2+...+t”|n+...

eine (mod. m) endliche Potenzreihe. Ein Blick auf die Gleichungen
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l¢@ﬂ@=n%+%%+%@ﬁ+m%+w Frt) e

(8) l

|2

Par(a) = sy + (i + )7+ (lo + 28+ )T+ -

lehrt dann, dass die Potenzreihen ¢(z)y(z) und ¢(z)y(x) (mod. m) con-
gruent sind. Es besteht also der Satz:

4.) »Ist ¢(x)=¢(x) (mod. m) und y(z) endlich nach dem Modul m,
so ist auch ¢(x)y(x)=¢(x)y(x) (mod. m).

Combinirt man hiermit den Satz 1.), so erhalt man

5.) »lst ¢(z)=¢(x) (mod. m) und y(z) relativ prim zu m, so ist

h p(z) _d(=)
MR ) T @ |
Sind ¢(z) und ¢(x) congruent (mod. m) und relativ prim zu m,
bezeichnen ferner fur einen Augenblick ¢ (#) und ¢,(z) die Potenzreihen

,}—(IZ)" bez. 9’1—(;57’ so folgt aus ¢(x)= ¢(x) (mod. m) nach Satz 4.)
1= ¢(2)¢,(¢) = ¢(2)p,(#) (mod. m)

und hieraus nach Satz 2.) ¢,(x)=¢,(2) (mod. m). D. h.
6) »lst gp(x):gb(m) (mod. m) und ¢(z) relativ prim zu m, so ist

(mod. m)»

auch p (w) (mod mpp.

Es selen Jetzt e(x), ¢(z), ¢,(x), ¢, (=) irgend vier Potenzreihen mit
rationalen Coefficienten und

¢(2)= ¢(») (mod. m),
¢,(2) = ¢,(2) (mod. m)

Dann gelten fir die Combination dieser Congruenzen durch Addition,
Subtraction, Multiplication und Division folgende Gesetze:

7.) Aus den Congruenzen (9) darf man folgern

a) die Congruenzen ¢(z) + ¢,(2) = ¢(z) + ¢, () (mod. m) ohne jede
Einschrinkung;

b) die Congruenz ¢(z)¢,(z)= ¢(z)¢,(z) (mod. m), wenn ¢(z) und
¢,(z) endlich sind modulo m;

%(w)_w
p(z)

und ¢(z) relativ prim zu m lst

(9

¢) die Congruenz (w) (mod. m), wenn ¢,(x) endlich (mod. m)
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Schliesslich habe ich noch einen in der Folge wiederholt zur An-
wendung gelangenden Satz zu entwickeln, der sich auf die Frage bezieht,
in wie weit eine Congruenz ¢(z)= ¢ (z) (mod. m) durch eine mit x ver-
schwindende Potenzreihe y(z) dividirbar ist. Ich nehme an, dass y(x)
von der ersten Ordnung verschwindet, dass also

(x)—tw—{—t?l + ¢ +..

3 ,3
ist, wo ¢, von Null verschieden. Ferner setze ich voraus, dass ¢(«) und
¢(z) fur z = o verschwinden, also », und s, in den Entwicklungen (3)
und (4) Null sind. Ist nun

p()
()

= ¢,(z )—ro+r1x+72]2+ .o

b
;j((:)) = ¢, (x)=s; + 812 + s;.w—z-|-...,

so folgt aus der Annahme ¢ (z) = ¢ (z), oder ¢, (z)y () = ¢,(x) y(z) (mod. m),
dass die Zahlen

Toby , 21ty + 1oty , 375t 4 371l + 1ols -

der Reihe nach (mod. m) congruent sind den Zahlen

Soty 5 2818 + Spty 5 383t + 351t 34’)t3 y

Hieraus ergiebt sich successive r;=s;, 71 =5],..., 7p_1 =S, (mod. m)
unter der Annahme, dass ¢, 2¢,, 3¢,,..., (p — 1)t, relativ prim zu m
und #,,f,,...,¢ endlich nach dem Modul m sind. Die erstere An-
nahme ist erfullt, wenn ¢ relativ prim zu m und p die kleinste in m
aufgehende Primzahl ist. Hiernach kann man folgenden Satz aussprechen:

8.) »Sind ¢(z) und ¢ () mit » verschwindende Potenzreihen und ist

y(@ )_tx+t,lz+t T

3]3

endlich nach dem Modul m, wahrend zugleich ¢, relativ prim zu m ist,
so folgt aus dem Bestehen der Congruenz

¢(x)=¢(z) (mod. m),
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dass die Congruenz
p(2) _d(=)
2(@) "y (=)

(mnod. m)

bis zu den Gliedern (p — 1) Ordnung gilt, unter p die kleinste in m
aufgehende Primzahl verstanden.»

3.

Ehe ich zu dem eigentlichen Gegenstande dieser Abhandlung uber-
gehe, will ich die Sitze der vorigen Nummer an einigen Beispielen er-
lsutern.

Nach dem Modul 3 bestehen (Satz 3.) der vorigen Nummer) die Con-
gruenzen

cos 32 =1, cos 22 = cos (— x) = cosz (mod. 3).

Die elementare Gleichung cosz(2 cos 22z — 1) = cos 3z, ergiebt daher die
Congruenz
cosz(2 cosz — 1) =1 (mod. 3).

Also ist (nach Satz 2. oder 5. der vorigen Nummer)

(1) co:mzz cosw — 1 =— (1 4 cosz) (mod. 3).

2n
Der Coefficient von l—(%; auf der linken Seite dieser Congruenz ist die

Euler’sche Zahl §3,, auf der rechten Seite ist derselbe (— 1)"*'. Man

erhilt also den bekannten Satz, nach welchem die Euler’sche Zahl 3, von

der Form 3k—1 oder 3k 1 ist, je nachdem » gerade oder ungerade ist.
In ihnlicher Weise ergiebt sich die Congruenz

(2) co;wz 1 4+ 2 cosz— 2 cos 2z (mod. 5),

welche den Satz enthalt, dass die Euler'sche Zahl g, = 1 oder o (mod. 5)
ist, je nachdem n ungerade oder gerade ist. Aus der Congruenz

. I.
sing cosy = _sin2z =g (mod. 4)

Acta mathematica. 19. Imprimé le 31 juillet 1895. 46
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folgt
z .
e Lk (mod. 4).
.. gintl . .
Da der Coefficient von B T auf der linken Seite

(2n + 1)4,=(— 1)"f, (mod. 4),

auf der rechten Seite (— 1) ist, so besagt diese Congruenz, dass die
Euler’schen Zahlen sammtlich =1 (mod. 4) sind.

Multiplicirt man die vorstehenden Congruenzen (1) und (2) mit sinz,
so erhalt man

sinz _ . . . . . e

os= <smx 4 5 sin 2x) =— (sinx + sinr)=sinz (mod. 3),
sinz__ inz 4 sin 2 . hz = 2 (s in 2 d
os s = sin 22 — sin 3z + sinz = 2(sinz + sin 2z) (mod. 5).

D. h. der Tangentencoefficient «, ist = 1 oder 2 nach den Moduln 3 und
5 (und also nach dem Modul 15) je nachdem # ungerade oder gerade
ist. Um den Rest von a, (nod. 8) zu beurtheilen, bemerke man dass

cogty = 3+ 4008 ?;z +cosdr (mod. 8),
folglich
. . . .
SME_ ingcosty — 2RI F SMAT_ T (mod. 8)
cos @ 8 |§

ist. Der Tangentencoefficient a, ist also durch 8 theilbar, sobald n > 2.
Ahnliche Satze gelten fur die Entwicklungscoefficienten y, und ¢, der

. sin @ cos x .. .
Functionen P Beispielsweise folgt aus der Congruenz
2‘2n(2‘2n — I)
! Diese Thatsacke geht ibrigens auch aus der Gleichung a, = B,

hervor, nach welcher 22"~2—2 dfe htchste in «, aufgehende Potenz von 2 ist, wenn 2% die
hiochste in # aufgehende Potenz von 2 bezeichaet.

Wegen der auf die- Tangentencoefficienten und Kuler'schen Zahlen beziiglichen Con-
gruenzen vergleiche man die Vorlesungen iiber die Bernoullischen Zahlen von L. SAAL-
gcHUTZ (Berlin. 1893), in welchen auch die Litteratur angegeben ist.
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cos 22 = I — 22° (mod. 8),

R

=1+ 227 (mod. 8)

cos2z I — 23

und hieraus weiter

$in .
o= o(1 + 257)
(mod. 8).
COs
son 3 =008 (1 + 227)

Die letzten Congruenzen besagen, dass y,=1 oder 3 (mod. 8) und 6, =3
oder 1 (mod. 8) ist, je nachdem der Index » ungerade oder gerade ist.

4.

Wenn p eine Primzahl ist und zur Abkirzung p—;l = p’ gesetzt

wird, so hat man die Congruenz

f — o
<p>_s (mod. p).
Daher wird fur den Fall, dass p=3 (mod. 4) ist,

h(p)=17 4 22 + 3¥ + ... + p” (mod. p).

Die auf der rechten Seite dieser Congruenz befindliche Zahl ist nichts
1 P
anderes wie der Coefficient von (— 1) * r? in der Entwicklung der

Function

I p
cos— & —cos >z

p(x)=sinz + sin2z 4 ... + sinp'z =

2sin- @
2
Nun ist nach dem Modul p

r

I 1
COS~-L —— CO8- X =CO8-0C — I,
2 2 2
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und nach dem Satze 8 in N° 2 ist die Congruenz

bis zu den Gliedern (p — 1)** Ordnung giltig. Also ist A(p) nach dem
A
Modul p dem Coefficienten von (— 1) * .% in der Entwicklung von

——gtgz congruent. Da dieser Coefficient sich modulo p nicht andert, wenn

x durch 4z ersetzt wird, weil er dadurch den Factor 4”7 =27""=1 (mod. p)
P Pl
erhalt, so ist auch A(p) dem mit (— 1) °* o (— 1) * multiplicirten

ar ) )
Coefficienten von ‘—f% in der Entwicklung von —; tg x congruent, welches die
Behauptung des Satzes 1 in N° 1 ist.

Ist p eine Primzahl von der Form 4n + 1, so wird

h(p) = z(xf" 4o (%)) (mod. p).

rogr
Die rechte Seite dieser Congruenz ist der Coefficient von (— 1)”.

v in

der Entwicklung von

. p+1

. sin 4 x

Sﬂ(x):2<COSw+coszx+...+cos%x)=_1+_____;___.
sin;x

Bis zu den Gliedern von der Ordnung p — 1 ist aber

I

. I
8in - x 2C08—-2
2 4

(mod. p).

Diese Congruenz enthalt den Satz 2. von N° 1, wenn man die Bemerkung

¢ r' . -
hinzunimmt, dass der Coefficient von '% sich modulo p nicht andert, falls

z durch 4z ersetzt wird.
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Ist p eine Primzahl von der Form 4n + 3, so hat man

e =2 () =2 () =2 () (o-ie)

Die Summation in den beiden letzten Summen ist zu erstrecken auf die
Zahlen
§$=1,2,...,k beziiglich s=1,2,...,h

wo

o p—1 , __P—3 __3p—5
b= =g—, k——*g oder k——~8 , 3
ist, je nachdem p=3 oder =7 (mod. 8) ist.
Die Classenzahl %(2p) ist nun (mod. p) congruent dem Coefficienten
P=1 p
von (—1)°* % in der Entwicklung von

i I
cos (h + E)x — cos (k + 5)9@

. 1
SIn -2
2

o(z) = 2215 sin (sx) — 22 sin (sx) =

Bis zu den Gliedern von der Ordnung p — 1 ist aber

I 3 3 1
COSEZB——COS§$ COS'Q:’,”—COSEW
p(x)= : oder

. .1
Sin — & sSin— 2
2 2

(mod. p)

je nachdem p=3 oder =7 (mod. 8). Ferner ist

033 cosI in .
COS S & — COS - & sin = %
8 8 8
I - 1
sin— z cos -

2 4

Ersetzt man nun z durch 8z, so wird sich der Coefficient von I_zf nicht

andern (mod. p), wenn p=7 (mod. 8) ist, dagegen den Factor — 1 (mod. p)
erhalten, wenn p=3 (mod. 8) ist, weil im ersteren Falle 2 quadratischer
Rest, im letzteren Falle quadratischer Nichtrest von p ist. Hiernach
leuchtet ein, dass in beiden Fallen h(2p) nach dem Modul p congruent



366 A. Hurwitz.

11'—1 rt1 '
. 7 SRTIN . xf
dem mit (—1)* = = (—1) * multiplicirten Coefficienten von p o der

; sin z
Entwicklung von
08 2%

Ist endlich p eine Primzahl von der Form 4n + 1, so hat man
[ s 3w s 4o s | . I
= IZ G220 (e=s)
oder, da 42:(}-:) verschwindet;

h(2p) = 2

w 3w N

N + B ;

X () +2 ()

Die Classenzahl k(2p) ist daher nach dem Modul p congruent dem Coeffi-

. o .
cienten von (— 1)*. W in der Entwicklung von

P’ A sin (k + i)x + sin (h 4 1);3
¢(x) = 2321 cos sz + 2521 cossr = — 1 + 2 - X,
sin—x
2
wobei
k=p81, h=3——p83 oder k:p——gs, h=3p87

zu nehmen ist, je nachdem p=1 oder =5 (mod. 8) ist.
Bis zu den Gliedern (p — 1) Ordnung ist nun

I I
CO8 - @ CO8B 5 &

p(#)=—1+

CO8— 2 COsS—
4 4

je nachdem p=1 oder =3 (mod. 8) ist, und hieraus geht durch eine
shnliche Uberlegung, wie oben (indem man z durch 8z ersetzt), die Rich-
tigkeit des Satzes 4. in N° 1 hervor.
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5.

Die Sitze dieser Nummer beziehen sich auf die Classenzahl A(P),
wo P mehrere Primfactoren enthalt und =3 (mod. 4) ist. Ich zerlege
P in zwei Factoren p und ¢, setze also

P = pq.

Uber diese Factoren mache ich vorlaufig nur die Voraussetzung, dass sie
beide grosser als 1 sind.

Nun ist
-5 (5)-2 ()6)

wo der Summationsbuchstabe s alle zwischen o und é pq liegenden ganzen

Zablen durchlaufen muss. Indem ich diejenigen Glieder der Summe zu-
sammenfasse, die modulo ¢ congruenten Werthen von s entsprechen, er-

halte ich
o= () B () + () B+
) E(E),
- $ (B (£

Die innere Summation erstreckt sich dabei iiber diejenigen Werthe von

oder kiirzer:

k, far welche ¢k + i zwischen o und %L, also % zwischen —> und
; q S .

p_t_prly <£ '—3> liegt. Es nimmt also % die Werthe o, 1, 2, ..., ik
2 q 2 2 q 2
an, wenn i<%, dagegen die Werthe o0, 1, 2, ,E—:—x-— 1, wenn i>%.
Daher ist
—1
)
q

R

p

z
2

h(P) =

Q‘Mmln
e

(450 + 5
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In der zweiten Summe ersetze ich ¢ durch ¢ — ¢ und erhalte unter An-

wendung der Gleichung (;—;) = <——I> <:—I> =—1,
r 7

r q
% Qk gk + 1 __2'_ ’f v — qk
<§>02< P > ZO:<9> < P )
Da nun die Zahl i 4- gk ein vollstindiges Restsystem (mod. p) durchlauft,

1 ) . .
wenn k alle eanze Zahlen zwischen —Y und P annimmt, so ist
2 2 ’

¥ (EE) 4
(1) h(pg) = 25—:( ) s;(w qk>

0

h(P) =

oMmm
HMMJ’E

U3

<4 _qu) = o, und folglich

_Mmre

v

Es sei jetzt p eine Primzahl von der Form 4n + 3. Dann lehrt die vor-
stehende Gleichung, dass

P

W

h(pg) =(— I)’DT—3 2 z< )Zsm (i + gk)z| (mod. p)

ist, wo die geschwungene Klammer den Coefficienten von in der

p—1
2

Entwicklung der eingeklammerten Function bedeutet. Nun ist weiter fur
jeden Werth von @ und b und jedes ganzzahlige positive m:

oos (a—18) —cos(a-+ (m + 1)t

LI
sin-b
2

(S) 2 mk sin(a + bk) =

. m+4+1

sin b

=2

sin (a + %n b)

sin - b
2
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und daher bis zn den Gliedern (p — 1)** Ordnung

. . 1
Ssmis—-qgijr—=
< 4]> '

sin - g cos ~ qx
27 4‘1

.1
2 8in- qx

in(i + gk)x =

cng%

sin (z —iq>x (mod. p).

Aus dieser Congruenz ergiebt sich fur die Classenzahl %(pq) zunichst:
! )x
2

Hier darf offenbar # durch 4z und (3) durch (4@9—

p——B

h(pg) = (—1)

g(;)mn(

(mod. p).

COS— &
29

q) oder auch durch

(q ; 41) ersetzt werden. Daher ist

Iipg) =(— I)I%Icos - 2:3 ( ) sin (¢ — 44)z

g9
2
’L —q .
" cosgw ; ( )qm 4i — q)x; (mod. p).
1

Da in der ersten Summe ¢ — 44 alle zwischen ¢ und o liegende Zahlen,
die =¢=1 (mod. 4) sind, durchliuft, in der zweiten Summe 4i — ¢
alle zwichen o und ¢ liegende Zahlen, die = —¢ =3 (mod.4) sind, so
ist in der vorstehenden Congruenz der Satz enthalten:

I Es sei q=1 (mod. 4) eine durch kein Quadrat ausser 1 theilbare
positive Zahl grisser als 1.
Ferner sei

p(2) ==COSIW[<;Z) sinx——({—i) sin 32 + ( )smsx-—- + ...
~<g—;2> sin (g — 2)9(;]

Acta mathematica. 19. Imprimé le 6 aoit 1895. 47
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und die Entwicklung dieser Function nach Potenzen von x laute
pin—1

z° x®
?(x)=clx+cgg+cal—g+...+C"—2n—-:+.-.

Bezeichnet dann p= 3 (mod. 4) eine in q nicht aufgehende Primzahl, so ist

ptl

h(pg)=(—1)* Cpia (mod. p).

Beispielsweise werden also die Reste der Classenzahlen &i(5p) (modulo p)
durch die Entwicklungscoefficienten der Function %1—3?— bestimmt.

Ist zweitens p eine Primzahl von der Form 4n 4 1, so hat man

nach (1)
L,

h(pg) = (— x)p%] 2 203 (:_l) 2 cos (i + qk)x} (mod. p).

Mit Benutzung der bekannten Gleichung

‘ 1\t i )
sin a+<m+a>) —sm(a——5 )

(C) 22 cos(a + bk) = 7
o sin - b
2
sin j_ ! b m
s 2——'.—‘—1—‘—(305(@ +?b>
smEb

findet man nun, dass bis zu den Gliedern der Ordnung p — 1

117” cos (i 1! g) x
2 ) cos (i + gk)x E—~—Ii——
0 cos - gz
4

ist. Hieraus schliesst man weiter

h{pg) =(— 1)&41 LO; - zz,: (%) cos {4t — q)x

(mod. p),




Uber die Anzahl der Classen bindirer quadratischer Formen von negativer Determinante.

und da

ist, so enthalt die

II. Es sei q

Zakl grisser als 1.

Ferner set

o(2) = —

€os q@

371

oM

X (5

+ 3 (1) cos (4 — )2

) cos(q — 4i)x

vorstehende Congruenz den Satz:

=3 (mod. 4) eine durch kein Quadrat theilbare positive

(3 (@ s+ (s +-

-+ <g —(1— 2) cos (g — 2)&;]

und die Entwicklung dieser Function nach Potenzen von x laute

¢ ()

=co+cl|2+cﬂl4+ .-+ "|2n+""

Bezeichnet dann p=1 (mod. 4) eine in q wicht aufgehende Primzahl, so ist

p—:l
' e,

4

h(pg)=(— (mod. p).

Far den einfachsten Fall ¢ = 3 kann man diesem Satze, da A(3p)

stets kleiner als p

ist, die bestimmtere Fassung geben:

Ist p eine Primzahl von der Form 4n + 1, ist ferner

cOsS &

cos 3x

= 0+01|2+ +cn +"”

lzn

so stimmt die Classenzahl h(3p) mit dem Kkleinsten positiven Rest wvon

1_)_——_}
(—1) e
4

y—1 (mod. p) dberein.
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6.

Wenn P=1 (mod. 4) ist und P in zwei Factoren p und ¢ zerlegt

wird, so findet man
h(pq) = Z( )Z(z x gk)

wo die innere Suwmmation iiber alle ganzen Zahlen & zu crstrecken ist,

fur welche ¢ 4 gk zwischen o und ip_q liegt, also iiber alle ganzen Zahlen

. . ) 1 T 1.
k, die zwischen —- und -p—~- liegen.
q 4 ¢ 7

Ich trenne jetzt die Falle p=¢=1 (mod. 4) und p=g¢=3 (mod. 4).
p—1

Im ersten Falle muss £ die Werthe o, 1,..., oder o,1,...,

p—1

— 1 durchlaufen, je nachdem z'<% oder i>;~lr ist.  Daher kommt

1 1
_1, ~p——1

o = E QR+ 50 T (42)

ISR

Ersetzt man in denjenigen Theilen der Summe, in welchen é> > ist, ¢

durch ¢—¢, so crhialt man nach leichten Umformungen:

1)
4 1t

1
_._,]
A qk :\ e I**\ 14 gk
Lna) == 25 3)x<@+1~> AN EAT W 7
) w0 73‘7(-9 S\ e 4~ (u) - ( P )
-0 7! =P

(p=g=1 (mod. 4)).

Im zweiten Falle findet man in ahnlicher Weise:

LA LA L L

2 I(pg) — T<i>“.”+’1‘ T—"i) N 7')

(2) (1) 2%(1}1:,( . 1)+2?_(,1 i_gl( )
3P i1 T

(p=g=3 (mod. 4)).
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Unter der Voraussetzung, dass p eine Primzahl ist, findet im ersten Falle
die Congruenz

1 1
17 "‘l’

(r) Men)=(—1) 7 12X )Y cos (i -+ gh)z

427

1 1
77 i
+ 22(%) 2 cos (i + ghk)x} (mod. p)
1 1
i —“4—P

im zweiten Falle die Congruenz

1 1

p—-38 4 ?

(2") h(pg)=(—1)* 22 <3>Z sin (¢ + gk)x
o M T,
1 1
50 P !
+2i?1> t sin(s Nzl (mod.
2(7) X sinli+ b ‘o od. )
7 T
statt. Dabei bedeutet die geschwungene Klammer, wie oben, den Coeffi-
Ilj‘l
cienten von - in der Entwicklung der cingeklammerten Function.
p—
2

Diese Congruenzen lassen sich mit Halfe der Formeln (S) und (C) der
vorigen Nummer und der Satze von N° 2 in die folgenden einfacheren Con-
gruenzen uberfithren:

)]
—1 1

, — T ONMAY e s
h(pg)=(—1)* T 2(,:'<E) CO8 41T

]
2 ¢ 29 — 4 .

YT Z < g ) cos (2 — 4i)z | (mod. p)
I
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beziiglich
p3 ; o AL
| e (R 4 ) (4 . .
h(pg)=(—1) COSqJ}Z):(q) sin 4iz
1
27 )
I < (2q— 4B\ Lo /
+ oS gx 2( q ) sin (29 — 4z ¢ (mod. p).

I’I

Diese Congruenzen cnthalten nun folgende Sitze, die sich den Sitzen 1.
und IL der vorigen Nummer an dic Seite stellen:

L Es sei g=1 (mod. 4) eine durch kein Quadrat ausser 1 theillbare
positive Zahl grisser als 1. Ferner sei

1

(1) — 2\ cos 22 4 (*) cos 4z — (©) cos —
¢(w) = P [— <§) cos 2z 4 (q) Cus X (y) cos br + R
+ (q ; l) cos (g — I)xJ

und die Entwicklung dieser Function nach Potenzen von x laute

(’62 ‘1;‘271

¢(x)=co+cllz+...+cn 4.

‘Zn

Bezeichnet dann p=1 (mod. 4) eine in q nicht aufyehende Primzall, so ist

p—1

h(pg)=(—1) " ¢, (mod. p).

IV. Es sei q=3 (mod. 4) eine durch kein Quadrat ausser 1 theilbare
positive Zahl grisser als 1. Ferner sei

e U (A sin 2z — (Y sinaz 2 (©) sin 60 —
¢o(x) = e qx[<q> sin 2@ (q) singx + <’1> sin 61 + .

+ (q; 1) sin (g — l)xJ

und die Entwicklung dieser Function nach Potenzen von x laute:

x-’:’ ,v‘.!nfl

,|3+...+c,,—‘~—~+....

¢(x) :c,x—{—c |_2)L—I
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Bezeichnet dann p=3 (mod. 4) eine in q nicht aufgehende Primzahl, so ist

p—3

h(pg)=(— I)Tc,i_1 (mod. p).

In dem besonderen Falle ¢ = 3 hat man den bestimmteren Satz,

dass — unter p eine von 3 verschiedene Primzahl der Form 4n + 3
verstanden — dje Classenzahl %(3p) gleich ist dem kleinsten positiven
p+1 2n—1

7

4 s s Al —
Reste von (— 1) bpi1 (mod. p), wenn ¢, den Coefficienten von [2n—1
4

sin 2x .
bezeichnet.

in der Potenzentwicklung von <3

7.

- Analoge Satze, wie sie fur die Classenzahl %(pg) in den letzten
beiden Nummern aufgestellt sind, bestehen fur die Classenzahl %(2pg).
Ich gebe diese Sitze hier an, gehe jedoch auf ihre Beweise nicht ein, da
die letzteren ziemlich umstindlich sind, ohne gegeniiber den Beweisen der
Satze in N° 5 und 6 neue Momente darzubieten. Die Satze lauten fol-
gendermassen:

V. Es sei q=1 (mod. 4) eine durch kein Quadrat ausser 1 theilbare
positive Zahl grisser als 1. Ierner sei

¢, (2) = COSIZW [G) cos8 T — (3)‘cos 3T — <§> cos 5 -} (g) cos 7% -+ ...

+ (2(1 ; I) cos(2g — I)x]

und
p.(x) = cosI2qa7 [(é) sinz 4 (3) sin 32 — G—) sin 52 — (g) sin 7z 4 ...

+ (29 ; I) sin (29 — I)x]
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- z? , .
Der Coefficient von | 2n in der Potenzentwicklung von ¢ (x) werde mit c,,
" gl . .
der Coefficient von ———— in der Intwicklung von ¢, (x) mit d, bezeichnet.

lz'n——l

Ist dann p eine wnicht in q aufgehende Pn;mzalzl, so besteht die Con-

gruenz
p—1

h(2pg)=(— I)Tnp:, (mod. p)

4

oder die Congruens
Pl

k(zpg)=(— 1) * d,,, (mod. p),

4
je nachdem p=1 oder =3 (mod. 4) ist.
VI. Es sei g=3 (mod. 4) eine durch kein Quadrat ausser 1 theilbare
positive Zahl grisser als 1. Ferner sei

-t I 3 (5
o (z) = cos 200 [(;) coszx -+ (q) Cos 37 (q

)cos5x——<g>cos7x+...

— (29;— I) cos (2 — 1)9;],

1 N (N wram (5 7\
e, (z) = cos 2w [<§> sinzx (q) sin 32 <q> sin sz + (q) sin 7z 4 ...

— (\29 — I) sin (2g — I)x]

q

23‘2" x?n—l
bez.

und die Coefficienten von in den Potenzentwicklungen von

ERaE
¢, (z) bez. ¢, (x) migen mit ¢, bez. d, bezeichnet werden.
Ist dann p eine nicht in q aufgehende Primzall, so besteht die Con-

gruenz
p—1

h(2pg)=(— I)Tcp__1 (mod. p)

oder die Congruenz
Pl

hizpg)=(—1) * d,y1 (mod. p),

je nachdem p=1 oder =3 (mod. 4) ist.
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In dem besondern Falle ¢ = 3 wird ¢, (#) =————>- und

__cosw -+ cos 5§z
cos 6x
v, (x) :%;i@ und durch die Congruenzen des Satzes VI sind die

Classenzahlen 7(6p) vollkommen bestimmt, da sie die Zahl p nicht iiber-
schreiten konnen.

8.

Die vorstehend entwickelten Satze gestatten eine Ergianzung dadurch,
dass man das Verhalten der Classenzahlen in Bezug auf die Potenzen
von 2 als Moduln in Ricksicht zieht. Die Theorie der Genera lehrt in
dieser Hinsicht Folgendes." Wenn A die Zahl der Primfactoren bezeichnet,
aus denen sich P zusammensetzt, so ist A(P) durch 2*~! oder 2* theilbar,
je nachdem P=3 oder =1 (mod. 4) ist, wihrend h(2P) stets durch
2* theilbar ist. Bedeutet namlich %,(P) die Anzahl der Classen eigentlich
primitiver positiver Formen der Determinante — P, die in dem einzelpen
Genus enthalten sind, so ist bekanntlich

h,(P) = -I—h(P), wenn P =3 (mod. 4),

T a1
h,(P) = %k(P), wenn P=1 (mod. 4),
I
hy(2P) = - h(2P).

Man kann aber hieritber hinaus in den Fillen A= 1 und A = 2 in ein-
facher Weise entscheiden, ob A, (P) bez. k,(2P) congruent o oder 1 (mod. 2)
ist, ob also das einzelne Genus eine gerade oder ungerade Anzahl von
Classen umfasst.

Wenn zunichst A = 1, also P = p eine Primzahl ist, so bestehen die
folgenden Congruenzen:

! DiricHLET, Vorlesungen iiber Zahlentheorie. (Supplement IV.)
Acta mathematica. 19. Imprimé le 7 aolt 1895, 48
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h,(p) = h(p)=1 (mod. 2), wenn p =3 (mod. 4),*

h(p) = %h(p)zz—)—;——l (mod. 2), wenn p=1 (mod. 4),

h,(2p) == ;h(zp)zpz ; : (mod. .2).

Wenn A= 2, also P =pq ist, wo p und ¢ zwel von einander ver-
schiedene ungerade Primzahlen sind, so hangt der Rest von %, (P) resp.
h,(2P) (mod. 2) einerseits von dem Werthe des Legendre’schen Zeichens

(g), andererseits von den Resten der Zahlen p und ¢ (mnod. 8) ab. In

jedem cinzelnen Falle lehren die folgenden beiden Tabellen, ob &, (pg)
bez. h,(2pg) eine gerade oder ungerade Zahl ist. In den Tabellen be-

deutet ¢ die Abkurzung fur ;<1 — (g)), es ist also

e=o0 oder =1,

je nachdem p quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest von ¢ ist.

Tabelle fiir die Reste von /, (pg) nach dem Modul 2.

q=114=319=5|9=7
p=1| O e e £
P=3 e 1 € s
pP=5 g e o >
P=7 e |1—e| ¢ o

Die Einrichtung der Tabelle ist diese: In dem einzelnen Felde der
Tabelle findet sich der Rest von h,(pg) (mod. 2), so oft p und ¢ nach

— —-=1
! Nach dem Modul 4 ist h(p)Ez)—T—I od. 2—-:—3—’, je nachdem P—Z_E + 1

oder — 1 (mod. p) ist. Vgl. Jacosi, Observatio arithmetica de numero classium divi-
sorum etc., Crelles Journal, Bd. 9 oder Werke, Bd. 6 pag. 240.
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dem Modul 8 die Congruenzen befriedigen, welche die in dem Felde sich
kreuzenden Horizontal- bez. Verticalreihen characterisiren. Beispielsweise
ist #,(pg) =¢ (mod. 2) falls p=3 und ¢=5 (mod. 8) ist. Die Anzahl
der im einzelnen Genus enthaltenen Classen ist dann also gerade oder un-
gerade, je nachdem p Rest oder Nichtrest von g ist.

In der gleichen Weise ist die folgende Tabclle eingerichtet:

Tabelle fiir die Reste von /,(2pg) = ih(ng) nach dem Modul 2.

I=1|9=3|9=5|9=7
p=1| o e e o
P=3| e o I €
P=s5| = I I €
pP=7| o |1—eg| ¢ o

Was die Beweise dieser auf die Zahlen %, beziiglichen Sitze angeht,
so moge es geniigen, einen besonderen Fall zu betrachten, bei welchem
das Princip der Beweise klar hervortritt.

Es sei P =pg=1 (mod. 4) das Produkt zweier Primzahlen; dann ist

l
l

L 3
8 pe 179

G EAG!

Wenn nun die Anzahl der Jacobi'schen Zeichen (I—fgf), die den Werth -+ 1

beziiglich — 1 besitzen, in der ersten Summe mit 4 beziiglich B, in der
zweiten Summe mit A4’ beziglich B’ bezeichnet wird, so ist

I
2

h, = h,(2pq) = ik(ng) =

h,

l\)lr-‘

(A4—B+ 4 —B)=1(4+ B)+ (4 + B)— (B+ B)

Die Zahlen 4 + B und A4’ 4+ B’ geben an, wie viele Zahlen s zwischen
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o und %pq bez. zwischen o und gpq liegen, die weder durch p noch

durch ¢ theilbar sind. Daher ist
— |74 pr__|¢
4+ 5= ?]_[8} _3]’

' o __[3pa)__[3r]__[34
4+5 —[TJ [SJ [8]
wenn allgemein [r] die grosste in « enthaltene ganze Zahl bezeichnet.
Um den Rest von A, (inod 2) zu bestimmen, ist es hiernach nur noch
erforderlich, festzustellen, ob B 4 B’ gerade oder ungerade ist.
Zu dem Ende betrachte ich das Produkt

s, 85
= H(Fq) H(pq)’
wo s, bez. s, alle zu pg theilerfremden Zahlen durchlauft, die zwischen

o und épq bez. o und %pq liegen. Offenbar ist /1 = (— 1)"*# und daher

B 4 B’ gerade oder ungerade, je nachdem /1= + 1 oder — 1 ist. Das.
Produkt /I zerfallt nun in die beiden Produkte

=TI TIG)
= TIG)TIG)

Die Zablen s, zusammen mit den zwischen o und —;pq liegenden und

durch ¢ theilbaren Zahlen

qs29,...,a,9, <a1=[§]>

lassen sich in folgender Weise anordnen:

I ’ 2 3y o0y P,

p+1) P+2:--~,2P—I;

kp+1,kp+2,..., kp+a,
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wo k= [%] und a, = [%ZJ— p[%] ist. Nach dem Wilson’schen Lehr-

satz wird daher

a 7

I -7 (@)
1) - (G950 )" (2)(2)

In analoger Weise lasst sich HC—:) umformen, und so findet man schliesslich

oder

N N PR PR AT
- () (O elsletey

p pr
wo a,, a,, a,, a, die folgende Bedeutung haben
T R T P NP £

Wenn nun ¢=1 oder 3 (mod. 8), so ergiebt sich leicht, dass a, = a,,

— — — P11 %1% | % ;
@, = a, oder a, =a,,a, =a, und daher <____)= + 1 ist.

i)+l

Dasselbe Legendre’sche Zeichen hat dagegen den Werth <:p£>[ )

wenn ¢g=35 oder 7 (mod. 8) ist. Denn in diesen Fallen ist a, — [5—p],

8
a, = [%’ oder a, = [Zg], a, = [%p]

Aus dem Wilson’schen Satze folgt aber, dass

HIGES ol ung HEES ol mod 5y i

Zusammenfassend kann man sagen, dass

(:l ) [2]+[%] < %o‘q‘) REH

p

Il =

b4
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ist, wo das doppelte Vorzeichen nach der Massgabe zu bestimmen ist,
dass + g=1 oder 3 (mod. 8) wird. In entsprechender Weise hat man
natirlich

b

—1 l%]%%v] tp [%J+[s_;]
n=(G)" ()
wo das doppelte Vorzeichen wieder durch die Forderung + p=1 oder
3 (mod. 8) zu bestimmen ist.

Hiernach kann man fir den Fall pg=1 (inod. 4) den Rest von

h,(2pg) (mod. 2) leicht feststellen, wenn dic Reste von p und g (mod. 8)
sowic das Vorzeichen (g) bekanut sind.  Unterscheidet man je nach den
Resten von p und ¢ (mod. 8) einzelne Unterfille, so ergeben sich die in
der zweiten Tabelle auf die Falle p=1,5; ¢=1,5 und p=3, 7;
g=3, 7 (mod. 8) beziiglichen Angaben.

9.

Mit Hilfe der Siatze von N° 8 lassen sich die Resultate der fritheren
Nummern noch ein wenig erweitern, wie ich nun noch an einigen Bei-
spielen zeigen will.

Wenn die Zahlen ¢ ,¢,, ... durch die Gleichung

sinw + sin 3 x® ‘,L.?n—i—
(1) con 52 _clx+021é+...+cn——12n_l+...

erklart werden, so findet nach Satz I in N° 5 die Congruenz statt

I

(2) h(5p)=(— I)TC,_,i,_l (mod. p),
4
unter p cine Primzahl von der Form 4n 4 3 verstanden.

Nun ist einerseits %(5p) durch 2 theilbar (hg(sp) = éh(sp)); anderer-

seits ist

sinz + sin 3z _ sinz + sin(—2) =o (
cos §x - cos §x o

mod. 4),
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d. h. die Coefficienten ¢, ,¢,, ... sind simmtlich durch 4 theilbar. Daher
kann die Congruenz (2) durch die folgende ersetzt werden:

p+1

(2) h(sp)=(— I)Tcpi (mod. 2p).

Da nun weiter die Anzahl der Jacobi'schen Zeichen, aus denen sich A(5p)

zusammensetzt, [%p] — [g] — [g] = 2p— 2 betragt, also k(5p) < 2p ist,

r+1

so folgt, dass %(5p) der kleinste positive Rest von (— 1) * ¢, (mod. 2p)

4
ist. Die Congruenz (2’) kann ihrerseits durch eine Congruenz nach demn

Modul 4p ersetzt werden. Nach der ersten Tabelle der vorigen Nummer
ist namlich Z(sp)=1 —<25—)> (mod. 4), also h(5p)=o0 oder 2 (mod. 4),
je nachdem p= 4 1 oder 4+ 2 (mod. 5) ist. Hiernach leuchtet ein, dass

p+1

(2")  k(sp)=(— I)Tc?ﬁ (mod. 4p), fur p=+ 1 (mod. 5),

4

p_+l
(27) k(sp)=(—1)"* 1+ 2p (mod. 4p), fur p=+ 2 (mod. 5)
4

ist. Ahnliche Resultate kntipfen sich an die Satze III in N° 6 und V
und VI in N°® 7, so dass man beispielsweise die Classenzahlen A(5p) und
h(Ioj)) in folgender Weise durch Entwicklungscoefficienten bestimmen kann:

Es seien die Zahlen ¢, d, e, f durch folgende Gleichungen erklart:

- - -]
sin 2 - sin 3z c 221
n
CoS 5% Zl ”|2n—1’

xR
Cco8 22 + cos 4 Z %
_——_— = n d” —_—
0

cos §x ‘ 2n
. . . . o 2"_1
sin# — sin 3% -4 sii 7z 4 s gx e 7
= n
cos 10% - "|2n—~1’
w© <
cos« + cos 32 — cos 7w + cos 9z f z*n
p—1 n
cos 10 % " | 20’
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Dann ist die Classenzahl %(5p) der kleinste positive nach dem Modul 2p

pad 71
genommene Rest von (— 1) *¢,,, oder (— 1) *d, ,, je nachdem p=3
e 'y
oder =1 (mod. 4) ist; die Classenzahl k(10p) stimmt uberein mit dem

pH1

kleinsten positiven nach dem Modul 2p genommenen Rest von (—1) * €,44
4

p—1
oder (— 1) * f,., je nachdem p=3 oder =1 (mod. 4) ist.

Unter p ist dabei irgend eine von 5 verschiedene ungerade Primzahl

zu verstehen.




