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0BER DIE ANZAHL DER CLASSEN BINARER OUADRATISCHER FORMEN 

V0N NEGATIVER DETERMINANTE 

VON 

A. HURWITZ 
i n  Z U R I C h .  

lo 

In der vorliegenden Abhandlung bezeichnet der Buchstabe P stets 
eine positive ungerade ganze Zahl ,  die grSsser als I ist und ausser durch 
i durch keine Quadratzahl theilbar ist. Ferner bedeutet h ( D )  die Anzahl 
der Classen, in welche die eigentlich primitiven positiven Formen 

ax ~ + 2bxy .-ff cy 2 

der negativen Determinante 

b 2 - - a c  ----- ~ D  

zerfallen. Wenn zur Abkilrzung der Sehreibweise 

I 

gesetzt wird, so bestehen naeh DIRICItLET 1 die folgenden Gleichungen, 
welche die Classenzahlen dutch Summen yon Legendre-Jacobischen Zeichen 
darstellen: 

rorlesungen i$ber Zahlentheorie (herausgegeben yon R. DEDEKIND) w IO6. 
Aota mathemat@a. 19. Imprim~ le 9 juiUet 1895. 
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I. 
4~ 

II. h , ' ( )  = : 

III. h(2P) = = -P ' 

{ (;) (;)] iv. h(_,P) = :  Z - E  , 
0 3w 

Unter dem Zeiehen 
R 

falls P - - 3  (rood. 4), 

falls P - - I  (mod. 4), 

falls P ~  3 (mod. 4), 

falls P = i (mod. 4). 

ist hier, wie stets in der Folge, die Summe derjenigen Werthe der Func- 
tion f zu verstehen, welche den im Intervalle m . . .  n liegenden ganz- 
zahligen Argumenten s entsprechen, so dass sich also die Summation auf 
alle ganzen Zahlen s erstreekt, welche die Ungleichungen 

m < s < n  
erffillen. 

Da jedes Legendre-Jacobische Zeiehen einen der Werthe o ,  x , - - x  
besitzt, so leuchtet ein, dass die Classenzahlen h(P)  und h(2P) einen 

i p ,  also umsomehr unter P liegenden Werth besitzen. Kennt unterhalb ~, 

man daher eine Zahl, we|cher h(P) oder h(zP)  nach dem Modul P con- 
gruent ist, so ist die Classenzahl h(P)  oder h(2P) als der kleinste po- 
sitive Rest jener Zahl modulo P eindeutig bestimmt. Von dieser Be- 
merkung ausgehend, bin ich zu einer Reihe yon Satzen gelangt, die ich 
im Folgenden entwickeln will. Zur Orientirung fiber die Natur dieser 
Satze, will ich hier zunaehst die einfachsten derselben, die sich auf den 
Fall beziehen, wo P eine Primzahl ist, angeben. 

1. Satz. Die Entwicktung yon tg x nach Potenzen yon x laute: 

tgx----- % z + % ~ 4 - .  
~ 5  ~2n--1  

~ +  " "  + ~" l (a~-  x) + . . . .  
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Wenn nun p irgend eine Primzahl yon der Form 4n + 3 bezeichnet, so ist 

die Classenzahl h(p) der kleinste positive t~est yon 

p+_2 - 
( - -  I) 4 ~a,+~ 

4 

nach dem Modul p.  

Beispielsweise ist die Classenzahl h (~ x) bestimmt durch die Congruenz 

I (rood. II)  /*(I ~) -- - -  ~ a3 

und hat also, da % = I6 ist, den Werth 3. 

I 
2. Satz. Die Entwieklung yon 

COS 
- -  nach Potenzen von x laute: 

= P0 + + . . . .  

Wenn nun p irgend eine Primzahl yon der Form 4n -!- z bezeichnet, so ist 

die Classenzahl h(p) der kleinste positive Rest yon 

p--1 
I (-- 

4 

nach dem Modul p. 

Zum Beispiel ist hiernach 
I 

h(I 7) ~2/34 (mod. x 7) 

und also h ( I 7 ) =  4, da f14 = x385 ist. 

sin x 
3. Satz. Die Entwicklung yon nach Potenzen yon x laute: 

COS 2~g 

s i n  ~ x 3 ~ ~2n--1 

cos2~ = r, x + r , ~ +  r ~ +  . . .  + r , l (2 ,~_  i) + . . . .  

Wenn nun p irgend eine Primzahl von der Form 4n + 3 bezeichnet, so ist 

die Classenzahl h(2p) der kleinste positive Rest yon 
p + l  

( _  ~)T .  r~+~ 
4 

nach dem Modul p. 
A~ta mathc~natt~a. 19. Imprim6 le 29 juillet 1895. 45 
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Beispiel: h ( 2 2 ) - - - - T 3 - - - -  36I (mod. I , ) ,  also h(22) = 2. 

COS 
4. Satz. Die Entwicklung von 

COS 2,~ 
nach Potenzen yon x laute: 

COS �9 __  ~ ~4 x2n 

0"0 + 0,7_4+ . . .  + o'.v  + . . . .  

Wenn nun p irgend eine Primzahl yon der Form 4n- t -  i bezeiehnet, so ist 

die Classenzabl h(2p) der kleinste positive Rest yon 

Io--1 

(__,)4 " 
�9 O p _  1 

4 

nach dem 21lodul p. 

neispiel: h(26) _= - -  #a = - -  2763 (mod. ~3), also h(26) -~ 6. 
Um den Gang der Untersuchung spater nicht unterbrechen zu mtissen, 

kn0pfe ich an diese Satze gleich bier einige Bemerkungen: 
Die Tangentencoefficienten al ,  %, . . .  stehen bekanntlich zu den Ber- 

noullischen Zahlen B~, B=, . . .  in der Beziehung 

Daher ist 

2"-"(z'" - -  l ) B . "  
2 n  

p4-1 // p+ l  
I 
2qp+1-2 ~2 ~ - - t  

4 t \ 

Der Satz I. kann hiernach auch dahin ausgesprochen 
Classenzahl h(p) dutch die Congruenz bestimmt ist 

wenn p eine 

werden, dass die 

h(p)  =~ - -  6Bp+l (,nod. p), 
4 

Primzahl von der For'm 8n 4 - 3  und durch die Congruenz 

h (p) = 2Bp+, (mod. p), 
4 

wenn p eine Primzahl v o n d e r  Form 8n + 7 ist. 
Bei dieser Formulirung des Satzes ist aber der Fall p = 3 auszu- 

schliessen, was darin seinen Grund hat, dass fiir diesen (und nut for diesen) 
Fall Bp+l einen durch p theilbaren Nenner besitzt. 

4 
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Die Coefficienten rio, fli ,  �9 . .  sind die sogenannten Euler 'schen Zahlen. 
Bekanntlich s ind  diese, ebenso wie die Tangentencoefficienten %,  % , . . . ,  
positive ganze Zahlen. Das Gleiche gilt  aber, wie ich jetz~ zeigen will, 
auch far  die Entwicklungscoefficienten r~, 7 2 , - "  und 3o,3~,  . . . .  

Dass dicse Entwicklungscoefficienten ganze Zahlen sind, ergiebt sich 
unmit telbar  aus den Recursionsformeln, welche man fiir dieselben aus den 
identischen Gleichungen: 

sin z . c o s  
COS 2X = S l n ~ )  

cos  2~ cos  2~g 
- - C O S 2 X  = COSX 

erhMt. Um zu beweisen, dass dieselben positive Zahlen sind, zerlege ich 

c o s  z + sin z x I 

in Partialbri~che: 
ao k(k+ 1 ) 

c o s , + s i n x  I ~ .  (-- I) 2 

COS 2X ~ 2  (2k-- I)lr 
1 4 + ( -  I)k~g 

wobei die Glieder der Summe nach wachsenden Werthen yon k anzu- 
ordnen sin& Entwickelt  man die einzelnen Glieder nach aufsteigenden 
Potenzen yon x und -~ergleicht die Coefficienten von x n auf beiden Seiten 
der vorstehenden Gleichung, so ergiebt s i c h :  

' I ,  ' " ' I 
(" ----- t ( 2 n - -  I) \Tr) ~ l  3~" 5~" q- - ~  -[- 9'" ++...[ 
~. = (2n) \T:] ~211 JI- 32n+ 1 52n4:1 7,.+1 + ~+1  + - - - -  + . . . .  

Aus diesen Darstellungen der Zahlen r . ,  o: geht nun hervor, dass die- 
I I 

selben positive Werthe besitzen. Denn die Differenzen i 
3~,, 5-~, 

I ! I I I I ~ find 
7~ n ii~n, 9 :  n i 3 ~ , . . . ,  ebenso wie I g . + l ,  3 ~ . + 1  7 : ~ + 1 ,  �9 �9 �9 

si~mmtlich positiv. 
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Q 

Zur Abkiarzung der Beweise f~'lr die oben angegebenen Satze und 
f•r andere S~tze ~hnlichen Charak-ters, benutze ieh den Begriff der Con- 
gruenz in einem erweiterten Umfange. Einerseits dehne ich den Begriff 
der Congruenz, wie dies auch sonst seit GAuss bin und wieder geschieht, 
auf rationale Zahlen aus. Zwei rationale Zahlen r und s mSgen namlich 
nach dem ganzzahligen Modul m congruent heissen, in Zeichen 

(i) r ~ s (mod. m), 

wenn ihre Differenz r - - s ,  auf die kleinste Benennung gebraeht, einen 
durch m theilbaren Z~,hler besitzt. Dass derartige Congruenzen addirt 
und subtrahirt werden dtirfen, d. h. dass aus der Congruenz ( I )und  der 
Congruenz 

(2) r' ~ s' (mod. m) 

die neuen Congruenzen 

r _ + r ' ~ s + s '  (mod. m) 

folgen, leuchtet unmittelbar ein. 
Um die Gesetze far die Multiplication und Division solcher Con- 

gruenzen leicht aussprechen zu kOnnen, ist es zweckm~ssig noch folgende 
Definitionen einzuftihren: 

Eine rationals Zahl heisse endlich nach dem Modul m, wenn sie, auf 
die kleinste Benennung gebracht, eincn zu m theilerfremden Nenner besitzt. 

Eine rationals Zahl heisse relativ print zum Modul m, wenn sie selbst 
und zugleich ihr reciproker Werth endlich nach dem Modul m ist. 

Eine rationale Zahl, die man auf die kleinste Benennung gebracht 
hat, ist offenbar stets und nur dann relativ prim zu m, wenn sowohl ihr 
Z~hler wie ihr Nenner theilerfremd zu mis t .  

Man zeigt ferner leicht, dass zwei nach dem Modul m congruente 
rationals Zahlen gleichzeitig endlich modulo m oder nicht und gleichzeitig 
relativ prim zu m oder nicht sind. 
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Was nun die Gesetze der Multiplication und Division far die hier 
betrachteten Congruenzen angeht, so sind dieselben in folgenden S~tzen 
enthalten, deren Beweise ich iibergehe, da sie ganz elementarer Natur sind. 

))Besteht die Congruenz (i), so bleibt dieselbe richtig, wenn ihre Glieder 
r und s mit irgend einer (rood. m) endlichen Zahl multiplicirt werden.)) 

))Aus den Congruenz (I) und (2) darf man die Congruenz 

rr '  ~ ss'  (mod. m) 

folgern, wenn r und r' endlich nach dem Modul m sind.)) 
))Die Congruenz (I) zieht die Congruenz 

~--~_ (rood. m) 
?" 8 

naeh sich, wenn r relativ prim zu m ist.)) 
rAus den Congruenzen (~) und (2) darf man die Congruenz 

r 8 
= -  (mod. m) 

folgern, wenn r' endlieh und r relativ prim zum Modul mist.)) 
Eine andere Erweiterung des Congruenzbegriffes, die ich im Folgen- 

den benutze, bezieht sich auf Potenzreihen mit rationalen Coefficienten. 
Es seien 

(3) 
fB2 ~r~ r(x) = ~, + ~,~ + ~ + . . .  + ~ . ~ + . . . ,  

~2 ~n 

(4) r = s~ + s ~  + ~ +  ...  + ~ . ~ +  ... 

zwei Potenzreihen, die in der Umgebung der Stelle x = o eonvergiren 
und rationale Coeffieienten besitzen. Die Congruenz 

(s) r162  (rood. m) 

soll dann nichts anderes ausdri~cken, als dass ffir jeden Index n 

(6) r. ~ s. (mod. m) 

ist. Ferner will ich sagen, die Congruenz (5) bestehe bis zu den Gliedern 
k ter Ordnung, wenn die Congruenz (6) for n = o ,  x, 2, . . . ,  k erf~llt ist. 
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Die Potenzreihe (3) ~(x)  mSge endlich heissen nach dem Modul m, 
wenn alle Coefficienten r o , r~ , r2, . . .  endlich sind nach dem Modul m. 

Ist C(x) endlich nach dem Modul m und zugleich das Anfangsglied 
r o relativ prim zu m, so soll ~(x)  selbst relativ print zu m heissen. 

An diese Begriffe knClpfcn sich nun die folgenden Satze: 

i.) ))Ist ~(x)  relativ prim zu m, so ist auch i ~(~) relativ prim 

ZU m . ) )  

~ 2  

Denn ist ~ = "' ' ' - -  C(x) ~o + r l x  q- r21z q- . . . ,  so hat  man 

r = ~ t n 
roro I, r'lro -I- rorl o. r2ro -{- 2r~rl -t- ror~ = o, 

p t ~t r3ro "31- 3r2rl 71- 3r'~r2 -Jc" ~or3 = o, . . . .  

Bereehnet man aus diesen .Gleichungen r'o, r ; ,  r'2, �9 � 9  so erkennt man, 
dass diese Zahlen s~mmtlich endlich und die erste ro iiberdies relativ 
prim zum Modul m sind. 

Fasst man dieselben Gleiehungen als Congruenzen (rood. m) auf, so 
ergiebt sich leieht der Satz: 

2.) ))Ist C(x) relativ prim zu m u n d  ~ c ( x ) . ~ ( x ) ~ I  (mod. m), so 

' (,nod. m).)) ist ~ ( x )  --~0(~) 

Sind r und s nach dem Modul m congruente und endliche Zahlen, 
so sind aueh r" und s" congruent und endlich f~r jeden positiven ganz- 
zahligen Exponenten n. Daraus folgt: 

3.) ))Sind r u n d  s nach dem Modul m congruente und endliehe 
Zahlen, so ist 

- -  ( od. m) 

wenn C(x) nach dem Modul m endlich ist.)) 
Zwischen den Potenzreihen (3) und (4) mOge jetzt die Congruenz (5) 

bestehen. Ferner sei 

~ s  x n  

(7) Z ( x )  = to -k t~ 2 -k  t2 ~ q- " " -k- t . ~  -k  " " 

eine (mod. m) endliehe Potenzreihe. Ein  Bliek auf die Gleiehungen 
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9~(x)Z(X) --- rot o + (r~t o + rot~)- ~ + (r,t o + 2r~t~ + rot,) ~ + . . . ,  
i _  

r = sot. + (s& + sA)~ + (~to + ,-sA + Sot~)~_ + 

lehrt dann, dass die Potenzreihen f ( x )Z(x  ) und O(x)Z(X) (mod.. m)con- 
gruent sin& Es besteht also der Satz: 

4.) ,Ist f , (x ) -  O(x) (rood. m) und Z(z) endlieh naeh dem Modul m, 
so ist auch ~(x)z(x) - - -O(x)z(x  ) (mod. m). 

Combinirt man hiermit den Satz I.), so erhMt man 
5.) ))Ist r (mod. m) und Z(x) relativ prim zu m, so ist 

auch r162 (mod. m).~ Z(z) -Z ( z )  
Sind r u~d r congruent (rood. m) und relativ prim zu m, 

bezeiehnen ferner far einen Augenbliek ~,l(x) und ~(x)d ie  Potenzreihen 
I bez. I 9~(z) r  so folgt aus 9~(x)--r (rood. m) nach Satz 4.) 

I ~ ~P(fg)991(X)~ r (IIlod. S/g) 

und hieraus nach Satz~ 2.) 9 h ( x ) ~ q ( x )  (mod. m). D .h .  
6.) ))Ist ~(x) _---- #(x) (mod. m) und 9,(x) relativ prim zu m, so ist 

auch ~ -  ~ (mod. m))). r - r 
Es selen jetzt 9~(x), r  G(x) ,  r irgend vier Potenzreihen mit 

rationalen Coeffieienten und 

I 9 ' (x ) -  r (mod. m), 

(9) r  r (mod. ,~) 
Dann gelten fiir die Combination dieser Congruenzen durch Addition, 
Subtraction, Multiplication und Division folgende Gesetze: 

7.) Aus den Congruenzen (9) daft man folgern 
a) die Congruenzen ~(x) + ~l(x) ~ r +__ r (rood. m) ohne jede 

Einsehrankung; 
b) die Congruenz 9v(x)9,,(:r.)=_~,(x)~,,(x) (mod. m), wenn ~(x) und 

9h(x) endlich sind modulo m; 

c) die Congruenz 9,(~)_r (rood. m), wenn 9h(x) endlich (rood, m) r - r  
und ~,(x) relativ prim zu mist .  
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Schliesslich habe ich noch einen in der Folge wiederholt  zur An- 
wendung gelangenden Satz zu entwickeln, der sich auf die Frage bezieht, 
in wie welt eine Congruenz ~ ( x ) - - r  m) dureh eine m i t x  ver- 
sehwindende Potenzreihe Z ( x )  dividirbar ist. Ieh nehme an, dass Z ( x )  

yon der ersten Ordnung verschwindet, dass also 

Z ( x ) = t , x + t , ~ _ + t 3 ~ + ' . "  

ist, wo t I yon Nul l  verschieden. Ferner setze ieh voraus, class 9~(x)und 
r  fiir x = o versehwinden, also r 0 und s o in den Entwicklungen (3) 
und (4) Null  sind. Ist nun 

~(~)  ,.~' 
z (~)  - ~ , ( x )  = r'o + r~x + r~]_ 2 + . . . ,  

r , , ~ '  
Z(~) -- r  So + s',x + s . ~  + . . . ,  

so folgt aus der Annahme ~(x) -- r oder r  ) ---- r  ) (mod. m), 
dass die Zahlen 

rot,  , 2r ; t ,  + r'ot2 , 3r'~t, + 3r'~t2 + rot3 , �9 �9 �9 

der Reihe nach (rood. m) congruent  sind den Zahlen 

S'ot, , 2s'~t, + S'ot2 , 3s'~t~ + 3s',t~ + S'ota , . . . .  

Hieraus ergiebt sich successive t o - -  So,  r~ --- s~ , . . . ,  G - 1  --- s'p_l (mod. m) 
unter der Annahme, dass t , ,  2t I , 3 t , ,  . . . ,  ( p - -  I)t,  relativ prim zu m 
und t~, t 3, . . . ,  tp endlich nach dem Modul m sind. Die erstere An- 
nahme ist erf~llt, wenn t 1 relativ prim zu m u n d  p die kleinste in m 
aufgehende Primzahl  ist. Hiernach kann man folgenden Satz aussprechen: 

8.) ))Sind 9*(x) und r  mit  x versehwindende Potenzreihen und ist 

X(x) ----- t,x + t~_+ t35+... 
endlieh nach dem Modul m ,  w~hrend zugleieh t, relativ prim zu m i s t ,  
so folgt aus dem Bestehen der Congruenz 

- r  (mod. 
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dass die Congruenz 

bis zu den Gliedern 

361 

r162  (rood. m) 
z(z) - z ( z )  

( p -  i) ter Ordnung gilt, unter p die kleinste in m 
aufgehende Primzahl verstanden.)) 

0 

Ehe ich zu dem eigentliehen Gegenstande dieser Abhandlung ftber- 
gehe, will ich die S~tze der vorigen Nummer an einigen Beispielen er- 
li~utern. 

Nach dem Modul 3 bestehen (Satz 3.) der vorigen Nummer) die Con- 
gruenzen 

c o s 3 x ~  I, eos2x=_eos(--x)=cosx (rood. 3). 

Die elementare Gleichung eosx(2 eosex ~ I ) =  cos3x, ergiebt daher die 
Congruenz 

eosx(2 c o s x - -  I ) ~ x  (mod. 3). 

Also ist (nach Satz 2. oder 5. der vorigen Nummer) 

(i) 
COS 

2 c o s x - -  I = - - ( ~  + c o s x )  (mod. 3). 

Der Coefficient von ~ auf der linken Seite dieser Congruenz ist die 

Euler'sche Zahl fin, auf der rechten Seite ist derselbe ( - - I )  "+~. Man 
erhMt also den bekannten Satz, nach welchem die Euler'sche Zahl ~8. yon 
der Form 3 k - - i  oder 3k-t- I i s t ,  je nachdem n gerade oder ungerade ist. 

In ~hnlicher Weise ergiebt sich die Congruenz 

I 
I + e c o s x - -  2 cos 2x ,tm~ ~,% 

welehe den Satz enth~lt, dass die Euler'sche Zahl f l~ -  z oder o (rood. 5) 
ist, je nachdem n ungerade oder gerade ist. Aus der Congruenz 

I �9 

sin x cos x ---- ~ sm 2x -- x (rood. 4) 

A~ta math~ma~a. 19. Imprim6 le 31 juillet 1895. 46 
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folgt 

A. Hurwltz. 

= sin x (mod. 4). 
COS 

Da der Coefficient von 
a~2n-.t.-1 

auf der linken Seite 

( 2 n - 3  I- I)/~n---- ( -  I)nfln ( m o d .  4), 

auf der rechten Seite ( - - i )  n ist, so besagt diese Congruenz, dass die 
Euler'schen Zahlen s'~mmtlieh - - I  (rood. 4) sind. 

Multiplicirt man die vorstehenden Congruenzen (~)und (2 )mi t  s inz,  
so erhalt man 

I sin 2x) sin Zcos z---- sin x -l- 2 = - -  (sinx + s i n x ) = s i n x  (rood. 3), 

sin z sin x q_ sin 2 x -  sin 3x -t- sin x ~ 2 (sin x q- sin 2x) (rood. 5). 
cos 

D. h. der Tangentencoefficient a, ist ~ I oder 2 nach den Moduln 3 und 
5 (und also nach dem Modul I5) je nachdem n ungerade oder gerade 
ist. Um den Rest yon an (rood. 8) zu beurtheilen, bemerke m a n  dass 

folglich 

ist. 

Functionen - -  

c o s ~ x  = 3 + 4 c o s 2 x + c o s 4 z  8 - - I  (mod. 8), 

s in  x 
= s i n x  cos3x 

COS 
2 s in  2z + s in  4z  x s 

- - = x - - 2 :  (mod. S) 
8 12 

Der Tangentencoefficient a,, ist also durch 8 theilbar, sobald n > 2.1 
_~hnliche Satze gelten f~r die Entwicklungscoefficicnten ~'n und 3n der 

s in  x cos 
und . Beispielsweise fi)lgt aus der Congruenz 

C0S 2X C08 2Z 

1 Diese Thatsache geht ttbrigeus aueh aus der Gleiehung a n -  Bn 

hervor: naeh Welsher 2 ~-n-x--~ die  httehste in an ~tnfgehende P o t ~  voa 2 ist: wenl  2 x 4ie 

htiehste in n aufgehende PoCen~ yon 2 bezeiehnet. 

Wegen der auf die-Tangentencoeffieienten und Euler 'schen Zahlen beztiglichen Con- 

gruenzen vergleiche man die Vorlesungen fiber die Bernoullisehen Zahlen yon L. SA&L- 

SCH~3TZ (Ber l in  I893) ,  in welehen aueh die Li t te ra tur  angegeben ist. 
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cos 2x =_ I - -  2x' (mod. 8), 

I I 

coszz-- I - -  2~ ' -  I + 2x = (mod. 8) 

und hieraus welter 

sin z - - _ ~ s i n x ( I  + 2x 2) 
c o s  2~ 

c o s  
=cosz( i  + 2x 

c o s  25  

(rood. 8). 

Die letzten Congruenzen besagen, dass T. = I  oder 3 (mod. 8 ) u n d  3,, ~_ 3 
oder I (rood. 8) ist, je naehdem der Index n ungerade oder gerade ist. 

m 

Wenn p eine Primzahl ist und zur Abkiarzung 

wird, so hat man die Congruenz 

P -  ~ - -  p' gesetzt 
2 

(p)-----s p' (rood. p). 

Daher wird fi~r den Fall, dass p -  3 (mod. 4) ist, 

h ( p ) -  i r  - 2r - 3 r  . . . . +  p'p' (mod. p). 

Die auf  der rechten Seite dieser Congruenz befindliche Zahl ist nichts 
p'--I #gp, 

anderes wie der Coefficient yon ( - - I ) ' .  I-~' in der Entwieklung der 

Function 

~(x)  = sinx + sin 2 x  + . . .  + s i n T ' x  = 

Nun ist nach dem Modul p 

x p ~  
C O S - ~ - - C O S  - 

2 2 

�9 I 
2 S l n -  

2 

I ~9 I 
COS'--Xm= C O S - X - -  I COS - ~g - -  

2 2 2 
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und nach dem Satze 8 in N ~ 2 ist die Congruenz 

I X 
c o s -  z - -  ~ s i n -  

2 __ I 4 (mod. p) 

2 sin- ~ cos - 
2 4 

bis zu den Gliedern ( p - - I )  t e r  Ordnung gt'fltig. Also ist h ( p ) n a c h  dem 
p ' - - I  

xP 
Modul p dem Coefficienten von ( - - I ) ~ . ~ ,  in der Entwieklung yon 

I gg 
tg ~ congruent. Da dieser Coefficient sich modulo p nicht ~ndert, wenn 

x dureh 4x ersetzt wird, well cr dadureh den Factor 4 / = 2  ~-1= I (rood. p) 
p ' - - I  p + l  
- -  + 1 

erh~lt, so ist auch h(p)  dem mit  ( - - I ) :  - - - - ( - - i )  4 multiplieirten 
xP' I 

Coefficienten von ~ in der Entwicklung yon ~ t g x  congruent, welches die 

Behauptung des Satzes I in N ~ I i s t .  
Ist p eine Primzahl von der Form 4 n -t- i, so wird 

h(p)  _~ 2 ~" + 2r -I- . . .  "4- " (rood. p). 

P ~p 

Die rechte Seite dieser Congruenz ist der Coefficient von ( - -  I ) 2 . ~  in 

der Entwicklung yon 

sin l~ + I / 
4 

sin I z 
2 

Bis zu den Gliedern yon der Ordnung p -  ~ ist aber 

I 
sin-  

4 i 
+ - - -  i + 

I I 
sin - ~ 2 C O S  - z 

2 4 

(mod. p). 

Diese Congruenz enthMt den Satz 2. von N ~ I, wenn man die Bemerkung 
xP 

hinzunimmt,  dass der Coefficient von ~ sich modulo p nicht andert, falls 

x durch 4x ersetzt wlrd. 
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Ist _p eine Primzahl von der Form 4n + ,3, so hat man 

3to 3(0 r X(:) (;) X(;) ( ) h ) = 2  = 2  - - 2  t o = - ~ p  . 
to 0 

Die Summation in den beiden letztcn Summon ist zu erstreeken auf die 
Zahlen 

s =  i ,  2 , . . . , k  beziiglich s =  I ,  2 , . . . , h  

~VO 

k =  3 p - t  h - p - 3  odor k - 3 p - 5  h - p - 7  
8 ~ 8 8 ' 8 

ist, je nachdem ~ - - 3  odor ~-7 (rood. 8) ist. 
Die Classenzahl h(2p) ist nun (mod. p) congruent dem Coefficienten 

p'--I ~p, 

y o n  ( - - i )  ~ i. ~, - -  in der Entwicklung yon 

k h 

f(z) =- 2 ~  sin (sx)-  2 ~  sin (sz)-- 
1 1 

( ' )  ( ' )  cos h + 2  z - - c o s  k + 2  z 

I 
sin-  z 

2 

B i s  z u  d e n  G l i e d e r n  v o n  d e r  O r d n u n g  p - - i  i s t  a b e r  

i 3 3 , 
cos ~ ~ - -  cos ~ �9 cos  ~ �9 - -  cos ~ 

O O O 
9~ (x) ---- i odor t (mod. p) 

s in-  x s i n -  a: 
2 2 

je nachdem p~_ 3 odor = 7 (mod. 8). Forner ist 

3 I I 
cos ~ x - -cos  ~ z sin ~ z 

I I 
sin - x c o s  - x 

2 4 
xp' 

Ersetzt man null x dureh 8x, so wird sieh der Coefficient yon ~ nich~ 

~ndern (mod. p), wenn p~= 7 (,nod. 8) ist, dagegen don Factor - - I  (rood. p) 
erhalten, wenn ~ = 3  (mod. 8) ist, weil im ersteren Falle 2 quadratischer 
Rest, im letzteren Falle quadratischer Nichtrest yon p ist. tI iernaeh 
leuchtet  ein, class in beidon FMlen h(2p) nach dem Modul p congruent 
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P'--~ .+ t P + 1 xp' . 

dem mit  ( - -  i) ~ = ( - -  I) 4 multiplicirten Coefficienten yon ~ m der 

s i n  x 
Entwicklung yon ist. 

c o s  2 ~  

Ist endlich p eine Primzahl yon der Form 4 n -4- ~, so hat man 

4o) 

verschwindet; 

h(2p) = 2 ~ + �9 
o o 

Die Classenzahl h(2p) ist daher nach dem Modul p congruent dem Coeffi- 
P_' g~p' 

cienten von ( - - I ) ~ .  i-~. in der Entwicklung yon 
i v  

( ' )  , h sin k +  z + s i n  h + ~  
~ ( X )  = 2 Z CO$SX -1- 2 Z COSSX = - -  I + I ' 

s = l  s ~ l  S i l l -  ~: 
2 

wobei 

k - -  p - t  h - - 3 p - - 3  oder k----- p - 5  h = 3 p - - 7  
8 ~ 8 8 ' 8 

zu nehmen ist, je nachdem p - -  I oder ~_ 5 (mod. 8) ist. 
Bis zu den Gliedern ( p - - i )  ter Ordnung ist nun 

I I 
cos ~ �9 cos ~ 

~ ( x ) ~ - - -  t + - -  oder -- I 
I I 

C O S -  a~ c o s  - x 
4 4 

(mod. p), 

je nachdem p - - I  oder = 5 (mod. 8) ist, und hieraus geht durch eine 
ahnliche lSberlegung, wie oben (indem man x durch 8x ersetz~), die Rich- 

tigkeit des Satzes 4. in ~I ~ i hervor. 
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0 

Die Satze dieser Nummer  beziehen sich auf die Classenzahl h(P), 
wo P mehrere Primfactoren enth'Mt und - - 3  (rood. 4) ist. Ich zerlege 
P in zwei Factoren p und q, setze also 

P --_ pq. 

Uber  diese Facto~'en mache ich vorlaufig nut  die Voraussetzung, dass sie 
beide grSsser als i sind. 

Nun ist 

I 
wo der Summationsbuchstabe s alle zwischen o und 2p q l iegenden ganzen 

Zahlen durchlaufen muss. Indem ich diejenigen Glieder der Summe zu- 
sammenfasse, die modulo q eongruenten Werthen yon s entspreehen,  er- 
halte ieh 

oder karzer: 

0 

Die innere Summation erstreckt sich dabei fiber diejenigen Werthe yon 

k, far  welche qk "4-i zwischen o und ~ ,  also k zwischen i und 
q 

e q 2 ~ --" liegt. Es n i m m t  also k die Werthe o,  x, :, . . . ,  T 

] o - - I  
q dagegen die Werthe o ,  I, 2 , . . .  2 ' z" an, wenn i < ~ ,  , I w e n n i >  -q 

Daher ist 
q_ p__ v___ 1 

2 
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In der zweiten Summe ersetze ich i durch q -  i und erhalte unter An- 
- - I  

wendung der Gleichung ( - ~ - - ) - - - - ( ~ _ ! ) ( ~ _ _ ~ ) _ ~ _  i, 

q P q P 
2 

= Z - -  - Z o o \ -~) / o " 7 " ~ / "  

Da nun die Zahl i "4- qk ein vollsti~ndiges Restsystem (rood. p) durchlauft ,  

wenn k alle ganze Zahlen zwischen P und "t-l! annimmt,  so ist 
2 2 

P P 

\ ~ /  + = o, und folglich 
0 

q P 

(i) 
0 

Es sei jetzt p eine Pr imzahl  v o n d e r  Form 4n-4- 3. 
stehende Gleichung, dass 

h(pq)_-- (-- ,)~ 

Dann lehrt  die vor- 

0 o 

p - -1  
- q -  

ist, wo die geschwungene Klammer den Coefficienten von ~ in der 
p - - I  

2 

Entwicklung der eingeklammerten Function bedcutet. :Nun ist welter ffir 
jeden Wer th  yon a und b und jedes ganzzahlige positive m: 

(S) ~ ~ sin ( a  "4- b k )  --= - -  
o 

-(0 
I 

si.n - b 
2 

m + I  
s i n -  b 

2 
- -  2 sin 

I 
sin - b 

2 

(o+:b) 
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und daher bis zu den Gliedern (p ~ i) t~r Ordnung 

P I 

I I 4 , 0 sin ~ qx cos - q.v 
4 

Aus dieser Congruenz ergiebt sich far die Classenzahl h(pq) zunachst: 

I 
cos ~ qz 

q 

~ , q  sin i - - -4  q x 
0 

(rood. p). 

Hier darf offenbar x durch 4x und (~)( lurch ( ~ - ~ ) o d e r  auch durch 

( ~ - ~ )  ersetzt werden. Daher ist 

c o s  f i x  o 

q 

q 

4 

D,~ in der ersten Summe q -  4i alle zwischen q u n d o  liegende Zahlen, 
die ~q=__ I (rood. 4) sincl, durchlauft, in der zweiten Summe 4 i - - q  
alle zwichen o und q liegende Zahlen, die _~- -q~_  3 (rood.4) sind, so 
ist in der vorstehenden Congruenz der Satz enthalten: 

I. .Es se~ q ~ i (rood. 4) e~ne dutch kein Quadrat ausser i 

positive Zahl gr6sser als i. 

Ferner sei 

theilbare 

Avta ~nall~e~nali~a. 19. Impr lm~ le 6 ao~t 1895. 

s i n 5 x  ~ + . . .  

47 
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und (lie Entwicklung dieser Function ~ach Potenzen von x laute 

I~ a X 5 ~ ? n - -  1 

2 ~  - - -  I 
. . . ,  

Bezeichnet dann p =_ 3 (rood. 4) eine in q nicht aufgehende Primzahl, so ist 

p + l  

h(pq) ~ ( - -  t) -a-c,+~ (,nod. p). 
4 

Beispielsweise werden also die Reste der  Classenzahlcn h(sp) (modulo  p) 

sin x + sin 3x best immt.  durch die Entwicklungscoeff icienten der Funct ion  
COS ~ 

zweitens p eine P r imzah l  yon der F o r m  4 n + I, so ha t  man  Ist  

nach (t)  

0 

Mit Benutzung  der  bekannten  Gleichung 

~n 

(c) ~ ~ co~(. + u9 = 
o 

I 
sin - b 

2 

m + i  
s i n -  b : ( ) 

sin - b 
2 

findet man  nun,  dass bis zu dell Gliedern der Ordnung  p ~ I 

, ( i )  
~-v cos i - - ~ q  x 

2~-/'_., c o s ( / +  q k ) x ~  I 
o cos ~ qx 

ist. Hieraus schliesst m a n  welter 

0 
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und da 
1 ~q 1 ~q 

c o s ( 4 i - - q ) x  ~-- - -~-~ ( ~ - ~ ) c o s ( q - - 4 i ) x  

l 

d" ~ ( ~ - ~ ) c o s ( g i - - q ) z  

gq 

ist, so enthalt die vorstehende Congruenz den Satz: 

II. Es sei q ~ 3 (rood. 4) eine dutch kein Quadrat theilbare positive 
Zahl gr6sser als i. 

_Ferner sei 

r  - _ _  I + 

+ - - ~ / c o s  (q 

cos 5x - -  -4- �9 �9 �9 

und die Entwicklung dieser Function nach Pote,nzen yon x laute 

X~ X4 ~2n 

= eo . . . .  

Bezeic,lmet dann p ~ I (rood. 4) eine in q nicht aufgehende Primzahl, so ist 

p--1 

h(pq)~. ( - -  i) '~- cp_~ (mod. p), 
-g- 

Far  den einfachsten Fall q = 3 kann man diesem Satze, da h(3p) 
stets kleiner als p ist, die bestimmtere Fassung geben: 

Ist p eine _Primzahl yon der _Form 4n + I, ist ferner 

CO~ �9 X ~ g~2n 

= Co + c~ ~ + . . .  + c,,r=:~ + . . . ,  
COS 3z F~,o 

so stimmt die Classenzahl h(3p) 
p--1 

( - -  I) -X-" Cp_ 1 (roOd. p) i~berein. -x- 

mit dem kleinsten positiven Rest yon 
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11 

Wenn P ~ I  (rood. 4) ist und P in zwei Factoren p und q zerlegt 
wird, so findet man 

ff 

wo die inhere Summation tiber alle ganzen Zahlell k zu erstrecken ist, 

for welche i + qk zwischen o und �88 licgt, also f~ber alle ganzen Zahlen 

k, die zwischen ~ und 41) i liegen. q ~ 
Ich trenne jetzt  die FMIe p-- - - -q~ (rood. 4) und 1)=_q=3 (mod. 4). 

p - -  I 
Im ersten FMle muss k die Werthe  o , x , . . . ,  oder o , I , . . . ,  

4 
] ) - -  I _q _(/ 

- ~  I flurchhmfen, je nachdem i < oder i >  ist. Daher kommt 
4 4 4 

1 1 1 
- - p  

h = 2  ( -5;-)  Z ,z o k l) /" 
- - q  
4 

Ersetzt m~m in denjcnigen Theilen der Summe, iz~ welchen i >  ~ ist, i 

durch q - - i ,  so crhMt man n~ch leichten Umformungen: 

(i) 
I 1 I 1 u yp .,,~ u 

-u  ~,2 - u  

( p ~ q ~  I (rood. 4)). 

h n  zweiten Falle findet man in 'ahnlicher Weise: 

(2) 
1 1 1 1 

0 ~ 1 1 
- - u  T q  - - u  

(P~q=---3 (mod. 4)). 
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Unter der Voraussetzung, dass/~ eine Primzahl ist, findet im ersten Falle 
die Congruenz 

(i') 
p-1 Yq YP 

h(pq)=_(-- !) -7- 2 ~"  c o s ( / +  qk)x 
0 - 7 "  

1 1 

+ ~ ( ~  ~o~(~+q~)~ 
' , ~ /  ' -7  ~ yq -u 

(rood. p) 

im zweiten Falle die Congruenz 

(~') 
0 1 

- - g p  

1 1  I .yq ~-p 

+ ~ ~ ~ ~ ~n(~ + q~). (,.o~t. p) 
1 1 
y q  . ~ - p - - 1  

statt. Dabei bedeutet die geschwungene Klammer, wie oben, den Coeffi- 
p 1 

X 71 �9 eienten von in der Entwicklung der eingeklammerten l~unctlon. 

2 

Diese Congruenzen lassen sich mit H(llfe der Formeln (S) und (C) der 
vorigen Nu,nmer und der 8htze yon N ~ 2 in die folgenden einfacheren Con- 
gruenzen fiberfiihren: 

p--1 

] 
~q 

1 

1 

(rood, y) 
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bezi~glich 
p - 3  i q 

h(pq) ~ ( - -  I) -i-- ' 
cos  ~/,c 

sin 4iz 

i I "Jr- COSI ~--'~ ~ ( 2 ~ - - 4 , )  8iI1(2~__4i)  ~ (rood. p). 

Diese Congruenzen cnthalten nun folgendc Satze, die sich den Satzen I. 
und II. der vorigcn Nummcr an ,.lie Seite stellen: 

IIL Z~ sei q=_ I (rood. 4) eine dutch kein Quadrat ausser i theilbare 

positive Zahl grosser als i. _Ferner sei 

- ~ o ~  ~ - -  c o s  2 x  + (,} ,~,,~ 4 z  - -  :) c o s  6 , ~  + - - . . .  

+ \ - - ~ t  / ~os (q - -  

und die Entwickhtng dieser Function nach Potenzen yon x laute 

~(x)=~o  + c,~+. . .  + e , ,~+ . . . .  

Bezeichnet da~u p ~  l (rood. 4) eine in q nicht auf, qehende Primzahl, so ist 

p --1 
h (~,q)-~ ( - - , )  " ~,,_, (~,,od. p). 

4 

IV. Es sei q=_3 (rood. 4) eine darch kein Quadrat ausser I theilbare 

positive Zahl 9r6sser als x. Fer~wr sei 

' [(~) sin 2 x -  (~)sin4x + (~)sin6:~--  + . . .  

+ (q-@I) sin (q - -  I)x] 

und die Entwicklun 9 dieser Fanction nach Potenzeu yon x laute: 

X a ~2n 1 
~(~) = c,~ + ~,~_ + . . .  + ~,,l~,~___A, + . . . .  
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Bezeichnet dann P = 3  (rood. 4) eine in ~ nicht aufgehende tu so ist 

2--3 

h ( p q ) ~ ( - - I ) '  cp+~ (rood. p). 
4 

In dem besonderen Fal le  q ~--3 hat man den best immteren Satz, 

dass - -  unter  p e i n e  yon 3 verschiedene Primzahl  der Form 4 n -I-3 
verstanden m d i e  Classenzahl h(3p) gleicb ist d e m  kleinsten positiven 

p-i-1 ~2n--1 

Reste yon ( - -  ~)w-c,+, (rood. p), wenn cn den Coefficienten yon [2n - -~  

sin 2x 
in der Potenzentwicklung yon ~ bezeichnet. 

cos 3z 

8 

Analoge Satze, wie sie for die Classenzahl h(pq) in den letzten 
beiden Nummern  aufgestellt  sind, bestehen ft'tr die Classenzahl ]~(2pq). 
Ich gebe diese S~tze bier an, gehe jedoch auf ihre Beweise nicht ein, da 
die letzteren ziemlich umst~ndlich sind, ohne gegeniaber den Beweisen der 

S~tze in N ~ 5 und 6 neue Momente darzubieten. Die Satze lauten fop 
gen dermassen: 

V. Es sei q - - i  (rood. 4) eine durch kein Quadrat ausse~" I theilbare 
positive Zahl ~'5sser als I. Ferner sei 

r  = c o ~ ,  

und 

+ 

+ 

cos 7x -k �9 �9 �9 

72(x) --  cos2~'z sin x -}- sin 3x - -  sin 5x ~ sin 7x -1- �9 ..  
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Ig'2n 
Der Coefficient yon ~ in der Potenzentwiektung von t~(x)  werde mit e., 

~'2n-- 1 

tier Coefficient yon 1 2 n -  x in der Entwicklu~ 9 yon 9' ,(x)  mit d. bezeiehnet. 

Ist  dann p eine nicht in q aufgehende Pri~nzahl, so besteht die Con- 

9ruenz 
p--I 

c,_, (,,oa. 2,) 
-U 

oder die Congruenz 
v+2 

h ( 2 p q ) ~ _ (  - I ) '  d/~+l (IIlod. ])), 
4 

je  nachdem p - - i  oder = 3  (rood. 4) ist. 
VI. Es sei q ~-3 (rood. 4) eine dutch kein Quadrat ausser i theilbare 

positive Zahl gr6sser als i. Fer~er sei 

9', (x)  cos 2q:c cos x + cos 3x - -  co~ 5.v - -  cos 7x + �9 �9 �9 

[ ( ~ ) s i n x ~ ( ~ ) s i n 3 x ~ ( ~ ) s i n 5 x  + ( ~ ) s i n 7 x  + . . .  

2 q -  i - -  I ) z ]  

92'2n X'2n-- 1 
und die Coeffieienten yon ~ bez. [ 2 ~ -  x in den Potenzentwieklunqen yon 

f , ( x )  bez. f,2(x) mqqen mit e, bez. d,, bezeiclmet werdem 
Ist dann p eine nieht in q aufgehende Primzahl, so besteht die Con- 

gruenz 
p--I 

h ( 2 p q ) = _ ( - - I ) "  c,_~ (,nod. p) 
--7- 

oder die Congruenz 
~o+1 

h ( 2 p q ) ~ ( - -  I) ~-d,+~ (mod.  p), 
4 

je nachdem p ~ i  odeF - - 3  (rood. 4) ist. 
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In  dem besondern Falie q = 3 wird ~ ,~(x)= eos z + cos Sz und 
cos 6z  

~,2(x)--~ sin z + sin 5z und dureh die Congruenzen des Satzes VI sind die 
cos 6z  

Classenzahlen h(6p) vol lkommen bestimmt, da sie die Zahl p nicht t~ber- 
schreiten konnen. 

O 

Die vorstehend entwickelten S~tze gestatten eine Erganzung dadurch, 
dass man das Verhalten tier Classenzahlen in Bezug auf die Potenzen 
yon 2 als Moduln in Riicksieht zieht. Die Theorie der Genera lehrt in 
dieser Hinsicht Folgendes. I Wenn 2 die Zahl der Primfactoren bezeichnet, 
aus denen sich P zusammensetzt, so ist h(P) dutch 2 ~-1 oder 2 ~ theilbar, 
je naehdem P - - 3  oder ~=~ (mod. 4 ) i s t ,  w~hrend h(2P) stets dureh 
2 ~ theilbar ist. Bedeutet namlich hg(P) die Anzahl tier Classen eigentlich 
primitiver positi,cer Formen der Determinante - - P ,  die in dem einzelnen 
Genus enthalten sind, so ist bekanntlich 

h(P),  h (P) = 

h (2p) = h(2P). 

wenn P - - 3  (mod. 4), 

wenn P - - I  (rood. 4), 

Man kann aber hieraber hinaus in den Fallen 2 = I und 2 = 2 in ein- 
faeher Weise entseheiden, ob hg(P) bez. hg(2P) congruent o oder ~ (,nod. 2) 
ist, ob also das einzelne Genus eine gerade oder ungerade Anzahl yon 
Classen umfasst. 

Wenn zunaehst 2 = i, also P - = p  .eine Primzahl ist, so bestehen die 
folgenden Congruenzen: 

1 DIRICHLET, Vorlesungen iiber Zahlentheorie. (Supplement IV.) 
Aeta math6mativa. 19. Imprim~ le 7 aotlt 1895o 45 
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l,~(p) --= h(p) =_, (,nod. 2), wenn p ~_ 3 (rood. 4), ~ 

I h ( p ) ~ P - - I  (,nod. 2), wenn p__=I (rood. 4), 

'l,(:p) - p ' - '  (,,,oa. 

Wenn ), = 2, also P = p q  ist, wo p und q zwei yon einander ver- 
schiedene ungerade Primzahlen sind, so hangt  der Rest yon hg(P) resp. 
hv(2P ) (mod. 2) einerseits von dem Werthe des Legendre'schen Zeichens 

(P) andererseits yon den }~esten der Zahlen p und q (rood. 8 ) a b .  In -.5' 
jedem cinzelnen Falle lehren die folgenden beiden Tabellen, ob hg(pq) 
bez. h,~(2pq) eine gerade oder ungerade Zahl ist. In den Tabellen be- 

' ( ( : ) )  deutet z die Abkt~rzung fi~r ~ i ~ , es ist also 

~ o oder ~ ~ I~  

je nachdem p quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest yon q ist. 

T a b e l l e  i i ir  d ie  R e s t e  y o n  h~(pq) n a c h  dem Modul  2. 

Die Einrichtung der Tabelle ist diese: In dem einzelnen Felde der 
Tabelle findet sich der Rest yon hg(pq) (rood. 2), so oft p und q nach 

ifp__ I 
- -  I od. ~ ) -  + 3 je naehdem --~_ + I Nach dem Modul 4 ist h ( p ) ~  p 2 2 ' 2 

oder - -  I (rood. p) ist. Vgl. JAcOBI~ Observatio arithmetica de numero classium divi- 

sorum etc.~ 0 re l l e s  gournal~ Bd. 9 oder Werke, Bd. 6 pag. 240. 
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dem Modul 8 die Congruenzen befriedigen, welche die in dem Felde sich 
kreuzenden Horizontal- bez. Verticalreihen charactcrisiren. Beispielsweise 
ist hg(pq)- -s  (rood. 2) falls p_~ 3 und q - - 5  (rood. 8) ist. Die Anzahl 
der im einzelnen Genus enthaltenen Classen ist dann also gerade oder un- 
gerade, je nachdem p Rest oder Nichtrest yon q ist. 

In der gleichcn Weise ist die folgcnde Tabelle eingerichtet: 

I h(2pq) nach dem Modul 2. Tabelle flit die Reste yon h,j(2pq)=24 

p ~ -  

p ~  

p--= 

q - - I  q = 3  q ~ 5  

I 0 $ 

3 s o i 

~ I I 

Io 

q = 7  

0 

0 

Was die Beweise dieser auf die Zahlen hg beziiglichen S~tze angeht, 
so mSge es geniigen, einen besonderen Fall zu betrachten, bei welchem 
das Princip der Beweise klar hervortritt. 

Es sei P ~ pq ---- I (rood. 4 )  das Produkt zweier Primzahlcn; dann ist 

8-Pq gPq s ) . 

/ \  

Wenn nun die Anzahl der Jacobi'schen Zeichen / ~ ) '  die den Werth + I  
�9 . j _  . j .  - -  

beziiglich - - I  besitzen, in der ersten Summe mit A beztiglich B, in der 
zweiten Summe mit A' beziiglich B' bezeichnet wird, so ist 

= I  ( A ~ B +  A' = hg ~ - -  B') ~ (A + B) + ~ (a' + B') - -  (B + B'). 

Die Zahlen A + B und A ' +  B' geben an, wie viele Zahlen s zwischen 
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o und ~pq bez. zwischen o und pq liegen, die weder durch p noch 

dureh q theilbar sind. Daher ist 

wenn allgemein [x] die grSsste in x enthaltene ganze Zahl bezeichnet. 
Um den Rest yon h~ (rood 2) zu bestimmen, ist es hiernach nur noch 
erforderlich, festzustellcn, ob B .-{-. B' gcrade oder ungeradc ist. 

Zu dcm Ende betrachte ich das Produkt  

n=II 
WO S 1 bez. s 2 alle zu pq theilerfremden Zahlen durchlauft,  die zwischen 

I 
o und ~pq bez. o und ~pq liegen. Offenbar i s t / / =  ( - - I )  n+B und daher 

v 

B +  B' gerade oder ungerade, je nachdem H =  + I oder ~ I ist. Das.  
Produkt  H zerfMlt nun in die beiden Produkte 

, , ,=  

i 
Die Zahlen s~ zusammen mit den zwischen o und ~pq liegenden und 

dutch q theilbaren Zahlen 

q , 2 q , . . . , a ~ q ,  (al ~ [-~] ) 

lassen sieh in folgender Weise anordnen: 

I ~ 2 ~ . . . ,  . p ~ I ~  

p-+- I , p + 2  , . . . ,  2 p - -  I ,  

�9 * , �9 * �9 �9 , * 

k p +  i , k p +  : , . . . ,  k p + a , ,  
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wok- - - - - [q ]  lind a 2 ----- [ ~ ] - - p [ ~ ] ~  ist. Nach dem Wilson'sehen Lehr- 

satz wird daher 

oder 

-pl \ 1 ~ 1 \p/ 

In analoger Weise l'~sst sich H (~)umformen, und so findet ,nan schliesslich 

= (-'/[~]+[~3 [~3+[?] ,T, (lo.l o io.) 

wo a 1 , a2, a s , a 4 die folgende Bedeutung haben 

Wenn nun q_= I oder 3 (mod. 8), so ergiebt sich leicht, dass a~ = al, 

a 4 = a 3 oder a~ = aa,  a 4 ~--- a 1 und daher \( lal. ta'-[ %1 ) la') = q- t ist. 

Dasselbe Legendre'sehe Zeichen hat  dagegen den Werth (-----~)[~-]+[~], 
\ P /  

wenn q - - 5  oder 7 (rood. 8) ist. Denn in diesen Fallen ist a: 

a 4 = [ ~ ]  oder a~ = [ ~ ] ,  a. = [ ~ - ] .  

Aus dem Wilson'sehen Satze f o l g t  aber, dass 

, r~ , l  r : , l  iL~ j  L ~ j ~ ( _ i ) [ ~  ] (mod. p ) i s t .  a n d  

Zusammenfassend kann man sagen, dass 

~[ q 3q (+ ~,~L,-~ L-,-~ 
I1, = ~ p / C-F/ 
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ist, wo das doppelte Vorzeichen naeh dcr Massgabe zu bestimmen ist, 
dass • q~_ i oder 3 (rood. 8) wird. In entsprechender Weise hat man 
natt'trlich 

wo das doppelte Vorzeichen wieder durch die Forderung + p ~ I oder 
3 (rood. 8) zu bestimmen ist. 

Hiernach kann man ffir dell Fall pq=~ I (rood. 4 ) d e n  Rest yon 
h,g(2pq) (rood. 2) leicht feststellen, wenn die Rcste yon p und q (mod. 8) 

sowie das Vorzeichcn (i~ bekannt sind. Unterscheidet man je nach den 

Resten yon p und q (rood. 8) einzelne Unterfalle, so ergeben sieh die in 

der zweiten Tabelle auf die FMIe p = I ,  5; q = - I , 5  und p ~ 3 , 7 ;  
-~ 3 ,  7 (rood. 8) beziigliehen Angaben. 

I 

Mit Hilfe der S~ttze von N ~ 8 lassen sich die Resultate der friiheren 
Nummern noch ein wenig erweitern, wie ich nun noch an einigen Bei- 
spielen zcigen will. 

Wenn die Zahlen c 1 , c ~ , . . ,  durch die Gleichung 

(I) sin ~ + sin 3,~ ~ x ~'-t 
COS5 x == C l X  -~- C2 ~-~ "-~ " " " "~- Cnl 2 r ~ - -  I "gf- ' ' "  

erklart werden, so findet nach Satz I in N ~ 5 die Congruenz statt 

p + l  

(2) h(sp) ~- ( - -  ,) 4 cp+l (rood. p), 
4 

unter p eine Primzahl yon der Form 4n-[--3 verstanden. 

:Nun ist einerseits h(5p) durch 2 theilbar (hg(sp /=-~h(5p) ) ;  anderer- 

seits ist 
s i n z + s i n 3 z  s i n z + s i n ( ~ z )  

_~ ~ o  (mod. 4), 
cos 5z cos 5z 
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d. h. die Coefficienten c~, c~, . . .  sind sammtlich durch 4 theilbar. Daher 
kann die Congruenz (2) dutch die folgende ersetzt werden: 

p + l  

(2') h(5p) -- ( - -  x) ' c,+, (rood. 2p). 
4 

Da nun weiter die Anzahl der Jacobi'schen Zeichen, aus denen sich h(5p) 

zu  m, en e z  _[:1- = < 

p + l  

so folgt, class h(5p) der kleinste positive Rest yon ( - - ~ )  4 cp+, (rood. 2p) 
4 

ist. Die Congruenz (2') kann ihrerseits durch eine Congruenz nach dem 
Modul 4P ersetzt werden. Nach der ersten Tabelle der vorigen Nummer  

jst ni~mlich h ( 5 p ) ~ I - - ( P )  (mod. 4), also h(5p)----o oder 2 (mod. 4), 

je nachdem io ~ __+ I oder + 2 (rood. 5) ist. Hiernach leuchtet ein, dass 

p + l  

(2") h(sp)_=( - I) 4 %+, (rood. 4P), far  p ~  • i (mod. 5), --y- 

p + l  

(2 H') h(Sp) ~- ( -  I) 4 Cp+ 1 + 2~0 (rood. 4P), fiir t o _  = + 2 (rood. 5) 
4 

ist. _~hnliche Resultate kni~pfen sich an die Satze III in N ~ 6 und V 
und VI in N ~ 7, so dass man beispielsweise die Classenzahlen h (5p)und  
h(Iop) in folgender Weise durch Entwicklungscoefficienten bestimmen kann: 

Es seien die Zahlen c,  d ,  e , f  durch folgende Gleichungen erklart:  

sin z + sin 3 z ~ ,~2.-1 
COS ~ ~ 1 C n [ . 2 • - -  I ' 

COS 2 x  -{- COS 4 x  oo w~n 

cos 5x 

sin ~ -  sin 3z + sin 7 z + sin 9~ ~ a~'-I 
COS IOx, I 2 ~  ~ I 

1 I 

cos z + cos 3z -- cos 7z + cos 9z __ __ ~ f .  z:~ 
0 0 8 1 0 ~  0 ~ [__2n" 
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Dann ist die Classenzahl h(Sp) der kleinste positive naeh dem Modul 2p 
p-t-I p - - I  

genommene Rest von ( - - , )  ' cp+, oder ( - - , )  ' tip__,, je nachdem p ~  3 
4 ,4 

oder ~ x (rood. 4) ist; die Classenzahl h(~op) stimmt (lberein mit dem 
p + l  

kleinsten positiven naeh dem Modul ~p genommenen Rest von ( - -  i) ' ep+_2 
4 

oder (--~)" fp_~, je nachdem p--= 3 oder - -x  (mod. 4) ist. 
4 

Unter p ist dabei irgend eine yon 5 versehiedene ungerade Primzahl 
zu verstehen. 


