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UBER DIE STRUCTOR DER DISCRIMINANTEN UND RESULTANTEN 

VON BINAREN FORMEN ~ 

VOl~ 

FRANZ MEYER 
in C L A U S T I t A L .  

I. Bricht man eine, naeh steigenden Potenzen der Variabeln 2 ge- 
ordnete binare Form: 

�9 , .  )k--1 .o �9 ( i )  f . ( ~ )  = a 0 + a,a + a~a ~ + + a~_, + a,:a ~ + .~+~),~+' + + a.,), ~ 

hinter der k t~ Potenz yon 2 ab, so mSge die so entstehende Form: 

( 2 )  ~ k ( / ~ )  = a 0 "4- al]~ ~  . . .  "Jr- ak )t~ 

als die ))k te Theilform)) yon f bezeiehnet werden, und entsprechend der 
nach Heraushebung des Factors ),~ verbleibende Rest: 

(3) r = a~ + a~_~),' + . . .  + a,,), .... 

als ))zugehorige Nebentheilform)). 
Gewisse Griinde sprechen dann dafiir, dass in den Ausdruck fhr die 

Discriminante yon f die Discriminanten s','~mmtlicher Theilformen (2), (3) 
als Bestandtheile eingehen werden. 

Die hiermit aufgeworfcne Frage soll im Folgenden ihre Erledigung 
in bejahendcm Sinne finden: ein analoges Resultat wird sieh dann auch 
ftir die Resultante von zwei Bini~rformen angeben lassen. 

1 Vgl. die vorliiuflgen Mittheiluugen in den G S L t i n g e r  N a c h r i e h t e n  I895 ~ N ~ 

I und 2. 
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FOr zahlentheoretische Anwendungen dieser Ergebnisse hat man noch 

die Discriminante einer binSren Form vermSge cities geeigneten Zahlen- 

factors zu ))norIniren)). 
Dabei wird sich zugleich die Frage beantworten lassen, w./s man 

t'lberhaupt in der Zahlentheorie unter  der Discriminante einer, ohne Bi- 

nomialeoeffieienten gesehriebenen Bin:,'Lrform (i) zu vcrstehen hat. 

2. In dcr Formentheorie legt man den Coeffieienten a o, a~, ..., a,,_~, am 

yon (x) Gewichte bei von den Wer then  m,  m - -  I , . . . ,  I ,  o; dadurch 

wird die Discriminantc v/on (i), eine homogene Form der a yon dcr Ord- 
nung 2(m ~ i), zugleich isobar d. i. alle Glicder der Diseriminante er- 

halten das nSmliche Gcwicht m ( m -  I). 
Ft'lr unsern Zweck wird es sich indessen empfehlen, den k ersten 

Coefficienten in (I) rcsp. die Gewichte k , k ~  I , . . . ,  2 ,  I beizulegen, 

allen fibrigen abet das Gewieht Null. 
Dann werden die einzelnen Glieder der Diseriminante yon (I) nieht 

alle das gleiche Gewicht besitzen, und es besteht (tie Vermuthung ,  dass 
gerade dem Aggregat  der Glieder vom kleinsten Gewichte eine besonders 

einfaehe Eigensehaft zukommen wird. 
Um zu dem gemeinten Aggregate zu gelangen, setze man in be- 

kannter  Weise: 

(4) ao = z~a'o, a I = z~-latl , . . .  , az_l ~ 5a~_l, (tz. = a;, 

entwiekele die Diseriminante nach steigenden Potenzen yon s,  und er- 
mittele den Coefficientcn C der kleinsten Potenz yon z.. Eben dies Pro- 
duct aus U und der kleinsten Potenz yon s liefert, wenn man yon den 
a' wiederum zu den a zuri'lckkehrt, das gew~mschte Aggregat  vom kleinsten 

Gewichte innerhalb der Discriminante. 

.3. Um den Coefficienten C bequem zu berechnen, bedienen wir uns 
der Wurzeln  yon f (x). Zu dem Behuf sehicken wit  folgenden Hi;llfssatz 

voraus: 

VermSge der Subst i tu t ion (4) zerfallen (lie m Wu rze ln  von f (x), cds 

t Die Buchstaben a' in (4), wie die rz und fl in (5) und (6) bedeuten GrSssen, die 

nicht zugleich mit z verschwiuden. 
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Fanctione,u yon s betracMet, in zwei Klassen; die erste umfasst k Wurzeln 

yon der Form: 

(5) ~ ,  + ~ %  , . . .  , ~ + ,~fl , ,  (~ > ~),~ 

die zweite die m -  k iibrigen yon der Form: 

(6) e e  �9 �9 . e e  0 ) ,  1 
~+~ + ~ f l~+,,  , ~ + ~ fl,. (e > 

ttierbei sind die GrO'ssen sa in (5) die Wurzeln yon 9~ (2), und die Grdsse~ 

~z in (6) die Wurzeln von Cm-~ (3). 

Dass die Wurzeln yon f die rmssere Gestalt (5), (6) vermOge (4) 
erhalten, bedarf keines weiteren Beweises; aueh, dass die a k + l , . . . ,  % 
in (6) die Wurzeln yon Cm-k (3) sind, ergiebt sieh fast umpittelbar,  wenn 
man s zu Null  werden lgsst, wodureh ja f,,, in 2~r abergehen warde. 

Es handel t  sieh also nur noeh um den Naehweis, dass die sa~ , . . . ,  sa~ 

in (5) die Wt~rzeln yon 9'e (2) sind. 

Wir betraehten zu dem Ende die Quotienten a~ a, ak-, Mit 
ak ak ak 

Riieksieht auf  (4), (5), (6) und die eben erledigte Bedeutung der a in 
(6) hat  man zuni~ehst: 

Ek (/'o 

( , )~o  _ ( -  ')~ a~- _ (~m + ~ # , ) . . . ( ~ +  F#~)(~+, + ~ V ~ + , ) . . . ( ~ m + ~ . )  
a k  (__ i)m_ k a_2_k a k  + l �9 �9 . a , ~  

(~m 

-- ~ ( . 1 ~ - . .  ~) + . - -  

wo die zuletzt rechterhand stehenden Punkte  Glieder andeuten, die mit 
hsheren Potenzen yon s behaftet sin& 

Da aber l inkerhand nut  die k t~ Potenz der willknrliehen Grssse s 
auftri t t ,  so muss dasselbe aueh reehts stattfinden d. h. es ist 

t 

(7) ( _  ,)~ ~__:o = ( ~ j ( ~ : ) . . .  (~.). 
~k 

Um uicht in unutithige Sehwierigkeiten zu kommen, lasseu w i r e s  ganz damn 
geste]lt, welcllen (ganzzahligen oder gebrocheneu) Werth die spliter doeh wieder heraus- 
fallenden Exponenten d und e in (5), (6) besitzeu. 
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L :  Entsprechend verfahrt man mit  dem niichslfolgenden Quotienten a, 
Ok 

- -  I ) 1 - - 1  ( l l  ~-= 
(1 k 

( - -  I) ...... ' - - -  

f m 

( - -  I )  . . . .  k ' q  

(I m 

mithin kommt far den Ziihler des letzten Bruches: 

( I  m 

_ :  . , . d p ~ . . . . e 

Jr  . , , . , , 

1"- . . . .  ~ . 

"Jl- (Z~: I  "-}- Sd t~ : ' )  �9 �9 �9 (~.O[j. -3 I- ~ . c ~ l . ) ( ~ l . + l  "-{- z e l ~ k + l ) . .  �9 (0[,,, " ~  8 .e~ , , , ) ]  

'; I ~ ~ . . . ~ . . . 
" ~  1 [ ( ~ 1  "@ ~" / j~ l )  ~  ~ (~0[k - ' ~  ~- /~ t ) [ (~ ,{q -1  --t "- ~ , k + l )  ( ~  ..... 1 - ] -  "~ ]~, , t --])  "-1- 

" e I + + + 

Rechts muss ,ich wiederum Alles auf die ( k - -  x) '~ Potenz yon z redu- 
ciren, und es wird somit, naeh beiderseitiger Division mit (ak+~ .- .  ~.,): 

Fghrt man so fort, so erkennt man aus (7), (8 ) , rod  den sich anschlies- 
senden Formeln sofort, dass die Grossen s = ~ , z % , . . . , z ~ k  in (5) in der 
That mit den Wurzeln yon gk (2) ~'d~ereinstimhlen. 

Damit ist der zu Beginn dieser N ~ aufgestellte Hnlfssatz ~ bewiesen. 

4. Die Discriminante D,,, einer binltren Form [;,, (1) werde, [)is auf 
cinch, sparer zu normirenden Zahlenfactor A, , ,  definirt als das Quadrat des 

1 Diescr Ht~lfssat~ find'et vielfachc Anwendung in der Theorie ~'on Singularit~iten 

yon Curvcn, vgL die grosse Abhandlung dcs Verf. in den W i e n e r  3 I o n a t s h e f t c n  f i i r  

M a t h e m a t i k  und  P h y s i k  I893. 
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Differcnzenproductcs der Wurze ln .von  f, mult ipl ieir t  mit dcr 2 ( m - - I )  ten 

Potcnz des Cocfficienten a,,, der hschsten Potenz yon 2, in Zeichen: 

(9) D,,~ = __,,,A <,,~-~ .... 1'• + s % ,  . . . , s a k + ~ %  , a,.+~+S%+l, ..., ~ , , ,+s%) ,  

gem'ass der Schcidung dcr Wurzeln yon f in die bcidcn Gruppen (5), (6). 
Ebcn vcrmSgc dicser Scheidung zerfi~llt das Quadrat des Differcnzcnpro- 
ductes in drei wesentlich verschiedene Faetoren: 

, )  A ' ( ~  + ~ % ,  . . . ,  ~ ,  + ~k), 

3) das Quadrat des Produetes aus den Differenzen je einer Grosse 
(5) und jc einer GrSsse (6). 

Far  den Factor I) gilt aber: 

--- s ~ - ' •  ~ ,  . . . ,  ~k) + - . . ,  

wo die zulctzt stetienden Punkte  wieder Glieder bezeichncn, die mit  h0- 
heren Potenzen yon s multiplicirt  sind. 

Entwickelt  man andererseits die unter 2) und 3) aufge%hrten Aus- 
draeke naeh steigcnden Poter~zen yon s,  so kommt:  

~) •  a~+~, . . . ,  a,,,) + . . . ,  

3) ( ~ + ~ + ~ . . .  ~.,)~ + . . . ,  

wo es geni~gt, die (yon s freien) Anfangsglieder zu notiren. 
Somit liefert die Entwiekelung der Discriminante D,, (9)selbst naeh 

steigenden Potenzen yon s: ~ 

\ I  0[ \21' . . . .  

l)r~mkt man das hingeschriebene erste Gtied yon D,,, wieder rt'mkwgrts 
dureh die ursprt'mgliehen Coeffieienten a yon f aus, so hat mail genau 
das Aggregat der Glieder in D,,,, welche das Minimalgewicht, nemlieh 
k ( k  ~ x), besitzen. 

Dass die Entwiekelung yon Dm mit dcr lg(]~ '-- l)  ten Potenz yon e beginnt, htitte~ 
auch ohne irgend eine Kenntniss yon der Gestalt der Wurzeln yon f~ aus der B6zout'sehen 
Form der Diseriminantc D,n gesehlossen werden, ksnnen. 
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Bczeichnet  m a n  die Discr iminaut~n  yon Ick (2) und  d, ..... ~ (3) m i t  I ) k  

resp. D ( .... k), so ist, nach  Ana log ie  m i t  der  Defini t ion (9), und  mi t  Riick- 

sicht auf  den H~ilfssatz dcr  N ~ 3: 

- ~ ( ~ - l ) A k a ~ k - 1 )  ": a~), (~o) n ~ - - - - - A k a ~ ? - " A ~ ( ~ a , , z % , . . . , z a , . ) = ~ . . .  A ( q , , % , . . . ,  

(I I) D ( .... ') = A a "( .... ' - "  

( I 2 )  ((~k+10~k'l-2""" 0~"')2 \r  ~ 

Setzt m a n  diesc W e r t h e  in das Anfangsg l i ed  (9 ' )  y o n  D,,,  ein, und  be- 

achtet ,  dass sich (tie Po tenzen  ,,'on a,,, in Z~dflcr und  Ncnncr  zu sammen -  

ziehen,  wic folgt :  

2k 
I I 6/k o (I3) ,,,"0("+') i,(~_,) .,( ..... . _ , , ~ , ,  = a ; ,  

([ II~ 11t. 

so ist das geme in te  A g g r e g a t  der  Gl iedcr  in D,. yore Mini lna lgewichte  

k ( k - - I )  ident isch mi t  dem P r o d u c t e :  

Danf i t  ist tier Satz bewiesen:  

L e y t  m a n  d e n  6 ' o e f f i c i e n t e ~  a o , a~ , . . . , a~_~ , ak , �9 . . ,  a.~ e i n e r  b i n d r e n  

�9 �9 �9 ) f - - 1  �9 �9 �9 I lg  

f,,,(,~) -~ % + a,a + + a~_, + . , ) :  + + a,.,~ 

sueeess i~;e  d ie  G e w i e h t e  k , k - -  I , . . . , i , o , . . . , o bei, so z e r f d l l t  d a s  

d g g r e y a t  d e r  G l i e d e r  i n  d e r  D i s c r i m i n a n l e  D,,, y o n  f ,  w e l c h e  d a s  3 l i n i m a l -  

y e w i c h t  k (k  ~ i )  b e s i t z e n ,  a b g e s e h e n  v o n  e i n e m  Z a h l e n f a c l o r ,  in  d i e  F a c t o r e n :  

wo D k ,  D (m-'~) die  D i s c r i m i n a n t e n  d e r  T h e i l f o r m e n :  

~ k ( i )  : (t 0 + a l ) '  + �9 �9 �9 + (l'k2 k ,  

b e d e u t e n .  
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Fiat k = o (resp. k-----m), wi rd  der  Satz bedeu tungs los ,  wi~hrend er  

f a r  k = i (resp. k = m - -  i) ~ noch  g a l t i g  bleibt ,  n u t  dass der  Fac to r  

1)1 (resp. D (~)) dann  gar  n ich t  auf t r i t t ,  oder, was dasselbe ist, d u r c h  die 

E inhe i t  zu ersetzen ist. 

S y m m e t r i s c h e r  hht te  m an den Coefficienten a o , a~, . . . ,  ak_~, ak, a,+z , . . . ,  % 

die Gewichte  k ,  k - -  I , . . .  , I , o ,  I , . . . ,  m - -  k bei legen konnen ;  dann  

wi i rde  n u r  an Stel le des Min imMgewich t s  k(k - - i )  unseres Satzes das 

Min ima lgewich t  k ( k -  I) + ( m - - k ) ( m -  k -  ,) t reten.  

5. H a b e n  wir  soeben den a lgebra i sehen  C h a r a k t e r  des Ergebnisses  

he rvo r t r e t en  lassen, so mOge n u n m e h r  unser  A u g e n m c r k  a u f  die geeignete  

B e s t i m m u n g  der  in (9') u n d  ( I4)  au f t r e t enden  Zah lenfac to ren  ger ich te t  sein. 

F o r  den A u g e n b l i c k  denke  m a n  sich die F o r m  s (~) vermOge 

einer  zweiten Var i abe ln  # h o m o g e n  gemach t .  Man bi lde sodann  nach 

~f vf der  Sylves ter ' schcn Vorschr i f t  die Resu l t an t e  D :  der  F o r m e n  ~ und  -- vz'  
also 

(,5) D: 

ma o , ( m ~  i )a ,  , . . . ,  

, %  , ( m - - , ) a , , . . . ,  

dl 1 

( / ' m - -  1 

2 a m _  2 ~ a m _  1 

. ~  

, . . . ,  , 

a x , 2(t 2 ~ . . . ~  ( ' } } ~  I ) a ~ _ ] ~  ~Jla.~ , 

Nennen  wir  die  W u r z e l n  von f kurz  A~, A~ , . . . ,  A,~, so ist n~ch 

einer b e k a n n t e n  F o r m e l  ~ (Vgl. z. B. FA). DI BRUNO, 1. e. p .  88 (13)): 

(,6) lm(m-- l )  
D , '  n = ( - - I )  97, a, m l ) i  2 . . .  Am) .  

' Der Fall k = m - - I  fin(let sich bei FA), DI BRUNO, Theorie der bini iren Formen ,  

Deutsche Ausgab% p. 9 ~ unten. 

, ~f t vf  
2 Die gemeinte Formel ist daselbst ftir die Resultante yon und - - - -  auf- 

gestellt~ nach leichter Umreehnung geht daraus die l%rmel (I6)  das Texies hervor. 
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Nun ist A2(A~,  A 2 , . . .  , A,,,), ais ganzzahlige symlnetrisehe Function der 
A, eine ganzzahlige ganzrntionale Function der elementar-symmetrischen 
Functionen dec A, und zwar vom Grade 2 ( m ~  I). Also ist das Product 

2(m--l) ~ ~ :t �9 % A (A 1 A~ . . ,  A,,) eine ganzzahlige homogene Form der Coeffi- 
eienten a. Da das Gleiehe aueh yon der linken Seite D,', der Formel 
(16) gil b so muss D~ dutch m ..... = theilbar 1 sein. Vergleieht man dies 
Resultat mit der Definir (9'), so erkennt man, dass man den Zahlen- 

1 - re(m--I )  
factor A., am geeignetsten gleich ( ~  I) '2 setzen wird: 

(9") D, ,  = 
1 

( - -  l)- a;,, ~ ,  ~--_~, + d f l , , . . . ,  ~ , .  + .  j~, ~+, + o ~ + ~ , . . . ,  ~,,, + ~'fl,,,). 

Dam~ besteht zwisehen D= und D" (x5-) der Zusammenhang: 

_ _  1 D , ' , ,  (I 7) D . ,  m . . . .  ~ ' 

und D,, ist ebenfalls eine ganzzahlige Form der a. 

Damit reducirt sich der Zahlenfactor A,, in (I4) auf 
At A~_~ 

1 - re(m--l) 

( I 8 )  ( - - I ) 2  _ _  ___ ( - -  I) l ' (  . . . .  *:') 
1 1 " 

( - -  i ) ~ - l ( l - - l ) ( _ _  i)~-(m--l-)( . . . .  1--1) 

Auf Grund unseres Hauptsatzes konnen wit aber noch cinch Schritt 
welter gehen, und zeigen, dass die Form D,,, (I7) eine primitive ist d. h. 
dass der grOs•te gemeinschaftliehe Theiler ihrer Coeffieienten die Einheit ist. 

Denn w;~re diesel" Tlmiler von der Einheit verschieden, so mfisste er 
auch in jedem Bcstandtheile yon D,,, aufgchen. Setzt man abet k gleich 
m - -  I, so ist, wie (I4) lehrt, Dm_l ein solcher Bestandtheil. Dann mrlsste 
der gedaehte Theiler auch in D,,_=, Din_a , . . . ,  1) 2 "mfgehen; es ist abet 
D.2 = 4aoa.,. - a~, "tlso primitiv. 

Wit drcteken dieses Zwischenergelmiss als einen besondern Satz aus: 

Der grosste gemeinschaftliche Theiler aller Uoefficienten & r  Discrimi- 

1 Die T h e i l b a r k e i t  yon D,;, d u t c h  m " - " -  gem auch d i rec t  aus dem I t aup t sa t ze  

hervor~ wenn man in (14) k ~ m - -  I setzt. 
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nantendeterminante D'~ (I5) ist gleich m '~-2, und demnach ist die durch (17) 
I 

oder (9") definirte 1)iscriminantenform Dm m,,_2D~ ~rimitiv. 

Damit ist beili~ufig die Frage entschieden, was man in der Zahlen- 
theorie unter der Discriminante einer, ohne Binomialcoefficienten ge- 
schriebenen Bin~rform zu verstehen hat. 

Auf Grund der Foi:mel (I 8) sprechen wit folgende Erganzung unseres 
Hauptsatzes (N ~ 4) aus: 

Der in dem Hau~vtsatze nicht beriicksichtigte Zahlenfactor des t),roductes 
a~DeD ("-*) ist einfach gleich ( - -  I) *(~-k), falls die Discriminante einer binaren 
Form dutch (I 7) definirt wird. 

6. Einfacher gestalten sieh die analogen Verhiiltnisse bei der Re- 
sultante zweier Binhrformen: 

J fro(2) -~ ao -t- a~), + . . .  + ak2 k + ak+12 TM + .. .  + a,,,~ m, 
(I9) I 

[ g,( >,) = bo + + + + Z + + 

Indem wir hier wiederum mit der k t~" resp. I t'" Potenz von 2 abbreehen, 
erhalten wir die Theilformen: 

(20) 1 9~(2) = ao + al), + . . .  + a~2 ~, 

9~; (),) = bo df_ bl ~ "4- . . .  + bt }t~ 

nebst den zugeh(~rigen Nebentheilformen: 

r = ak + ak+,,~ + . . .  + a,,,2"-', 
(21) 

Unter 
offenbar primitive Form: 

! ~ . o o  * ~3,._,( ) = b t + bt+l~ + + b.2"- ' .  

der Resultante R~. yon f~ und g. verstehen wir, wie fiblich, die 

(22) Rm, = 

a 0 a 1 a~ 

G0 al a2 

b o b 1 b~ 

bo ba b2 

Aeta mathemat~a. 19. Impr im~  le 7 aofit 1895. 50 
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VermSge der Wurzeln A~, A 2, . . . ,  A~, B~, B 2, �9 �9 . ,  B. yon f.,, q, 
drt~ckt sich /~,. (Vgl. z. B. FA). DI BRuxO, 1. c. p. 53 (I2) und p. 74 
oben) aus, wie folgt: 

(23) arl,.. = a~ b~. (Aa - -  B,)(A~ - -  Ba) . .  . ( . 4 . - -  B, )  

(A~ - -  B~)(A~ - -  B~). . . ( A . -  B~) 

(a, - -  B.)(A, - -  B . ) . . .  ( A ~ - -  B.). 

VermSge der Substitutionen: 

(24) 
= . - - - - -  a '  - - - -  ' 

ao = r a 1 $k-:a~ , . . , a,_~ ~ k-~, a~ a,, 

bo z , = ' bz  = b ;  , " =  * b o ,  b l  e ' - l  b'l , �9 �9 �9 , b , _ l  " ~  e b b _ l ,  

nehmen die Wurzeln A , B  die Gestalt an: 

I 
~1 + ~%, . . . ,  ~ ,  + ~ % ,  ~,+~ + ~%+,, . . - ,  ~o + -~'fl~ (d > ~, e > o), 

(2s) " '  ~' o). $~; _~_ ~d'fl;,..., $~; "4- ~d'fl;, 6{;4.1 .11_ E ill4.1, '", ~'. "-~ $e'flt ( a t >  i , > 

Fi~hrt man nunmehr das Product (23) aus, so ergiebt sich durch eine 
ganz ahnliche Rechnung, wie in N ~ 4, dass das Aggregat der mit der 
niedrigsten, nemlich (k/) TM Potenz yon ,r multiplicirten Glieder aberein- 
stimmt mit dem Producte: 

(26) ( -  ~)'(~-')R,,R '~-~,~~ 

wo -R~z, 1~ ~-~'"-~ die Resultanten der Formen (20) resp. (2I) sind. 
Somit gilt der Satz: 

L e f t  man den Coeffieienten a o , a~ , . . . ,  a~_ 1 , a t , �9 �9 �9 , a ~ ;  b o ~ b~ , . . . ,  
bz_,, b ~ , . . . ,  b, der beiden bindren Eormen f~,(,t), g,( , t) ,  (I9) die Gewiehte 

k , k ~ i , . . . ,  i , o , o . . . o  resp. l , l ~ I , . . . ,  i , o , o , . . . , o  bei, so 

zerfallt das Aggregat der Glieder in der Resultante t~m. YOn f und g, welche 

das Minimalgewicht kl besitzen, in das Product 

(-- x )'(~-') R,t~"-~,"-'), 

wo t ~ z , t ~  ( ' - ' ' " -~  die Besultanten der Theilformen 9~,(2),9~i(~)(2o)resp. 
der Nebentheilformen ~b._,(,t), ~b'_z(~)(2i) bedeuten. 
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7. Die fiir die Discriminanten und Resultanten bin~rer Formen im 
Obigen aufgeworfenen und beantworteten Fragen lassen sich ohne Weiteres 
auch auf ternare und hshere Formen ausdehnen; indessen stSsst man bier 
auf solche Schwierigkeiten, dass eine Entscheidung vorderhand noch nicht 
msglich zu sein scheint. 

Clausthal, d. 6 Februar I895. 


