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SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE P E S A N T  

S U S P E N D U  PAR L'UN DE SES P O I N T S  

P A R  

1~. L I O U V I L L E  
P A R I S .  

Le mouvement d'un corps solide pesant, dont un point reste flxe, 
peut ~tre regardd eomme d~fini par six ~quations diffdrentielles, de forme 
simple et sym6trique; on en a depuis longtemps obtenu trois int6grales 
et le multiplieateur, ee qui r6duit tout le probl6me ~ la reeherehe d'une 
int6grale unique. 

Cependant on ne eonnut, jusqu'en ees dernidres ann6e,% qu'un senl 
cas de r6duetion aux quadratures, eelui qui se pr6sente quand le centre 
de gravit6 du solide se trouve sur Fun des axes de l'ellipsolde d'inertie 
relatif au point de suspension. Indiqu6 d'abord par LAGR*NGE, puis 
6tudi6 par JAcom, il a 6t6 trait6 par HALPIIEX d'une fa,eon eompl6te. 
(Fonctions elliptiques, tome II, ehapitre 2 et 3.) 

C'est seulement en I888 qu'un nouveau eas d'int6gration fur trouv6 
par M '~e de KOW*LEWSKL dont le m6moire sur le sujet reTut l 'un des 
prix d6eernds par l'Aead6mie des Seienees de Paris. Quelques ann6es 
plu;~ tard, l'6minent g6om6tre avait obtenu des r6sultats plus importants 
encore, mais la mort l'emp4eha de les publier et e'est par une note, in- 
s6r6e en I892 dans un ouvrage de M. POINCARI~ que le monde savant 
fut averti de la d6couverte faite par SormE I(OWALEWSKL 

))Je erois savoir)), disait M. PoI~cCARfi, ))que M me de KOWA~.EWSKI a 
d6eouvert de nouveaux eas d'int6grabilit6. Les notes qu'on a retrouvfes 
apr6s sa mort sont malheureusement insuffisantes pour permettre de re- 
eonstituer ses d6monstrations et ses ealeuls.)) En m~me temps ef, comme 
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consequence aceesaoire d'une de ses th6oriea. M. POI~CAR~ d6montrait 
l'impossibilit4 d'une nouvelle int6grale alg6brique, si l'ellipso'ide d'inertie 
relatif au point fixe n'est pas de r6volution. 

Dans le M6moire qui va suivre, je me suis propos6 de d6terminer 
tous les  cas dans lesquels le probl~me de la rotation admet une quatri6me 
int6grale alg6brique. Mes rechcrches, entrcprises en rue d'un concours 
pour le prix BORDIN de I894, dtaient ~ peu prSs termin6es lorsqu'une 
indication rut donn6e par MM. API'ELL et POINCAR]~ dans ))l'Interm6diaire 
des math6maticiens)) (mars i894 ). I1 en r6sultait que la m6thode employ6e 
par SOPHIE KOWALEWSKI dans l'6tude de cette m~me question 6tait celle 
qui a 6t6 obtenue par M. B~u~s (Acts  m a t h e m a t i c s ,  tome I I ,  ~887) 
et dont ce savant s d6duit une proposition importante concernant le pro- 
bl6me des trois corps. 

Le temps m'efit fait d6faut pour entrer dans cette voie et celle que 
j'ai suivie en est tout ~ fait distincte. Je trois cependant qu'un easai 
fait en vue d'utiliser ]a m6thode de M. Bl~u~s pr6senterait un v6ritable 
int6r~t, car si l'on volt sans peine qu'elle se pr4te ~ la rccherche de 
conditions n6cessaires et par suite ~ la d6monstration de th6o%mes n6- 
gatifa, il semble au contraire plus difficile d'en conclure des conditions 
suffisantes, k moins de poss6der l'int6grale elle-mfime. 

L'dtude des int6grales algdbriques des 6quations de la dynamique 
peut 4tre considdr6e k deux points de vue diff6rents: ou bien, le pro- 
blame n'eat pas d6termin6 et l'on se propose de le choisir afin qu'il 
admette nne int6grale algdbrique, dc degr6 donn6; ou bien, le probl6me 
eat l'un de eeux qui ae posent naturellement et l'on veut savoir s'il 
existe une int6grale alg6brique, quel qu'en soit le degr6. Dana ces deux 
eat6gories de questions, le.~ difficult6s ne sont nullement tes m4mes; c'est 

la seeonde que se rapporte l'objet de ce travail. 
Ap%s avoir remarqu6 que les 6quations diff6rentielles du probl6me 

jouisaent d'une homog6n6it6 particulidre, j'en d6duis sans peine nne pre- 
miere cons6quence, c'est que ))s'il exiate une quatri~me int6grale ration- 
nelle, on peut toujours la supposer cntii~re~ (w ~). Le polynbme qui la 
repr6sente dolt ~tre ordonn6 d'une certaine manidre, indiqu6e par la 
forme m~me des 6quations ~ r6soudre; je donne alors le mode de con- 
struction de ses premiers termes et je montre que tout consiste dans 
l 'intfgration de certaines 6quations diff6rentielles lin6aires. Avant d'en 
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continuer l'examen, je suis conduit k signaler deux syst~mes invariants, 
sym~triques Fun de l'autre, chacun d'eux compos~ de trois ~quations; 
je calcule 

I ~ les solutions qui s'en d~duisent et qui d4pendent de trois arbitraires, 

2 ~ les solutions infiniment voisines des prSc~dentes, donn~es aussi par 
des formules assez concises. 

I1 convient d'observer d'ailleurs que cet ensemble de r4sultats n'im- 
plique aucune condition spdclale k remplir, soit par l'ellipsoide d'inertie 
du solide relatif au point de suspension, soit par la position du centre 
de gravit~ de ce solide dans le volume qu'il occupe. 

Les propri~t~s des solutions simples ainsi d6finies sont l 'un des ~l~- 
ments dont je me sets pour ~tablir ~. la lois les conditions d'existence 
d'une quatri~me int~grale algdbrique et la possibilitd d'en abaisser le 
degrd au-dessous d'un hombre assignable. Mais je dois d'abord donner 
quelques explications nouvelles sur les termes des divers ordrcs qui 
appartiennent k cette int~grale et sur  leur construction successive. 

I1 est ais~ de constater que, non seulement le premier ordre, mais 
chacun des ordres est compos6 de termes qui s'obtiennent cn int~grant 
des syst~mes d'dquations diff~rentielles lin~aires, k seconds membres. Ces 
m~mes syst~mes, rendus homog~nes, sont tous int6grables sans nulle diffi- 
cultY. Le nombre des inconnues k d~terminer croit avec l'ordre auquel 
ils correspondent, cependant la relation qu'ils conservent avec le premier 
d'entre eux est des plus simples et suffit k justifier les formules ddfinitives. 
Celles-ci donnent en gdndral les termes d'ordre n dans l'intSgrale, quand 
ceux d'ordre n - - I  sont d~jk trouv~s; toutefois, des exceptions aux r6gles 
ordinaires peuvent se pr6senter, si deux variables, qui figurent comme 
inconnues dans les dquations diff6rentielles du problSme et comme para- 
m~tres dans les syst&nes lin6aires pr~cddents, sont dans des rapports 
faisant partie d'une s~rie de nombres commensurables. Ces cas excep- 
tionnels rdsultent, soit de ce que run  des syst~mes lin~aires admet une 
~quation caract~ristique dont les racines ne sont pas distinctes, soit de 
ce que les quadratures, ex~cutdes sur les seconds membres des mdmes 
syst~mes, introduiraient des logarithmes. Or il peut arriver qu'aucune 
singularit~ n'apparaisse, m~me si l'une ou l'autre de ces circonstances se 
rencontre; l'homog6ndit6 dont on a d6jk fait usage, jointe k une sym~trie 

A~ta matl~/mati~a. 20. Imprim~ le 31 octobre 1896. 31 
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bien visible, montrent qu'alors l'int6grale existe. La question tout enti~re 
s'est done r~duite k ceci: 

En profitant des arbitraires dont on dispose, cst-il possible de suppri- 
mer les singularit~s dans tous les  cas exceptionnels? 

Les arbitraires dont il s'agit sont des polynSmes entiers et homog~nes 
de deux variables; l'un constitue le terme d'ordre z6ro dans l'int~grale 
chcrchde, les autres apparticnnent aux termes d'ordre pair et r~sultent 
des int6grations successives. Or on d&nontre que, s'ils ne permettaient 
d'~viter les singularit~s dans la construction de l'int~grale, les formules 
d6finissant les solutions simples ne devraient aussi donner lieu qu'~ trois 
combinaisons alg~briques. Les conditions ~ satisfaire pour en ~tablir quatre 
sont done celles d'oh d~pend l'existence de l'int~grale etle-mdme. L'une 
d'elles est que le centre de gravit~ du solide soit situ~ dans l'~quateur 
de l'ellipso'ide d'inertie relatif au point de suspension. (D'ap%s un th~o- 
r6me de M. POISCAR~, il a fallu d'abord supposer que cette surface est 
de %volution.) 

�9 ~ , I I 
La dermere condition, c'est quen d~signant par ~ et 0 leg carr~s 

des axes de l'ellipsoide, le premier axe situ6 dans l'6quateur, le second 
2C 

perpendiculaire ~ ce plan, le rapport -]- soit un nombre entier, qui peut 

d'ailleurs dtre quelconque. 
Ainsi sont rdsolues los questions relatives i~ la possibilitd du probl6me; 

celles qui touchent an calcul effectif de l'int~grale exigent de nouveaux 
efforts. J'ai d i t e n  effet qu'au cours des op6rations certains polyn6mes 
entiers et homog6nes s'introduisent comme arbitraires. Leur d6finition 
est une consdquence iminddiate de la th6orie, mais les moyens directs de 
les d6terminer doivent dtre regardds comme impraticables. Le premier 
de ces polynSmes et le plus important est le terme d'ordre z6ro dans 
l'intdgrale cherchde; c'est surtout afin de l'obtenir qu'ont 6t6 rassembldes 
les mati6res du w 7. 

supposer au sujet du rapport A '  j'indique Sans rien d'abord certaines 

sSries rep%sentant formellement les inconnues du probl~me et dou(~es de 
convergence sauf en des circonstances sp(~ciales. Leurs termes sont d4duits 
les uns des autres d'une fa(~on simple et, tandis que pour construire une 
int~grale, on devait r~soudre des syst(~mes lin4aires, i~ seconds membres, 
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formds d'dquations de plus en plus nombreuses, les syst6mes lindaircs qui 
s'offrent ici ne se composent jamais que de trois 6quations et leurs scconds 
membres seuls different; l'homogdndit6 procure encore des donndes g6nd- 
tales sur les formules ddfinitives. Ces derni6res 6tablissent la possibilit6 
de representer la quatri6me int6grale algdbrique, dans tous les  cas oh 
elle existe, par le produit de deux polynbmes entiers et hoinog~ncs, dont 
l'ensemble est symdtrique. Rien ne donne :a penser que l'intdgrale ait 
sous cette forme son moindre degrd; mats si ceiie-ci est choisie, le degr6, 
toujours pair ~ cause de l'homog6ndit6, dolt devenir un multiple de quatre ct 
le terme d'ordre zdro dans l'int6grale est un carr6 parfait; deux de ses di- 
viseurs sont immddiatement connus; pour les autres, certaines propri6t~s de 
l'intdgrale et des s6ries pr6cddentes donnent une expression simple qui les 
comprend. II y figure deux nombres entiers, dont la ddtermination 
prdcise est la principale difficult6 qui reste ~ surmonter pour obtenir 
l'int6grale elle-mgme. 

Le dernier paragraphe renferme quelques indications sur ce sujet, 
mais conccrne surtout les int6grales uniformcs; j'esp6re pouvoir revenir 

bref d61ai sur cette question. 
J'ajouterai cn terminant qu'une m6thode, analogue b~ celle que j'ai 

employ6e darts ce travail, m'a permis d'dtudier les cas d'int6gration alg6- 
brique dans un probl6me fort diff6rent; il s'agit du mouvement d'un solide 
invariable mobile, sans forces accdldratrices, dans un liquide ind6fini. Les 
6quations diff6rentielles qu'on rencontre alors n'ont que des analogies 
assez vagues avec celles de la rotation des solides; je n'ai eu cependant, 
pour les traiter, que peu de modifications ~ faire ~ l'analyse qui va suivre. 
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w 1. 15 ' i J t t dgra le  c h e r v h ~ e ,  s ' i l  y e n  a u n e  a l g d b r i q u e ,  p e u t  ~t~'e 

r a i s e  so~ts  f o r , m e  e n t i ~ r e .  

Le mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe peut se d6- 
terminer, on le salt, ~ l'aide des 6quations suivantes, quand l'ellipsoIde 
d'inertie relatif b, ce point est de rdvolution, 

A ~i[ A ~ q r - - / ~ x  2 sin s, 
dq 

A ~  = - -  A , p r  .4-/~(x, sin r ~ x  3 cos r 

(It 
(1) Oh-/- = I~tx~ cosr A, = A- -C ,  

dx~ dx s dz  3 
d-~ ~ rx2 ~ qx~, d--t- = Px3 - -  r x , ,  d--i- ~-- qx,  ---  px~ ; 

p ,  q ,  r sont les composantes de la rotation instantan~e suivant les axes 
I 

de l'ellipsoide, ~-~ la longueur de run  d'eux, celui qui est perpendiculaire 

x 
l'~quateur, ~ est celle de l'autre, contenu dans ce plan; / t , s  sont 

deux param6tres, dont la valeur d6finit la position du centre de gravit6 
du corps par rapport au point de suspension. Quand le dernier, e, 
s'dvanouit, le centre de gravit6 est situ6 dans l'~quateur de l'ellipsoide 
d'inertie relatif au point de suspension. 

Si le systbme (I) admct une int6grale algdbrique, outre celles qui 
existent clans tous les  cas, il est ais~ de comprendre qu'il est permis de 
la ~upposer rationnelle ~ l'6gard de x , , x  2 ,x  3 , p , q , r  et p. J'ajoute 
qu'elle dolt exister, quel que soit ~t, car en rempla~ant x , ,  x 2 ,  x 8 par des 
inconnues nouvelles 

X~ ---- ftxl, X, ---- Ftx2, X. ---- p~., 

les 6quations (l) st changent en cellos qui correspondraient ~ p-----i. 
Ces 6quations jouissent d'une homog6n6it6 particuli6re; quand on multiplie 
p ,  q , r ,  par une constante k, t par k -1, x 1 , x 2, x s par k ~, elles ne sont 
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paa alt6r6ea. Touts fonction ~ poss6dant cette homog6n6it6 satisfait k 
la relation 

dans laquelle m est son degr6. 
Soit 

S 

Ia fraction rationnelle qui doit constituer, pour le syat6me (i), une qua- 
tri6me int6grale ind6pendante de t, en sorts que R et S soient des fonc- 
tions enti6res des inconnues, et du param6tre ft. I1 est clair que 1'ex- 
pression 

d/~ ~/~ a/~ 
X-Y-- ~-p(A,qr--ftx~ sins) + ~-~ (--  A~pr -t- ftx, sin s ~ f t x  3 eoss) -4-..., 

doit dtre divisible par //.  I1 y a done une identit6 tells que celle-ci 

(3) ~-7 

oh ~ eat un polyn6me entier. Je puia toujours imaginer que/~ soit une 
dR 

fonction, dou6e de l'homogSn6it6 indiqu6e et dont le degr6 soit m; d-t- 

poss~de alors ta m6me homog6n6it6 et son degr6 eat m + I. Par suite, 
est homog6ne.et de degr6 I; maia c'est une fonction enti6rc de p,q,r,  

x~,x~, xa; i l  est done n6cessaire qu'elle soit de la forme 

(4) 

;to,2,,)t 2 6tant des constantes. Comme consequence, 2 ne peut renfermer 
/~, car il contiendrait alora xl ,  x : , x : ,  dont ce param6tre est ins@arable, 
ce qui serait contraire k l'6quation (4)- 

Soit 

(5) • = n0 + R,ft + . . .  + R.ft -, 

R 0 , R 1 , . . ,  R. dtant ind6pendantes de ft; R0, R 1 , . . . ,  Rn sont homog6nes 
k l'6gard des variables xl ,  x~,x~, consid6r6es s6par6ment. La premi6re 
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d'entre elles, R0, ne d6pend donc que de 29,q,r; elle v6rifie de plus la 
condition 

dR 
d---t = ~tlt, 

c'est s dire 

(6) 
VR 0 ~R~ 
A ~  A ~ q r ~  A,pr = Ro(2op + 2,q -t- 22r). A~ 1 

Quand p"k-q2 rcste eonstante, il faut, en vertu de l%ah tc  pr6e6dentc, 
que B, 0 devienne une fonction de p, satisftdsant k l'6quation diff6rentielle 

(7)  

ou bien 

A 
Alrd l~ = -~(ioP n u ,~,(1 + ),2r)dp, 

dI-A,r, ] .t.pdp + 22r?  = __2od 7 -4- 2~r -d~ [ - z ' ~  - -  q ~ '  

ou encore, en posant p2 + q2 _~ a~, 

(s) 

On en conclut 

),,rdp 

(9) Air 
A l~176 --'~'P + ~oq ~ir  log(p + i v . '  --~) + r l og# ,  

$ 6tant une fonction de p~n t- q2 et de r. 
Or R o doit ~tre exprimable alg~briquement et comme 20, ~, sont 

dee constantes, facteurs de termes off n'entre pas r, 

(1o) ~0 = ~, - -  o;  

de plus, A2,i ~ -  est un hombre rationnel e. La consequence est que 

A ,el (,o) = - -  . 

Si done il existe une fonction R v~rifiant l'identit~ (3), il suffit d'y 
changer i en - - i  pour avoir une autre fonction, S, pour laquelle lu 
m~me identit6 soit v~rifide, ~ moins cependant que R soit une fonction 
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re~elle. Dans ce dernier cas, e n e  peut 6tre que nul  et /~ est elle-m6me 
une int~grale enti6re; duns le premier, le produit  R S  satisfait ~ la con- 
dition 

d(R~) 
- - 0  

dt 

et, par suite, fournit  encore une int6grale enti6re. 

w 2. Calcul des p r e m i e r s  t ermes  a p p a r t e n a n t  ~t l ' int~grale,  
lorsqa'  elle existe.  

Des relations (9), ( io)  et (II) ,  w I, on d6duit que R 0 s'exprime ainsi 

Ro = p(p + cq)e, 

p ne contenant que r et p :q -q~ .  Chaque terme du d6veloppement (5), 
w I, satisfait 6videmment ~ l '6quation suivante, 

ORi , ORi ~ 

~Ri-1 z" ~Ri- i  ~Ri- l  d- x2 c o s z ~  W (x, s ins  x 3 cos ) ~ x~ s ine  ASp 2Ri • o. 

En outre, 
I ~ Ri est une fonction homog6ne, de degr6 i par rapport  aux va- 

riables Xa,X~,x3, considdrdes comme formant  un groupe distinct; 
2 ~ elle satisfait aussi, en vertu d'une autre homog6n~it6, h l '6quation 

(2) du paragraphe prdc6dent, c'est ~ dire, dans le cas actuel, h celle-ci, 

Ri ~ Ri 0 Ri 0 Ri ORi ~ 1~i 

ces deux conditions jointes exigent que l'on ait 

(4) P ~ p  "-~ q-~-,/ + ~r = 

en d'autres termes, Ri est aussi homogSne k l '6gard des variables p , q , r ,  

const i tuant  un second groupe s6pard; le degr6 de cette homog~n6it6 est 
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m - - 2 i .  En consdquence, R. ne renferme que x~,x~,x~ et le nombre 
entier m est 6gal k 2n. 

Je fais mainten.mt i =  r dans l '6quation (2) et comme, d'apr6s ce 

qui prdc6de, on peut  mettre  B~ sous la forme 

x~ R; + z~Ri' + z~ R'd', 

/ ~ ; , . . .  etc. ne ddpendant que de p , q , r ,  les coefficients de X l , X ~ , x  ~ 

dans l '6quation obtenue devront  6tre isol6ment nuls. On en conclut 

A, ( ~R;' ~I,';'~ . . . .  
COS OR0 __ sin ~ oR0 __ Jlr ---- o, 

C'~r ~ A~ 1) 

A, (' ~Ri" ~ni" 
A~q 

Soit to --~ to 2 + q:, p + iq ~- y~ et,  par suite, 

(O (6) p-- iq=v,  = - .  

Y, 

I1 est clair que, si l 'on regarde to e t r  comme des constantes, le syst6me 
prdc6dent 6quivaut aux dquations diffdrentielles, 

a t  2 t l ' ~  t 2A.,tr , 21 Sill e ~/~o -] 
2 ~ % r - - + A  t ~ - . ,  R~ " R , +  - ~j-=o, 

3fit yl  Yt ?It Yt 

(5 ') 
+ 

" A [ 2 i r R  ' - - i (  2Alr~ + l ~  ' 

2 i  cos  z 0R o 2 i  s i n  e 0Ro 

Yl C~r Yl AOp 

at ~ D " '  

2),~ir _ , ,3  
.R, ] = O, 

2A, r ~ y  t + + - -  ( 
t o )  , 2 i  COS r  o 2),~ir t ~ " ]  
y~ R1 y, A~q y, ~ O .  

Elles prennent une apparencc plus simple en posant 

( 6 ' )  R ,  + iR ' ,  . . . .  - -  i R i '  . . . . . .  = . . . .  ' = 2ply~, R~ = 2pl y~, Rl  Pl Y~; 
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cause de l'expression trouv6e pour e, 

elles deviennent ainsi 

,t2i 
A - ~ ,  = e ,  

' _ _  [ a/~o OR 0 -1 A,e~to, e , I ,,, I s ine --cos~2-0-~r ] = o, 

" ~R ~ ] A t e  p.  r ,, I eo ,,, I F ~Ro 
(7) A vy, t - ~ p , - - ~ p ,  +y~+---~[cose2-O~r--sineA-y~V,A----o, 

A ~y, - -  + yI+----~LA--~.u, A----~y,j = o. 

Je eonsid6re le syst6me lin6aire, adjoint au pr6c6dent et homog~ne, 

av[ Av~ Aeo ,,, 
~y, F" A,y, .4,,.--y~, v' 

vvi" Avi' A ,,, 
(8) ~y, A,y, + ~ v, = o, 

av[" Av', Ao, ,, 
Vy, A , r  dr- A,ry------~, vl ----- o; 

I1 est satisfait, si je prends 

A \-I u+~ ,, A,er..A ~A,,.(M.+ ,) M + ~-)1 y, 
V, 1 = yU,  % ----- Am [ A , r  Am 

(9) 
A \ u+l _A,e M +~)V, 

vi"  Ao~ 

avec la condition 

[ ( )( Ab.' M +  a - - T ,  (,o) ( M +  ,) , A,.,  ~,, M +  ~ = o ,  

c'est i~ dire qu'on en connait trois solutions g6n6ralement distinctes. 
chacune d'elles donne lieu s une identit6 telle que celle-ci, 

(I I) Air d A % (v;N + v;',o;' + v;"pi") 

~o~] 
Aay,  / J -~- O~ 

I v; sine - -coss2-0~r)  
-]- y~+--~ , A~y~ 

aR o . ~R o \ ,,, / aRo 
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de laquelle se d6duit par une quadrature l'expression 

(12 )  V]pI "4" Vl Pl "+ ' . . . . .  " �9 , ,, p, Vl iO! 

Comme d'ailleurs, d'apr6s (I), 

( I 3 )  Ro ~" py; , 

l'on volt, en don/aant k M la valeur - - t ,  que la d6riv6e 

d r t t l  I t  t t t  I l l  

dy ̀ (v lp t -a  t - v , p t  - l - v ,  p ,  ) 

contiendrait un terme en y~-~ et l'expression (i 2) elle-mgme un logarithme, 
ee qui est inadmissible, si l'on n'avait 

( I 4 )  ep sin e = o .  

En cons6quence, ou bien 

( , 5 )  gin ~ ---~ o~ 

ou bien e == o, cette derni6re hypoth6se signifiant que le polyn6me R 
serait une int6grale ind6composable. 

Je caleule, 5 l'aide des relations (to) et (t I), les trois d6terminations 
de la somme v;p; + v ' / p ; ' +  v'~"p'l" et supprimant dans chacune d'elles la 
facteur y~ qu'elle eontient, j 'aurai pour d6finir les trois quantit6s 

p', , y~p; '  , v , p ' , " ,  

trois 6quations lin6aires, oh les ineonnues sont rnultipli6es par des faeteurs 
constants. On a done 

(I6) Pl ~ t - { - ~ Y I ' J I - ~ ' Y 2 1 ,  2 , ,  , '2 ' "  : Gt . . . . .  2 ' =  ytp~ = a + f l ' y , + f y , ,  y, px + ~ ' Y ' + F  Yl, 

a , t g , . . . ,  f '  d6signant des constantes, c'est k dire des fonetions de to et r,  
qu'il reste h construire. Elles sont donn6es par le syst6me (7), dont 
on d6duit 

(x7) 

COS ~ ~ 
a " - -  2ar = ~ a-~' 

A, r a, , ~, c o s , (  ap) 
A - - t o a +  =---X- e p + t o ~  , 

/2At  ) coot" 2~- T -  x r~' + = o; 
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2(-~--- I ) r~J l -~"  = 2 sin r ap 
A 8o~ 

sin s 

(119) 

/2At 1[)r r f '  2 W-- + = o ,  

A S  r" + ~  T' cos ~ at, 
: A aeo' 

2 r f  - -  wr"  = - -  COS ~ ~_p. 

A v a n t  de r6soudre ces 6quations, j 'ai  h faire une r e m a r q u e  tr6s s imple 
sur ~le syst6me diff6rentiel ( ( x ) w  i), duquel  d6pend tout  le probl6me.  

Et  d 'abord,  j ' in t roduis  comme inconnues y~ ,Y2, g la place de p , q ;  puis, 

au  l ieu de Xx, x~, 
z 1 ~-  x I -Jr- ix~,  Z~ ~ X 1 - - i x 2 ,  

enfin, je  prends  pour  var iable  r = i t .  Cela fait, le syst6me indiqu6 devient  

Adyt  dz 1 
dr - -  A x r y l  + /~ ( z~  s ine  - -  xa cos , ) ,  d--~ = x~y~ ~ r z ~ ,  

dz~ 
(20) Ady~ 211ry ~ + # ( x  s c o s ,  - -  z 2 sin , ) ,  - -  = rz= - -  x3y ~, 

dr  - -  dr  

2 U d r  _ _  2c1~8 ~ -  Y2Zl ~ Yl  Z2" d r :  - -  ~ cos e (Z= - -  Z 1), d---~" 

Quand  on y pe rmute  y ~ , y 2  et z~ , z= ,  sans toucher  ~ x 3 ni r ,  il suffit 
de changer  z en - - r ,  pour  qu ' i l  se reproduise  lui-m~me. L ' int6grale  R ,  

ne con tenan t  pas r,  doit  donc ~tre sym6tr ique  en Yl ,Y=  et z 1 , z~ ,  ce 

qui  exige, puisque Y~Y2 = ~ ,  

(21)  = = r', =' = r ~ ' ,  =" = r"~o, rio, = / ~ .  

En tenant  eompte  de ces identit6s, les relat ions ( [ 9 ) s e  confondent  toutes  
avec (1[ 7) et, posant pour  abr6ger ,  

2A,~ 
(22) ~ = ~ + r ~ i - - - X - ] '  
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je trouve, en les r6solvant 

c o s * (  2 A , \ [  [Op A )Vp ] 
:Vr  --ep 

cos ~. A ap 
2Cr Or ' 

] 
= 2-Cr ~ J  - -  ePl' 

A . a , , = r c o s ~ (  2A,\F /ap A ~p~ ] 
A--- 7 -  ' - - - - ~ - ) [ e o ~ -  2 C r a r / - - e P  " 

' a" doivent 6tre des polyn6mes entiers en eo et r ,  on volt ComIDe ~t j (x 

que l'expression suivante 
,d p A ,p] 

La~ 2Cr ~rJ ~ ep 

est divisible par A .  
D'apr6s les r6sultats 6tablis w I, l'on peut toujours faire en sorte 

que e soit 6gal ~ z6ro; cette supposition 6rant faite, la diff6rence 

op .A ap 
aeo 2Cr ar 

s'6vanouit avec A.  
Quant aux coefficients f l , f l ' , f f ' ,  on ne peut les d&erminer d'une 

fa~on compl&e par les relations (I8) et il est ais6 d'en apercevoir la raison. 

w 3. E t u d e  d ' u n e  s o l u t i o n  p a r t i e u l i ~ r e  r e m a r q u a b l e .  

Les 6quations (20), w 2, admettent deux solutions particuli6res siinples, 
qui m6ritent d'&re signal6es. Je suppose qu'k l'origine du mouvement il 
soit satisfait aux conditions 

(i) 

manifestement invariantes. 
tions ~ v6ri'fier 

(2) 

Yl ~- Zi ~ X3 ~ 07 

Pour les trois autres inconnues, voici les 6qua- 

dy, 
A ~ ---- A i r y  2 - - p z  2 sin e, 

2 dv pZ 2 cos $ 

dz s 
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Leurs int6grales s'aper~oivent sans difficult6: celle des forces vivea eat la 
suivante, 

C r 2 - - f l z 2  COS e ~--- H~ 

oh H d6signe la constante arbitraire;  la premi6re 6quation diff6rentielle 
devient ensuite 

(4) dz 2 Az~ A ~/ H +/lz, cos e ' 

et l 'on en peut conclure 

"(-' f dz~ (5) Y2 ----- ~ # ~/0 sin s zr ~, 
2- , )  z~ ~/H+zz, cos 

de plus, ~ cause de la 3 "~e 6quation (2), 

(6) r = ~ log ~/~ + ~/-~ + conatante, 

ce qui ach6ve l'int6gration. 
Une seconde solution, sym6trique de la premi6re, s'obtient en auppo- 

sant Y 2 = Z 2 - ~ - x 3 ~ ~  
I1 importe de poss6der lea solutions infinimcnt voisines de celles qui 

prScSdent; ~ cct effet, pla~ons-nous dans lc cas d6fini par les conditions 
(I) et soient repr6sent6es ainsi 

Y,+yh ,  Y ~ + ~ ,  r+V~,  Z l + ~ : ~ , z ~ + ~ ,  x~+$~, 

les valeur~ des inconnues, infiniment peu diff6rentes de celles qui satis- 
faisaient ~ ces conditions: 721 , ~ 2 , ' " , ~ 3  sont d6~ermin6s par le syst6me 

A d~]--~l = - - A  1 r~l  71-/2 ($1 sin e - -  $3 cos s), dr 

(7) A%= dT Al(rT]~+y2~7~)_#($2sins_~cose) ' d~ --_ r$~ +z2~3--y25 ~ 
dr 

d~ des 
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mais celui-ci admet  des int~grales dvidentes 

(8) A(Y]~I + "2~1) + ")0$. = ~, 

AY,~I, + 2Cry3 --P(~I Jr ~)COSe-- 2p~ s sine ---- r;  

et, comme des deux premi6res on d6duit 

cela permet d'~crire 

(IO) 
dr2~ [ P cos e 

[~ [2Carsine--fleoss] -4 - Ya c~ ~ y' 2 ? -}- 2ACr'z~ 2Cr: z: 

ou bien encore 

+ eos .y, . 

La derni~re des formules (8) donne entre Yh et ~:2 une relation connue; 
la troisi~me (~quation (7) ram~ne donc aux quadratures le calcul des so- 

lutions cherch~es. 
Parmi les consequences s tirer de ces r~sultats, on remarque d'abord 

les suivantes: 
I ~ Entre les inconnues 

Y2, z: et r ~tant d~finies par les ~quations (2), il doit exister des rela- 
tions algSbriques, au hombre de quatre. Les formules, qui d~terminent 
71, Y h , . " ,  $~ ct dana lcsquelles n'entre pas r, doivcnt donc renfermer 
une seule transcendante irr~ductible; j 'entends par 1~ qu'il ne peut y 
figurer deux fonctions transcendantes, si l 'une ne d@end point alge~brique- 
ment  de l 'autre et de ~i ou de z2. 
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Or, ~, cause de (5), 7A contient h la lois les trois int~grales 

z,, dz. z,, dz, z~ dz. 

//+/Jz~ cos ~' J ( t t  + ~ cos e) a ' H +/~z, cos ~)~' 

ta premi6re et la troisi6me multipli6es par un faeteur qui s'annule avee 
sin z. I1 est clair qu'aucune r6duction n'est possible, par exemple entre 
les deux premi6res de ces transcendantes. I1 est donc n6cessaire que sin r 

, t  - 

s evanomsse. I1 y a une exception 6vidente, relative au cas de LAGrtANGE, 
pour lequel cos s est 6ga! k z6ro. 

En d'autres termes, hormis ce cas, le centre de gravit$ dolt gtre 
clans l'6quateur de l'ellipsoide d'inertie relatif au point de suspension. 

f 

2 ~ En outre, -~ est un nombre rationnel; s'il en 6tait autrement, 

zg serait une fonction transcendante et entrerait dans l'expression des in- 
connues, sans ~tre alg6briquement r6ductible aux transcendantes qui 
raccompagnent. 

3 ~ Ces hypoth6ses 6tant faites, les 6quations du probl6me deviennent 

(x 2) 
ddYv d Y i 

A 1 = _ _  (A , ry~  -[-[~x~), A ~r = A l r Y ~  -~- px~ ,  

dz~ dz~ 
d r  -~  w~y~ - -  r z  1 , d r  ---- rz~ - -  x3y~, 

2C~ = ~(z2 - -  z,), 

dz s 
2 ~r  ---- y~zl  - - Y l Z " "  

et l'on voit qu'elles jouissent d'une importante propri6td: quand on y 
change de signe Yl , Y2,  Zl , Z~ et p, sans toucher k x s ni r, elles se re- 
produisent non modifi~es. Par suite, dans les formules ((i6) w 2), faisant 
connaitre le coefficient de la premi6re puissance de p dans l'int6grale 
R, il est permis de supposer 

f l =  fl' = fl" = o ;  

leurs seconds membres deviennent ainsi des fonctions paires de la variable y~. 
4 ~ Le syst6me ( I : )  6rant admis, l'6quation (5) dolt ~tre remplac~e 

par la suivante, 
A~ 

y,  = t , , f T ,  
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dana laquelle h~ est une constante quelconque et ron  en conclut 

(,4) [ f,c Al 1 A 
I ---~ - Z~ dz~ 

8 7] 1 ? •2 (/~Z2 "{-- H) 2 ~$1 (/.I.Z2 -'~ H)" 
+ 

A cause de (8), on en dgduit encore 

(I5) d ( ~ )  4a rz, + aft h, [ w c ] 
= rz--~ "~ 2Crazl Jr- 20r  - - - ~  a a h l z 2  a _ _  flz2 7~ i . 

Mais les transcendantes, s l 'aide desquelles s 'exprime ~]1 et qui r&ul- 
teraient de quadratures seulement indiqu&s, ont tous leurs points critiques 

2C 
alg6briques, ~ moins que -A soit un nombre entier. D'ailleurs, si cette 

condition n'est pas remplie, $2 renferme eependant des logarithmes, en 
vertu de l '6quation (I5); 72~ devrait donc 6tre li6e ~ z 2 par une relation 
alg6brique, oh $2 ne peut entrer. Or ceci est visiblement inadmissible 

2C 
quand -]-- est un nombre fractionnaire. I1 faut donc que ce soit un 

hombre entier. 
2C 

5 ~ Si 7 est un nombre entier, routes les quadratures non 6x6cut6es 

peuvent  ~tre repr6sent&s de cette mani~re 

ou de celle-ci 

f 1 
- ~ - {  

g~ dg~ 
(Zz. + H) ~ 

IL, 

(~z, + H) ~ 

N 1 d6signant un nombre entier. La premi&re est alg6brique et peut 
recevoir la forme , f  ; 1 _ - -  r,~Nt + l d r, 

J Ni + (o- 
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I en posant r ~ - - j .  

sur l'expression 

La seconde, contient un logarithme et ce dernier porte 

~/~ - r ~ /~  

~/0 + r ~/~' 

tous leg autres termes sont ratior/nels K l'dgard de r'. C'est ce m~me 
logarithme qui figure dans $~:il suffit donc de l'61iminer entre les relations 
faisant connaitre 

~ ,  z~ + $~, 

pour obtenir une 6quation intdgrale algdbrique. 
2C 

Ainsi, quand ~- est un nombre entier, il y a une solution des dqua- 

tions (x2) dans laquelle Yl, zl,  xa sont infiniment petits, pour laquelle 
en outre, non plus trois, mais quutre des 6qualions int6grales sont alg6- 
briques. 

w 4. Calvul des d i v e r s  t e r m e s  qu l  d o i v e n t  c o m p o s e r  l ' in tdgrale  R.  
Propr id td s  des coeff icients.  

S'il existe, hormis les trois int6grales qui appartiennent k tous les  
cas et qui sont les suivantes 

Ay, y~ + Cr 2 - -  #(z, + z2) = H,  A(y,z~ + y2z,) + 2Crx 3 = 111, (,) 
Zl~ + x~ = tI~, 

intdgrale rationnelle R, nous avons vu qu'on peut toujours la sup- 
I) dgal ~ z6ro. Lorsqu'elle est 

une 
poser enti6re, c'est k dire supposer e (w 
ddveloppde sous la forme 

R = R 0 + p /~  + . . .  + ft"R.,  

un terme quelconque R~, de ce ddveloppement st laisse reprdsenter par 
l'expression symbolique 

(2) ~ (z~p~ + z~p~ + ' " "  

A.ota mathemal~a. 20, Imprim~ le 3 novembre 1896, 33 
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chaque produit 
P~ P~ "p~ 

5taut remplacd par une fonction de r et de w, qu'il reate g calculer. 
Cette recherche elle-m~me d~pend de ' l '6quation ((2) w ~) ~ laquelle 

R~ dolt ~tre aasujettie, 

(3) Air  (y= a rk  aRa~ x,l  \ a /~  a/~,, 
A ay, - -Y~ v~j,/ nu (,'z, - - .  "~Y')az.. nu (x,& - - r z , ) a z  ' 

J'emploie, pour abr4ger, lea notations suivantes 
! 

I i t l  

A Y~ ay, ~ Y l  ayt /  

A , r (  a,o;,' __ ap;," ' / I . . . . .  

(4) A Y~ a,V, Y~ ~-7~,/-- ''p;'' + ? Y,P,, = Dp,, , 

A" Y= ay~ ~ Y l  aye/ 

.D• 
p 

~--" h ,  

Pourvu qu'on regarde les op&ations D comme soumisea aux rSglea or- 
dinaires du calcul des diff4rentielles, en 5galant g zSro le coefficient de 
ehaque monbme z~.z~x~ ~, dana l'5quation (5), j 'obtiens une sSrie d'identit&, 
auxquelles il est ais5 de donner cette forme 

(s) 7 T ' t /  Hh I Ph,2 PPPha\ ]~2 a / t thl  th.2__ 1 tHha\ 
aJJ~ph Ph P~ ) -{- 20 ~r ~Ph--~ph--1 Ph--l J 

ht a / ,phl__l ,h.. ~,,ppha~ 
~-C~r tPh--I Ph• 

ha  a r vthl i~ Hsh 1 ~ h 3 a [, Hhl vh~ ~ 0 H h 3 _ _ l ~  

A ay~ \F/,--l~a--IFh--1 J = O. 

D'apr& cela, si l'on veut obtenir les fonctions ,,h. ,h~ ,,,h. ph PA P^ , ~tant donn~es 
celles d'indice inf~rieur h -  I, l'on reconnait qu'il faut, en traitant r et 
w comme des constantes, int4grer un syst&ne d'~quations diff~rentiellea 
lin~aires, non homogSnes, dans lequel la variable ind~pendante est Yl- 
Or le syst~me homog~ne, adjoint g celui-ci, admet comme solutions lea 
produits de h solutions, distinctes ou non distinctes, appartenant au systSme 
((8) w 2). Je les repr~senterai .par l'expression 

VHhlV'h~V''h~ h h h 

vvl 



Sur le mouvement d'un corps solide pesan~ suspendu par l'un de ses points. 259 

en ~crivant ainsi le syst6me indiqu6, 

! p 

avh. Avh AoJ ,,, 
ay I at" A,y~ Alry~ vn --'-- O, 

av'; Av'; A ,,, 
(6) ay, A ,y ,  -I- -~r = O, 

a~;," A AoJ 
ay, A,,. v;, + A,~v--~, v;' = o. 

to iAwr  
Soient encore w = - ~ ,  f ( M ) = A , ( M  + .)  + C; 

par l'6quation d~jk r ' t ouvee, ((~o) w ~) 

M est un exposant d6fini 

(7) (M + I ) [ I  A'~ + ~  21/+ 2 - - X ,  = o .  

Lorsqu'on d6signe par M' et M "  ses deux racines diff6rentes d e -  x 

il est satisfait aux identit& 

(8) ~ '  + ~ "  + 2 = o, f(M')  f ( ~ " )  - -  ~o = o, 

faeiles k v6rifier. 
Cela dit, on r&oudra le syst6me (6) par les formules 

I 1 

% --=- L r w ~ y 7  ~ q- L ' f ( M ' ) y ~ ' q -  L " f ( M " ) y ~ " ,  

,, L" , L"  y~r'+2 _ ~ L -4- y M + 2 [ _  (9) ,)~ ~.,~Vl ? ~ )  ~ , 

, , ,  LG ~L,,,M,+I ,, vh - -  ~ k - - - 3 1  -b i L " y ~  "4"1, 
A w  ~ 

o11 L ,  L', L"  sont des constantes quelconques. 
avons d'abord g faire usage, 

tlh I Ph 2 I t th 3 
Vh Va V h 

Les fonctions, dont nous 

sont les coefficients 
cette puissance 

de faeteurs num6riques dans le d~veloppement de 

, H 7 , % , , , , ~ a  
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oh l, l', l" sont regard6s comme des constantes K volont6. Ce sont les 
inconnues d'un syst6me lindaire, d6duit de (6) comme il a 6t6 dit et 
dont toutes les solutions sont les termes de l'expression suivante 

[l(Lrw~y -~l ~ - L ' f ( M ' ) y ~ " _ F  L " f (M , , ) y~ r ' )  •  '' b ~. _h b '  U~,+:_L L"  .y, ,+~\ , ~ \~ , . , ,  Tr(-Tj~)., T r ~ , . , ,  ) 

+ , " ( - ~  + ,L' .~+' + �9 " ]~, 

c'est ~, dire sont donn6es par les formules 

( .o)  ~.,,.-~...,,~..,,~: ,,,,.~ ( ' _ ,  ~' .,~,.+. ~" .,,,..+.V' :,~ ,,,, ,,~ v~ = + K~:" +,,"(~") ~ '  ) 
' , . rw  ~ 

x + + + + ,..;+,)'.. 

On y dolt consid6rer comme constituant des solutions distinctcs les coeffi- 
cients de toutes lcs constantes 

Lq~ L'g.zL'".'~ 

(g, + g~ + g~ = h, + D~ + 1, 3 = h) 

dans le d6veloppement de l'expression pr6c6dente. Celle-ci peut encore 
s'6crire, d'une fa?on plus commode, 

( ,o l  .l~'"r~'+""~'+"~"'"'~''~""~~,,., ~,, _- (~z, y~,,+, + r--C~h:"s~' ,,~(.,,,+,, + rcM"))L" ,r 

,~ T ,,jf l(-,l/ '+ 1) ~ ,; i r?pk h3 x (Lrdy;"+ '  + s,r(~,s,)~<~,+,>+ s,"f(js"))~-'(L-ECSe~y,"+' +~ ~, To.-. ) ,  
\ A w  

et, si l'on pose, apr6s avoir ddsign6 par hx.~, h ~ , . . ,  etc. des nombres 
entiers positifs, 

Ihlh~lh3 
(, x) B~ = th,,ih,=lh, 31h2,1h=~. !h~=lh~, ih==[h~ , 
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puis, 

(j~ = h,.~ + h,.~ + h,.~, g~ = h,., + h~., n t- h, . , ,  g~ = hx.~ + h~.~ + h~.~, 

d ie  se d~veloppe de eette mani~re 

I 2 )  "l th~ ' - -hlq 'h(M'+l)av '~hl~ '~thz~ '~t"ha 
,~/1 t /h t"h t/h 

1 / C \h~,~ 
= EB~Z~,Z'~:L"~~(rw,)~.,-',,.,f(M')',.~.,~-~,...f(M,,),,.~., -~, ~i*~.,+,,.,(___~) yl ,'~+')(~,-~,+*). 

\ A w "  / 

L'une quelconque des solutions chereh~es est done d4terrninde par l '~quation 

Vh"h' V/, '~' V,"'h" = A (h~ , h~ , h, , M')y([  "-~)(M'+~)+*'-~'-' , 

avec  

(x4) 
l �9 f /~ \ h3'l 

A(h, , h , , h 3 , M ' ) - =  ZBh(rw~)h~'--"'"f(M')h~':-h'"f(2Vl")h'"--"'"~"~':+h~'~(---~r) ; 
\ Aw ~ / 

la sommation indiqu~e s'~tend s toutes les valeurs des indices pour les- 
quelles h 1 , h 2, h~ et gl ,g2 ,g3 sont des sommes connues. D'ailleurs il est 
ais~ d'obtenir, pour rep%senter ces coefficients A, des notations plus 
simples. Soient en effet 

(,s) F ' =  L r w }  --~ Z ' f ( M ' )  -1- L " f ( M " ) ,  1 - " ' = -  

LC 
F ' "  - -  , -]- iL '  - [ - i L " ;  

A w  ~ 

L t  L I !  

il est clair alors que la relation 

(t6) 
I ~h ( F ''h, ] "h'~ l"'"h~ A ( h , , 7 ~ , h ~ , l U ' ) - - i  I ~ '  ' -  ~L~'OL'~L' '~ ~ -  

dans laquelle les op4rations indiqu4es ne sont pas symboliques, mais 
effectives, est 4quivalente k (I4). Je dis maintenant  que les fonctions 

r, t l ~tl ~ P  h2 r r l h3 inconnues, ~,h t-h ~,h , sont d~finies en gSn~ral par des ~galitSs de cette 
espece, 

(I 7) _,,h,~ y.  a(*) ,~--~,--~ p ' h  p ' h  g-'h ~ hl.h,z,h~,.,~l 
(k <_.h) 
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les quantit6s a (k) li6es aux seules variables, (o ct r ,  6tant fonctions hl .h2 ,h  3 ' 

enti~res, homog~nes et de degr6 

2 n - -  2k  + 2h 1+ h~-  2h. 

Pour le prouver, il suffit d'dtublir que si des formules telles que (.. 7) 
sont vraies quand l'indice h regoit les valeurs inf6rieures ~ un nombrc 
donn6, elles le sont encore quand il utteint ce nombre lui-m~me. Voici 
comment on le peut voir: les 6quations lin6aires (a), sutisfaites par les 
inconnues (I7) , sont ce que deviennent les 6quations (5) upr~s y uvoir 
remplac6 les op6rations (4) par les suivantes 

(,8) 

Dp'h = - -  A y~ ~y, + rp'~ - -  ~Y tpn  , 

, ,  A i r  ~p'n' , ,  I o~ , , ,  

Dp~ - -  --X V, ~vl - -  rp,, + ~ u-, p" ' 

A O" ~p'h" ,, ~o , 
Dp' ; '  = - -  A Yl ~y, + V,/'~ - -  y--P~, 

ct Y2 par ~o Yl; ~o,r doivent de plus dtre fruit ,s  comme des constantes. 

Le syst+me adjoint au pr6c~dent et sans seconds membres est celui qui 
est v6rifi6 par les fonetions (..3). Or, en vertu des propri6t6s bien connues 
des syst~mes adjoints, l 'identit6 

ih 
I- ,,h,~,,1,~ ,,,h~wkp/, Ph Ph ) (,9) ~ I~ I h, i h_~ v~ ~ ' ~  " ' '~ '  " ' " ' ~ '  

A,r ~ [ [h ,,hi ,i~, ,.h~ ,,P,, ,h .... h~1 
=-A v'~ ~lh, i~l~ ~ v,,-~ .p~ p.~p~ ] 

a lieu, quelle que soit la valeur attribu6e k chacun des trois nombres 
g, , g 2 , g 3 ,  dont la somme est h, les signes de sommation s'appliquant "k 
routes les vuleurs des indices h i ,  h~,h~, li6s aussi par la seule condition 

h~ + h~ -t- h~ ----- h. 

Mais, duns les deux derniers termes de l '6quation (5), les d6rivfes par- 
tielles 6talent prises en regardant Yl et Y2 comme les variables ind6- 
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pendantes; lorsqu'on fait jouer ce r61e ~ y~ et to, les termes indiqu6s 
s'expriment par 

(20) ~ ~ p ' ~  '~ - -  Ph--1 ph--I  ] --}-- A ~ t, Fh--I  Ph--1 Dh--1 )" 

Si done le degr6 en y, de la fonetion ~'h--l""h' ~'h--*--'h' ~'h--~"'"h'--~ 6tait, selon l'hypothfse 
traduite par la formule (17), 

2 h - - ( 2 h  I + h a + I), 

celui de l'expression (2o) est d'une unit6 sup6rieur. D'aprSs la relation 
(~9), pour int6grer le syst6me (a), j'ai ~ multiplier chacune des fonctions 
(2o) par une autre, de cette forme 

Ay~ , 

faire la somme de tous ces produits, ~/ int6grer ensuite r6quation ainsi 
obtenue, oh to et r sont des constantes, ~ r6soudre enfin des 6quations 
lin6aires, b~ coefficients constants, qui font connaitre les produits 

f P~hl ~h 2 ~t~h 3 
YlPh P~ Ph ; 

or je trouve par ce moyen un polynbme, entier en y~, de degr6 visible- 
ment 6gal '~ 2 h - -  (2h~ + h 3 + I) + I. C'est celui que la proposition 6nonc6e 
attribuait s l'inconnue (I7). En outre, le prcduit de celle-ci par y~h,+h~ 
est bien une fonction paire de y~, selon l'une des remarques faites au 
paragraphe prec6dent. J'ajoute que, l'int6grale R &ant sym6trique en 
y~, y: ; z~, z2, (w 2), il en doit r6sulter l'6galit6 

~'h~.h,.h~ = to  ~ + h~ a(h*,!h.~.h, , 

OJ 
car Y2 : - - "  

Y~ 

w 5. E x p r e s s i o n  des  t e r m e s  qu i  eomposen t  l ' in tdgra le  R ,  don t  

l ' ex is tenee  est supposde.  Mode  d ' a c h ~ v e m e n t  des ealc~ds qu i  
s ' y  r a p p o r t e n t .  

Afin d'obtenir les valeurs explicitcs des coefficients a(~).~.i,3, j 'aurai 
besoin de consid6rer les syst6mes diff6rentiels (b'), lin6aires et homog6nes, 
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obtenus en suppr imant  lea seconds membrea dana les 6quations (a). Je 
lea repr6sente ainsi 

( I )  .O (ui'hiU~hhiUh"hO = O, 

avee la condition h I + h 2 + h~-----h. Le premier d'entre eux d6finlt lea 
trois xeonetions u[, ui', u;", par les relations suivantes, 

A , r  ~u', I A , r  ~u',' i ~o ,,, 
,H pt - - -  ?11 ~--- O~ (2) - y - y , ~ - - r u ;  + ~v,u, = o ,  A V,~U + r u ,  - -  U, 

A i r  Ou'x" ~o U[ - -  yi  U' l' = O, 

desquelles on eonelut eeci 

ui 4A~(M + i) '~ ?Ix 
l -~s' 1" r_,~r,- I 

r(Ts,,i:J, r - ~ ,  j, 

A'w I) '  [21rw�89 (3)  u',' - 4A~(~1 + 

,,, A'w [ 21C il,yvM,_, il,,y_i_e,, ,] 
Ut -~" 2A~(M + I )  ~ A w "  

l,  l', l" sent des constantes arbitraires. 
En raisonnant comme on l'a fait, au paragraphe pr6e6dent, pour le 

syst~me (b), adjoint k (I), on verrait  eneore que routes les solutions de 
ce dernier s 'expriment de cette mani6re 

(4) ~,'',.'~.,'"',, .t(h, h, h, M')v73-~,. '+')+'--', 

les coefficients ), 6rant donnbs par la formule 

2 h, [ A'w f' 
(5) )t(h,, h~, It,, iT / ' )=  I ~  L 4 A : ( ~ g  I )  s 

X ~t,,a~-,~V.~ (2lrw~-l ' f (M")- l" f (M'))h '  2t l' ,.,o~ r(,,r) r(~'i) t , ~  - '~  

Dans les seconds membres de ces relations (4) et (5), toutes les op6ra- 
tions indiqu~e,~ sent effectives et non symboliques, A ehaque groupe de 
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valeurs attribu6es aux trois indices g~, g~,g~, dont la somme est h, il 
correspond une solution part iculi@e du syst6me (z). La mdme chose 
avait lieu, au paragraphe pr6c6dent, lorsqu'on employait les formules (I3) 
et (I6) pour d6terminer les solutions du syst6me (b), adjoint ~ celui-ci. 
Je dirai que les solutions de ces syst6mes sont concordantes, lorsqu'elles 
r@ondent aux m~mes valeurs des indices g~, g~, g3" Alors il est ais6 
de constater que les formules (3) et ((9) w 4) ont 6t6 construites de telle 
fa?on que la somme 

I l I I  I t  tit* t I l  u~ v, + + U 1 V 1 U 1 �9 V 1 

si les solutions consid6r6es sont concordantes, soit 6gale g cette arbitrair% 

L1 + L'l' + L"l", 

diff6rente de z6ro; la m6me somme est nulle au contraire quand les so- 
lutions ne sont pas concordantes. 

On en d6duit imm6diatement que les solutions des syst6mes g6n6raux 
(b) et (b') v6rifient les identit6s, 

I_ I ( 6 )  _ 

lorsqu'elles sont choisies comme nous l'avons dit et de plus concordantes; 
elles v6rifient au contraire celles-ci 

l• I t hl zj~? h2 ~?  ? l h$ ,~lt lh l  41? h2,$ll l l~'$ (7) ~ 1  h~l h,l~v~ ~ ~, ._~ . ~ _ ,  = o ,  

lorsque la concordance n'a pas lieu. 
J'im~gine que les fonctions 

I O~Hh! ~ f h 2 ~ t t  Ph 3 

soient r6unies en un tableau, celles dont l'ensemble constitue rune des 
solutions du syst6me (b) se trouvant sur une seule ligne, toutes les ex- 
pressions possibles d'une mgme inconnue formant une seule colonne. A 
ce tableau correspond un d6terminant V. Yen construis un autre, tout 
semblable, avec les fonctions adjointes, 

Aela mathematlea. 20. /mprim6 le 20 janvier 1897. 34 
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et ron voit qu'k cause des relations (6) ct (7) leur produit est 6gal k 
l'unit6. En outre, d'apr6s leur composition, si l'un des 616ments du pre- 
tnier est v, l'616men~ de m6me situation dans le second est 

~V 
V~v 

Ayant  done k r6soudre un syst6me lin6aire dans lequel ehaque 6quation 
a pour coefficients les 616ments d'une m6me ligne du d6terminant 1 r, 
je devrai les multiplier par les 616ments contenus dans une m6me colonne 
du d6terminant 

t t h  I thft t t t h  3 <8) II tm Ig, l~uh u, u~ II, 

inverse de V e t  faire la somme des produits ainsi form6s. 
Ces remarques faites, je reviens au syst6me (a), d6finissant les ineonnues 

p , , n t ~ , N , j H n s  
n /-,n p'n 

qu'il s'agit d'obtenir. En admettant pour plus de bri6vet6 ces notations, 

(9) 

et celle-ci 

(i') 
hs ~ahI.N.h~--L o(h~,  h , ,  h~, i') = ~ : 

(h, ,  h , ,  h 3 , i') = ~ , o  

+ ~ (~h~ + h~ - -  2 i ' - -  

(i') 

2C ~r 

^ (r 
h n a a h t . h . h - 1  

I "~ ot (i') 

(~ o) T(h,, %, h., ~') = O(h,, h,, h,, i ' - - ~ )  + O(h,, h,, h., i'), 

le syst6me k int6grer, (a), s'6erit de eette mani6re, (w 4), 

(a) ,~-~p~ p~p. ) +  T(h~, , , = o  

et l'on en d6duit 

(II)  hAir ~ [ I h_ ,,h. ,~ h~ . . . .  ] 

I_ h 
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les sommes sont 6tendues ~ toutes les valeurs de h~, hg, ha, satisfaisant 
l'6galit6 h~ + h~ + h 3 = h et g routes les valeurs de i' inf6rieures g h. 

L'int6gration donne en g6n6ral 

~b It l - -  . .  h l ._ th2 . . tHht  t th  ! t ~  t t t h  a 

X }h -- I T(h, ,  h~, h~, i') ,) y~"-'+(~'-g')r - -  constante F ,  
- N I c _ - V .  + + 

elle introduit une constante arbitraire, c'est & dire une fonction de r et 
de w, qui, d'apr~s la nature du probl~me, doit ~tre homog~ne et alg~- 
brique. Comme d'ailleul:s 

yO2-g,)(M'+l) 

est en facteur dana tous Ies termes de l'6quatlon pr6c6dente, ((13) w 4), 
je puia diviser toute l'6quation par ce facteur; elle ne renferme plus 
ensuite dans son premier membre que des puissances de y~, enti~res et 
de m~me parit6; la valeur de l'exposant M', li~e h r et co, pouvant ~ t r e  
quelconque, il est clair que le second membre de l'6quation (I2) doit 
s'6vanouir, ~ moins que g~--g~ soit 6gal ~ z6ro et h u n  hombre pair. 

Pour rdsoudre lea 6quations (~ 2) et en conclure les coefficients cherch6s, 
aft) . posons  

kl .k2.ka 

0 3 )  ~Z~wl--rf(~")--r,f(~,) = r", ~ ~' r 
rw ~ f(M") f(M') = r', 

21C a,--~r'=/,', 
1 

A w  ~ 

en sorte que la formule (5) devienne 

2 ha F 21 ~W 
( I 4 )  2 ( k , , k 2 , k , , i ' ) =  I~i~Ig, L4A:(~, + 

avec  

h ~h 

( i5)  

Le produit 

(.x6) 

k 1 + k 2 + k 3 ----- h. 

Is. io. is. , ~ , | ~ | ~ , , , ~ ,  , ~ , , , , ~  ~,,,~, ,~,,, ,k~ 
Vh Vh v h  " ~ h  Uh ~ h  
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s 'exprime en cons6quence par 

I I 0 2]' 

(,7) Ig, lh]  Ih,} l  

quand ~h~"'h'~"*'~""h'~h ~h et ~h~'"h~"*~"'"*~'*h ~h correspondent aux m~mes valeurs de 

Yl , g2 , g3" 
D'apr~s les identit6s indiqu6es, la somme de ces produits, pour toutes 

les valeurs de g~, g2,g3 est 6gale k l'unit6, s'il est satisfait aux relations 

k 1 = h I , 

z6ro, s'il n 'en est pas ainsi. 

A T ( h , ,  h~, h , ,  r ~[F"~,F',~l~"'~/',,r'*~r'"k~] 

k 2 = h 2 , k3 = h 8 , 

Comme cons6quence, 

~(i') . 
kl .k2.t~a 

2 ( - - h + ( ~ t - - g s ) ( ~ ] ~ ' +  I) 

Toutefois, quand 2 i ' =  h, on doit, dans la formule pr6e6dente, modifier 
les termes qui correspondent k g 2 - - g s  ~ o, en substituant au quotient 

T(h~,  h, . h~ , i') 

une fonction homog6ne de r et w ,  enti6re et de degr6 

2n + 2 ~ 3h + 2hl dr- h,, 

mais d'ailleurs jusqu'k pr6sent arbitraire. Elle provient du second membre  
de I'6quation (I2), s  alors n'6tant pas nulle. 

La formule (i8) s 'exprime encore d'une autre fagon. Les coefficients 
A, 2 ne d6pendent point en effet des constantes . L ,  JL', . . . ,  l" ,  dont on a 
fait usage pour les construire. En posant donc 

21 -~ L ,  l' = - -  L ' ,  1" = ~ L " ,  

l 'expression de 2 n'est pas chang6e; or F', T", f "  deviennent ainsi pro- 
portionnels k Y ' , / ' " ,  F" ' ,  ee qui permet d'6crire d'abord la relation 

(i9) 2 ( h ~ , h . 2 , h 3 , M ,  ) = x ( A ' w )  h 2 h , + g ( _  ,)~,_g, (2A,) 2n (M' + I) ~h oah,-h,A(ha , h,, hs, M') 
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et ensuite celle-ci 

A I ( A ' w )  h (.0~. k2Z  2,a+g, ( - i )~,,_g ' (~o) ~('" - 
k,.k,.k~ hA,~'(2A~) 2n ( M ' - F  T) 'n 

T(h,  , h , ,  h s ,  i') ~ l~l l~b~2 ']~aA(hl' h2' h3 'm')A(kl ' k21t k3 ' Mt)2it__h T ((--_~ ~;('~',3C i) 

Soit M ' +  I----5, en sorte que l'on ait 

(2 ~) A'w + c" = A ~ ' ,  

h cause de la relation ((Io) w 2). En remplacant, respectivement, L ,  Z', L"  
1 

par Aw~L,  - - i C L ' ,  ~ i C L " ,  comme on le peut faire, d'apr6s l'observa- 
tion pr6c6dente, je trouve 

F'  __~'A' F"  A" F'" A"' 
- - A - "  = A w - - - r '  - -  0 ' 

A ' =  L A ~ 3 2 - - ( L " - - L ' ) A 1 C 3 - - C 2 ( L - - I  - L'--I- L"), 

(2~) A, ,  T -  ~ (L" = ~,.~ o + - -  L') A 1 C 3 - -  C~(L + L'  + L"), 

h ' "  = C~(L -F L'  + L"). 

I1 en r6sulte pour A cette expression nouvelle 

~h+~, ~ ( ~ h ~ ( _  c ~ , ~ [ t , , h , z ~ , ~ , , , ~  ] 
(23) A ( h , , h ~ , h , , M ' ) =  ig, l~lg~Ch.+h(Awr)h ' \-~/ \--~w~/ 

Je remarque encore l'identit6 

0(hi, h.~, h~, i') = - - , o  ~'+~-' 'o(h~, h , ,  1~, h - - V - -  ,), 

d6duite de ((2I) w 4) et de laquelle on conelut 

~ ( h , ,  h~, h.,, i') = - -  ,o ~h,+~r~." Z ( h , ,  h , ,  h~, h - -  i'). 

a v e c  
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w 6. ]Taleurs exeept ionneUes du  r a p p o r t  w. El les  i n t r o d u i r a i e n t  

d e s  logari thmes,  qn~ d i spara issen t  apr~s u n  ehoix  c o n v e n o b l e  d e s  

a r b i t r a i r e s  d o n t  o n  d i s p o s e .  

Les formules des deux paragraphes pr6c6dents sont sujettes ~ des 
exceptions qu'il est ais6 d'apercevoir et qui r6pondent ~ certaines valeurs 

~o L'une d'elles s'6tait offerte d6j~ donc partieuli6res du rapport w ~  O. 

l'int6gration du syst6me (b). S'il arrive en effet que l'on ait d ~ o c'est 
k dire 

(I)  A ' w  + C ~ ~ o,  

l%quation caract6ristique de ce syst~me, qui n'est autre que l%quation 
((xo) w 2), poss~de deux racines 6gales, en sorte que, pour avoir toutes 
les solutions distinctes, relatives h cette valeur de w, l'on doit introduire, 
non plus seulement des puissances de y~, mais des termes logarithmiques. 
La m~me circonstance peut encore se presenter, et pour plusieurs valeurs 
de $, dans l'int6gration du syst~me (a), ear tous les  termes pour lesquels 

(5) + o, 

introduisent, dans l'6quation (I2) du paragraphe pr6e6dent, non point 
une puissance de Yl, mais un logarithme. Les valeurs du rapport w, 
d6finies par les 6galit6s (I) et (2), sont ce que nous avons appel6 des 
valeurs exceptionnelles. Elles sont de la premi6re cat6gorie, quand 
l'6galit6 (I) est v6rifi6e; de la seconde, dans le cas contraire. 

Afin que leur pr6sence n'emp~che point d'etre alg6briques les int6- 
grales du syst6me (a), quelles sont les conditions ~, remplir? 

Les formules ((2o) w 5) font connaitre les quantit6s a ~i') ,:.,~.~, comme 
sommes de certains quotients; elles ne contiennent, on le volt sans peine, 
que des puissances paires de 8 et soar, par cons6quent, de forme ration- 
nelle, mais elles doivent 6tre enti6res, puisque l'int6grale cherch6e l'est 
elle-mdme et d'ailleurs, en vertu de l'analyse pr6c6dente, les seules solu- 
tions du syst6me (a), qui soient en g6n6ral finies pour les valeurs ex- 
ceptionnelles du rapport w, renferment des transcendantes logarithmiques, 
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moins que ces valeurs ne correspondent b, aucune singularit6: cec[ 
exige que, dans les expressions (2o), 

~~ tous l e s  d6nominateurs 

2i ' - -h  + (9, 

divisent les num6rateurs correspondants, 

AT 

I h, I h, 
2 ~ que la somme des quotients obtenus soit divisible par (~h. 

Pour faire en sorte qu'il en soit ainsi, 1'on dispose de la fonc- 
tion p, k laquelle se r6duit rint6grale R, quand tt s'6vanouit, des po- 
lyn6mes arbitraires provenant des 6quations ((I2) w 5), pour lesquelles 
F n'est pas nulle; on a vu que ces derniers existent lorsque h est pair 
et g2 = g~, mais ne se pr6sentent dans aucun autre cas. I1 reste k savoir 
si ron peut ehoisir ces arbitraires de telle fagon que les conditions in- 
diqu6es soient remplies. 

C'est ce que peuvent 6tablir les rdsultats du w 3, dont je rappelle 
les conclusions: 

2C , 
Pourvu que sine soit 6gal ~ z6ro, et le rapport -A a un nombre 

entier, il existe, outre les trois int6grales communes k t ous l e s  cas, une 
quatri6me int6grale alg6brique , admissible pour des valeurs infiniment 
petites de y~, z~ et ~3- Cela 6tant, j'observe que rien n'empdche d'attribuer 

au rapport U l'une quelconque des valeurs exceptionnelles, bien que les 

trois quantit6s y~, z~ et x 3 demeurent infiniment petites. Voici com- 
ment on peut s'en convaincre. Je regarde les inconnues du probl6me 
eomme renfermant un certain param~tre ~,, de tetle fa~on que, si ce 
dernier s'annule, on en puisse conclure 

les valeurs infiniment petites de ~ r6pondent alors aux solutions infini- 
ment voisines de cette solution simple. Les notations du w 3 ~tant con- 
serv6es, le point est de montrer qu'avec les expressions trouv6es pour 
~1, Y~ -4- ~ ,  - . . ,  etc., ~ ,  on a le moyen de construire qu~tre combin~isons 
alg6briques dont les arbitraires demeurent limit6es, quand w regoit sea 



272 R. Liouville. 

valeurs critiques. A cet effet, comme y, est nul, ;71 infiniment petit, 
j 'imagine que r s'approche de zdro et cela, de telle mani~re que, n i l e  
rapport 

ni son inverse, ne tendent k s'6vanouir. J'ai donnd d~jk des formules 
qui se laissent reprSsenter ainsi 

C 
- -1  

(3) z:~ Y2 = lh,  C r '  =/_ ,z ,  q-  H ,  

y~7], __ : hi ~/0 ah x z dz, 
~" 2 ~ + H)~ 

_ z ,  dz~ "t- ~'~" ; 

(,az, + H) ~ 

h 1 , H,  ainsi que a , /~,  ~-, sont des constantes ~ volontd, lea trois derni~res 
seulement de l'ordre du param~tre 9" Ces ~galit~s mettent en ~vidence 
ce qu'il ' . . . . .  s ag~ssa~t d etabhr: en conservant aux constante~ des valeurs 
finies dans  les quatre int~grales algdbriques satisfaites par les solutions 
infiniment voisines de la solution simple, on a pu faire tendre le rapport 
w vers une de ses valeurs exceptionnelles. Puisqu'il ne s'est pourtant 
introduit aucun logarithme, c'est qu'il est possible de ddterminer lea po- 
lynbmes arbitraires que l'on possddait, de telle mani~re que les divisions 
indiqu~es s'effectuent sans aucun reste. Ayant donc construit, par les 
procddds des w167 4 et 5, une intdgrale R, de mdme degrd que la pr~c~- 
dente et, cette lois, sans rien supposer sur l'ordre de grandeur de Yl,Zl 
et x~, on est assurd de lui pouvoir donner une forme enti~re; mais je 
dois ajouter h, ce sujet quelques explications. 

Je dis que, s'il y avait des logarithmes dans deux int~grales, distinctes 
et d'ordinaire finies pour routes les valeurs critiques du rapport w, ces 
logarithmes subsisteraient dans des dquations int~grales qu'on salt obtenir 
(celles qui ddfinissent les expressions trouvdes pour ;,2~, 722, . . . ,  ~s) et ne 
permettraient pas d'en former quatre combinaisons algdbriques. 

J'ai ddj~ prouvd l'existence de ces derni~res, sous certaines conditions 
que je suppose ddsormais remplies. L'une de ces combinaisons fait connaitre 
les premiers dldments d'une intdgrale nouvelle, d~veloppde selon les puis- 
sances d'un param~tre 9, different de /~. Mais, parmi les ~l~ments, dans 
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lesquels entre ~ au degrd le plus proehe de z6ro, il est clair qu' i l  y en 
a de tous les  degr6s d'homogdnditd i nfdrieurs ~ un certain hombre entier, 

20 
lid au quotient ~-.  Or voici ce qu'on en dolt eonclure. De tous les coeffi- 

cients, que j'ai repr~sent6s par a(~a.h. , il en est un pour chaque valeur 
de l'indice h et, ~ cause d'une symdtrie ddj~ signalde, il en est au moins 
deux, qui sont alg6briques et entiers. Cela exige l'une ou l'autre des 
deux hypoth6ses suivantes: 

I ~ Tousles  coefficients appartenant ~ un mdme indice h sont des 
polynbmes entiers en eo , r  ~. 

2 ~ Les coefficients appartenant ~ un mdme indite h ne sont pas 
tous d6barrassSs des transcendantes, bien que quelques-uns satisfassent 
cette condition. Dans chacun d'eux et pour chaque valeur critique de 
la seconde catdgorie, log y~ se prdsente multipli6 par une fonction lin6aire 
e~ homog6ne des expressions 

A T  
(4) ~ ih ' i h  , Ih  ~, 

2 i ' - -  h 
off il faut imaginer que 3 soit remplac~ par ~ Afin que le lo- 

g1 --  g, 
garithme ne puisse jamais s'introduire dans un coefficient d'indices dd- 
terminals, les relations n~cessaires sont en nombre 5gal h celui des quan- 
tit~s (4), qu'elles contiennent au premier degr~. Les dquations ainsi 
obtenues sont homogSnes et il est dvident que leur ddterminant n'est pas 
nul, car il est le produit de plusieurs autres, invariablement dgaux 
l'unitd. Leurs inconnues, c'est ~ dire les quantit~s (4) elles-mdmes, doivent 
donc s'~vanouir et, comme consequence, tous les coefficients (~)h de- 
meurent alg~briques, pourvu du moins que 3 diff~re de z~ro. 

Lorsque d s'annule, ce qui donne une valeur critique de la premidre 
catdgorie, une solution des syst&nes lin~aires (a) w 5, restant en g~n~ral 
finie, peut renfermer logy 1 et mdme plusieurs de ses puissances; mais, 
comme ce log peut dtre augmentd d'un multiple quelconque de 2i7r, l 'on 
volt que de la solution connue l'on en sait ddduire une autre, de degrd 
moindre en logyl, en sorte qu'il y a n~cessairement, pour les syst~mcs 
lindaires indiquds, une solution non transcendante et sans cesse finie, 
comme il le fallait dtablir. 

A~ta math~matiaa. 20. Imprim~ le 20 janvier 1897. 35 
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Soit n la plus haute puissance de/~ que l 'on trouve dans l'expression 
R; une consequence de la disparition des d~nominateurs qui figuraient 
dans la formule ((2o) w 5), c'est que le coefficient de #" ne contient plus 
a~ ni r2, ' 4tant ~ lcur ~gard de degrd z~ro; (en vertu de la relation 
((2I) w 4), quand h-- - -n ,  ~-h~ + h ~ - - : k  s'annule et repr~sente pr~cis~- 
ment le degr~ de .(k) ~ Ce coefficient de #" est alors une fonction ~'hz.h r ha)" 

enti~re des seules variables z , ,  z~ et xa. Cela suffit pour que R,+I 
s'~vanouisse, c'est ~ dire que /~ soit effectivement une int~grale, enti~re 
et de degr~ n. Ainsi les deux conditions 

sin e ~ o, 

2C 
~- dgal ~ un nombre entier, 

reconnues n~cessaires afin que le probl4me de la rotation admette une 
quatri~me intdgrale alg~brique, sont aussi suffisantes. 

w 7. So lu t ions  d~velopp~es en s~ries  quand~ s ine d tan t  nu l ,  le r a p -  

20 
p o r t  -A d e m e u r e  que lconque .  Convergence  d a n s  les cas  o r d i n a i r e s .  

Consequences  r e l a t i v e s  auw p r o p r i d t ~ s  des  in t~gra les ,  l o r s q u e  

2C 
- -  d e v i e n t  u n  h o m b r e  en t t e r .  
A 

(i) 

Les ~quations diff~rentielles sont les suivantes, (w 3), 

dr = - - ( A ' r y '  -b P.X,), a = A , r y ,  -b p:x,, 2C = p ( z , - - z , ) ,  

dz I dz, dz  s 
d--v- = x3Y~ - -  rz~, d r  = rz~ - -  x3y 2, 2 ~ = y~z~ - -  y~z~, 

dans l 'hypoth6se off s ine  est 4gal ~ zdro; les inconnues y t , y + , . . . ,  x+, 

qui les v6rifient, se d6veloppent en g~n6ral selon les puissances enti6res 
de ~u, de cette maniGrc, 

(2) Yl ---- Y~.0 + PYI.1 " b ' ' ' ,  �9 �9 �9 , " XS = X3.0 -[- pX3.1 -b "'" 
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et les premiers termes des s6ries pr6c6dentes sont donn6es par un calcuI 
simple; je trouve d'abord 

A i r o  _ A l r  o ~- 

( 3 )  yl.o = fl ,  e - ~ - '  , y~.o = fl~e ~ , 

~, /~2,  ro d6signant des constantes arbitraires; puis, apr&s avoir pos6 

A1 ro 

(~) o e - x - "  = , z, = q o - ' ,  z, = q o ,  

pour d6terminer ~1.o,..., x,.o j'obtiens un syst6me lin6aire 

C,'o d~5.o Cro 
dC,.o + ~ , . o -  fl, Z~.o = o, ~.o + fl~ X~.o = o, -dr  ~ dr  A 

( 5 )  
2dX3.o 

d~ - - - f l ~ . o  + fl,~.o = o, 

coefficients constants, dont voici l'6quation caract6ristique 

(6) s s 2-/~,/9 2 A' ] = o. 

Comme cons6quence 

2Cr o 
f12 ~.o + fll ~.o + - - X -  x~.o = fl~, 

( 7 )  

p&',.o ,8,5.o 
O r ~  + Or--:---- + 2 x , ~  A e - %  
- X - - s  7 + s  

B&,:., + fl,5.____~o + 2z~ .o=  fl~e'~; 
Cro Or o 
--X-+ s 7 - - 8  

fla,/~4, ~8~ repr6sentent encore, dans ces formules, des arbitraires, s l'une 
des deux valeurs diff6rentes de z6ro qui v~rifient l%quation caract6ristique. 

Soit e ' ~ - e ;  des relations (7) il r6sulte celles-ci 

~.o B , [ (  s _X_)fl~,7+2f13 _ O r o ,  (s + ~ '~  _11 
_ _  _ ~)/~,<, J ,  4s ~ 

<", ' ,- , (s - - -~ - ) f l ,~ -  + % - -  + ~ i t ~  J, 
n,~',,[ ~Cro n. +,8~,,.] 

Z,.o = - ~  f l ,~ - i  + .  A ~,~, ' 

qui ach&vent de d6finir les premiers termes des s6ries (z). 
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Parmi ceux de l'ordre suivant, trois sont d6termin6s par des quadratures 
imm6diates, ce sont r~,y~,y2.1; les trois autres rdsultent de rint6gration 
d'un syst6me lin6aire, ~ coefficients constants, qui diff~re du syst6me (5) 
en un seul point: Les seconds membres, au lieu d'dtre nuls, sont des 
fonctions donn6es de ]a variable r. 

Dans ce calcul, il s'introduit six nouvelles constantes arbitraires, que 
je supposerai choisies, par exemple de telle faqon que les six quantit6s 

~ 1 . 1  7 " " " ,  ~ 3 . 1 ,  

s'6vunouissent K la fois quand r lui-mdme s'annule. 
D'une mani6re g6n6rale, on voit sans peine que, si les termes des 

s6ries cherchdes sont regardds commc connus, jusques et y compris rordre 
h - - I ,  les termes de l'ordre h s'en d6duisent, les trois premiers, 

(9) r, , y , ,  , y~,  

par des quadratures imm6diates, les trois autres, 

( I o )  , x..,, 

par l'int6gration d'un syst6me lin6aire ~ coefficients constants. Celui-ci 
ne diff6re de (5) que par la presence, dans chaque 6quation, d'un second 
membre, repr6sent6 par une fonction d6j~ connue de lu variable r. 

Je ne crois pas utile de transcrire ici les formules qui r6sultent de 
cette int6gration et je me borne ~ quelques remarques, dont l'exactitude 
est 6vidente. 

Les six tcrmes d'un m~me ordre h sont exprimds par des polyn6mes 
entiers, au moyen de r et des exponentielles, 

Ce sont aussi des fonctions enti+res de /~s, fl~, fl~; elles sont homog6nes k 
l'6gard de cet ensemble, les trois inconnues (9)6tant du degr6 h, les trois 
derni6res (IO), de degr6 h + i ;  les coefficients qui y figurent sont enfin 
des fonctions rationnelles de s et de /71, fl~, r0; j'ajoute qu'elles jouissent 
encore d'une seconde homog6n6it6. 

Afin d'en donner la ddfinition, j'imagine que ill, • ,  ro, L ,  fie et 
par suite s soient regard6s, ainsi que Ft, comme 6rant de degrd I, f8 du 
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degr6 2, r du degr6 - - I ;  alors a ,  0 sont du degr6 z6ro, Yl.h, . . . , xa .h ,  

sont homog~nes et de degr6 I - - h ,  Y l , " ' ,  x~, sont aussi homog~nes et 
de degr6 x. 

II cat naturel de se demander si les s6ries ainai obtenues sont en 
g6n6ral convergentes; c'est ce que la d6monstration suivante, permet 
d'affirmer: 

L'un des th6or&nes de M. POINCAR~ prouve que la convergence a 
lieu, quelles que soient les valeurs de i l l ,  f 1 2 , ' " ,  fl~ et de r, pourvu 
que # reste compris dans un certain domaine. Unseul  cas fait exception 

cette rSgle; il se pr6sente quand lea valeurs choisies pour T et les con- 
stantes initiales /~1,/~2, .- ' , /?~ font ))passer)) la solution correspondante 
par un point singulier. 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, maia que [#] soit sup6rieur 
cette limite pour laquelle la convergence est assur6e. En posant/~ =# ' # " ,  
rien n'emp6ehe de prendre I/z'] au dessous de la limite indiqu6e; les s~ries, 
ordonn6es selon lea puissances de #', convergentes en vertu de l'hypothSse 
pr6c6dente, d6veloppent alors les inconnues, pour toute valeur ordinaire 
de r et des constantes, apr~s substitution de #' ~. p.  Mais, ~ cause d'une 
homog6n6it6 d~j~ signal6e, l'on peut changer p' en ~,  si ron remplace 

et, puisque lea s6ries convergeaient pour aussi / ~ 3 , ' " , f l~  par ~ , . . . , / ~  

route valeur ordinaire de ces param~tres, avec la d6termination adopt6e 
pour #', la conclusion n6cessaire est qu'elles convergent pour toute va- 
leur de /~. 

Quand la solution consid6r6e va ))passer)) par un point critique, la 
divergence peut se produire. Lea valeurs de r et des inconnues, relatives 

ce point, doivent visiblement dtre telles qu'en le prenant pour origine, 
quelques,unes des fonctions Y~.h, . . . ,  x~.h, construites d'apr~s cette nouvelle 
hypoth~se, cessent d'dtre finies ou tout au moins d~6tre repr6sent6es par 
rexpression analytique qui leur convient dans les caa ordinairea. 

Les formules obtenues montrent que ces cireonstances sont toujours 
6vit6es, ~, moins que la variable r croisse ind6finiment ou que le rapport 

Alto 
As 

soit un nombre commensurable. En cons6quence et tenant compte des 
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~galit~s (3) et (5), on volt que les valeurs de eo et r qui r~pondent 
des points critiques sont d~finies par des relations de cette espSce 

(,I) A21,1.2 vr2 

A ~ e a  ...[.. C ~ r  ~ ~ m , ~  , 

off j'ai d6sign6 par m', m" deux hombres entiers r6els; ces points peuvent 
aussi s'offrir quand r devient sup6rieur ~ route quantit6 donn6e. 

Au commencement de ce paragraphe, j'ai montr6 que les ineonnues 
se d6veloppent en s6ries ordonndes selon les puissances positives de p, les 
coefficients de ces puissances 6tant des fonctions entiSres de r et des ex- 
ponentielles 8, ~, 8 -~, a -~. Elles sont ainsi repr6sent6es par les formules, 

(I2) 
Yl = Yl.o .A[- ~?Jl.1 "~-- " " " "[- /AnYl.n "71-- ~n-+l [Yl.n-I-1], 

�9 o �9 �9 o �9 �9 �9 

dans lesquelles [y, .~+~], . . . ,  [xs.~+,] d6signent des expressions, non d6- 
velopp6es, mais qui tendent vers des limites finies lorsque # tend vers 
z6ro. Entre ces relations, au nombre de six, ~, 0, trait6es comme des 
variables distinctes, peuvent 4tre 61imin6s par des op6rations alg6briques. 
Les quatre 6quations obtenues sont rationnelles ~ l'6gard des diff6rences, 

(I3) y l  - -  # n + l [ ~ ] l . n . t . l ]  , . . . , X 3  - -  # n ' 4 - 1 [ X $ . n . . k l ]  

et de r. Si cette derni~re variable y figure effectivement, ee qui est le 
cas ordinaire, elle peut aussi 6tre 61imin6e par des op6rations rationnelles 
et cela, de plusieurs fa(;ons. I1 est clair que les 6quations ainsi construites 
r6sultent des trois int6grales, toujours existantes, off les inconnues route- 
lois sont remplac6es par leurs valeurs approch6es (I3). 

C 
Imaginons maintenant qu'apr6s avoir choisi le rapport ~ comme il 

convient, il y ait une quatri~me int6grale alg6brique et, par suite, une 
int6grale homog~ne eL entiSre, de degr6 n ~ l'6gard du param~tre p. 
Elle implique pour Yl,Y2,'",x3 une relation, 6galement v6rifi6e jusqu'aux 
termes en #n+i, par les expressions pr6c~dentes (I3), qui repr6sentaient 
la n e approximation. Au reste, les 6quations calcul6es en 61iminant 6, a 
ne peuvent 6tre en hombre sup6rieur h quatre; il est done n6cessaire que 
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la variable z elle-mgme n'y entre pas. Cette condition satisfaite, volci 
comment on peut former les 6quations dont il s'agit. 

Je traite d'abord a ,  0,  e -1 , 0 -1, comme des ind6termin6es distinctes, 
que j'61imine et, le faisant, je suis conduit ~ calculer ces quantit~s en 
fonctions rationnelles des differences (I). Or le produit des expressions 
attribu6es ~ f12O, fl~8 -1 constitue une 6quation int6grale, aux termes pr6s 
qui ont en facteur #~+1. De ees deux expressions, ni l 'un ni l 'autre ne 
peut renfermer r,  puisque leur produit ne le renferme pas; si l'une 
d'elles est annulde, il en rSsulfe avec la m~me approximation une 6qua- 
tion invariante, aIg6brique, qui n'est point une int6grale; pareille remarque 
est encore vraie pour la seconde. D'apr6s cela, je construis, ce qui est 
possible, un polynSme entier, homog~ne, dou6 de cette propri6t6 qu'en 
l'dgalant ~ z6ro et tenant compte des trois intdgrales communes k tous 
les cas, on reproduise, jusqu'aux termes en #" au moins, l'une des deux 
~quations invariantes qui viennent d'fitre indiqu6es. La mOne op6ration 
dtant faite pour l'autre, l 'un de ces deux polyn6mes homog6nes, I '1 , I '2 ,  
se d6duit du second, lorsqu'on y permute y~ avee Y2, z~ avec z2; c'est 
done leur produit qui repr6sente, avec l 'approximation voulue, la quatri6me 
int6grale, dont l'existence est suppos6e. 

II est clair qua ceci eat inadmissible, ~ moins, 
qua le hombre n soit pair, 
qu'aucune des deux polyn6mes T1, T2, ne poss6de de termes, dont 

le degr6 soit sup6rieur ~ n lea homog$n6it6s e t  la sym~trie s'y opposant, 
2 ~ 

que chaeun de ces polyn6mes, 6ga16 ir z6ro, constitue une 6quation 
invariante et que le premier membre de l'int6grale soit d6composable en 
ces deux facteurs. 

Mais, dans T~, la partie ind6pendante de # peut ~tre repr6sent~e ainsi, 

pendant qu'elle l'est dans T 2 par 

Ty; ", 

T d~signe alors une fonction de r 2 et to qui, en vertu de la sym6trie, 
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est l a  m~me dans les deux cas. I1 s'ensuit que, nous sa forme d6com- 
posable, l ' intdgraie commence par 

T 2. ea e . 

J 'ajoute que e dolt ~tre pair, car le dernier terme de chaque polyn6me 
T1, T~, est une fonction enti~re de z~, z~, x s, ce qui signifie que son 
degre ' . . . .  ' d homogenelte est un ncmbre  pair. 

Le premier terme de l'int~grale est donc un carr~ parfait; sa racine 
est divisible, au moins une lois, par to; il resterait b, d~finir ses autres 
diviseurn. J 'observe d'abord que si, dans T~ ou T~, on donne k Yl,Y~, "-',x3 
den valeurn qui ne font pan ~vanouir le polyn6me considerS, il devient 
une conntante, multiplide par l 'exponentielle 

e-  f rat 

ou par son inverse, en sorte que 

T1 ----" T(l~ ~'fra~ T^ T~2)e ~ ' f ' ~  R T(0) T(O). 

c'est ce que l'on a vu d~jk dans le w i. 
Imaginons que la constante T~~ ~ soit donn~e, ind~pendante de p,  

et consid6ronn len expressions de y~, Y 2 , " ' ,  x3 qui lui rendent 6gale 
~* �9 (./) 

lmtegra le  R. Quand ~ prend l 'une den valeurn qui font ~vanouir le 

premier  terme p de l'int~grale, toun les autres ayant en facteur /z, le 
produit  -l"r(~176 , qui ne d~pend pas de /z par hypothSse, doit dr re nul, 

i 
moins que certaines des inconnuen augmentent  sans limites avec - .  De 

~t 

mSme, T1, par exemple, peut s'~vanouir, m~me quand T(~ ~ n'ent pas 

nulle; f r d r  est alors infinie, ce qui exige, ou bien que r le soit aussi, 

O J  

ou bien que le rapport  ~ atteigne l 'une des valeurn (I I). 

ces  remarques faites, il est ~vident qu'on peut satisfaire k l 'ennemble 
des conditions suivantes: 

I ~ . T(~ ~ T(2 ~ ne nont pas nulles et ne d~pendent pan de p; 
s ~ les valeurs attributes ~ r ne tendent pas vers l'infini, cependant 
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(o 
elles donnent au rapport ~ l'une des valeurs annulant le premier terme 

de l'int6grale /L 
Alors Fun des d~,nominateurs que contient r s'6vanouit et l'on en 

conclut que les racines de T sont comprises dans cette formule 

+ -- n"Ab = o, 

o~ les nombres entiers m', m", ne sont pas eonnus. 

w 8. R e m a r q u e s  stir les moyens  d 'aehever la ddterminat ion de 

l ' int~grale. Proposi t ion ~'elative a u x  sys tJmes dif fdrentiels 
ayant  des int~grales un i formes .  

J'ai montr6 w 5 comment se d6duisent les uns des autres les diff& 
rents termes d'une int6gr~le, suppos6e homog~ne et enti~re. Comme le 
degr6 de cette derni6re est limit6 (w 6), pour ehaque valeur admissible 

C 
du rapport ]- ,  son calcul au moyen de coefficients ind6termin6s n'offre, 

en th6orie, pas de difficult6s; en fait une m6thode aussi directe ne peut 
convenir, ni dans l'~tude g6n6rale du probl~me, parce qu'il s'agit surtout 
alors d'une solution formelle, ni m~me clans les cas particuliers les plus 
simples, en raison des op6rations trop nombreuses qu'elle n6cessite. Le 
point le plus important serait d'obtenir, pour le terme ind~pendant de/~ 
dans le polynSme R, des propri6t6s qui le caract6risent sans l'intervention 
de tous les autres. Un premier pas a 6t6 fait dates cet~e vole vers 1~ fin 
du paragraphe pr6c6dent; toutefois, le r6sultat 6tabli ne suffit pas et, 
malgr6 l'intSr6t visible qui s'attache k la question, non seulement dans 
les cas d'int6gration alg6brique, mais m6me dans les rechcrches relatives 

l'int6gration uniforme, je suis oblig6 d'en laisser l'6tude encore in- 
complete, me proposant de 1~ joindre, s'il est possible, k un prochain 
M~moire. Je me borne, sur ce sujet, aux remarques suivantes, qui mettent 
sous un jour nouveau les propri6t6s des solutions p6riodiques. 

Soit un syst6me d'6quations diff6rentiellcs 

dxi 
( ' )  = x , ,  (, 

Aeta mathematic.  20. Imprim~ le 26 janvier 1897. 3(~ 
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dont les seconds membres ne d6pendent que de xx, x ~ , . . . ,  xm. Je  
suppose que, parmi leurs int~grales, m ~ 2 soient connues et uniformes 
et ne contiennent p a s t .  Par elles je puis exprimer  x~, x~, . . ,  x,,,, en 
fonction de x~, x~, et de m ~ 2 constantes arbitraires %,  . . . ,  am- Soit A 
le d6terminant 

3-'-. +-a.~'"a.~' 

Aa, A4,  " ' ,  Am, les d6terminants de m6me esp6ce qui r6sultent de la 
substitution de x 2 ~ x~, x4, . . . ,  Xm, dans A ,  suivie d'un ehangement 
de signe. D'apr6s les 6quations propos6es, 

(2) a,--, ,,a,,,/ ~ .V, a%+" '+a~ , , ,  ~ a,,, 

et, comme cons6quence, 

(3) ,~,~--T=.",~ < ~, + . . . + ~ , x , / j - - , ~ : ~  - - -  
. ~ / X . , \  

" 

de sorte qu'en posant pour abr6ger 

(4) i + + ~, = a~-~ + a,~-~ \ x ,  " '  a-gT,,, ' 

l '6quation pr6c6dente et sea analogues se laissent ainsi repr6senter 

,z,, + ,x.~ ~ ~ +...+a,,,~,x,/=,.,,A~, 

(s) ,Ix, Jr" A 2 -  ) - t - . . . - 4 -  A m - -  = A~ 

etc. 

Quand x.~, x a , . . .  , x,,, sont suppos6es connues en fonction de x~ et des 
arbitraires, les relations (5) d6finissent A , A a , . . .  , A et, de plus, sont 
lin6aires. Si la variable ind6pendante, x~, d6crit un cycle et qu'il en soit 

de m~me de x , ,  x , , . . . ,  x , ,  un syst6me fondamental  de solutions des 
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~quations pr6c6dentes subit une substitution. Mais l'une de cos solutions 
est compos6e de fonctions uniformes en xl ,  x ~ , . . . ,  x,., lorsque les int6- 
grales connues a 3 , a4, .... , a,, sont elles-m~mes uniformes. En conse- 
quence, cette solution n'est pas alt6r~e par les substitutions dont il s'agit. 
Si doric on consid6re le groupe de ces derni6res, quand la variable x 1 
d6crit tous les cycles d~j~ d6finis, ce groupe ne peut point ~tre primaire. 

Imaginons que les fonctions X1, X ~ , . . . ,  X,, d~pendent d'un para- 
m6tre p e t  que l'on sache int~grer lc syst6me (i), quand p e s t  5gal 
z6ro. D'apr~s ut~ th6or@m de M. POI~C~R~, on peut, pour des valeurs 
assez petites de ce param6tre, d6velopper les solutions suivant les puis- 
sances de #; par suite, les coefficients des ~quations (5)seront d6velopp6s 
de la m~me mani6re ainsi que, dans le groupe pr~cddent, les coefficients 
des substitutions fondamentales. 

Apr6s avoir calcul6 ces coefficients, jusqu'aux termes en p" et sachant 
d'ailleurs, non pas obtenir les m - - 2  int6grales uniformes, mais exprimer 
x 3, x 4 , . . .  ,x~ en fonction de xl ,  x 2 et de m ~  2 constantes, lides d'une 
fa?on quelconque aux valeurs initiales des variables, on pourra 

I ~ v~rifier que le groupe des 6ciuations (5) n'est pas primaire; 

e ~ choisir leurs solutions fondamentales de mani6re s presenter ce 
groupe sous la forme typique, c'est ~ dire mettre en 6vidence les sous. 
groupes dont il se compose. Or ceci consiste h remplacer les arbitraires 
par d'autres, fonctions donn~es des prdc6dentes et parmi lesquelles doivent 
~tre comprises les int6grales uniformes. Quand une seule de ces derni@es 
reste inconnue, il en r~sulte pour elle et notamment pour celui de ses 
termes qui ne s'annule pas avec #, des conditions ~ satisfaire, celles que 
je voulais signaler. 

Dans le probl6me de la rotation, j'ai montr6, (w 7), comment les 
inconnues yl ,  y ~ , . . . ,  x~ et, par suite aussi, les d6terminants, solutions 
d'un syst6me semblable ~ (5), s'expriment en fonction de la variable r 
et de six constantes arbitraires. Les trois int6grales uniformes, communes 

t ous l e s  cas, sont li6es ~ ces derni6res par des relations simples. Les 
cycles d6crits par l'une des inconnues, prise pour variable, doivent gtre 
tels que toutes les autres d6crivent aussi des cycles; c'est dire qu'il faut 
consid6rer une solution p6riodique et laisser ~ s'accroitre d'une p6riode, 
lorsque la variable nouvelle, z~ par exemple, ddcrit un  cycle. 
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Les ~quations diff~rentielles ((I) w 7) n'ayant aucun point singulier 
k distance finie, pourvu que r soit la variable ind6pendante, l'unique 
groupe admissible est celui qui correspond aux solutions pdriodiques; sa 
recherche n'of[re rien dont la th~orie soit difficile, mais ]es opdrations 
sont encore assez longues pour qu'il soit indispensable de les abr~ger h 
l'aide de quelqucs artifices; f en  remets l%tude h une autre occasion. 


