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SUR LES ZI~ROS DES FONCTIONS ENTII~RES 

PAR 

EI~ILE BORE]] 
P A R I S .  

La d6couverte par M. WEIERSTRASS de la d6composition des fonctions 
enti~res en facteurs primaires, a donn6 une importance particuli~re 
l'dtude de la distribution de leurs z~ros. La notion de genre, introduite 
par LAGUER~E et intimement li~e ~ cette distribution, s'est rapidement 
r~v61~e comme fondamentale; nous verrons qu'une notion analogue, mais 
en quelque mesure plus pr6cise, celle de l'ordre, peut aussi rendre des 
services. 

C'est M. PO~CAR~ qui a fait le premier cette remarque capitale, 
que le genre d'une fonction enti~re est en relation ~troite avec l'ordre 
de grandeur de la fonction pour les grandes valeurs de la variable; dans 
un m~moire fondamental, 1 M. HADA~AnD a compl6t6 sur plusieurs points 
les r~sultats de M. POI~CARL I1 a notamment montr6 que la connais- 
sance de l'ordre de grandeur de la fonction permet de fixer une limite 
sup6rieure du nombre de ses z~ros inf~rieurs ~ un hombre donn& Mais, 
sauf le cas tr~s particulier des fonctions de genre z6ro, il a laiss~ de c5t6 
ce que 1'on peut appeler la r~ciproque de cette proposition, c'est ~ dire 
la question de savoir si le nombre des z~ros atteint effectivement cette 
limite sup~rieure. La principale difficult6 de cette recherche ~tait due 
ce fair qu'il existe des fonctions entibres, croissant aussi rite que l'on veut, 
et n'ayant aucun z6ro; on ne pouvait donc esp6rer que la r~ciproque 

1 J o u r n a l  de m a t h ~ m a t i q u e s  p u r e s  e t  a p p l i q u ~ e s  I893. 
A ~  m~thcm~tica. 20. Imprim~ le 20 juillet 1897. 
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dont nous venons de parler serait vraie d'une maniSre absolue; mais un 
th6or~me remarquable, dfi h M. PICARD, qui l'a d6couvert en I88o par 
une voie indirecte, indiquait dans quelle direction on pouvait esp6rer 
aboutir. C'est, en effet, en g6n6ralisant ce th6or~me d'une mani~re con- 
venable, apr~s en avoir donn6 une d6monstration directe, que j'ai pu in- 
diquer la v6ritable relation entre l'ordre de grandeur des fonctions enti~res 
et le hombre de leurs z6ros: d6signons par G une fonction enti~re donn6e 
ct par ~ une fonction enti~re quelconque croissant beaucoup moins rapide- 
ment que G; parmi les 6quations de la forme" 

~ , ( z ) e ( z ) = 9 2 ( z )  

il y e n  a au plus une dont le nombre des racines soit notablement in- 
f6rieur ~ la limite sup6rieure qu'on obtient en pr6cisant convenablelnent 
un r6sultat de M. HADAMARD. 

Ce travail est divis6 en deux parties. Dans la premiere, prenant 
pour point de d6part les r6sultats de MM. P o I ~ c . ~  et HADAMARD, je 
les complSte sur quelques points et les pr6cise notamment en introduisant, 
au lieu du genre, l'ordre, qui est un nombre p ainsi d6fini: a. 6tant le 

module de la n i~me racine, la s6rie ~ ap+----7 est convergente et la s6rie 

est divergente, quelque petit que soit z. Pour le cas oh le genre 

est infini, j'indique la tr~s grande importance qu'il y a ~ ne pas augmenter 
le degr6 des polynomes qui figurent en exposant dans les facteurs pri- 
maires, plus qu'il n'est strictement n6cessaire pour assurer la convergence. 
On peut ainsi 6tendre aux produits de facteurs primaires la propri6t6 
essentielle des exponenticlles e G(~), qui peut s'6noncer ainsi: lorsque le 
module de z augmente ind6finiment, les plus grandes valeurs du module 
de la fonction d'une part, et les inverses des plus petites valeurs de ce 
module d'autre part, sont sensiblement du mdme ordre de grandeur. Ces 
remarques jouent un r61e essentiel dans la deuxi~me partie, qui est 
consacr6e au th6or6me de M. PICAm) et ~ sa g6n6ralisation; cette deuxi~me 
partie se termine par une nouvelle rSdaction de la prcmiSre d~monstra- 
tion que j'ai donn6e de ce th6orSme dans les Comptes  Rendus ,  d6- 
monstration que, sur la demande qu'a bien voulu me faire M. MITTAG- 
L~FFLER, j'ai d6velopp6e dans tous ses d6tails. Je l'ai fait d'aumnt plus 
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volontiers, que cela m'a paru une occasion de donner un exemple de 
procSd5s de raisonnement qui permettront sans peine au lecteur de 
complfiter certaines d~monstrations que j'ai dd abr~ger. 

Enfin, en terminant, j'indique quelques sujets de recherches dont 
l'un est ~troitement lid avec la formule donn~e par I~IEMANN, pour d~- 
terminer le nombre des racines de l a  fonction $(t), dans son c~l~bre rod- 
moire sur la fonction r En admettant, en effet, une proposition g~nd- 
rule que je n'ai r5ussi qu'~ rendre probable, on trouve imm~diatement, 
pour le nombre des racines de $(t) infdricures ~ un nombre donn~, la 
formule mdme de I~IEMANN. 

PREMIl~RE PARTIE. 

La ddcomposition en facteurs primaires. 

Suivant l'usage, nous appellerons facteur primaire l'expression Fp(u) 
d~finie par l'~galit~-" 

F , ( u )  = ( i  - �9 

on sait que, si une fonction enti~re G(z) admet les z~ros z-----an et si 
I 

la s~rie ~la~lp+~ est convergente, on a 

H(z) ~tant une fonction enti~re. On choisit d'ailleurs en g~n~ral pour 

le plus petit noinbre tel que la s~rie Z la~lp+~ soit convergente. Nous P 

verrons qu'il est essentiel de proc~der ainsi, sous peine de masquer compl~te- 
ment les propri~t~s de la fonction. Lorsqu'il n'existe pas de hombre fixe 

p tel que la s~rie ~ i l a ~ ip+l soit convergente, on est conduit ~ prendre 
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pour p une fonction croissante de n. On pose g~ndralement p ~--n, c'est 
dire que l'on forme le produit 

I1 est manifeste que cette valeur de p cst beaucoup trop grande; il suffit 
(!videmment de prendre p +  I >_>logn>p; car on a 

et le nombre des a. dont le module est inf~rieur k e ~ ~tant en hombre 
limit~, les termes de la s~rie qui figure dans le second membre sont, 

partir d'un certain rang, inf~rieurs ~, ceux de la s~rie convergente Z [ 

i1 suifirait, en supposant les a. ranges par modules croissants, de prendre 
pour p l'ent~er le plus voisin du nombre p' d~fini par l'dgalit~ 

Nous voyons que le hombre p crolt certainement moins vite que log n e t  
i 

que la sdrie ~ a ~  est comparable k la s5rie ~ n~; lorsque la densit~ 

des racines"sera tr~s grande, nous aurons int~r~t s prendre p----(logn)~+L 
Nous allons nous borner d'abord au cas oh p e s t  une constante et 

oh H(z) est un polynome; si son degr~ cst q, on appelle genre de la 
fonction le plus grand des deux entiers p et q. Nous introduisons un 

I 
hombre p d~fini par la condition que la s~rie ~ l a .  lp+----- ~ soit convergente 

et la s~rie ~ ~ divergente, quelque petit que soit le hombre po- 
l 

sitif e. Lorsque p n'est pas entier, p est (igal h la partie enti~re de p; si p 
est entier, p peut dtre ~gal h p oh h p - -  x ; ce dernier cas pr~sente des diffi- 
curds sp~ciales, analogues i~ celles qui se rencontrent dans la recherche 
d'un criterium g~n~ral de convergence; p sera dit l'ordre de la fonction. 

Nous allons ~tudier sdpar~ment le produit de facteurs primaires et 
le facteur exponentiel. Consid~rons d'abord un produit de facteurs pri- 
maires dont l'ordre p n'est pas entier e t a  p pour partie enti~re: 

---- F. n 
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Dans le mSmoire d6jk eit~, M. HADa.~IAICD a d6montr~ que l 'on 
pouvait trouver une suite de hombres R croissant au delk de toute li- 
mite 1 et tels que pour ]z I = R, l 'on ait 

la( )l > 

e 6tant un nombre positif aussi petit que l'on veut. Nous allons montrer, 
d 'autre part, que, pour lea valeurs suffisamment grandes de B,  la limite 

aup6rieure du module de G(z) (lorsque [z[----R) est comprise entre e R'~ 
RO+e et e '  , s 6tant un nombre positif aussi petit que l 'on veut. Supposons, 

en effet, que le module de x soit 6gal k R et consid6rons d 'abord les 
facteurs pour lesquela l a~ />  R; le logarithme de Fun quelconque d'entre 
e u x  es t  

9~P+l ~p+2 

(p + I)a~ +~ (p + 2)a~ +~ . . . .  

1 

On a d'ailleurs sensiblement [a,~[.~ n ~ et p < p  < p  + i. On en conclut, 
en rempla~ant, s'il eat n6cessaire, p par p + s, 

c~ 

j 1 p+l I d n  p ~ p 

la.[,+x < 
n ~1~ p 

1 

Donc, si [ x [ = R  et ]a~[>R----n~ on a 

De m6me 

P i) Re" 
< (p + ~ --,o)(p + 

On en conclut imm6diatement que la somme des logarithmes des facteurs 
pour lesquels [ a , , [ ~ R  est inf6rieure k KR p. Quand aux autres facteurs, 

1 Nous ajouterons que l'on peut ais6men~ en modifiant l~g~rement la ddmons~ration 

de M. HADAMARD~ affirmer que~ r] 6~ant un hombre positif donn6 plus petit que un~ les 
rayons de ces eercles compris dans un intervalle A suffisamment grand peuvent ~tre pris 
quelcq~aques dans une s6rie d"intervalles d'6tendue totale sup6rieure h ~TA. 

Act~ mathematic~ 20. Imprim~ le 26 jui]let 1897, 46 
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il est ais6 d'en calculer le produit,  puisque leur nombre est limitd; ce 

produit  est: 

i . . . .  i e ~ ~ ~ - ~  + " ' + P ~  
/ 

et un calcul facile montre que chacun de ses facteurs, en vertu des hy- 

poth6ses faites sur les an, est inf6rieur ~ e R~+~. Rappelons que [a~l est 
1 

6gal ~ R et que a~ est comparable ~ m p . Par  exemple le produit  des 

facteurs binomes a un module inf6rieur ~ t ~ " =  R R P ~  e "pl~ et, quelque 

petit que soit r cette expression est, pour R suffisamment grand, inf6rieure 

e Rp+~. 

D'ailleurs la fonction G(z)  ne peut pas croitre moins vite que e nf, /9' 

dtant un nombre fixe infdrieur b, p car, d'apr6s les formules de M. HA- 
DA.~IARD, il en r6sulterait que son ordre est au plus 6gal s p' et par 

suite ne peut atteindre p. Nous arrivons done s la conclusion suivante, 
qui s'6tendrait sans peine au cas oh p est entier, que nous avons 6cart6 
pour plus de nettet6 ~: Etant  donn6e une fonction entiSre d'ordre p,  son 

module maximum crolt comme e R' et, d'autre part, on peut trouver des 

cereles de rayons croissants R sur lesquels son min imum soit sup6rieur 
- - R  o e ' ,  c'est d dire ~'~ l'inverse da maximum. �9 Ces roots soulign6s constituent 

pour nous le r6sultat principal; nous verrons qu'il  s'6tend, ~ quelques mo- 
difications pr6s, s toutes les fonctions enti6res. Un cas int6ressant est 

celui off p = O ;  c'est ce qui a lieu si l'on a par exemple a n = n ! ;  il 

se traite ais6ment directement et nous ne nous y arrSterons pas. 
Ii est s peine besoin d'ajouter que les m~mes conclusions s 'appliquent 

k une exponentielle de la forme e H~> dans laquelle H ( z ) e s t  un polynome 

de degr6 q; il est clair que les plus grandes valeurs de la fonctiou sont 

eomparables h e R~ et les plus petites h e - ~ .  
D'apr6s cela, consid6rons une fonction enti6re G(z) qui croi*se 'mssi 

rapidement que e~'~ nous dirons que p est l'ordre appare~zt de la fonetion. 
Si p n'est pas un entier, l'ordre r6el est @al ,'t l'ordre app.re~#, c'est 

i I1 y aurait  lieu, dans ce eas, d 'dcrire le produit  des facteurs pr imaires  comme 

si la fonction dtai~ de genre l' = P ;  m~me si elle dtait, de genre 2 ) -  I. 
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dire que l'~quation G(z)= o a des racines pr~cis~ment en hombre tel 

que la ~r ie  ~ i --[a,,ip_ ~ soit divergente et la s&ie Z ~ I  convergente. 

En effet, s'il n'en ~tait pas ainsi, la fonction serait de la forme 

e (z) ,  

l'ordre p' de G~(z) &ant infdrieur ~ p. Si le degr~ de H(z) est in- 

f&ieur g p, cette expression crolt beaucoup moins rite que e Rp et si le 
degr5 de H(z) est sup~rieur g p elle crolt plus rite, comme on le volt 
aisSment d'apr& ce que nous savons sur le minimum de Gl(z ) sur des 
cercles de rayons croissants. 

D'ailleurs si /)(z) est une fonction entiSre d'ordre apparent in- 
f~rieur ~ p, 1~ fonction V ( z ) - - P ( z )  u encore p pour ordre apparent et 
par suite pour ordre r6el, c'est ~ dire que la densit6 des racines de 
l'6quation 

G ( z ) = P ( z )  

est la mSme que celle des racines de l'~quation 

G(z) ---- o. 

I1 en serait d'ailleurs ~videmment de m~me pour l'~quation 

1)o (z)[G(z)]n + .P~(z)[G(z)]"+l + ... + P,,(z)= o 

dans laquelle les /) sont d'ordre apparent inf&ieur k p: car son premier 
membre eat ~videmment d'ordre apparent p. 

Dans le cas off p e s t  un nombre entier ces conclusions ne subsistent 
pas, mais nous pouvons affirmer que, si P(z)est  une fonction quelconque 
d'ordre apparent infdrieur g p, l'une au plus des fonctions G(z) - -P(z )  
a un ordre r~el inf&ieur k p. Supposons en effet que l'on ait 

V ( z ) - -  Q(z) -- G,(z)e ~=(',, 

rordre des fonctions _P, Q, G1, G 2 &ant inf~rieur ~ un nombre p' < p .  
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G(z) 6tant d'ordre apparent p, H~(z) et H~(z ) son t  des polynomes de 
degr6 p et l'on a 

( I )  = 

(2) e, Hz(z)[el(Z)--~tt~-(z)--TIl(z)e2(z)] = Q ( Z ) - -  I)(Z)~ 

Si le degr6 de H ~ ( z ) - - H ~ ( z )  6tait inf6rieur h p, la quantit6 entre crochets 
serait d'ordre apparent inf6rieur ~ p e t  par suite le premier membre serait 
d'ordre p comme le facteur e H~(~), ce qui est absurde puisque le second 
membre est d'ordre inf6rieur h p. Cela pos6, reprenons l'6galit6 (i) et 
6crivons-la, en posant Q ~ P - - R ,  

G,(z) e~,(~) G,(~) 
R(z) R(z) eH:(*)--~ X. 

Prenons maintenant la ddrivde par rapport b, z; nous aurons: 

[G'~ n - -  G~ R' + G, BH;] e H:~) - -  [G; R - -  G. 2 R' -4- G, RH'2] e "~(~) = o, 

c'est ~ dire une relation de la forme: 

 l(z) + = o, 

M e t  h r sont des fonctions d'ordre 6videmment inf6rieur ~ p et qu'on 
s'assure immddiatement n'~tre pas identiquement nulles 

[si M - ~  o, G: "1~' ] C~, R -{- H'I = o, etc. 

O" �9 d'autre part nous avons vu que H 2 - H ~  6tait bien de de,re p; donc 
cette 6galit6 est impossible. I/on d~montrerait d'une mani6re analogue 
l'impossibilitd de l'existence de plus d'une fonction de la forme 

Po(z)[G(z)]" + . . .  + P~(z) 

dont l'0rdre soit infdrieur h p, rordre des P 6tant inf~rieur ~ p. Mais 
nous nous 6tendrons davantage sur ce sujet dans la deuxi~me partie, ainsi 
que sur Ie fait que nous avons admis implicitement: une fonction et sa 
d~riv6e ont m~me ordre apparent. 

Nous alions maintenant nous occuper des fonctions dont l'ordre est 
infini; nous 6tudicrons d'abord les exponentielles de la forme e G<~). 
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Nous allons voir qu'en dSsignant par ~(r) le maximum du module de 
e a(~) lorsque [ z l ~ r  et par r  l'invcrse du minimum dans ]es m~mes 
conditions ~, l'on a, pour une infinitfi de wdeurs de r croissant ind~fini- 
merit 

[]og ~, (i-)] o < log r < [log ~,(,.)]~ 

a ~tant un hombre quelconque plus petit que un et fl un hombre quel- 
c0nque plus grand que un. Posons en effet z----re ~~ et 

G(z) -~ P ( r ,  O) + iQ(r , O)-=a o -}- ia; -]- a~z n t- a2z 2 -{- . . .  n t- a,.z" -b . . . ,  

P e t  Q 5tant r~els ainsi que ao et a;. D~signons d'ailleurs par A ( r ) l a  
plus gr~nde valeur positive de /~ pour ]z]--~r et par B ( r ) l a  plus grands 
valeur positive de --xP dans les m~mes conditions; on a log~(r)----A 
et l o g r  B, de  sorts que la proposition k d6montrer devient 

[A(~)] ~ < B(,-) < [~(,.)]~ 

�9 r ,L �9 il suffit d'ailteurs d+montrer rune de ces megahtes ear elles se ram+nent 
6videmment Funs k l'autrs en ehangeant G en --G,, ee qui permute A et B. 

Or on a manifestement: 

m f ) zr  % =  P ( r , O  e-lm~ 

2 r , a  o ~ f P d O  
0 

et par suite 

0 

2, 'r  

~rmla~l + 2tea o < f ( lP[  + P)dO < 4r:A(r). 
0 

Donnons maintenant au module de z une valeur p infdrieure k r; nous 
aurons dvidemment 

B(p) < I~ol + I ~ ] P  + [a~lP ~ + ' . .  + I a,,I P" + . . . ,  

1 On sa l t  d ' a i l l eu r s  que  ce m a x i m u m  et  ee m i n i m u m  sont  a t t e in t s  pou r  une  va leu r  

de z don t  ]e module  est  r .  
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d'ofi, en se servant de la dernibre in~galit~, 

D~ pm B(p) < Is0] + [4A(,') + 2  ]a0]]( $ + U + . . .  + ~ + . . . )  

Le hombre a 0 6rant donn6, nous pouvons supposer r assez grand pour 
que A(r )  soit grand par rapport  k a o e t  nous pourrons dcrire slots 

(~) B(p) < spa(,.) 
' r ~ p  

eette in6galit6 ayant  lieu pour routes les valeurs de r d~passant une 
certaine limite, p pouvant avoir une valeur quelconque infdrieure ~ r.  

Nous allons montrer qu'on ne peut pas avoir pour t0utes les valeurs 
de r d6passant un nombre donn6 ~ 

(:) ~(,-) > [A(,.)]'; 

on verrait ais6ment d'ailleurs que l 'exposant 2 pourrait  dtre remplac6 par 
~n exposant quelconque supdrieur k un. On d~duit en effet de (I) et de (2): 

[A(p)]' < SPA(,.) 
r - -  D 

ce que l'on peut 5crire en posant r = p + z 

[A(,o)]' (S) A(p + ~) > ~ S---:- 

et cette in6galit6 serait v6rifi6e k part ir  d'une valeur donnde de p, pour 
toute valeur positive de z. Nous allons voir que c'est impossible. Rempla- 

9ons, en effet, darts l 'in6galit6 (3), p par p ~ e et p + e par p + z + 2; 

posons d'ailleurs A(p) = A et 8(p + u~) = C; nous aurons 

A(p + + IA(ps(  + + e)l' < EA(p 0 + e>i' 

1 Notre ddmonstration 16gbrement modifide prouverait m6me qu'il n 'est  pas possible 
que cette indgalit6 soit v6rifide dana une s6rie d'intervalles [r 1 < r < r 2 ]  tels que t'6tendue 
totale de ceux de ces intervalles qui aont eompris entre O et R reste~ lorsque R crolt~ 
constamment supdrieure h )~-R~ k dtant un nombre positif quelconque. Ce point aura de 
l ' importauce plus loin. 
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on en conelut 

Nous avons de m6me 

On trouverait  ensuite 

et enfin 
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A (p + .~) > .~ [A ~)]__~', 

(P ; )  * *~A , A + s +  > ~0.0~ . 

2, > 2' C 

e + 2 + ? ~  >2~-V-.-.~'2-rd~.c,-~ �9 

+ ~  + ~ + ~ )  > 2-~ o ' ~ ' 2 , ~ c ,  ~ 

367 

AS4 
2 4 

A + s + 2 + " '"  + ~; > 2,,+(,-1)~+(---~)~+...+2 ~ 2" 

Les exposants de e et de C sont inf6rieurs ~ 2"+1; eelui de 2 est inf6rieur 

[ I  :Z 3 ..1._ 4 n ] 2" + ~ i + 2  ~ ~ + . . . + ~ + . . .  

oil constate ais6ment que la s6rie eonvergente qui est entre crochets 
une somme inf6rieure ~ 4; et on a: 

2 4x2" = 4 2"+~. 

En supposant d'ailleurs e < I et C > I, OYl gt enfin 

(za~ .2.+, A(p+2s 2 ; ' ) > \ 4 C /  " 

Or il est clair que l'on peut  supposer p et s ehoisis de manigre que  
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~A 
l'on ait ~-0> I, c'est /~ dire z A ( p ) > 3 2 ( p - k  - 2z); on en eonelut que 

A(p q- 2s) d6passerait toute limite assignable, ee qui est 6videmment ab- 
surde. Notre proposition est donc 6tablie. 

Nous allons maintenant 6tendre ce r6sultat k un produit de facteurs 
primaires d'ordre infini et montrer  que l'on peut trouver une s6rie de 
cercles de rayons ind6finiment croissants sur lesquels le maximum d'un 
tel produit est comparable h l'inverse de son minimum. 3lais, avant 
d'aborder cette recherche, il est indispensable de pr6ciser eet 6none6 en 
pr6sentant quelques remarques sur les fonctions positives croissantes. 

Soit X-----F(x)  une fonction positive croissante: l~x fonetion inverse 
x = [(X) est aussi une fonetion positive eroissante. Nous dirons que la 
fonction F(x)  est ~ eroissance tris rapide si, quelque soit le nombre des 
exponentielles superpos6es, l'on a, k partir d'une valeur de x suffisam- 
ment grande 

.e  -C 

~v(,~) > e ~ 

La fonetion inverse f (X)  sera dite alors iL cvoissance tr6s lente et l'on 
aura, k partir d'une valeur assez grande de X, 

[ (X) < log l o g . . ,  log X 

quelque soit le nombre des signes lo9 (il est bien clair que la wfleur de 
X d6pend du nombre de ees signes). 

Nous ne nous occuperons que des fonctions k eroissanee tr6s lente 
ou tr6~ rapide; les autres sont faeiles k 6tudier directement. 

f]r II s a~lt tout d'abord de d6finir dans quel cas nous dirons que deux 
fonctions sont dte m~me ord~e de grandeur ou croissent sensiblement de la 
m~me mani~re. Nous allons voir qu'il  est possible d'adopter pour ces 
expressions des d6finitions extr~memen[, diff~centes, de sorte qu'en se plat;ant 
k des points de rue  en apparenee tout h fait 16gitimes, on pourrait se 
trouver conduit ~ adopter des d6finitions colatradictoires. D'ailleurs il 
est bien clair que, du monaez~t que l'on a suffisamment pr6cis6 la d6fini- 
tion adopt6e, on est libre de la choisir comme on le veut; et m4me de 
la varier suivant le genre de reeherches auquel on se livre, pourvu qu'il 
n 'y ait pas de confusion. Je ne pr6tends donc pas que la d6finition k 

d 
laquelle je me suis arr~t6 soit la meillem'e; eelle que 3 e vais indiquer en 
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premier lieu est peut ~tre pr6f6rable dans certaines recherches; mais elle 
n'aurait, je crois, conduit ~ rien dans la question qui fait l 'objet principal 
de ce m6moire. Je  tiens eependant ~ la faire connaltre, car son exposi- 
tion nous fera p6n6trer l a  nature des difficult6s qui se pr6sentent dans 
l'6tude des fonctions h eroissance tr6s rapide. 

Indiquons d'abord un procdd6 simple pour former de telles fonctions; 
p o s o n s  

�9 * * ~ ~ �9 * �9 

et ddsignons par an des nombres positifs croissant ind6finiment avec ~. 
La sdrie 

~,,(a,,) 

6videmment convergente pour toute valeur de x, reprdsente une fonction 
croissance tr6s rapide. Lorsque x est compris entre a~ et an+~, cette 

fonction est plus grande que ~,_~(a,,), en supposant que a. ne soit pus 
une fonction de x ~ croissancc tr6s lente; on a en cffet" 

Done si ze ,_~(a , )>  i, cette expression est sup6rieure ~t ~'~_l(a,); or 

a. -]- ~,_2(c~..--~ est compris entre a. et a.+l, au moins ~ partir d'une certaine 

valeur de ~, puisque an n'est pas ~ croissance tr6s lente. 
Nous voyons ainsi que la fonction F ( x )  peut 6tre, pou r des valeurs 

croissantes de x, successivement regard6e eomme comparable aux fonc- 
riot,s successives ~ ( x ) ;  d'ailleurs il est cl'tir que si F ( x ) e s t  comparable 
s en(x), e r(x) est comparable k e.+~(x); cette remarque va nous conduire 

un r6sultat tr6s curieux. Prenons en effet a, ~ logn et considdrons 
]a fonction F ( x - 4 - ~ )  en m~me temps que F ( x ) ,  ~ 6tant un hombre po- 
sitif aussi petit que l'on veut, mais fixe. Il est clair que, g partir d'une 
certaine valeur de ~, on aura 

~n+i  - -  an < 5 

Acga mathematica. 20 .  l m p r i m ~  le  2 a o • t  1 8 9 7 .  47 



370 Emile Borel. 

et que par suite x n t- r sera supdrieur k a,,+, lorsque x sera eompris entre 
a, et ~.+~. De lit et de la remarque pr&ddente r&ulte imm4diatement 

q u e  l'on aura 

F(x  + s) > e 

et eela, quelque soit le nombre fixe s, pourvu que x soit suffisamment 
grand. Nous avons vu, d'autre part, que l'on ne peut avoir, d partir 
d'eow valeter fixe de x, et pour toute valeur de s 

+ > = 

k moins que F(x) ne devienne infini pour une valeur finie de x. 
L'in6galit6 (i) exprime que, pour eertaines fonetions F(x), F(x-Jr--c) 

eroit plus vite que eF(*); on est done amen6, ou bien it admettre que e r'x) 
est du m~me o rd re 'de  grandeur que F(x), ou bien que F(x q-s) n'est 
pas du m6me ordre de grandeur que F ( x ) ;  e'est eette derni6re conven- 
tion que nous ehoisirons finalement; nous allons indiquer bri6vement it 
quel point de rue  on pourrait se plaeer pour justifier la premi6re. 

Remarquons d'abord que, quelque rapidement que eroisse la fonetion 
O(z), on peut trouver une fonetion F(x) croissant assez rite pour que, 
quelque petit que soit s, l'on ait 

pourvu que x soit suffisamment grand. Ii suffirait, pour le montrer,  de 
remplaeer dans les raisonnements pr~eddentse  x par O(x), e'Z par O[O(x)], 
etc. Mais c'est 1~ un point aeeessoire qu'il est inutile de d~velopper en 
ddtail; nous voulions seulement montrer que, si l'on regarde F(x-1-, s) 
eomme du mdme ordre de grandeur que F(x), on sera amen6, a~t ,moi,ns 
.poso ~ certaines fonctions F ( x )  it regarder O[F(x)] eomme du mdme ordre 
de grandeur que F(x), quelque rapidement que eroisse la fonetion donnde 
0(~c). I1 en r6sulte que, si l'on se place it ee point de vue, la d6finition 
de l'ordre de grandeur ne saurait 6tre absolue, e'est it dire ind@endante 
de N(x),  ear il serait dvidemment absurde, F(x)  ~tant do~n~, de dire que 
O[F(x)] est du ,n~me ordl'e de grandeur qne F(x), quelque rapidement 
q~ee croisse O(x). 0 n  devra done adopter une d6finition relative, e'est it 
dire dans laquelle interviendra l 'ordre de grandeur de F(x). Void, par 
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exemple, celle que ron pourrait ehoisir. Soient F(x) et G(x)deux 
fonctions k croissance tr~s rapide et supposons que G(x) croisse plus 
vite ~ que F(x).  Si nous posons .F(x)= X, nous aurons 

e(~)  = o(x) 

et la fonction 0(X) sera une fonction positive croissante. D'ailleurs elle 
croitra plus rite que X, puisque G crolt plus vite que F et par suite 
les fonctions 

o~(x) = o [ o ( x ) ] ,  . . . ,  o . ( x ) =  o[o .§  . .  

eroitront de plus en plus vite. On pourrait appeler 0 le rapport des 
fonetions F et G et dire que F et G sont du m6me ordre de grandeur, 
si l'on a, quelque soit n 

~C~) > 0.(~) 

partir d'une valeur de x suffisamment grande (qui d6pend 6videmment 
de n); avec cette d6finition, il est ais6 de voir que F(x.a t- e)est du m~me 
ordre de grandeur que F(x), quelque soit z. Soit en effet: 

on en conclura 
iv(x + ~) = o[F(~)] 

(,) ~(~ + ,~) = o.[F(x)]. 

Dire que F(x + ~) et F(x) ne sont pas du m~me ordre de grandeur, 
c'est dire que, pour une certaine valeur de n, il existe des valeurs de X 
ind6finiment croissantes et pour lesquelles 

(2) F(x)  < o.(x). 

Si l'on fait F(x)---- X dans (~) on aura 

F(x + n~) = o.(x) > ~ (x )  

i Nous ~cart0ns le cas off l 'on trouverait des valeurs de x aussi grandes que l'on 

veut et telles que G ~ _~ et aussi des valeurs de m aussi grandes que l'on veut et telles 

que G < F .  Ce cas~ dont nous dirons un mot plus loin ~ un autre point de vue~ m~- 

riterait d'6tre dtudid avee soin. 
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c'est fi~ dire 

x + n r  

ce qui est absurde puisque X = F(x) est une fonetion i~ croissance trSs 
rapide et que cette in6galit5 devrait ~tre v6rifi6e pour une infinit6 de 
valeurs de X (ou de x) ind6finiment croissantes. 

Pour les fonctions s croissance trSs lente, on pourrait donner une 
d6finition analogue; si f(X) et g(X) sont deux telles fonctions et si 
x-----f(X), on posera 

= O(x)  

et la fonction 0 sera une fonction croissante, mais qui croitra moins vite 
que x si g croit moins r i te  que f. Par suite los fonctions On(x) croitront 
de moins en moins r i te  et f et g seront dits du m~me ordre de grandeur  
si los fonctions ~9,(X) croissent toutes plus vite que f(X). 

On conclur8 ais6ment de lk que, si deux fonctions sont du mdme 
ordre de grandeur, il en est de m~me des deux fonctions inverses, mais 
nous n'insisterons pas sur ces consid6rations, car, comme on s'en convaincra 
ais6ment par la suite, ces d6finitions, quelque int6r~t qu'elles puissent 
avoir, ne conviennent pas au but que nous nous proposons, parce qu'elles 
sont beaucoup trop largos. Nous allons exposer maintenant celles que 
nous adopterons dans la suite de ce mSmoire. 

Consid6rons d'abord deux fonctions / ; (x)  et G(x) ~ croissance tr~s 
rapide. Nous dirons qu'elles sont du m~me ordre de grandeur si l 'on a: 

[ a (x ) ]  ~-~ < F ( x )  < [G(x)] '+~, 

quelque soit le nombre positif r pourvu que x soit suffis~mment grand, a 

1 On volt qu'il ne r6sulte pas de eette d~finition que log G ( z )  et log F ( z )  soieut 
du m~me ordre de grandeur lorsque F ( z )  et G(x) le sont. On pourrait convenir que 

F ( x )  et G(x) sont du m~me ordre du grandeur si, au lieu des indgalit~s 6crites dans le 
texte9 l'on a 

[log G(~)]~-~ < log v(.~) < [log G(~)]'+~ 

on marne des inggalit6s analogues avec des signes log superpos6s un nombre quelconque 

fini de lois. Ces d6finitions permettraient de simplifier certains des raisonnements qui 
suivent et conduiraient aux mames ri!sultats g~n6raux; reals, pour plus de nettetd, nous 

nous eu tiendrons ~, la d6fit,ition donn6e dans le texte. 
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Cette d6finition est tr6s pr6eise et semble ne pouvoir donner lieu 
aucune difficult6; mais elle conduit, lorsqu'on consid6re les fonctions in- 
verses, ~ des cons6quences tr6s curieuses et en m4me temps tout ~ fait 
essentielles pour ce qui va suivre. 

Nous dirons que deux fonctions g croissance tr6s lente x = f (X)  et 
x~----g(X1) sont du m4me ordre de grandeur, lorsque les fonctions in- 
verses (~ croissance tr6s rapide) X = F ( x )  et X~---~ G(x~) sont du m~me 
ordre de grandeur (pour x = x~). Cette d6finition 6tant pos6e, la con- 
s6quence curieuse dont nous voulons parler est la suivante: les fonctions 

croissance tr6s lente 

( i)  

(2) 
= F ( x ) ,  

x~ ----- G(X)  ---- F ( X )  --~ e, 

X ---- f ( x ) ,  
l a  relation (2) donnera 

X ---- f ( x  1 - -  ~) = g(x~). 

On a done g ( x ) =  f ( x - - s )  et nous savons que la fonction g(x )  et la 
fonction f ( x )  ne sont pus n6cessairement du m~me ordre de grandeur, 
d'apr6s la d6finition que nous avons adoptde, puisque l'on peut avoir 

f ( x )  > e 

quelque petit que soit r pourvu que x soit assez grand, si la fonction g 
est convenablement ehoisie. Done les fonctions inverses ~'(X) et F(X) -]- 
ne devront  pus 8tre consid~rdes non plus comme 6tant du m~me ordre 
de grandeur. 

Cet exemple prouve avec quelles pr6cautions on doit raisonner sur 
les ordres de grandeur des fonctions ~ croissance tr6s rapide ou tr6s lente. 
Si l'on appelle d~finir l'ordre de grandeur d'une fonction, donner une fonc- 
tion du m~me ordre de grandeur, on volt que, pour dgfinir l 'ordre de 
grandeur d 'une fonction ~ croissance tr~s rapide par la connaissance de 
la fonction inverse, il est n~cessaire de donner celle-ci avec une prgcision 
extrdme. Par exemple, duns le mgmoire que nous avons dgj~ cit6, M. HA- 

e grant une constante, ne sont pus n~cessairement du mdme ordre de 
grandeur. Supposons en effet que de la relation (I) on tire: 
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DAMARD, consid6rant une fonction enti6re 2'a.,~ ~, appelle ~(m)  une fonction 

positive croissant plus rite que ~ et r  une fonction telle que le 

module de la fonction eonsid6r~e (pour I zl----R) croisse moins ri te que 

e r ~ . I1 montre (au n ~ 6) que si ]'on donne la fonetion ~ on peut 
prendre pour ~ la fonction inverse de ~. Supposant ensuite que la 
fonetion ~ soit donn6e il montre, dans le cas oh elle est ~ croissance 
tr6s rapide, que, en d6signant par ~ la fonction inverse de ~,  l'on a 

e pouvant Otre aussi petit que l 'on veut, pourvu que m soit assez 
grand. M. HADAMAItD ajoute (p. I85) >>Ceci peut Otre considdr6 comme 
la r6ciproque du th6or6me ddmontr6 au n ~ 6. On peut done dire que, 
dans ce cas, ce th6or6me donne la v~ritable relation cherch~e~>. I1 est clair 
que cela est parfaitement exact, k un certain point de vue; mais pour 
nous, ce r6sultat ne serait pas suffisamment pr6cis et nous serons oblig6s 
de le compl6ter. En effet, si l 'on consid6re e comme une constante, les 
fonctions ~(,m) et ( I -  e)~(m) peuvent admettre des fonctions inverses 
r  d'ordres de g r a n d e u r  tr6s difftrents et l 'ordre de grandeur de r  
ne serait pas suffisamment ddfini. II aurait  d'ailleurs 6t6 assez singulier 
que les m6thodes ing6nieuses de M. HADAMARD, qui ne fournissent que 
des indgalitds dans ]e cas oh r  n'est p'~s /~ croissance tr6s rapide, 
donnent une relation prdcise dans le cas plus difficile oh r  
tr~s rapidement. Nous allons voir que l'on peut, dans ce cas, d6finir 
rordre  de grandeur de r  au sens que nous avons donn6 ~ cette 
expression, c'est b~ dire donner des indgalit6s plus pr6cises que celles qui 
r6sulteraient de la relation ([) dans laquelle z serait regard6 comme une 
constante arbi t rairement  petite. 

Nous allons pour ce]a, sans aborder dans toute sa g6neralit6 la question 
de reconnaitre directement dans quels cas deux fonctions h croissance tr6s 
lente sont du m~me ordre de grandeur, indiquer un cas tr6s important 
oh il en est ainsi. Nous montrerons que, si l'on pose: 

I 
/ ( x )  = g (x )  + 
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6tant un hombre loositif quelconque (qui peut ~tre inf6rieur k an) les 
deux fonctions g(X) et f(X) sont du m~me ordre de grandeur. Par d6- 
finition, cela revient ~ dire que les fonctions inverses sont du m~me ordre 
de grandeur, c'est ~ dire que la fonction ~ croissance t%s rapide 

x = a ( x )  

est du m6me ordre de grandeur que la fonction 

I x, = @ + 

~emarquons d'abord que la fonetion ~W(x) est constamment sup6rieure 
la fonction G(x); il nous suffit donc de d6montrer l'in6galit6 

F(x)  < [G(x)] '+-~ , 

e 6tant un nombre positif arbitraire. Si cette indgalit6 n'6tait pas v6rifi6e, 
quelque petit que soit s, { partir d'une certaine valeur de x. il existerait 
un hombre positif s tel que l'on air 

(,) F(~) > [a(~)] '+~, 

pour une infinit6 de valeurs de x croissant ind6finiment. D'ailleurs il est 
manifeste que cette infinit6 de valeurs ne peut ~tre d6nombrable; car, si 
x~ est l'une d'elles, en diminuant, s'il est n6cessMre, s, les fonctions F 
et (/ 6tant suppos6es continues, l'in6galit6 serait v6rifi6e dans un petit 
intervalle comprenant x~. Nous nous contenterons de d6montrer que 
l'in6galit6 (I) ne peut ~tre v6rifi6e pour les valeurs de x remplissant des 
intervalles dont la somme soit infinie; ce n'est pas tout k fair la propo- 
sition 6nonc6e, mais ce]a nous suffira pleinement pour les applications 
q u e  n o u s  a v o n s  e l l  v u e .  

L'in6galit6 (i) peut en effet s'6crire, en posant X----G(x) 

Supposons d'abord, pour plus de simplicit6, que cette in6galit6 soit v~rifi~e 
I 

pour toute valeur de x; posons x~ =x+( togX)~ .  et X~ = G(xJ ;  nous 

aurons 
X 1 > Xl+So 
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Rempla~;ons ensuite dans (2), x par x~; nous obtiendrons 

ou, en posant 
I 

x~ = x ~  + 0o,xX,)~; .x; = a (x , ) ;  

X~ > X]  § 

En continuant de m~me, nous aurons g6nbralement 

et par suite 

I 

~c,~ --= x,,_~ + (to~ x,_,)- ,~ ; X,, = G(z,,);  

log X, > (I -t- s) log X,_ ,  ; 

I I I 

(log X.) ~ < (log X,,_~) "~ "(I + e) ~ 
et par suite 

I I I 

(4) Xn+l = ~1 "11-- (10~ .zls -I- (lOg .~o) a -1"- " ' *  -1- (lOg Xn) - ' - - ~ a  

< 9Cl -'~ (lOg X, )  Cz I -~ (I "t-" $),z J1- " " " ~ -  (I "Jc ~)(n--l)a " 

O n  

euler et par suite: 

en eonelut que l'on a x,.~ < ~, ~ dt'mt un nombre fixe ais~ k cal- 

G(r > G(z,,+,) > Xl ~- ~', 

ce qui est gvidemment absurde puisque $ est fixe et que n peut ~tre 

pris aussi grand que l'on veut. 
I1 reste h examiner  le eas oh l ' in@alitd (2) ne serait pus v~rifi4e 

pour toute valeur de x; on remplaeera alors au besoin x l , x = , . . . , x , , . . .  

respeetivement par des hombres plus grands x i , x ; , . . . , x ' , ,  tels que eette 
in6galit4 soit v6rifide. La fonetion G dtant eroissante, toutes nos indgalit6s 

seront v4rifibes g fortiori. Mais, pour que nous puissions affirmer que 
x.,+~ est infe!rieur k un hombre f i x e $ ,  il cst nSeessaire de supposer que 
l 'S tendue  totale des intervalles, dans lesquels l'in~galit~ (2) est v4rifi4e, 
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est inf6rieure ~ la somme de la s6rie convergente qui figure dans le second 
membre de l'in6galit6 (4); c'est ce qui aura lieu darts tousles cas si nous 
supposons cette 6tendue totale infinie. Nous pouvons donc affirmer que, 
si la diff6rence de deux fonctions k croissance tr6s lente est inf6rieure 

(log x)~' les fonctions inverses sont du meme ordre de grandeur, en ~cartant 

tout au plus des intervalles dYtendue totale finie. Nous verrons que cette 
derni6re restriction, qu'il serait sans doute possible de lever, n'est jamais 
gdnante. 

I1 est ais6 maintenant de compl6ter la proposition de M. HADA~ARD; 
1 

il consid6re (p. 184--I85)  une fonction X =  r  qui croit comme x~; 
1 

M. HADA~ARD suppose que r  plus vite que x : ;  nous supposons 
1 

qu'elle croisse pr6cis6ment comme x ", c'est k dire que a soit la fonction : 
de x d6finie par l'6galit6 

1 

x =  r  = x : :  

Cela 6tant M. HADAMARD obtient l'in6galit6 

6tant la fonction inverse de 0. I1 ' ~" sa~lt  d'6valucr ~ en fonction de 
m = X; or on a 

i _ _ $ ~ e  - a  

et a est tr6s petit; on a donc e < 2a; or 

log 
log X 

et X 6tant une fonetion k croissanee tr6s rapide eette expression est in- 
I _ .  I __. 

f6rieure k 2z~/logX donc e l ( m ) =  sx  <v/lo--0--~' cela suffit pour que 

les fonctions f (m)  et ( I - - s ) f ( m )  soient consid6r6es par nous comme du 
m4me ordre de grandeur. 

L e  fa i r  que  a e s t  une  f o n c t i o n  de  z au  l i e u  d ' 4 t r e  u n e  c o n s t a n t e  n ' i n t r o d u i t  pa s  

de d i f f i cu l t 6  sg r i euse .  

Aeta mathematiea. 20. Imprim6 le 2 aofit 1897. 48 
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On compl6terait ais6ment ~de la m6me mani6re le th6or6me fonda- 

mental  qu'dnonce M. HADAMAI~D p. 2OI: 

I 1(/ .~)i~me racine a un ))Si le coefficient a~ d~croit plus rite que [r 

module SUl~rieur d (i ~ z),c-(p), off z e s t  infiniment petit pour/9 infini.)) 
I 

Nous ajouterons que z est infdrieur 6 ~/logio et cette remarque donne 

un sens beaucoup _plus precis ~ cette proposition; l'on se rendra compte 
sans peine que cette prdeision est indispensable pour ee qui va suivre. 

I1 n'y a plus, en effet, maintenant, aucune difficult6 k 6tendre aux 
produits de faeteurs primaires d'ordre infini la proposition fondamentale 
que nous avons d6montr6e pour les fonctions d'ordre fini et pour les ex- 
ponentielles ea% Nous allons montrer que l'on peut trouver des cercles 
de rayons croissant ind6finiment et sur lesquels le logarithme des plus 
grandes valeurs du module de la fonction d'une part, et le logarithme 
de l'inverse des plus petites valeurs de ce module, d'autre part, sont du 
m6me ordre de grandeur. Nous verrons mdme que l'on peut donner aux 
rayons de ces cercles toutes les valeurs comprises dans une sdrie d'inter- 
wdles tels, que l '6tendue totale de ceux de ces intervalles qui corres- 
pondent ~ des rayons infdrieurs k 1~ soit une fraction de R aussi voisine 
que l'on vcut de l'unit6 (mais fixe, bien entendu). Cette remarque nous 
sera trds utile�9 

Considdrons donc un produit  de facteurs primaires 

(i) 
les a. sont supposds rangds par ordre de modules croissants et p est 
suppose 6gal ~ (logs) ~. ,o est une fonction croissante de n; nous pouvons 
le regarder aussi comme une fonction croissante de [ant = r; nous suppo- 
serons que p e s t  une fonction de r ~ croissance trds rapide; le cas o/t 
il n'en serait pas ainsi se traiterait  aisdment d'une mani6re directe. ~ La 

Ce cas se subdivise en deux principaux~ celui o5 la fonetion p ( r )  croSt moins 
e* 

rite que e e ] e  hombre des exposants dtant limit6 et celui o~ la fonetion p(r)  n'est pas 
comparable ~ ces fonctions c'est ~ dire est alternativement plus grande et plus petite pour 
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fonetion inverse r = F(p)  sera une fonetion s eroissanee trds lente; nous 
avons d'ailleurs p = [log n] 2 de sorte que r e s t  aussi une fonction 
de n ~ croissance tr~s lente. Le thdorSme de M, HADA~ARD cit~ en 
dernier lieu exprime que l 'ordre de grandeur de r, consid~r~ eomme CT 
fonetion de n, n'est pas inf6rieur ~ l 'ordre de grandeur de f ( n ) ~  ~ ,  

a~ 6tant le coefficient de z ~ dans le d5veloppement de TAYLOR de la 
fonetion. Nous verrons que, pour le produit  de faeteurs primaires eon- 
sid6r6, r est pr6cis6ment de l 'ordre de grandeur de F(n). 

Nous allons chereher ~ 6valuer la rapidit6 de la convergence du 
produit infini eonsid6r6, pour une valeur de z dont le module est r,  

c'est ~ dire reehereher eombien il faut prendre de faeteurs pour que le 

produit des faeteurs restants ait un module eompris entre _t et 2, par 
2 

exemple. I1 suffit manifestement pour eela d'~tudier la convergence de 
la s6rie 

Z 

et de ehereher quelle va leur  il faut donner 'X n pour que le reste de la 
s6rie, ~ partir d u n  ~ ~  terme, soit inf6rieur b~ log 2. Supposons que r 
soit eompris entre I%t et t%+,[ et soit [a,,l ---- r-t-- ~. Le terme de rang 
n de la sdrie a pour module 

- + �9 

sp(r§ 

Cette expression est sensiblement 6gale ~ e "+~ 
du terme de rang n - J - I  au terme de rang n e s t  

D'autre part, le rapport 

,-V-+'-,o( 1,,.t V" 

des valeurs ind6fiaiment grandes de ~'. Le premier cas peut se t rai ter  directement et ]e 

second se ram~n% soit  au premier, soit ~ celui qui est trait6 dans le text% ca raisonaant 

comme ~ la page 386. 
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en faisant pour abr6ger p( l~ tp ] ) - - - - -pp .  Ce rapport  est tr6s voisin de un; 
il est inf6rieur 

o r  

p. = (log n)', P.+l = (log(n + I)) ~. 

Done 

p . 1 -  p. = [[iog(,, + , ) ] : -  > . ;  

Le rapport consid6r6 est donc inf6rieur ~t 
1 1 

x < x ~ ~ .  

On en conclut que le reste de la s6rie consid6r~e, born6e au n ~ terme, 
est comparable ~ 

sp(r+z) 

,~ (r + ~) e r+:. 

En remarquant  que p ( r +  r 2, cette expression a pour loga- 

ri thme 

log (~-+ ~) + log (.) + log [log n ]  2 

r --{- ~ 

I 
I1 surf-it de prendre s -  [log n] ~, ~t 6tant plus petit que un, pour que 

cette expression soit n6gative et tr6s grande en valeur absolue et par 
suite le reste de la s6rie n6gligeable. Cette valeur de s est tr6s im- 
port ante parce qu'elle nous montre que si I zl----r,  la fonction est assi- 
milable ~ une fonction d'ordre au plus ~gal ~ p(r + e), e 6tant com- 

parable h, une puissance positive de i - ,  c'est ~ dire que l'ordre de la 
p 

[onclion est de l'ordre de grandeur de p(r). De m~me n, consid6r6 comme 
fonetion de r ,  est du m6me ordre de grandeur que n ( r +  e). 

Cela 6rant, on volt imm6diatement que, pour des valeurs de z de 
module r ,  les plus grandes et les plus petites valeurs I du module de 

1 Pou r  les plus pet i tes  valeurs,  on dolt  consid6rer seulement  ce qui se passe sur 
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la fonction se comportent comme si la fonction 6tait d'ordre p(r) et par 
suite que les plus grandes valeurs et l'inverse des plus petites sont du 
m~me ordre de grandeur. Il est n6cessaire de pr6ciser un peu cette pro- 
position; en prenant p = (log n) ~, nous prenons une valeur plus 61ev6e 
qu'il n'est n6cessaire pour que le produit infini soit convergent; il suffirait 

1 1 

de prendre p~, mais non p2 , e 6tant positif. On en conclut ais6- 
ment que nous pouvons affirmer que, si les plus grandes valeurs M(r)  

i 
ont pour expression e ~p, les plus petites ~ ont pour expression e -~p', p, 

6rant compris entre p et p-~. D'ailleurs le hombre 2 aurait pu ~tre 
remplac6 par un autre nombre quelconque sup6rieur ~ un. En d'autres 
termes log M(r)  et log/Y@) sont du m~me ordre de grandeur. Tel est 
le r6sultat pr6cis auquel nous arrivons; il est ais6 d'en tirer des eons6- 
quences importantes. 

Consid~rons en effet une fonction entiSre quelconque G(z); connais- 
sant son ordre de grandeur, nous pouvons, par le th6or~me de M. HA- 
DAMARD pr6cis6 comme nous l'avons fait, calculer un ordre de grandeur 
maximum pour la fonction p(r). Si d'ailleurs nous connaissons les z6ros 
de G(z) nous pourrons former un produit de facteurs primaires lI(z) 
auquel correspondra une fonction p~(r) au plus 6gale ~ p(r). Nous 
aurons d'ailleurs 

= 

I1 rSsulte de ce qui pr6c~de que l 'ordre de grandeur de //(z) et 
I 

aussi, sur une infinit6 de eercles, l'ordre de grandeur de fl---~, ne d@asse 

pas eelui de G(z). II en rdsulte que l'ordre de grandeur de e ~) ne ddpasse 
pas celui de G(z). C'est lk une propri6t6 tr~s importante de la d6com- 
position en facteurs primaires, quand on n'introduit pas  dans ceux-ci des 
facteurs exponentiels superflus. 

On est naturellement conduit k regarder une fonction enti~re comme 
d'autant plus compliqu6e qu'elle crolt plus vite. On volt que les deux 

certains cereles; voir plus haut p. 36I  et le m~moire de M. tt~DA~AtCZ) p. 204. On 

verrai t  ais6ment que l~on peut exclure pour les rayons de ces cereles eompris dans un 

intervalle donn6 une fraction aussi peti te que l 'on veut de cet intervalle. 
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facteurs fondamentaux ll(z) et e a~+), en lesquels se ddcompose a(z )  ne 

croissent pas plus r i te  que G(z). ~ On en conclut relat ivement s l ' inverse 
des plus petites valeurs de G(z) les mdmes propri6t6s que pour //(z) et 

e "~). En proc6dant sans r6gle fixe, au contraire, on pourrai t  ~tre con- 

duit ~ ddcomposer une fonction en un produit  de fonctions plus compliqudes; 
c'est ce qui aurait  lieu, par exemple, si, pour les fonctions de genre fini, 

on proc6dait comme si le genre d6passait de plusieurs unitds sa valeur  
r6elle. 

DEUXII~ME PARTIE. 

Le th~orbme de M. Picard. 

Nous allons dtablir tout d'abord une relation importante entre l 'ordre 

de grandeur  d'une fonction enti6re et l 'ordre de grandeur  de sa ddrivde. 
Considr une fonction entibre 

G(z)  = ao + a~z + . . .  + a,,z '~ + . . . ;  

nous ddsignerons par /~(r) le max imum du module de G(z ) lor sque  
]z] = r ,  et pat" p , ( r )  la quantitd analogue pour la ddrivde G'(z) 

V'(z) = a, -b 2(qz -]- . . .  -b h a . : - '  -]- . . .  

nous nous proposons de trouver une relation entre ].'ordre de grandeur  
de p(r)  et de ftl(r); mais ftl(,- ) n'est pas, en g6n6ra], la d6riv6e de #( r ) ;  

voici comment nous procdderons, posons 

MOO = I~0f + la,  l," + . . .  + l a . l " '  + . . .  

nous aurons 6videmment 

~ ' ( r )  = I++,l + ~ a~['" + . . ,  + ' + l ~ . I : - '  + . . . .  

1 Pour ~tre tout /~ fair exact, nous devons dire que ce sont les logarithmes de ees 
faeteurs qui sont au plus du m~me ordrc de grandeur log[G(z) i. 
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Pour  comparer  p ~t /Zx, nous comparerons  p ~ M,  M ~ M' ,  et M ' ~ p l .  

D'ai l leurs on volt que la relation entre P l e t  M '  est la m~me que la 

relation entre p e t  M;  nous avons done ~ c o m p a r e r  successivement p(r) 
et M(r), puis 3/I(r) et M' ( r ) .  

Occupons nous d 'abord de #(r) et de M ( r ) ;  on a d 'abord visiblement 

(i) M(r)>#(r) .  

D'autre  part ,  on a 6videmment  (cf. p. 3 5 5 - - 3 5 5 )  

rm]am]<#(r) 

et par  suite, p 6tant inf~rieur ~ r 

~z(p) < 

On d6duit  de l~ comme on l 'a vu plus  hau t  que, a 6tant  un  nombre  

posit if  quelconque,  l 'on a 

(2) .r < [z(r)]'§ 

saul  t o u t  au plus dans une s6rie d ' intervalles dont  l '6tendue totale, dans 

un intervalle assez grand  donn6, est une fraction aussi petite que l'on 

veut  de cet intervalle donn6.  

Les in6galit~s (I) et (2) expr imen t  les relations que nous voulions 

6tablir  entre _71I(r) e~ # ( r ) ;  on en 6tablirait  de semblables entre M'(r) 
et z,(~). 

Consid~rons main tenan t  les fonctions M ( r )  et M'(r), c'est s dire 

une fonction positiVe croissante et sa d6riv~e. Supposons que dang un 

intervalle,  r 0 , r 1 on ait 
M'(~) > [ i ( r ) ]  '+o. 

On en conclurait ,  en d~signant par  _/1I 0 et M 1 les va]eurs de M(r) 
pour  r ~ r 0 et r ~ r 1: 

M~ ~t 

r 1 --to = j  ~t'(~) < ~ ~  < ~ "  
yo Mo 

Donc l ' intervalle r~ - - r  0 ne peut  d~passer - - . I  Lorsque le nombre  a est 
a;}l~ 
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donn6, quelque petit qu'il soit, on peut d6terminer r o de maniSre que cette 
expression soit aussi petite que l'on veut et on peut affirmer que pour 
toutes les valeurs de r sup6rieures ~ r 0 , sauf peut ~tre dans une sfrie 
d'intervalles d'6tendue totale finie, ~ on a 

(3) M' ( r )< [M( r ) ]  ~+~. 

La eomparaison des in6galit6s (I), (2), (3) prouve que l'on a 

[/~(r)]l-l-a > I l l ( r )  > [ /~( , . ) ] , -a  

quelque soit le nombre positif a, sauf au plus dans une s6rie d'intervalles 
satisfaisant k la condition souvent r6p6tde. ~ 

Nous pouvons tirer de lk la conclusion suivante: eonsid6rons un 
nombre fini de fonetions entibres GI, G ~ , . . . ,  G= et une expression de 
la forme 

tli tfik XAGi Gk . . .  
m i  i nk  ZMGi G~ . . .  

e'est k dire une fraction rationnelle par rapport k ees fonetions et leurs 
d6riv6es d'ordre fini quelconque. Supposons d'ailleurs que les modules 
des fonetions donn6es, par = , ,  soient tous inf6rieurs k @(~), # ( r )  6tant 
une fonetion positive eroissante. Nous savons que, dans ees conditions, 
sur une infinitg de eereles, les inverses des minimums sont inf6rieurs k 

e '~+~. D6s lors nous pourrons affirmer que sur une infinit6 de eereles 
(dont les rayons remplissent toujours des intervalles satisfaisant k la m~me 
condition), la fraction rationnelle eonsid6r6e est comprise entre 

@i+a et e -"l+a. 

Nous possgdons maintenant les 616ments ndcessaires, pour d6montrer 
la proposition fondamentale qui est la g6n6ralisation du th6or6me de 
M. PICAI~D. Nous allons d'abord en gtudier un cas particulier, d'ailleurs 
tr&s 6tendu, dans lequel la ddmonstration est plus simple. Considgrons 

deux s@ies de n fonetions enti6res Gl(z) ,  G,(z) ,  . . . ,  G,(z); H~(z), I-I.(z), 

1 La eontinuitd des fonetions 3 I  et M '  permet d 'exclure le eas o~ l'indgalitd (3) 

serait vdrifide pour des valeurs de ~" formant une suite discontinue~ mais prdsentant des 

points dans tout intervalle. 

Nous avons jugd iuutile d'dcrire l ' in@alitd dvidente r M ' ( r ) >  . M ( r ) -  a o. 
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. . . ,  t t . ( z ) .  Nous supposons que ces fonctions enti~res (au plutbt  le maxi- 
mum de leur module pour [z[ ----- r), croissent routes moins r i te  que e~(~); 
nous supposons, de plus, clue les fonctions enti~res de la seconde s~rie 
H ~ ,  H ~ , . . . ,  t t . ,  sont telles que les differences //~ ~ H,  croissent toutes 

plus r i te  que [p(r)]  ~. Cela posd, l 'identit~ 

(i) Gl(z)e~'(~)-[ - G~(z)e  ~(~) + . . .  -t- G . ( z ) e  a'(') = o 

entraine n~cessairement: 

Ce th~oreme est dvident pour n-- - - I ;  pour le d~montrer en g~n~ral, il 
nous suffit done de montrer  que l'identitd (I) entraine une identit~ ana- 
logue ayant  un terme de moins et dont les coefficients ne peuvent ~tre 
nuls que si ceux de :l'~lentit~ (I) le sont. Pour  le voir, il suffit de prendre 
la d~riv~e du premier membre de l 'identit~ (i) apr~s l 'avoir divis~e par  
son dernier terme; on obtient ainsi: 

(G;G.  ~ GIG" -[- G I G . H ; -  G~G.H' . )e  u,-H" T . . .  ~ o. 

I1 est clair que les coefficients et les exposants de cette identit~ satisfont 
aux m~mes conditions d'in~galit~ que ceux de l'identit~ (I); il reste 
montrer clue , si les coefficients de l ' identit~ (2) sont nuls, il en est de 
m~me de ceux de l'identit~ (I). Or, dire que le premier coefficient dans 
(2) est nul revient h dire que l 'expression: 

G. 

est une constante. Or cela est impossible; car, si ni G 1 ni G. ne sont nuls, 
G, 

nous pouvons trouver une infinit~ de cercles sur lesquels ~ est sup~rieur 

e-~(~); de m~me sur une infinitd de cercles, e u,-H, est sup~rieur 1 h e[~(~)]~; 
leur produit  peut donc, sur des cercles dont les rayons remplissent une 

i Voir plus haut~ en ce qui concerne la relation entre les plus grandes valeurs du 

module de / / 1 -  H2 ct les plus grandes valeurs positives de sa pattie r~elle. Pour ~tre 
tout k fair rigoureux il faudrait rcmplacer [ft(~')] 2 par [~(r)]~-~; reals ceIa n'a aucune 
importance. 

Acta matlwmatica. 20. Imprim6 le 9 aofit 1897. 49 
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infinit6 d'intervalles satisfaisant ~ une condition souvent indiqu6e, ~tre 
aussi grand que ron veut et ne peut se r6duire ~ une constante. Notre 
proposition est donc 6tablie; car, si l 'un des coefficients G 1 ou Gn 6tait 
nul, on serait de suite ramen6 au cas off il y a un terme de moins dans 
l'identit6. 

Nous allons aborder maintenant le cas g4n6ral de notre th6or6me; 
dans l ' identi t6 (i) nous supposons les fonctions G inf6rieures ~ e .~C~) et les 
fonctions / / ~ - - H ,  sup6rieures ~ [# ( r ) ] ' ;  mais nous nc supposons plus 
les H inf6rieurs ~ #(~); ils peuvent ~tre aussi grands que l'on veut. 
Dans ces conditions nous allons encore d4montrer que t o u s l e s  G 
sont nuls. 

I1 est clair tout d'abord que s'il existait une fonction v(r)  sup4rieure 
s # et telles que les / / ~ - - H k  soient compris entre [v(r)] 2 et e '(r), la d6- 
monstration subsisterait en remplagant # par ~. La d6monstration sub- 
sisterait encore si les H ~ - - H ~  6talent compris entre Iv(r)] 2 e t e  ~(~) pour 
une infinit6 de valeurs de r, remplissant des intervalles d'6tendue totale 
assez grande; tels par exemple que ceux d'entre eux qui sont comprig 
dans un intervalle donn6 ddpassent par leur 6tendue une fraction d6- 
termin6e de cet intervalle. I1 n'y a donc de difficult6 que si, pour toute 
valeur de r, on tout au moins pour des valeurs remplissant des inter- 
valles d'dtendue consid6rable, les diff6rences H~--H~ sont tr6s diffdrentes, 
c'est k dire si l 'une d'elles, par exemple, est sup6rieure au carr6 de 
chacune des autre~ (on pourrait  mgme dire ~ une puissance quelconque; 
mais ceci nous suffit). D'ailleurs il peut se faire que ce ne soit pas 
toujours la m~me des diff6rences t t i - - H  ~ qui soit sup6rieure au carr6 
des autres; mais, lcur hombre 6taut limit6, si on le d6signe par m, on 
pourra affirmer qu'au moins une des diff6rences, dans des intervalles qui 

d6passent la fraction ~ de l 'intervalle total qui les comprend, est sup4rieure 

au carr6 des autres (voir la note au bas de la page 384). Le cas off 
plusieurs des diff6rences H ~ - - H n  (n fixe) auraient cette prot)vi6t6 ne pr6- 
sente pas de difficult6 sp6ciale; supposons pour fixer les id6es qu'il n 'y 
en air qu'une: H i g H , , .  Il eat clair que les diff6rences H~--H~,  
H I - - H 3 , . . .  , H ~ H , _ ~  auront la m4me propri6t6 par rapport aux 
autres / / ~ - - H  k. On volt d6s lors ais4ment que l'on peut recommencer 
la d6monstration, en ayant soin de garder pour la fin le terme G~e ~' 
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ou plut6t ceux qui s'en d~duisent par les opgrations successives; on d6- 
montrera ainsi que G~ est nul, etc. 

Nous arrivons donc k la conclusion suivante: l'identitd 

xe,( z)e 

dans laquelle les Gi sont infdrieurs h e ~(r) et les t I i - - H k  sup~rieurs d 
[#(r)] ~ entraine ndcessairement la nullitd de tous les  G. On pourrait 
d'ailleurs remplacer [/,(r)] 2 par [/,(r)] 1"~". 

Dans cet ~nonc~ et la ddmonstration qui prdc~de, nous avons con- 
stamment, pour abr~ger, omis les roots module maximum pour I zl ~ r.  

Un cas particulier de cette proposition est connu depuis longtemps: 
c'est celui oh les G e t  les H i ~ H ~  sont des polynSmes. Voici quelques 
autres cas particuliers, qui pourraient d'ailleurs ~tre d~montr~s par une 
vole ~l~mentaire, sans qu'on ait ~ faire usage de notre th~orie g~n~rale 
des fonctions croissantes: 

Les G sont des polynomes et ies H~---H, des fonctions entiSres de 
genre fini; 

Les G sont des fonctions enti~res dont le genre ~ ne d~passe pas / ,  
et les H~- -Hk  des polynomes dont le degr~ d~passe /,. 

Les G et les H~ ~ H~ sont des fonctions enti~res de genre fini quel- 
conque. 

Voici au contraire un cas particulier important dont la d~monstra- 
tion paralt aussi difficile que celle de la proposition g~n~rale: 

Les G sont des fonctions enti~res de genre fini (ou des polynomes) 
et les / / i - -H~  des fonctions enti~res quelconques. 

Nous avons dit que cette proposition peut ~tre regard~e comme la 
g~n6ralisation du th~orSifie de M. PICAaD; ~ proprement parler, c'est 
plutbt le corollaire que nous allons en ddduire imm~diatement qui 
constitue cette g~n~ralisation. D~signons par G(z) une fonction enti~re 
et consid~rons toutes les ~quations de la forme 

dans lesquelles les fonctions ~ et r sont telles que le logarithme des 

2 Au lieu du genre /l nous pourrions introdulre l 'ordre p ;  la proposition serait plus 
precise lorsque p n~est pas eatier. 
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plus grandes valeurs de leur module croit moins vite qu'une puissance 
d6termin6e, d'exposant inf~rieur k un, du logarithme des plus grandes 
valeurs du module de G. Cela 6tant, je dis que toutes ces 6quations, 
sauf une au plus, ont autant de racines qu'il rdsulte de la r~ciproque du 
th6or~me de M. HADAMARD, telle que nous l'avons pr6cis6e. ~ En d'autres 
refines, en posant 

(2) - -  = 

]](z) ~tant un produit canonique de facteurs primaires, la fonction l](z) 
ne peut dtre telle que le logarithme des plus grandes valeurs de son 
module croisse moins vite qu'une puissance, d'exposant inf6rieur ~ un, 
du logarithme des plus grandes valeurs de G. I1 ne peut y avoir k ce 
fait qu'une exception. En r si, en mSme temps que l'identit6 (2), nous 
avions l'identit6 

(3) 

H c t  //~ satisfaisant ainsi que ~ ,  ~ ,  r  ~b~, k la condition indiqu6e, on 
obtiendrait en ~liminant G(z) entre (2) et (3), une relation de la forme 

Kl(z)e ~(~ + K2(z)e ~,(z) + K3(z ) = o. 

D'ailleurs les K et les H satisferaient aux in~galit~s exig6es par l'6nonc6 
de notre th~or~me g6n6ral 2 (et mdme par l'6nonc6 du cas particulier 
que nous avons examin6 en premier lieu) de sorte qu'on aurait 

KI=K2-- - -K3- - - -o ,  

ce qui est absurde si les relations (2) et (3) ne sont pas identiques. 

t M. PICARD~ en supposant que ~ soit une constante et ~b un polynome avait 

montr6 que toutes lcs dquations (I), saul  une au plus~ ont une infinit6 de racines. (An- 

h a l e s  de  t ~ E c o l e  N o r m a l e  x880). M. PICARD avast d 'ai l leurs 6tendu ce th4or~me 

au cas d 'un point singulier essentiel isol6~ que nous avons laissd compl~tement de c6t6 iei. 

Voir  une note intdressante de M. HADAMARD, C o m p t e s  R e n d u s ~  mai I896.  

I1 ne pourrait  y avoir de difficult6 que pour la diff6rence H - - / / 1 ;  il suffit d '6crire 

Kte~-H~ + K~ ~ K3e-H~ ~ pour reconnaltre que si H - - H  I ne d6passait pas l 'ordre de 

grandeur rcquis~ l 'ordre de grandeur du premier membre scrait inf~rieur ~ celui du second. 
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C'est l~t, semble-t-il, la g6n6ralisation proprement dite la plus 6tendue 
que l'on puisse exiger pour le th6or~me de M. PICARD; on d6duirait 
ais6ment de notre proposition fondamentale une foule d'autres g6n6ralisa- 
tions, dans l'6nonc6 desquelles figureraient plusieurs fonctions enti~res 
diff6rentes, ou bien des 6quations non lin6aires, etc. En ce sens, c'est cette 
proposition fondamentale qui est la g6n~ralisation la plus compl&e de 
ce th6or~me. 

J ' a i  dfi abr6ger bien des d6monstrations et m~me laisser de c6t6 des 
d6tails importants, sous peine d'allonger d6mesur6ment ce m6moire; j'ai 
tenu surtout k indiquer aussi nettement que possible lu suite des idles 
et c'est ce qui m'a amen6 k conserver ~ peu prSs compl~tement pour 
l'exposition l'ordre m~me que j'ai suivi dans rues recherches. J'ai ce- 
pendant rejet6 k la fin et je vais exposer maintenant le cas partieulier 

que  j 'ai  trait6 le premier d'une maniSre rigoureuse, parce que ce ine sera 
une occasion de montrer comment l'ordre analytique que suit l'intuition 
peut  dtre traflsform6 en une exposition synth6tique. 

Je me proposals de d6montrer l'impossibilit6 d'une relation de la forme 

(1) e a(~) + e a,(~) ..~ I 

et voiei le raisonnement que j'ai fait tout d'abord: la relation (I)montre 
que G e t  G~ sont du m~me ordre de grandeur; soit #(r)  cet ordre; on 
a e G , -  I = - - e  -~ et par suite e a , -  I peut devenir infiniment petit de 
d'ordre de e -z(r). Cela revient s dire que G ~ 2 n i r c  est tr~s petit de 
l'ordre de e-Z('); or l'identit6 (I) montre que l'on 

(2) G x ~ 2 n i ~  ---- et'~(~); 

si le second membre devient tr~s petit de l'ordre de e -z(r), on en conclut 
qu'il peut devenir tr~s grand de l'ordre de e~(r); d'ailleurs G 1 ~ 2hire 6tant 
tr~s petit, n est au plus de l'ordre de grandeur de #(r) ;  donc, dans 
l'identit6 (2), le premier membre serait de l'ordre de grandeur de p ( r ) ,  

ce qui est absurde puis que le second membre atteint e ~(r). 
Avec les notions pr~cises que nous ~vons acquises sur les ordres de 

grandeur, ce raisonnement est parfaitement rigoureux; mais, n'ayant pas 
alors ces notions pr6eises, j 'ai dfi, pour le rendre rigoureux, lui donner 
une forme synth6tique que je vais maintenant exposer. 
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R6crivons les identit6s 

(I)  e~ + e~ = i ,  

(~) a ~ ( ~ ) -  ~ni~ = r 

Dans cette derni6re, n est un entier positif, nul  ou n~gatif. 
D6signons par M(r) le maximum le module de G(z) pour I z l - = r ,  

par A(r) le maximum des valeurs positives de la partie r6elle de G e t  
par -4-B(r) le maximum des valeurs positives de la partie r6elle de 
- -  G, dans les m~mes conditions. D6signons par M~, A1, B~, #~, a~, fl~ 
les mgmes fonctions, ddfinies k l'aide de G~ et de F , .  Nous avons d'abord 
les in6galitds 6videntes 

(3) A(r) < i ( r ) ,  B(r) < M(r) 

et les indgalit6s analogues. D'autre part,  l ' identit6 (I) montre que, pour 
les valeurs de r telles que A( r )  d6passe 2, l'on a 

(4) 
I ~i ( r )  < Al(r) < :A(r). 

Enfin nous avons vu que, pour les valeurs de r d6passant un nombre 
fixe, l'on a, si p est un hombre quelconque inf6rieur k r 

(5) M(p) < 
8pA(r) 
r- -p  

et une in~galit6 analogue en rempla~ant A par B o u  en mettant  des 
indices. On aurait  entre u. et li. une in6galit6 analogue; mais le nombre 
fixe auquel r devrait ~tre supdrieur serait variable avec n et par suite 
pourrait  d~passer route limjte si on laisse n ind6termin& I1 est n6cessaire 
de reprendre en partie la d6monstration qui a conduit k la for mule  (5); 
si nous d6signons par c,,-{-ic', le terme constant de /~., c. et c'. 6tant 
r6els, nous aurons (p. 365 - -366)  

(6) tt.(p) < tc.[ 4-lc'~l "4- r P - - ~ [ 4 a . ( p )  -I- 2 Ic~l]. 

Or on peut supposer c~' compris entre - -~v et -{-~; d'autre part, en dd- 
signant par h T hi le terme constant de Gl(Z ), on a 

e:" = h' + ( ~ -  :n~)' 



Sur les zdros des fonctions enti~res. 391 

et, par suite en ddsignant par H et K deux nombres ind~pendants de n 

]c. I < H +  g l o g ] n t ;  

dans cette formule et les suivantes, s i n  est nul 10gin] dolt ~tre remplacd 
par z~ro. De 1~ e t  de la formule (6) on conclut que l'on a, pourvu 
que r d6passe une valeur fixe ind@endante de n 

(7) p.(p) < 8p[a.(r) + logl,~[] 
r - - p  

pourvu que p soit plus petit que r .  On pourrait  d'ailleurs remplaeer 

a. par  ft.. 
Ceci pos6, eonsid6rons un nombre quelconque r d6passant les limites 

fix6es; c e  nombre r ,  une fois ehoisi, restera fixe jusqu'k la fin du raison- 
nement. Nous pouvons, par hypoth6se, donner k z une valeur z0, de 
module r et telle que la partie r6elle de G(z) soit 6gale k r o B ( r ) ;  on 
a alors 

(8) [e G'r - i 1 =  e -n<'). 

Par  suite, n ~tant un entier d~termin6, on a 

~9) I G , ( z 0 ) -  2nizr I < 2e -~<~,. 

Le module de Gl(zo) 6tant au plus 6gal k M1(r), on conelut de lk: 

(,o) tnI < M,(r). 

Si nous raisons z = z  0 dans l'6galit6 (2), l 'in6galit6 (9) deviendra 

I e~-~',' t < 2e-~+. 

Or F.(zo) a un module inf6rieur k l~.(r); ~n a done eertainement: 

B(r). 

D'autre part, R d6signant un nombre sup6rieur s r,  l'~galit6 (2) montre 
que l'on a 

~ +  < M,(R) + ~ 1  
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et en tenant compte de (Io): 

(I2) r < SMI(•). 

Remplagons dans rin6galit6 (7), r et p par R et r et tenons compte des 
in6galit6s (IO) et (x2); nous aurons: 

8r [logMl(R ) + log8 + logM,(B)] re(r) < 

et, par suite, si R e s t  assez grand pour que M~(R) d6passe 8 '  

(iz) 2 O r  
p. ( r )  < ~ log MI(R ). 

Les in6galit6s ( i i )  et (I3) donnent maintenant 

(I 4) 
4 o ~  �9 

B(r)  < ~--  r log M~(R). 

I1 nous sumt de joindre ~ cette derni6re in6galit6 les in6galit6s (3), (4) 
et (5) pour aboutir ~ une impossibilit6. R6crivons celles de ces in6galit6s 
qui nous seront utiles, en d6signant par p' un nombre inf6rieur k p. 

(I5) M(p) < 8p B(r),  
r - - p  

(I6) A(p) < M(p), 

(I7) M,(#) < 2A(p), 

(~s) M, (# )  < sp',a,(p). 
p--p 

I1 suffit de se servir successivement des in6galit6s ( t 4 - - I 8 )  pour obtenir 

t 

M, (p') < 4 o .  8. ~ .s  (n - -  ~)( r~ee- n)(p - p') log ~ , ( n ) .  

Nous pouvons supposer R --  r ---- r - - p  = p - -p ' ;  nous voyons d6s lors que, 
r 

R soit assez grand pour que l'on air logMl(R ) < I ~ '  pourvu que 

O H  a u r a  

R $ 

Ml(p' ) < (R_p,) .  ~/~,(~). 



Sur les zdros des fonctions enti~res. 393 

Nous avons obtenu cette in6galit6 en prenant pour r u n  nombre fixe; 
il r6sulte de ce qui pr6c6de qu'elle sera v6rifi6e pourvu que R et p' d6- 
passent des hombres fixes. On peut t'dcrire aussi 

(R - e')' FM 

Sous cette forme il suffit d'y faire successivement p ' =  2, R ~ 2 + h; 
h h h 

p ' =  ~ + h, R - - ~ 2 + h + ~ ;  p ' ~  ~ + h +-~, R ~  ;t + h + 2+~., etc., 

pour constater que si M~()t) est assez grand e t h  convenablement ehoisi, 
M~(~ + 2h) d6passe route quantit6 assignable, ce qui est absurde. Je 
crois inutile de d6tailler cette derniSre partie du raisonnement, car un 
raisonnement identique a 5td fait plus haut (p. 366~368) .  

Conclus ion .  

J'ai, dans ce m6moire, indiqu6 quelques propositions g6n6rales im- 
portantes au sujet du hombre des z6ros des fonctions enti6res. Mais je 
ne me dissimule pas que cette question exige encore des 6tudes appro- 
fondles et qu'il y aurait, notamment, grand int6rdt ~ pr6ciser davantage 
les rdsultats. 

Pour nous borner aux fonctions de genre fini, l'6tude des fonctions 
dont l'ordre est un nombre entier est encore h faire ~ peu pr6s compi6te- 
ment. C'est lk un genre de questions dont on ne peut, semble-t-il, csp6rer 
une solution totale; mais ce n'est pas une raison pour  qu'on n'obtienne 
pas un grand nombre de rdsultats intdressants et utiles, comme on l'a 
fait pour les r~gles de convergence des s6ries. 

Voici un ordre d'id6es dans lequel on aboutirait peut ~tre ~ des r6- 
sultats intdressants et qui m'a dt6 fort utile dans rues recherches. Etant 
donn6e une fonction enti6re, donnons ~ z une valeur de module r et con- 
sid6rons le terme dont le module est le plus grand. Ce module est une 
fonction croissante de r, laquelle est ~ peu pr6s du m~me ordre de 
grandeur que le maximum du module de la fonction; de sorte que l'on 

Aeta mathemaNea. 20. Imprim~ le 28 octobre 1897. 5 0  
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peut dire que, si une fonction enti~re devient tr& grande lorsque le mo- 
dule de z augmente, c'est surtout parce que, pour chaque valeur du 
module, un terme devient trSs grand et non parce que beaucoup de termes 
deviennent tr& grands. 

Pour chaque valeur r du module de z, le degr6 du terme le plus 
grand donne g peu pr& le hombre des racines de module inf~rieur k r 
(saul le cas d'exception du th~or~me de M. PICARD). On peut rattacher 
cela k ce fair que les ~quations 

/ ? ~  o, 

F +  ~ = o '  

ont le m4me nombre de raeines ~ g l'int4rieur d'un contour sur lequel 

I1 y aurait lieu de reehereher quel est le degr6 de precision de ec 
r~sultat, en partieulier dans le eas des fonctions d'orclre fini, mais non 
entier, pour lesquelles le faeteur exponentiel par lequel on peut toujours 
multiplier la fonction, sans changer le nombre de ses racines, est n~ees- 
sairement d'un ordre de grandeur inf~rieur ~ celui de la fonetion elle 
m~me et peut, par suite, ~tre n~glig6 dans une premi&e approximation. 
Pour ees fonetions, si l'on d~signe par f ( r )  le maximum de leur module 
pour = r, il y a lieu de eomparer le nombre de leurs raeines de 
module inf6rieur g r avee 

i log f (r). 
7g 

I1 est g peu pr& certain que l'on obtient ainsi le nombre exact des ra- 
cines, g des quantitSs prSs d'ordre infSrieur, dans le cas particulier oli 
leurs arguments tendent vers une limite ddtermin6e lorsque le module 
augmente ind6finiment. 

Le facteur i est d6termin6 par la condition que la formule soit 

exacte pour e *, . . . .  

HERMITE, c0urs d'analyse, 4 e ddition p. I82.  
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En appliquant cette formule h la fonction $ ( t )de  I~IEMAN~ (laquelle 
a pour ordre 0,5 si l'on prend t ~ pour variable), on obtient pour le 
hombre des racines comprises entre O e t  T la formule 

T T T log ~ 
2~ 

qui a 6t6 donn6e par I~IEMA~N et dont M. vo~ MANGOLDT, compl6tant 
les r6sultats importants dus ~ M. HADAMARD, a d&nontr6 r6cemment 
l'exactitude, ~ des quantit~s pros de l'ordre de [log T] ~. 

En terminant, je vais r6sumer rapideme~t les re~sultats acquis et in- 
diquer en m6me temps les recherches qui se pr6sentent naturellement. 

On peut, ~ chaque fonction enti6re, faire correspondre une fonction 
croissante p(r), qui peut se r6duire ~ une constante positive (lorsque le 
genre est fini) et que l'on appelle son ordre apparent. Cet ordre apparent 
ne ddpend que la manidre dont croit la fonction; il se conserve ou se 
modifie d'une mani6re simple lorsqu'on combine entre elles par vole 
d'addition ou de multiplication plusieurs fonctions et l eurs  d6riv6es 
d'ordre quelconque. ~ 

Cot ordre apparent joue un r61e analogue au degr6 dans la th6orie 
des polynomes; en particulier, clans une identit6, les termes d'ordre ap- 
parent maximum ~ doivent se d6truire, ou tout au moins donner par leur 
combinaison un terme d'ordre moindre. On peut ainsi d6montrer l'im- 
possibilit6 de nombreuses identitds; je me rdserve d'appliquer cette re- 
marque ~ la th6orie des 6quations diff6rentielles. 

Enfin, appelons ordre rdel d'une fonction enti~re une fonction crois- 
saute, pouvant aussi se r6duire ~ une constante et ddpendant uniquement 
de la frdquence des zdros. Nous aurons ce th6or6me fondamental: saul 
un cas exceptionnel (que nous pouvons appeler cas de M. PICARD), l'ordre 
apparent est dgal 5 l'ordre rdel. 

Que reste-t-il done ~ faire? A pr6ciser davantage encore la d6- 
finition des ordres et par suite la d6finition de leur 6galit6. Si nous 

1 On peut aussi ddduire l'ordre de la fonotion f[~(z)] de la r de8 ordres 
des fonetions enti~res f e t  ~p. 

Les ordres apparents peuvent ne pus ~tre eomparables~ alors ehacun d'eux peut 

~tre regardd eomme maximum, au point de vue des consdquenees indiqudes dans le texte. 
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nous bornons, pour plus de nettet~, aux fonctions de genre fini, l'ordre 
est un nombre positif d6termin6 et il semble que la proposition: l'ordre 

apparent est 6gal d l'ordre rdel soit suffisamment pr6cise. On peut ce- 
pendant espdrer trouver mieux; l'ordre %el, par exemple, a 6t6 d~fini 
comme un nombre t9 tel que, a,, 6tant le module de la n i~me racine, la 
s6rie Za~ -p-= soit convergente et la s6rie Y, a2 p+-= divergente, quelque petit 
que soit le hombre positif z. Il est clair que la connaissance danombre 
p ne suffit pas pour fixer la manidre dont croit a, lorsque n aug- 
mente ind6finiment. Par exemple, il peat exister un nombre positif ou 
n~gatif p' tel que la sdrie .Y, aTP(loga,) p'+= soit divergente et la s6rie 
2'a;-P (log a=) p'-= convergente, quelque petit que soit s; la connaissance des 
deux nombres p et p' est 6videmment quelque chose de plus que la 
connaissance du seul nombre p, sans cependant suffire encore. On sait 
qu'on ne peut dpuiser de telles difficalt6s (voir les travaux de MM. 
])U BoIs ]~EYMOND, PINCtIERLE, tLIAt)AMARD sur les fonctions croissantes); 
mais on peut sans doute arriver ~ pr6ciser plus que je ne l'ai fait la 
notion de l'ordrc et c'est ce qui pourrait ~tre utile dans certaines re- 
cherches. I1 se pose alors la question de savoir si le th6or6me de 
l'6galit6 subsisterait entre les ordres ainsi prdcis~s, ou s'il ne faudrait 
pas faire intervcnir des notions nouvelles, p~r exemplc les arguments des 
racines. 

Saint Affrique (Aveyron), le 5 octobre ~896. 


