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SUR UNE FORME NOUVELLE 

DES I~0UATIONS DU PROBLEME DES TROIS CORPS 

PAR 

H. POINCAR]~ 
A P A R I S .  

Soient A , B ,  C les trois corps; soient xi ,  x s , x  3 les coordonndes du 
point A; x 4 , x  5, x~ celles du point B; xT, ms, x~ celles du point C. 

Pour plus de symdtrie dans les notations, je ddsignerai indiff~remment 
la masse du corps A par ml, ms, ms; et de mdme la masse du corps B 

par m4,m 5 ou ms; et celle du corps C par roT, m s o u  m s . 
Je poserai 

dx~ 
Yi ~ mi-3- [ 

de telle fa?on que par exemple Y l , Y 2  et Y3 soient les composantes de la 
quantitd de mouvement du corps A. 

La force vive T sera alors 

(ex A '= 

D'autre part, si Pon choisit les unitds de telle fa?on clue la constante 
de Gauss soit dgale ~ I, la fonction des forces U s'dcrira 

U ~  ml m4 ml m7 " m 4 m ,  

A--B--"]----AO - - t -  B O "  

Si nous posons F ----- T - -  U; la fonction F d6pendra des x et des y 
et les 6quations du mouvement pourront se mettre sous la forme canonique 

dxi d F  dy~ d F  
(i) dt - -  dyi '  dt --~ " dx~ " (i=1,~,...,9) 

Ar mathema~ica. 2[.  Imprim~ le 6 septembre 1897. 



84 It. Poincard. 

Supposons maintenant que l'on change de variables et soient 

x~, y~, ('o~,~,...,~) 

les ~ 8 variables nouvelles. Quelle est la condition pour qu'apr6s ce change- 
ment de variables les 6quations conservent la forme canonique? 

L a  condition ndcessaire et suff isante c'est r 

Zx f l y"  ~ Zx ,  dy, 

soit une dif~drentielle exacte. 

Si cette condition est remplie, les dquations deviendront 

dx; d F  dy~ d F  
(i') dt - -  dy', ' d--t- = - -  dx-~" 

Examinons en particulier le cas off les x" sont des fonctions lindaires 
des x, et les y~ des fonctions lindaires des y~. 

La condition prdc6dente peut alors s'dnoncer d'une autre mani6re: 
la condition ndcessaire et suffisante pour que la forme canonique des 
6quations ne soit pas altdrde, e'est qu'on air identiquement 

(2) :z~;x; = Xy, x,. 

Faisons une hypoth6se plus particuli6re encore et supposons: 
i ~ Que 

P p P x~,x4,x7 dependent seulement de x l , x , , x 7  
x~, x~, x~ ddpendent seulement de x~, xs, xs 
x~, x~, x9 d6pendent seulement de x3, xe, x9 
y~,y~,y~ ddpendent seulement de Y~,Y4,Y7 
y~,y~,y~ ddpendent seulement de Y,,Y~,Ys 
y~, y~, y; d6pendent seulement de Y~, Y~, Y9; 

2 ~ Que les relations lindaires qui lient x~,  x~, Xs ~ x : ,  x~, xs et 
celles qui lient x'3, x~,  x'~ ~ ~3, x~,  x~ soient les retirees que celles qui 

I P ! lient xl ,  z4, x7 b~ xt ,  x~, x7; 
3 ~ Que de m~me les relations lin6aires qui lient y;,  y;, y; ~ y2, Y~, Ys 

et celles qui lient y',, y~, Y'9 k Ys, YG, Y~ soient les mgmes que celles qui 
lient y~, y~, Y'7 ~ y~, y , ,  YT. 
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Cette troisi~me hypothSse est d'ailleurs une consequence ndcessaire 

des deux premiSres et de l'identit~ (2). 

Dans ces conditions, l 'identit~ (2) peut dtre remplac~e par la suivante 

(2')  

Si en effet l 'identit6 (2') a lieu, on en d6duira une seeonde en aug- 
mentant  tous les indices d'une unit6 et une troisi6me en augmentant  en- 

core une lois t o u s l e s  indices d'une unit6. La somme de ces trois identit6s 
ne sera autre chose que l 'identit6 (z). 

Mais ce n'est pas tout: nous avons suppos~ que x'8, x~, x~ sont li~s {~ 
x~, x~, x~, par les m~mes relations que x~,x'~, x" ~ x~, x4, xT, e t y~ , y~ , y ' s  

li6s ~ y~, Ys, Ys par les m~mes relations que y~, y~, y; ~ y , ,  y4, YT. 
L'identit6 (2') subsistera done quand on y changera 

x~, x~, x, ; ~ ; ,  x~, x; ; y , ,  y , ,  y, ; y'~, y~, y" 

en 

, x~ ,  x ,  ; y , ,  y ~ , y 8  ; Y;,  Y~, Y; 

On aura donc 

et de m4me 

. l x l  I I 
y'~x; -t- y~ 6 d- y~x, = y~x~ d- y~x~ -4- ysx,  

1 ! ! ! v v 

y~x~ d- d- ---- y~x~ y~xs y3x., d" y6x~ "4- y, xs 

et en retranchant  

I ! ! ! P I ! t v ! I ! 
y~xs - y~x~ "Jr YsX6 - y~x, "4" ysx9 - y9xs 

----- Y2 xs - -  Y3 x~ -]- y~ x6 - -  y~ x~ -{- Ys x9 - -  Y9 xs. 

Or le second membre  n)est autre chose que le premier  moment de 

rotation du syst~me, qui do l t  ~tre constant en vertu de l '~quation des aires. 
On voit que rexpression de ce moment  de rotation en fonction des x' et 

des y' a la m~me forme que son expression en fonction des x et des y.  

" d L a  forme de l'dquation des aires n e s t  onc pas altdr~e par notre change- 
ment de variables. 
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_Premier exemple. - -  :Nous satisferons ~ l'identit~ (2') en faisant 

Y~ = y ~ ,  y,  = y ~ ,  x7 = x~, x ~ x ~  = x~, x 4 - - x 7  = x~, 

= + y, + 

Ce changement de variables, dont nous ferons un frdquent usage 
dans la suite et que nous appellerons le changement (a), a une significa- 
tion g~om~trique, trSs simple. 

Les variables nouvelles x~, x ~ , . . . ,  ~ sont les coordonn6es relatives 

des points A et B par rapport ~ des axes mobiles pa,~sant par le point C. 
! p / 

Les variables y' Y'~ Y~ sont les composantes des vitesses absolues 

de ces deux points A et B. 
Un second ezemple qui ne diffSre pas essentiellement du premier est 

le suivant 

x I ~ x 1 - - x T ~  x4 ~ x 4 -  XT~ X7 ~--- 
m L + m ,  + m ,  

m,y~ m4y'7 
Y' = Yl ~ Y'4 = Y4 m, + m~ + m: ' m~ *~ nt  4 + m 7 

, y'7=y +y,+yT. 

J'ai dit que ce second changement de variables ne diff~re pas essen- 
tiellement du premier, voici pourquoi" 

On ne restreint pas la g~n6ralit~ en supposant que le centre de 
gravit~ du syst~me est fixe, c'est-h-dire que 

+ + Y7 = o. 

Si l'on fait cette hypoth(~se, les valeurs de x~, x'4, y~, Y'4, Y; sont les 
m~mes dans les deux syst4mes; les valeurs de x'7 seules different; mais 
cette difference n'a rien d'essentiel. La fonction F dSpend en effet des 
differences des coordonnSes des trois points A ,  B ,  C. Elle dSpend doric 
de x~ = x l - - x 7  et de x'4--~ x 4 - - x ~ ;  mais elle ne ddpend pas de x':. 

Troisi~me exemple. - -  Avec le troisi~me exemple je retombe sur un 
changement de variables connu et que j'appellerai le changement (fl). 
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Soient 
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�9 ~ -  ~ ' ' m '9 = m; m; re'o, = ms = 

trois coefficients constants analogues aux masses. On voit que, pour con- 
server la symdtrie des notations, je reprdsente indiff&emment le premier  
de ees coefficients par m; ,  m; ou m'~ de mOne que j'avais reprdsent6 in- 
diff&emment la masse du corps A par m, ,  m 2 ou m a. 

Soit 
= clx  

dt " 

Dans ces conditions, les y~ sont lids aux y, par les m6mes relations 
que les m~x~ aux m , x ,  et les identitds (2) et (2') peuvent 6tre remplacdes 
par les suivantes 

(3') , ,= ,, ,2 , ,= ~J~4 X4 

L'identit6 (3) nous montre en outre que la force rave T, exprimde 
en fonetion des nouvelles variables, s'@rira 

y i -  
T ----- 7 -  \ dt / = 2m~" 

Ainsi, non seulement avee le changement de variables (fl) la forme 
eanoniqae des dquations n'est pas altdrde de mdme que la forme des 
intdgrales des aires, mais il e n e s t  de m(hne de la forme de l '6quation 
des forces vires. 

I1 ~cste g voir comment on pourra satisfaire g l'identi{d (3'). Cela 
peut se faire d'une infinit6 de mani6res. Voiei eelle qui csta ordinairement 
usitde et que nous adopterons. 

Soit G le centre de gravitd des trois corps; D eelui des deux corps 
A e t C .  

Nous appellerons x; ,  x'8,0c; les coordonn6es du point G; ~, r], ~'celles 
du po in t  D et nous poserons 

t p 
X 1 ~ X l - -  ~7 ,  X 4 ~ X 4 - -  ~ 
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de telle sorte que x ; ,  x.',, x'~ soient les coordonn6es du point A par rapport 
des axes mobiles passant par le point C; et x~, x~, x'6 celles du point 

B par rapport s des axes mobiles passant par le point D. 
Nous poserons d'ailleurs 

, , m ~ m .  , m 4(m~ + m : )  

m l  m~ 2f. m7 , m 1 -4- m 4 -1- ~ ' 
�9 m" ---- m l  -1- m ~  -[-  m 7. 

Les propri6tds du changement de variables (/~) ainsi d6fini ont 6t6 6tudi6es 
par M. RADAC (Anna l e s  de l 'Eco l e  N o r m a l e ,  I ~re sdrie, tome 5). 

Les deux ehangements de variables (a) et (fl) ont d'ailleurs en com- 
mun la propridt6 de ne pas altdrer la forme canonique des dquations, 
ni la forme des intdgrales des aires; de plus, ils permettent d'abaisser de 
9 ~ 6 le nombre des degrds de li~ert6. 

En effet, dans l'un et l 'autre cas, la fonction F ne d6pend que des 
y' et des six premi6res variables x~; mais elle est ind6pendante de x;,x~ 
et xg. D'autre part, on ne restreint pas la g6n6ralit6 en supposant le 
centre de gravit6 fixe, ce qui entraine les 6galitds 

y; = y l  = y ;  = o .  

Si l'on annule doric y~,  yg ,  Y'9, F ne ddpend plus que des douze variables 
x~ et y~ (i = i ,  : ,  . . . ,  6) et les 6quations (l') peuvent s'6crire 

( i " )   lx; d F  dy, _ d F  
d--i- = dy--~ ' dt dx~ (i= 1,~,...6) 

avec six degr6s de libert6 seulement. 

Mdthode  usuel le .  

Malgr~ les avantages que prdsente le ehangement (fl) et bien qu'il 
soit connu depuis longtemps, on sait qu'il n'est pas le plus usit~ dans 
la pratique. On lui prdfbre d'ordinaire un changement de variables que 
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j 'appellerai le changement (~-) et dont les propri6tds sont loin d'dtre aussi 
616gantes. On pose 

m; = m~ + m, + m~; 
,dx; 

Y.; = Y~ + Y, + Y7 = m7 d--t- ; 

m T X  7 ------ m l X  1 -4- m 4 X  4 + m T X T ;  

:~1 ~ Xt  ~ X ? ~  X 2 ~ X 2 ~ x  s~ X a ~ X 3 ~ x  9 

i , , 
X4 ~ ~ 4  ~ XT, Sg~ ---~ X ~ - - X  s~ X 6 ~ X 6 -  X 9 

m i ~ r o t ,  ( i ,=1,2, . , . ,6)  

, dx; 
y: = m, ~/ - .  (iffil,2,...,9) 

On voit que x; ,  Xs, x~ son, les coordonn6es du centre de gravit6 G; que 
, t , .  t i i 

x,  , x~ , xa, x~ , x~ , x6 sont, comme dans le  changement (a ) ,  les coordonn6es 
relatives des points A et B par rapport ~ des axes mobiles passant par 
le point C. Mais les variables 

! 
yi 
m ~  

(tffil#,...,6) 

au lieu de repr6senter, comme dans le changement (a) les composantes 
des vitesses absolues des points A et B, repr6sentent les composantes des 
vitesses relatives de ces deux points par rapport aux axes mobiles. 

I1 est ais6 de voir que le changement (T) ne satisfait pas aux iden- 
tit6s (2), (2'), (3) et (3'); il ne conservera (lone ni la forme canonique des 
6qua,ions, ni la forme des int6grales des aires. 

Supposons cependant que le centre de gravit6 soit fixe; de telle sorte 
que y~ = y~--~ y~ ~ o; on sait que les dquations poLlrront se mettre sous 
la forme suivante, que l'on pourrait appeler semi-canonique: 

(4) 

dx~ aF, d r ' , _  dF1 
p i 

dt - -  dyi ' dt dx~ ' 

dx~ _ dP~ 
dt d y e '  

A o l a m a t h e m a t i e a .  21. Imprim6 le 20 juillet 1897. 

dy', _ dF~ 
i 

dt dx~ ' 

(/=1,2,3) 

(i=4,5,6) 

12 
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AC 

F,  = V Y"--' - u m: 
2m~ AC 

m ~  m , m  4 / ~ , 

Be + ~ ( x : ,  + x~z'~ + z':'~), 

m~ ml m4 
BC + ~ (x',x', + x;x: + x;x'~). 

On volt en quoi les douze 6quations (4) diff@ent des 6quations canoniques. 
La fonction qui joue le r61e de la fonction F n'est pas la m~me 

dans ces douze 6quations; elle est @ale ~ F~ dans six d'entre elles et b~ 
F~ dans les six autres. C'est ce que l'on exprime quelquefois en disant 
que la fonction perturbatrice n'est pas la m~me pour les deux planbtes. 

l~l imlnat ion des ~wuds .  

Ce qu'on doit appeler l'orbite osculalrice du point A ou du point B 
n'est pas la m6me chose suivant quc l'on adopte le changement (a) ou 
l 'un des changements (fl) o,1 (r). 

Dans l'hypothSse (a), le plan de l'orbite de A passe par la droite AC 
et par ]a vitesse absolue du point A et le plan de l'orbite de B passe 
par la droite BC et par la vitesse absolue du point B (je suppose tou- 
jours le centre de gravit6 fixe). 

Dans l'hypoth6se (fl) le plan de l'orbite de A passe par la droite 
AC et par la vitesse relative du point A par rapport '5 C; le plan de 
l'orbite de B passe par la droite BD et par la vitesse relative du point 
B par rapport k D. 

Dans l'hypoth~se (T) le plan de l'orbite de A passe par la droite 
AC et par la vitesse relative du point A par rapport h C; le plan de 
l'orbite de B passe pat' la droite BC et par la vitesse relative du point 
B par rapport k C. 

Nous avons vu que les changements (a) et (/8) conservent la forme 
des int6grales des aires, mais il n'en est pas de m~me du changement (T). 
11 en r6sulte une importante propri6t6 des orbites. 

Dans l'hypoth6se (a) comme dans l'hypoth6se (fl), l'intersection des 
plans des deux orbites est dans le plan inwlriable, mais il n'en est plus 
de m~me dans l'hypoth6se (~-). 
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I1 semble que tous ces avantages auraient dfl faire substituer le 
changement (fl) au changement (T). Si on ne l'a pus raft, c'est sans 
doute parce que le d~veloppement de l~ fonction perturbatrice est un pea 
plus eompliqu~ duns l'hypoth~se (fl). C'est pour cette raison que je crois 
devoir attirer l 'attention sur le changement (a) clui n 'a pus encore ~t~ 
propose, qui n'alt~re ni la forme canonique des dquations, ni la forme des 
intdgrales des aires et qui conduit ~ un ddveloppement de la fonction ~ver- 
turbatrice tout aussi simple que le changement (fl). C'est ce dont nous nous 
rendrons mieux compte en comparant dans les trois cas la forme du 
d~veloppement. 

.~ fouvement  eUip$ique. 

Soft une masse mobile m attir6e par une masse fixe M situde k 
l'origine, son mouvement  sera k6pldrien. 

Soient a ,  e ,  i ,  l ,  g + 0, et O le demi grand axe, l'excentricitS, l'in- 
clinaison, l 'anomalie moyenne, la longitude du p6rih6lie et eelle du nceud. 
Soft 

L -~ ~/a, G = ~/a(t --e~), 0 = Gcosi .  

Nous pouvons exprimer les trois coordonn6es x 1 , x~, x 3 de la masse mobile 
m e n  fonetion des six variables, L ,  G,  0 ,  l ,  g ,  0; 6crivons donc 

x~ = ~ ( L  , G ,  O, l ,  g ,  0). (,-~,'..~) 

Posons d'autre part, en appelant n le moyen mouvement,  

dx~ dqh m ~.~I d~ 
y~ ~ m-d~..~ n m - ~ - ~ -  L ~ dl 

Les fonctions ~, jouissent de deux propri~t~s qui nous seront utiles dans 
l~ suite; elles satisfont d'abord k l'int~grale des forces rives 

D'autre part, l'expression 

2~ ~ mM mM 
2 m  ~ / Z x  ~ - -  2 L  ~" 

.VUdx = m   (Ldt + + 0dS) 
est une diff6rentielle exacte. 
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E m p l o i  des varixtbles k~pl~riennes. 

Consid6rons les variables x~ et y~ (i = i ,  2 , . . . ,  6) d6finies par l'un 
des trois changements ( a ) ,  (~8) ou (T); nous allons faire un nouveau 
changement de variables en remplagant ces douze variables par douze 
variables nouvelles 

L ,  G, O, 1,g,  O, 

L', G', 0', l', g', 0'. 

Ces douze variables nouvelles seront d6finies de 
nous poserons 

(s) 

r x. ~ . (L ,  G, O, 1 , g ,  0) 

d~. 
Y~ = L fl~ dt 

x~ = ~,_~(L', a', e', l', g', 0') 

d ~ k - 3  
Y~ ----- L 's dl' 

la mani~re suivante; 

(k~l#,8) 

(k=4#,6) 

Les douze variables d6finies par ees dquations (5) pourront s'appeler 
variables kdpldriennes, ou bien dl~ments osc~tlateurs des deux corps A et B. 

I1 importe de remarquer que ces 616ments osculateurs ne sont pas 
les m4mes selon qu'on adopte le ehangement ( a ) o u  l'un des changements 
(fl) ou (;-). J'ajouterai m6me que, si l'on adopte l'un de ces changements, 
le ehangement ( a ) p a r  exemple, la d6finition des 61ements osculateurs 
d6pend encore du choix des deux constantes fl et if, choix que nous 
ferons dans la suite de fagon k simplifier les 6quations autant que possible. 

Dans tous les  cas, les expressions 

yldx'~ + y~dx~ + y~dx~ ~ fl (Ldl + Gdg + OdO) 

y'4dx'~ + yldx'~ + y'6dx'~ ~ fl'(L'dl' + G'dg' + O'dO') 

sont des diff6rentielles exactes, de sorte qu'apr~s ce nouveau changement 
de variables, les 6quations du mouvement conserveront la forme canonique 
dans les hypotheses (a) et (/~) et la forme semi-canonique dans l'hypo- 
th~se (;-). 
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Dans les hypotheses (a) et (fl) les ~quations s'dcriront 

(6) 

dl  d F  d L  - -  d F  

-~ = ,SdL ' d--[ = f id l  ' 

dl '  d F  d L '  - -  d F  

-d-[ --=- ~ ' d L "  de - -  fl 'dl' " 

Dans l'hypoth6se (F) elles s'6criront 

(6') 

at dF,  dE --dF, 
~ = f i d E '  -d-[ = fld----~ 

rig' a_,v dE' - -  dF,  
= ~ ' a ~ '  -d-i- = p'dt - - - - ~  

Aux  quatre 6quations (6), comme aux quatre 6quations (6'), il faut 
adjoindre celles qu'on en d6duirait en changeant L ,  l ,  L ' ,  l' en G, g, G', g' 
et celles qu'on en ddduirait en changeant L ,  l ,  L', l' en O, 8 ,  0', 8'. 

D'autre part, on aura 

(7) 
2 ~X'l' "4" X'~ ~ q- X'~'--~ 2L" 

"" -~- 2 E "  " 2 ~ x ' / +  x? + x~ 

F o r m e  d e  l a  f o n e t i o n  p e r t u r b a t r i v e .  

Nous distinguerons dans la fonction F quatre parties et nous poserons 

F=f ,+f~+f~+f , .  

Dans le cas (~-), off au lieu d'une seule fonction F on a ~ consid6rer 
les deux  fonctions F 1 et 22, nous poserons 

F l = f l  q-f~ T f 3  q - f , ,  

F : = f ~ + g + g + f ~ .  

Le premier terme s (ou f~) sera le premier terme k6pl6rien; f2 sera 
le second terme k6pl6rien, f3 sera la pattie prineipale de la fonetion per- 
turbatriee, f4 sera la partie compl~mentaire de la fonetion perturbatrice. 
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I ~ Darts l ' hypoth6se  ( a ) ,  nous aurons  

.b" T -  U, T = S + y• + (y' + Y;)~] 
2.b~ ~.7 J" 

Le signe S repr6sente  une  s o m m a t i o n  s '6 tendant  aux  trois  axes des 
coordonndes,  et  je puis  dcrire 6ga l emen t  

T =  s + ~ +  m~-/; 

en posant ,  pou r  abr6ger ,  

m, 1 _-- m~m 7 , m 4m~ ~, + m--------~' m, = ~, + m~" 

Je  poserai  

fl = S y ' '  m, m~ . era, A C  ' f2 = S yI~ re, m , .  
' 2m~ ~ B C  ' 

t r 
----- m t m~ 

A B  ; f~ ~ 8 y ' y 4 .  

Si nous  p renons  

m l  m7 m 4 S R  7 

' ~ -  ~/m, + m, f l -  ~,+m~ 

les 6quat ions  (7) donne ron t  

m I m ,  - -  m ,  m 7 
f l -  2 L  ~ , f ~ =  2L,~ 

2 ~ Dans  l ' hypo thbse  (fl),  nous  avons 

T = S + 2my 

et nous  poserons  

y~2 mt ~7 Y? m~m7 
fl ---- S 2 m  i A C  ' f2 = S 

zm'~ B D  ' 

f~ ~ ~tt m4 ~4 fYt7 m4 ~t7 
A B  ' 1 ' 4 -  B D  B C  " 
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En prenant 

f l  = 
m I m 7 

~/m~ + m 7 

il viendra 
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f l  : ml  m7 - -  ~jz4 l~T 
2 L  ~ , f~ ~ 2L,2 

3 ~ Dans l 'hypothgse (r) ,  nous poserons 

2 m ,  A C  ' 

f~ = t~ = 8 y? ~ ,  (m. + m,) 
�9 2 m  4 BC,  

m 1 m 4 

f3 "~  f'a --'~ A B  ' 
~ 1  ~rf~ 4 r.v t t 

f~ = - X ~  zx ,  z , .  

En prenant 

il viendra 

f l  = m l ~ ] m l l  - ~- m 7 ,  fl' = m, ~ / ~  + = , ,  

- -  m , ( m ,  + m , )  - -  m,(m, -t- m,) 
/~ ---- fl = 2 L  ~ , f2 = [~ = 2L,2 , 

Premiere approximation.  Nous regarderons la masse m 7 comme 
finie et les masses m I et m 4 comme tr6s petites du premier ordre. Dans 
ces conditions fl et fl' sont du premier ordre, f~ et f2 sont du premier 
ordre; f3 et f~ (comme f~) sont du second ordre. On remarquera d'abord 

f' f' f" f~, sont qu 'aux quantit6s pr6s du second ordre, los valeurs de fl , ] , f l  , 

les m~mes dans les trois hypoth6ses (a) ,  (fl) et (r);  b~ ce degr6 d'ap- 
proximation, los 6quations diff6rentielles auxquelles conduisent les trois 
hypoth6ses ne diff6rent que par los termes qui d6pendent des d6riv6es de f4. 

Soit 
I t I t I l ! t r = Szlz4 = zl=~ + =~xo + z~z6. 

La fonction r sera une fonction des douze variables k6pl6riennes dont le 
d6veloppement est connu et d'ailleurs reIativement ais6 k obtenir. 
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Si ron observe d'autre part que 

t9 dxi  xl  
Yl - -  r,~ d l '  A C  s ----- 

y ,  = dz', x,'. 
L "  dl' ' B C '  - -  

on aura donc: 
Dans l'hypoth6se (a) 

exactement; 
Dans l'hypoth6se (~) 

p ]  d '  r 
f~ ~ -  m,L~L's  d ld l '  

- -  m ,  m ,  d'CJ 

[4 -~- L ' *  dl'" 

2 t 
I d x l  

L 6 d P  ' 

2 t 
I d x ,  

L '~ dl'" ' 

aux quantit6s pros du troisi6me ordre; 
Dans l'hypoth6se (r) 

exaetement; 

- -  ml m 4 dS tp 
f" ~ L'"  dl '~ 

, - -  re,  m ,  d ' r  
f4 ~ L"  d l '  

exactement. 
Tous ces d6veloppements de f4 et de f~ se d~duisent imm~diatement 

les uns des autres. A c e  degr6 d'approximation, les trois m~thodes sont 
~quivalentes au point de vue de la facilit6 du d~veloppement de la fonc- 
tion perturbatrice. 

D'autre part, si l'on ne tient compte que des perturbations du pre- 
mier ordre, on n'est pas g~n6 par le fait que les 6quations (4) ne sont 
pas canoniques. Donc, ( ice  p r e m i e r  degrd  s  les  trois  m~-  

rhodes se va lent .  

Deuxi6me approximation. Mais il n'en est plus de m4me si l'on 
veut tenir compte des perturbations du second ordre; la forme non ca- 
nonique des 6quations (4) devient alors un grave inconv6nient; d'un autre 
c6t6, le d6veloppement de la fonetion perturbatriee auquel il n'y a rien 
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changer dans les hypothSses (a) et (T) devient trSs compliqu6 dans 
l'hypothSse (fl). Le changement de variables (a) que je propose prend 
alors un avantage marqu6. 

I1 a toutefois son inconv6nient propre, plus apparent que r6el, au 
point de vue de l'osculation. Supposons que l'on veuille calculer la posi- 
tion de la plan~te A, par exemple, k l'aide des dl6ments osculateurs, k 
l'6poque t. Si l'on d6finit ces dl6ments osculateurs comme on le fait 
dans les hypoth6ses (fl) et (T), les coordonn6es ainsi ealcul6es sont exactes 

l'6poque t, et pour l'6poque t + e, l'erreur est de rordre de 2 r Si 
on les d6finit comme darts rhypoth6se (a), les eoordonn6es sont encore 
exactes pour rdpoque t; mais pour l'6poque t + ~, rerreur est de l'ordre 
de r I1 ne faut pas s'exag6rer cependant l'importance de cet incon- 
v6nient. Si e est comparable k la dur6e de rdvolution, l 'erreur est du 
mdme ordre de grandeur que celle qui est due aux perturbations; elle 
est du mdme ordre dans tous les  cas. Si r est tr~s pet i t  par rapport 

la duroc de r6volution, la correction est extrdmement faible et de plus 
tr~s facile. 
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