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SUR LES POLES DES FONCTIONS UNIFORMES k PLUSIEURS 

VARIABLES INDI~PENDANTES 

PAR 

L ~ O N  AUTONNE 
LYON. 

C H A P I T t t E  I. 

Probl~me [r + I]. 

I ~ Prenons une fonction uniforme X de r + I variables ind6pendantes 

y e t  xi, ( i =  i ,  2 , . . . ,  r), clue l 'on peut  toujours assimiler aux eoor- 
donn6es d 'un point r dans un espace ~ r + I dimensions E~+I. U n  
point oJ, [y-----b;x~ = a~], off X n'est pas r6guli6re, sera un ~point sin- 

gulier  non essentieb> (WEIERSTRASS, Abhandlungen aus der Functionenlehre; 
5 ~me section; page 13o ) ou >~p61e~, si, dans le domaine de to,  X est 

identiclue au cluotient P I : P 0  de deux fonctions r6guli6res en to. 

2 ~ Supposons clue lea deux s6ries P1 et 1~ d~barrass~es de leur 
/9. g. c. d., soient nulles en w. Lea allures de X sont tr6s'ind6termin6es 

en to et aux abords (WWlERSTRASS, 1. C. pages 130 et suivantes), comme 
on salt. 

I1 m'a paru int6ressant de discuter cette ind6termination de X au 

p61e par une voie un peu diff6rente. Cette derni6re est, au fond, une 

g6n6ralisation des proc6d6s employ6s, dans le cas d 'une seule variable,  

pour  lever 1 indetermination d e s  symboles dits illusoires o 
o 

3 ~ La valeur X~ de X au p61e n'est plus calculable par la division 
P I : P 0 ,  le dividende et le diviseur dtant nuls tous deux. X~ sera, par 
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ddfinition, la vateur limite vers laquelle tend X, quand ~' tend vers w, 
c'est ~ dire quand les modules [y - -  h i ,  [ x , -  a~[ d6croissent ind6finiment. 
Seulement alors Xo ne sera plus unique et d6pendra 

soit de la loi conform6ment k laquelle d6croissent simultan6ment les 

modules Iv - -h i  et 
soit, pour employer un langage g6om6trique, de l'itindraire ~ ,  que 

suit ~" pour tendre vers w. 
Dans le cas d'une seule fonetion X ,  X.  peut (WEIERSTRASS 1. e.) 

prendre en o) une valeur queleonque arbi t rairement  donn6e k l'avance. 
Au eontraire prenons N fonetions, ( N >  r + I ;  Pj-----o en w): 

% = j = I , 2 , . . . , N  

munies d'un m6me d6nominateur /~0 et analogues k X = P I : P o  = X 1. 

Les N valeurs limites des Xj en w, fournies par un m~me itindraire 

~ ,  ne sont pus simultandment arbitraires. Si l'on s'en donne quelques-unes, 
les autres s'en d6duisent. 

C'est l%tude de ces d6pendances mutuelles qui constitue le fond des 
pr6sentes reeherches. 

4 ~ Supposons, pour simplifier, le p61e eo situ6 k l 'origine des coor- 
donn6es duns l'espace Er+~, c'est k dire b = a~ ~ o; prenons N +  I 
fonctions F j ( y , x ~ , . . . , x , ) ,  ] = o ,  i , 2 , . . . , N ,  r6guli6res et nulles en 
eo, avec N > r  + I. Nous traiterons le probl6me suivant: 

))construire t o u s l e s  syst5mes de valeurs limites vers lesquelles tendent 
simultan6ment les rapports des F~, quand les modules des r +  I vari- 
ables tendent k la fois vers z6ro)). 

Nous lui donnerons le nom de ))probl~me [r T x])), notation qui met 
en 6vidence le hombre r + I des variables ind6pendantes. Le hombre 
N ne joue aucun r61e essentiel, pourvu qu'il  ne soit pus inf~rieur k r-}- I. 

5 ~ On peut formuler le probl~me [r + I] dans un langage g6om6- 
trique plus commode. 

Les r +  i variables ind6pendantes y e t  x~, i =  I ,  2 , . . . , r ,  6taut, 
comme pr6c6demment, les eoordonn6es d'un point ~" dans un espace Er+l 

r + I dimensions, prenons, duns un espace E~,  les N + I eoordonn6es 
homog6nes 4:i, J = o ,  x , 2 ,  . . . ,  N,  d'un point 4:. 
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En vertu des 6galit6s p~. ~ F j ,  p = factcur de proportionnalit6, 
est l'image de ~. Quand ~" parcourt duns E~+I le domaine commun de 
convergence ~ des s6rics F j ,  ~ parcourt  dans EN une vari6t6 b~ r Jr- I 

dimensions ~+~. Lorsque  ~" tend vers to suivant un certain itin6raire 
, ~ tend vers une certaine position limi~e ~, dont les coordonn6es ~. sont 

proportionnelles aux limites des ~ .  

Le problgme [r ~ i] s'gnonce ggomgtriquement ainsi: ))construire la 
figure ~+~, constituge par l 'ensemble des points ~)). 

6 ~ Le problSme [I]  ou r ~ o se r4sout immgdiatement;  ~2~ se re- 
duit ~ un point unique. 

J 'ai  consacr6 ~ la r4solution du probl~me [2] 
une Note (I i novembre I895) insgr~e aux Comptes Rendus de l'Aca- 

dgmie des sciences de Paris, 
un M~moire ins4rd aux iRendicon du Cercle Mathgmatique de Pa- 

lerme annie  I896. 
Le cas r = % problgme [3], a fait l 'objet de deux Notes (Comptes 

Rendus, 9 et 30 d~cembre I895). 
Pour le problgme [2], ~2: est un systgme de courbes unicursales de 

l'espace E~, que j'ai appel~es ))fondamentales)). 
Dans le problgme [3], ~s est, duns / i~,  
ou bien: un systgme de surfaces en nombre fini, accompagn4 d 'un 

syst~me de courbes unicursales en nombre fini (le pble to est 
alors un z6nith); 

ou bien: un syst~me exclusivement compos~ de courbes unicursales 
en nombre iini (le p61e to est alors un nadir). 

Les roots ))courbe)) et ))surface)) de l'espace E~ d~signent des vari~tgs 
une et deux dimensions respectivement. 

Les thgo~ies qu'on trouvera ci-aprgs sont entierement diffgrentes de 
celles qui viennent d'dtre rappelges. I1 convient d'expliquer pourquoi.  

7 ~ Pour r~soudre le cas [3] j 'ai  employ~ un proc~d~ de r~duction 
successive pour la singularit~ du pble sur la surface ~ - ~  o. Ce' mode 
de raisonnement devient inextricable pour plus de trois variables ind~- 
pendantes. 

8 ~ Le proc~d~ qui m'a servi ~ r~soudre le cas [2] ne peut non plus 
se g~n~raliser. 
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II est licite dans tous les cas, comme on le verra dans le chapitre 
suivant, sans restreindre la g6n6ralit~, de faire 

Kjy- X y %  ( ... ffi _ t X l ~  X2 ~ ~ X r )  

off les K sont des eonstantes non nulles et les A des fonctions r6guli~res 
et nulles au p61e co. 

Soient 7]~t, l =- i , 2 , . , . ,  m, les m racines de l '6quation alg~bro~de 
en y , F j = o .  Alors 

Pour  r = i, probl~me [2], on connait parfai tement la nature analyt ique 

des 7]. M. PoI~c.~n~ dans sa Th~se Inaugurale a d~montr6 que 

= o a t ) ,  

0j~=  holomorphe; 

tnJ* ~_ X 1 ; ] 

nj~ ~ entier positif ~ m I" 

Au premier  chapitre de mon M6moire des Rendiconti, j 'a i  effectivement 
construit les d~veloppements 0. 

D~s 10rs la d6composition de F~ en facteurs bin6mes y--r]j.z peut se 
r6aliser e t a  servi de base ~ mon analyse des Rendieonti. 

A u  contraire, quand r > I, on connait beaucoup moins la nature 
des fonctions 7/; la d6composition en facteurs ne sert plus s rien. 

9 ~ A la v6rit6 M. KOBn (Journal de Math6matiques Pures et Appli- 

qu~es 1892) dans son M6moire: Sur la thdorie des fonctions algdbriques de 
deux variables, a, quand F~. est un polynbme par rapport  ~ routes les 
variables, repr6sent6 les y et x~, li6es par  l '6quation Fj = o, par un  

hombre fini de s6ries k r variables auxiliaires u. Seulement le choix 
des u comporte une dose consid6rable d'ind6termination qui masque la 

nature  des 7- Cette ind6termination n'est pas fortuite et ne peut  dtre 
levee. Elle a sa source dans le fait bien connu suivant: quand on re- 

pr~sente une relation alg6brique entre deux variables par un nombre fini 

de s6ries, le choix de ces derni~res peut  he faire d'une infinitd de fagons 
diffdrentes (position arbitraire des points r6guliers sur la courbe alg6. 
brique). 



Sur les pSles des fonctions uniformes ~ plusieurs variables inddpendantes. 253 

I1 n'est pas douteux que les ~ poss6dent des propri6t~s ind~pendantes 
du choix des u; on trouverait IK mati6re ~ l'6tablissement d'une thdorie 
des invariants. Cette derni6re K 6t6 esquiss6e par M. KOBB lui-mdme 
( S u r u n  point de la thdorid des fonctions algdbriques de deux variables, 
Bulletin de la Soci6t6 Math6matique de France, I893, pages 76 ~ 8I), 
mais semble extr~mement difficile. 

Io ~ Quoiqu'il en soit, j 'ai d6 r6soudre le probl6me [r -F I] par une 
toute autre voie que les probl6mes [2] et [3]. 

La m6thode tout-~-fait g6n6rale est celle-ci: ))ramener la r6solution 
du probl6me [r ~ i] ~ celle du probl6me [r])) c'est ~ dire, proc6dant de 
proche en proche ))~ celle du probl6me [I])), directement soluble, ou 
))celle du probl6me [2])) r6solu pr6c6demment. 

Les d6tails d'application pour la m6thode sont expos6s ci-apr~s au 
chapitre II, mais en voici le principe tr6s-simple. 

Comme, dans les relations 

= x l ,  . . . ,  

qui d6finissent le probl6me [ r - k  I], on peu'~ supposer, sans restreindre 
la g6n6ralit6, que les F: sont des polynbmes en y, le proc6d6 purement 
616mentaire et rationnel de l'61imination ordinaire, convenablement dirig6, 
permet de se d6barrasser de l a [ r - } -  I] ~ variable y, et on est ramen6 
au cas de r variables c'est ~ dire au probl6me [r]. 

Un r6sum6 de  la m6thode a paru dans les Comptes Rendus (~8 
janvier ~897). 

I to I1 serait oiseux d'6num6rer toutes les applications possibles des 
pr6sentes recherches; le lecteur les apercevra lui-m~me sans peine. 

J'en signalerai seulement deux. 
On peut faire la discussion complete, quelle que soit la singularit6, 

des points fondamentaux et des courbes fondamentales dans les substitutions 
Cremona, c'est ~ dire birationnelles planes. C'est ce qu'on trouvera au 
troisi6me ehapitre de mon M6moire des Rendiconti. 

I1 est possible d'6tablir une g(!n6ralisation compl6te, pour une sin- 
gularit6 aussi compliqu6e qu'on voudra, des travaux de M. NOTH~R 
(Math. Anna len ,  t. 3, ~ber eindeutoe Transformation des Raumes) relatifs 
aux points ))fondamentaux)), aux courbes et surfaces ))fondamentales)) dans 
les substitutions birationnelles de l'espace ordinaire. 
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C'est ~ l'occasion de ce dernier problbme (voir ma Note des Comp-  
tes  R e n d u s  du i i mai 1896, Sur les substitutions r~guli~res non lin~aires) 
que j 'ai  abord6 les pr6sentes recherches. 

La th6orie de la birationnalit6 dans l'espace ordinaire fera l 'objet 
d 'un travail ult6rieur. 

CHAPITRE II. 

R6duction du probl~me [r + ~] au probl6me [r]. 

I ~ Soient les 6quations 

= x , ,  . . . ,  x ,) ,  / = o ,  

oh les ~ sont des s6ries enti6res, convergentes pour 

]yl____< 3 Ix, I____< ~,, i = x,  2 , . . . , r ,  

les 3 6tant des quantit6s positives donn6es; de plus, par hypoth6se, 

; o , . . . ,  o )  = o .  

Le probl6me [r + i], d6fini aux 4 ~ et 5 ~ du chapitre I, eonsiste ~)~ con- 
naitre t o u s l e s  syst6mes de valeurs, vers lesquelles tendent les rapports 
des Fj ,  quand les modules des r + i variables y et xi tendent vers z6ro)), 
ou, en langage g6om6trique, ))k construire la figure ~2,+1, lieu du point 
~, quand le point ~" de l'espace E,+I tend vers le point co, oh toutes les 
variables sont nulles, par tous les itin6raires possibles ~)).  

Je dirai qu'un itin6raire ~ fournit le point ~, lorsque ~ tend vers ~, 
quand ~ tend vers w en suivant ~ .  

Si, dans E~+~, ~" tend vers eo suivant ~ ,  le point x, de eoordonn6es 
x~, dans un espace E~, tend vers le point xo, oh x~ = o, suivant un 
itin6raire parfaitement d6termin6 m. 

2 ~ 0p6rant  au besoin une collin6ation convenable rant sur les N +  I 
variables ~j. que sur les r + I variables y e t  xl, c'est k dire un change- 
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ment de coordonnfies dans les deux espaees E~ et E~+~, il est licite de 
supposer que 

~ ( y ;  o ,  o , . . . ,  o) = y~{g~ + y(. . .)},  

la constante Kj 4= o. Alors le th~or5me fondamental  de W~IV.RSTRASS 
permet de remplaeer ~ par 

5 . {~  + ~ ( y ,  ~ , . . . ,  x~)}, r o , . . . ,  o) = o, 

f j(y) = Kjy m + aj,m-lYm-~ -~'- . . .  + a2o, 

les a &ant holomorphes en xl et nuls avec xl ~ o; i ~ x , 2 , . . . ,  r. 
I1 est ~vident que les rapports des Fj tendent vers les mdmes limites 

que les rapports des polyn6mes f~(y) en y. 
3 ~ Rappelons maintenant, en les &endant  ~ un espace E N quelconque, 

quelques propri5tSs des courbes planes unicursales (voir Lt~ROTn, Math.  
A n n a l e n ,  t. 9, et CLEBSCIt, Legons sur la g~om~trie, t. 3 de la traduction 
fran~aise A. BENOIST, page 287 et suivantes). 

Soient les N + I 5quations 

(o) 

p$~ = fj(~) = K J  ~ + . . .  + a j  + . . .  + a .  

2 " ~ o ,  I , . . . , N ' ;  l----o, I , . . . , m - -  I; 

les K et les a &ant des eonstantes. 

Formons aussi les expressions 

= f ~  
a ,  f l  = o ,  I , . . . ,  . N  

n=2(m--1)  

~ ( y ) =  E ~o~ny ~. 
n ~ 0  

Quel est le lieu du point $ quand y varie? 
4 ~ II peut se faire d'abord que tous les ~,~(y)_=o. 

f~-o f~:f~---C te 
vy A- 

Alors 
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Le p. g. c. d. des polynbmes g. est du degr6 m. Le point ~ est fixe. 
Ses coordonn6es s'obtiennent par simple division des polyn6mes. 

5 ~ Ecartons ce cas particulier et supposons 901(Y)~ o, c'est k dire 
/ l :  f0 variable. Soit k un troisi6me indice pris dans la suite 2, 3, . . . , -N. 

Traitons ~o, ~:1, �9 �9 �9 ~k comme les eoordonndes homog6nes d 'un point 
Z dans un plan e .  Les trois 6quations 

(o) PSo = fo(Y), PS~ ---- f~(Y), PS~ = f , (Y)  

d6finissent dans o une courbe plane unicursale g. L'6quation 

= o 

de g s'obtient en 61iminant p et y entre les trois 6galit& (o) ei-dessus; alors 

P,  (to, fl , f,) - -  o. 

La relation Pk(~o, 81,8,) -- P,(8)  = o exprime que les deux 6quations en y 

r0 

ont au moins une racine commune. 
Les trois d6riv6es partielles 

Pk 0 Pk 0 Pk 

sont proportionnelles respectivement 

91k 9*0 901" 

Par hypoth&e 90~ ~ o, done aP~ _~ o et I ~ la variable ~:~ figure effective. 

ment dans P~, 2 ~ P~(~) ~ o. 
P~ est une forme ternaire en ~0, ~ ,  ~* que nous &rirons 

Les p sont des polyn6mes par rapport aux eoefficients (3 ~ Kj. et a~. 
6 ~ Revenons maintenant ~ l'espaee E~ et formons les N - - i  6quations 

P ~ = o ;  k = 2 , 3 , . . . , N .  
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Elles sont routes distinctes. Aucune en effet ne peut 4tre une consequence 
alg~brique des autres, car chacune /)k est seule k contenir effectivement 
18 variable F~. 

Les i V ~  I ~quations Pk = o d~finissent done dans l'espace Es  une 
vari~t~ k une dimension ou courbe I ' .  

Sous le b~n~fice des relations Pe--~ o, les N 5quations en y 

ou le systSme 6quivalent 

[ $~fo(y)- $of~(y) = o I 
(o) ~,fl = o, I , . . . ,  iv ' 

poss~dent s racines communes, s >  I. Les premiers membres de (o) 
possSdent un p. g. c. d. de degr~ s 

z(y ; ~)-- Y ( $ ) -  Y(y)--- <y'  + Y~-,y'-~ + . . .  + Yo, 

Otl~  p o u r  7" ~ O ~ I ~ . . . ~ 8 ,  

Y~ est un polyn6me homogSne par rapport aux ~. et les coefficients q(:) 
sont des polynbmes par rapport  aux I~. et aux aj, 

Si on traite y comme u'n param~tre, l'~quation Y ( $ ) =  o repr~sente 
une ))hypersurface)) H.  

7 ~ Le point $, donn5 par les ~quations (o) du 3 ~ , peut aussi ~tre 
envisag~ comme obtenu, dans l'espace E~, par l'intersection de la courbe 
/~ avec l 'hypersurface H. La courbe et l 'hypersurface n'ont qu'une seule 

intersection mobile avec y; les coordonn4es de cette intersection sont donc 
rationnelles en y. Elles sont proportionnelles aux fj.. 

8 ~  n'est k changer aux calculs pr~c5dents (3 ~ ~ 7 ~ lorsque les 
ajz ne sont plus des eonstantes (comme au 3 ~ ) mais des fonctions holo- 
morphes en xl (comme au 2~ 

Prenons le point x, de coordonn5es x~, ind~termin~ dans l'espace Er 
et dans le domaine de convergence des sSries. Nous aurons encore ]es 

Acta mathematica. 21. Impr im~ le 7 septembre 1897. ~ 
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N - -  i 6quations P~(~ : ;x )=o  de la eourbe / '  et l '6quation Y(y;~;x)=o 
de l 'hypersurface H.  Los coefficients 

q~.z. de ~.3(y) (3 ~ ) 

p(*) de xP, (5 ~ ) 

q(:~ de Y~ (6 ~ ) 

sont holomorphes en xi. Pour  x~-----o les ajz s'6vanouissent par hypoth6se. 

On voit sans peine qu'il  en est de mdme des ~ z , .  Alors r =-'- o, 
Pk ~ Pk ~ Pk 

_ _  _ _  , k )  ~o ~ ,  ~ ,  _=o, P k ~ o ,  p~r Les 6quations (o) du 6 ~ ont 

m > s racines nulles c'est ~ dire communes et (:) qro...r-~ ~ O .  

Quand x voyage dans le domaine de convergence commun (~ des 
series a ,  ~ ,p(k) ,  q(~), la courbe T' et l 'hypersurface H varient. Pour  x 

infiniment voisin de x 0 (I0), c'est ~ dire pour ]x~] infiniment petit, 

I o# 1 I ' (:) , , Iq o...-I 

sont aussi infiniment petits. 

9 ~ A u  lieu d'appliquer le calcul du 5 ~ aux trois indices o ,  I ,  k 
nous aurions pu l 'appliquer ~t trois indices diffdrents quelconques j , j ' , j "  
pris dans la suite o ,  i , . . . ,  N.  Au lieu de P~ nous aurions obtenu 

Les trois d6riv6es partielles 

sont alors proportionnelles respectivement 

Io  ~ Par  hypoth6se, nous savons r6soudre le probl6me [r]. Appli- 
quons le proc6d6 aux fonctions D et �9 des r variables x~. Dans l'espaee 

Er , x  suivant vers x 0 un certain itin6raire r0 nous construirons toutes les 
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limites des rapports des D et des ~. Nous pourrons notamment mettre 
dans ~B(Y) un coefficient r en facteur, tel que 

= o ,  , , . . . ,  

reste finie ~ et 6crire 

Cela exige bien entendu que f ~ z ( y ) ~  o et qu'un au moins des 4 ~ , ~  o, 
quand x parcourt l 'itin6raire Iv. 

Enfin nous choisirons une combinaison o I d'indices aft tclle que 

�9 r  
(0) h m  

reste finie ~ pour routes les combinaisons d'indices aft. Cela n'est pas en 
contradiction avec le choix fair au 5 ~ des indices o et I, car actuellement 
~0~(Y)-:~ o, sans quoi l 'expression (o) est infinie ou ind6termin6e. 

Alors 

ne peut 4tre infinie quel que soit y)). 
I I ~ Les choses 6tant ainsi pr6parges, abordons la r6solution du pro- 

bl6me [r-{- I] et raisons tendre x vers x 0 suivant l'itin6raire m. 
I1 peut se faire que, tout le long de m, 4~zn~-o pour tous indices 

a ,  fl ,  n. On s'en assurera en appliquant le proc6d6 de rdsolution du 
probl6me [r] (pour abr6ger ))proc6d6 {r}))) aux fonctions 4~n des r va- 
riables x~. 

On est alors dans le cas du 4~ les rapports des ~(y) sont md6pen- 
dants de y; les Sj sont proportionnels ~ des fonctions holomorphes des 
x~ et le procgd6 {r} permettra de construire les ~. et le point 2. 

I2 ~ Ce cas particulier 6cart6, choisissons, grace k une application 
convenable du proc6de {r}, les deux indices o e t  i comme il est dit 
a l l  I O ~ 

i 5I. B. - -  Je  comprends zdro parmi les quantit~s finies. 
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Vers quelle limite tend la courbe Y' definie par les N ~  I 6qua- 
tions du 6 ~ 

x)  = o ? 

I1 suffit de voir vers quelle limite tendent les premiers membres des Pk = o. 
Le procddd {r} fournit  les limites de tous les  rapports des coefficients 

,~ (k) 
lu,~0 & ~ ,  

fonetions holomorphes des x~. 
Sk tel que 

reste finie et posons 

Mettons dans P~ en facteur un coefficient 

(t-) 

l im Pr162 ~ 

La eourbe F ,  l imite de F, sera d6finie par les N - - I  6quations 

= o ,  

fi, 6tant la l imite de fi;. 
Reste ~ montrer  que les 6quations Pk = o sont toutes distinetes 

comme les P,  = o. 

I5 ~ II suffit d'6tablir (6 ~ que la coordonnde $, figure effectivement 
dans ~, ,  ou que 

~.,.. ~ o .  

a P k  Si, en effet, ~ z - - o ,  alors quel que soit y, 

~Pk ~Pk 

lim ~ ~  ~ co, lira ~1 _= co 
~t't .  ~ P ,  - -  

c'est k dire (5 ~ 

lira f~* ~ o0, lira f~-A~ = o,9 ; 

cela est contraire ~ l 'hypoth6se faite (I2 ~ et Io  ~ sur le choix des deux 

indices o et i. 
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D'ailleurs on ne peut avoir ~ ( $ ) = o ,  quels que soient $0, $1, $~ 
car la d6riv6e partielle par rapport  ~ $~ n'est pas ~ o, comme propor- 
tionnelle ~ (voir ~oO) 

lira zOi(Y) = lira r176 (F, 0t ) 

Bref toutes les N - -  I ~quations Pk = o sont distinctes et d6finis- 
sent une courbe T, limite de F .  On volt que ))la construction de T exige 
seulemcnt l 'application du procSd6 {r J)). 

I4 ~ Th6or~me: ))Le point ~ est s u r  la courbe T.)) 
Cela r~sulte imm6diatement du 7 ~ car $ est, pour ehaque position 

de x, s l'intcrsection de F avec H .  Quand x tend vers x o et $ vers ~, 
f f  tend vers T, donc ~ est sur I -w, c. q. f. d. 

15 ~ Tout point de T fait-il partie de !2~+i? 
I i  faut r@ondre par l'affirmative. 
Soit en effet # un point quelconque de T d~fini comme intersection 

de T avec l 'hyperpian /zo~ ~ - - / ~ 0  = o, le quotient fL1 :#0 ~tan~ arbitraire. 
Je vais eonstruire un itin~raire ~ fournissant (i ~ le point #.  

I6 ~ Les ~quations P k ( ~ ) =  o expriment (6 ~ que le syst~me 

~Ho(y)  - eof~(y) = o I 

d'6quations en y poss6de s racines communes, s > I. 
Soit 2, de coordonndes 2 s avec ~1"20 = / l  1 :fl0, un point d'intersection 

de Z' avec l 'hyperplan pr6c6dent ~05~--2150 = o. Les 6quations en y 

~ f ~ ( y ) -  ~ f~(~)  = o 

auront, pour x quelconque, s racines communes. Soit 72 l 'une d'elles. 
D'ailleurs (3 ~ 

~ f o ( y )  - -  ~ j ~ ( y )  = y ~ { ~ K o  - -  ~og~} + y ~ - l ( . . . )  + . . .  ; 

routes les m racines s'6vanouissent quand [x~[ = o, x venant en x0, le 
point ~ 6tant distinct du point K de coordonn6es Kj. Donc ))72 a z6ro 
pour limite)). 

Faisons d6crire au point ~" un itin6raire !lB ainsi d6fini 
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I ~ x d6crit l'itin6raire us, dont il a 5t6 question au cours du pr6sent 
chapitre, 

2 ~ y = 7  i.  

I1 est dvident que, suivant ~ ,  r aboutit en co. 
Le point $ coincide avec ), et ne pout quitter ni la courbe F ni 

l 'hyperplan;  K la limite ~ vient en ~ sur T sans avoir quitt6 l 'hyper- 
plan, donc ~ coincide avec p, c. q. f. d. 

I7 ~ La d6monstration ne subsiste plus pour le point K, de coor- 
donn6es Ks., lui-m6me. K fait d'ailleurs aussi partie de ~2,.+1 car il est 
tr4s facile de construire un itindraire ~ qui fournisse K. 

Posons s eet effct xi = yP', Pi = entier positif. Le coefficient aiz de 
fs devient 

~s~ = v ~  Aj,(o) . o. 

On peut toujours prendre les p assez grands pour que les a soient aussi 
grands que l'on voudra et en particulier pour que 

m < l -4- asz. 

Alors dans fj c'est le terme Ks.y" qui est d 'ordre min imum en y et l'iti- 
n6raire ~ d6fini par 

X i ~ y ~ '  

fournit  le point / ; .  
I8 ~ Toute la discussion du pr6sent chapitre se r6sume ainsi qu'il suit. 

Partant des 6quations (3 ~ 

/=0 

p.:s = ~;.y + , : ~ _ l C a A x l ,  . . .  , x~) = r;(y), 

formons les expressions 

et 

5 ~ 

n=2(m--1) 

E n ~ )  ~ ~  
n=O 

p,  = XCoo.g,~, .( , ,  r~ z,  z,). ~ t  / ' ~ o $ ~ , k  "~" ~ ~ ' " " J 
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Soit ~2~ la figure lieu du point ~, le point h ayant  des coordonn6es 
proportionnelles aux 

~(~) ~ et aux r ~ , ~ .  

La construction de ~2~ exige uniquement la r6solution du prob16me [r]. 
Un point h de ~2~ fournit pour la figure ~2~+~, lieu du point ~, 
soit un point unique U (6ventualit6 du 11 ~ que fait imm6diatement 

connaitre le proc6d6 {rl, 
soit une courbe route enti6re F ,  c'est ~ dire ax9 points. 
Quand h parcourt  ~2~, U ou T engendrent ~2~+1. 
Appelons S~ le nombre des dimensions que poss6de ~2 i. 
S~+~ := S,. -b i, s'il existe au moins une courbe telle que T ,  
S,.+~--~ S~, s'il existe seulement des points tels que U. 

Bref S,+~ < S~-4- i et, comme S~ = o, St+ 1 ~ r .  ))Le nombre de di- 
mensions de la figure g2 est au plus 6gal ~ celui des variables ind6- 
pendantes, diminu6 d'une unit6.)) 

I9 ~ A peine est-ii besoin de faire remarquer qu'il  peut exister des 
itin6raires ![9 qui ne fournissent aucun point ~. ]Is sont constitu6s par 
des z6ros communs aux N-4- I fonctions Fj. du I ~ 

Par  exemple, pour r---- 2, cas [3], supposons que les surfaces or- 
dinaires F j ( y ,  x~, x2) --~ o, Fy ~-- polyn6me, aient une courbe g, issue 
de l'origine, commune. Un itin6raire ~ ,  qui coincide avec g, ne fournit 
aucun point limite ~. 

20 ~ J'esp6re traiter dans un travail  ult6rieur le ))probl6me des iti- 
n6raires ~))  c'est K dire Ies questions suivantes: 

I. un point ~ 6rant donn6 sur ~2~ construire tous les itin6raires 
qui fournissent ~; 

II. 6tudier comment varient ces itin6raires, lorsque ~ se d6place 
sur ~,.. 

Lyon le ier mai I897. 


