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DER FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA UND DIE AUFLOSUNG 

DER GLEICHUNGEN DURCH 0UADRATWURZELN 

VON 

K. T t I .  V A H L E N  
in  :K0 1 ~IGSBER G. 

I. Es sei f ( x ) =  o eine Gleichung n-ten Grades, deren n Wurzeln 
X l , . .  , x~ yon einander verschieden seien. 

 o hon jo  rO,,en: 

x l + x ~ , z ~ + x ~ ,  z ~ + z , , z ~ + x ~ , . .  

Xl X2 ~ X3 X4 ~ ~d X6 ~ ~7 ~8 ' " " ; 

[ ' - ~ , l  

den n Gr0ssen Xl,.., X n bleiben dabei n - - 2 | ~ |  G r o s s e n -  n~mlich v o n  

eine, x~, oder keine - -  i]brig. 

Aus jeder der beiden Reihen bilde man ebenso zwei neue, so dass 

vier Reihen yon je [4]  GrOssen erhMt: man 

( ~  + z~)(z~ + x~) , (~o + zo)(z~ + x~), . .  

X i x  2 . - { - x  3 X 4 ~ X~ X 6 -3 t - x  7 X s , �9 �9 

X 1 X 2 X~ X 4 , X,~ X 6 X 7 X s , . �9 ; 
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dabei bleiben von jeder  der obigen zwei Reihen 

Grsssen iibrig. 
Verfahrt  man mit den vier Reihen ebenso, so erhMt man acht neue 

Reihen und in jeder der vier Reihen bleiben 

Grsssen librig. 
So fortfahrend, bis man keine neuen Reihen mehr  bilden kann, erhalt  

man im Ganzen: 

iibrig bleibende Grsssen, die in irgend einer Reihenfolge mit  x ~  x (') 

bezeichnet werden mOgen. 

2. Wenn zwei zusammengehsrige Werte  fi~r x 1 ~ x 2 und x l x  ~ 

bekannt sind, so ist dadurch das Wurzelpaar  x l ,  x 2 bis auf  die Reihen- 
folge eindeutig bestimmt. Denn, ist x~,, x~ ein anderes Wurzelpaar,  also 
wenigstens einer der Indices i~, i 2 yon I und 2 verschieden, so wfirde aus: 

x 1 "-{- x 2 -~  xi, -{- xi. 

X 1 X 2 ~ Xi~ X~ 

die Ubereinst immung beider Wurzelpaare, also die Existenz wenigstens einer 
Doppelwurzel folgen; aber dies war ausgeschlossen. Die Gr6sse u~ (x 1 -[- x2) 

u~ x 1 x 2 , mit  Unbest immten u~, u 2 , n immt also bei allen Permutat ionen 

der n Wurzeln n ( n - - I ) v e r s c h i e d e n e  ~r an, welche einer Gleichung 
1 . 2  

mit nicht identisch verschwindender Discriminante D (ul,  u2) gen~gen. Giebt 
man, was also m0glich ist, den Unbestimmten u l ,  u 2 solche rationalen 
Werte, dass D (u~, u2) ~ o ist, so sind naeh einem bekannten Satze x~ -[- x~ 

und x I x 2 rationale Funktionen yon u~ (x~ -t- x2) -{- u2 x~ x~. 
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Sind namlich, allgemeiner, g~ und g~ rationale :Functionen der Wurzeln  

und geni~gt z ~ u~ g~ -1- u 2 g2 mit  Unbest immten u~ , u 2 der irreductibeln 
Gleichung F(z ;  ul ,  u~) ~ o ,  aber z ~ v~g~ + v.2g 2 mit Bestimmten v~, v~ 

her irreductibeln Gleichung F~(z) = o ,  so ergibt sich z = v~ g~ -4- v~ g2 

als e inz ige  gemeinsame Wurzel  der beiden Gleichungen" /~ ( z ) ~  o und 

F ( z - - u l g  1 ~ u s g2 ; vl  - -  ul  , v~ ~ u.~) -= o ,  also als rationale Funkt ion 
von u~ g l - 4 - u s g  ~ . Denn eine andere Wurzel der zweiten Glcichung: 

z = u x g  ~ "4- u~gs + ( v ~ u ~ ) g ' ~  "4- ( v ~ - - u ~ ) g ' ~  konnte der ersten: F~ (z) : o bei 

beliebigen u~, u~ nur  geniigen, wenn ~tig I -~- usg:~ ~ ~tlg ~ -1- ~tSg ~ ist, so 
dass F(z;  u l ,  u~) nieht irreduetibel wiire. 

3. Wenn vier zuzammengehorige Werte fiir 

bekannt sind, so ergeben sich x~ + x 2 und x~x~ als Wurzeln quadratischer 

Gleiehungen, also zweideutig. Wie diese Werte zusammengehoren ergiebt 

sich aus 2. Alsdann ergeben sich die Werte yon xl und x~, ebenso yon 

x 8 und x~ als Wurzeln quadratischer Gleichungen. Ist xi,, x~, x~, x~:~ ein 
anderes Wurzelquadrupel ,  also wenigstens einer der Indices i~ , i 2 , i 3 , i4 

verschieden yon I, 2, 3, 4, so wi~rde aus den Gleichungen: 

z~ + x s + z~ + z~ = x~, + zi~ + x~ + z~, 

(X 1 + XS)(X 3 + X4) = (Xi, + ~(X/3 "Jr Xi, ) 

X 1 X~ -1- X 3 X a --~ Xi~Xi2 "iv Xr 

X 1 Z 2 Z 3 X 4 ~ ~ i l Z i z Z . i Z i 4  

die lffbereinstimmung beider W u r z e l q u a d r u p e t -  yon der Reihenfolge ab- 

gesehen - - ,  also die Existenz mindestens einer Doppelwurzel folgen; aber 

dies w a r  ausgeschlossen. Die Gr~sse 

Ul(Z I "~ X~ + Z 3 -]-- Z4) + U2(X 1 + Z~)(Z 3 --]~ •4) 

+ u~(x, zs + z3z~) + u, xlz~x3z , , 

mit Unbestimmten u l ,  u s , u a , u 4 , geni:tgt daher einer Gleichung vom Grade 

n ( n  - 0(n -- 2)(n -- 3) mit  nicht identisch verschwindender Discriminante 
8 

Acta math~nativa. 21. Imprim6 le 13 septembre 1897. 37 



290 K. Th. Vahlcn. 

D ( u  I , uz , u~ , u4). G i e b t  man,  

u~ , u~, u a . u~ solche ratlonalen 
so sind 

was also mSglich ist, den Unbestimmten 

Werte,  dass D(u~ , u~ , u~ , u~):4: o ist, 

x, + x~ + x.~ + x , ,  (x, + x,)(x.~ + x,), x, ~ + x, x , ,  x, x, x., x, 

rationale Funktionen von 

~, (~, + ~, + ~ + ~,) + ~ (~, + ~)(~ + ~,) 

4. So fortfahrend erkennt man, dass sich die n Wurzeln x l ,  . . ,  
x~ in bestimmter - -  d. h. bis auf  die Reihenfolge bestimmter - -  Weise 

dutch blosses Quadratwurzelausziehen ergeben, wenn die Werte der n 
Gr6ssen x(lJ, . . ,  x (') bekannt sind. 

Bilden wit  die Funktion u ~ - u ( ~ ) x ( l ) - [ - . . - J r  u('~)x (~), zuni~chst mit Un- 

bcstimmten uO), . . , u  ('~ Die Funktion u bleibt ungeandert  bei den [ n ]  

Vertauschungen yon x~ mit  x~, yon x a mit  x~, yon x~ mit  xG, yon x 7 

mit  x,, u. 2. w., ferner bei den [4 ]  Vertauschungen yon x ~ , x ,  ,nit 

�9 c o n  X I ~ X 2 ~ xa , :~4 m i t  xa  , x 6 ~ x 7 ~ x 8~ 11. s. w.~ t l .  2. w .  D i e  F u n k t i o n  

u kann also nur  bei In -----N Permutat ionen der Wurzeln 

verschiedene Werte annehmen;  die entsprechenden Werte sind wirklieh, 
bei Unbest immten u ( ~ ) , . . ,  u ('~ alle yon einancler verschieden. Denn sonst 
ware etwa: 

wo 5(1) , . . ,  ~(,,) die den x (~), . . ,  x (") analogen Funktionen von den in anderer 
Reihcnfolge genommenen Wurzeln ~ , . . ,  ~.,, bedeuten, und sich diese 
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Reihenfolge yon der urspri~nglichen X l , . .  , x~ nicht nur  durch zulassige 
Vertauschungen unterscheidet. Daraus wiirde sich, bis auf zulassige 

Vertauschungen, die Ubere ins t immung yon x ~ , . . ,  x~ mit  ~ ,  . . ,  x~, also 

die Existenz wenigstens ether Doppelwurzel  ergeben. Da dies ausge- 

schlossen war, genfigt u einer Gleichung G ( u ) =  o vom G r a d e  N und 

yon nicht identiseh verschwindender Discriminante D(u(') , . . ,  u(~)). Giebt 
man, was also msglich ist, den Grsssen u ('), . . ,  u (~) solche rationalen Werte, 

dass D(u(') , . . ,  u (')) ~ o ist, so sind x % . . ,  x (") rationale Funktionen yon 

u ,  und die vollstandige AuflSsung der Gleichung f (x)  = o durch Quadrat- 

wurzeln ist zuraekgeft ihrt  auf  die Auffindung ether Wurzel  der Resolvente 

a ( u )  = o.  

5. Hat also G(u)- - - -o  eine rationale Wurzel,  so sind slhnmtliche 

Wurzeln  yon f(x) = o durch Quadratwurzeln  darstellbar. Dasselbe findet 

aber auch umgekehr t  statt. Es set der Weft  ether Wurzel  x I durch a 
und nicht weniger Quadratwurzelausziehungen zu ermitteln;  dann ist die 

allgemeinste Annahme die, dass der gadicand jeder  spi~ter auszuziehenden 

Wurzel,  abet nieht diese Wurzel selbst, yon den bereits ausgezogenen 

Wurzeln  rational abhgngt. Die Gleichung f(x,)----o nimmt in Bezug auf 

die letzte Quadratwurzel ~/~ die Form an: A + B~/~ = o ,  wo A,  B und 

r~, aber nicht ~/~ yon den vorhergehenden Quadratwurzeln ~/rT, ~ / ~ , . . ,  

~/r-~-~_~ rational abhi~ngen; daraus fo lg t  A ---- o ,  B ---- o ,  da r :4:: o ,  also ist 

die Gleichung f(x)-----o auch durch den zu x i in Bezug auf ~/~ conju- 
girten Wert  x 2 zu befriedigen. Die Gleichungen A - - - - o ,  B- - - -o  nehmen 

in Bezug auf die vorletzte Wurzel  ~/r-~-I die Form an:  A~ -{- B, ~/r-~_l ----- o, 

C1 .3[.. D1 ~/r.-1 ~ o ,  woraus ebenso folgt, dass A 1 ----- o ,  B 1 ---- o ,  C~ = o ,  
D 1 -----o sein muss, dass also auch die zu x I und x= in Bezug auf  ~/r-~-I 

conjugirten Werte  x 3 und x 4 die Gleichung f (x)  = o befriedigen, u. s. w. 
Die st~mmtlichen Wurzeln yon f ( x ) =  o ordnen sich also in Gruppen yon 

2 ~ conjugirten, 2 ~' conjugirten, u. s. w. Jetzt  sind offenbar x 1 -I- x2, x~x~, 
x3 Jr-x4, max4, .. rational in ~/~, . . ,  ~/r--~-~-l; also x 1 -{-x 2 T x 3  + x4, 
(xl + x2)(x3 "l- x4), xlx2 + x3x4 , XlX~X3X4 , . .  rational in ~/~, . . ,  ~/r~-2 u. s. w., 
und ebenso fi]r die Gruppen von e ~' conjugirten Wurzeln u. s. w., u. s. w.; 

woraus sehliesslich hervorgeht,  dass die mit  x('), . . ,  x (~) bezeichneten Funk- 
tionen, also au.ch u rational ist; w. z. b . w .  Wir  ksnnen daher den Satz 

aussprechen: 
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Damit eine yon ihren Doppehvurzeln befreite Gleichung f ( x ) =  o durch 

Quadratwurzeln voIlkommen aufl(isbar sei, ist nothwendig and hinreiehend, dass 

ihre Resolvente G ( u ) =  o eine rationale ~Vurzel babe. 

6. Fi i r  eine kubische  Gle ichung  ohne Doppehvurze l  e rg ieb t  sich 

ohne  weiteres,  dass, wenn  sich nu r  ei~e W u r z e l  du rch  Quad ra twurzc ln  

dars te l len  li'rsst, dasselbe ffir eine zweitc der  Fal l  ist, w'~ihrend die dr i t t e  

ra t iona l  wird.  Die Resolvente  G(u) = o ha t  die drei  Wurze ln :  u ---- u~x~ 

+ u~(x~ + x3) + u~x~x 3 u n d  s t i m m t  fi;ir die zulassige W a h l  u~ ~ x , u 2 = o ,  

u 3 = o m i t  der  kubischen  Gle ichung  selbst i'tberein. Also:  

Damit sich eine Wurzel einer kubischen Gleichung durch Qaadratwurzeln 

darstellen h~sst, ist notwendo und hinreichend, dass die kubische Gleichung 

eine rationale Wurzel besitzt. 

7. N u r  ffir n-----4 ist N k le iner  als n ,  naml i ch  gleich drei" man  

erh'alt die Auf i6sung der b iquadra t i schen  Gle iehung  d u t c h  cine kubische  

Resolvcnte .  Sind x I , x~ , x a , x~ die Wurze ln  der  Gle ichung:  

ax 4+ 4bx a+ 6ex '2 + 4dx + e -~ o ,  (a=D 

so hat  die Resolvente :  

4u 3 -  (ae - -  4bd + 3c 2) u + (ace + 2bcd - - a d  2 -  c 3 -  b2e) = o 

die Wurze ln :  

I I 
u = + x , )  + + . 

Aus  den daraus  fo lgenden  Gle i ehungen :  

x,z~ + x3x ~ = 3c + 3u 

X 1 Z 2 X 3 X 4 ---- e 

erg ieb t  sieh: 

(x 1 +  x2)(x 3 + x 4 )  = 3 c - - 3  u 

x l + x  2 + x  3 + x  4 =  ~4b 

X~X2 1 _  3c + 3u 
XaX4 j 2 

+ v/91  + e~ 
x,+ x,I 
x.~ + x4J 

-= - -  2b + q4b'--3(c --  u). 
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Die Vorze iehen  gehoren  so z u s a m m e n ,  dass: 

x 1% (x 3 + x~) + x3x 4 @i -t- x~) = - -  4d ,  d. h. 

r  -t- u ) ~ - - e  ~ / 4 b 2 - - 3 ( c - - u ) =  - -  24 -4- 3b(c -t- u) -4 

ist ;  dann  e rgeben  sich die vier  W u r z e l n  aus der  F o r m e l :  

4 

r r , j :  _+ 

welche  die Cartesisehe ve ra l l geme ine r t  und  aus der  u n m i t t e l b a r  der  Satz 

ersicht l ich ist: Eine biquadratische Gleichung ist dann und nur dann dutch 
Qaadratwurzeln auflssbar, wenn ihre kubische Resolvente eine rationale 
Wurzel hat. 

8. Die l~at ionali tat  der  du rch  u repri~sentirten Af fek t funk t ionen  kann  

bei besonderen  Eigensehaf ten  der  Gle iehung  f ( x ) ~  o m a n c h m a l  d i rekt  
X p -  I 

e r k a n n t  werden.  Es sei z. B. ~o ~ 2~-4 - i eine P r imzah l ,  f (x )  = x -  i ' 

x eine W u r z e l  yon f(x)-----o, g eine p r imi t ive  W u r z e l  f i i r p .  Setzt m a n :  

~gio+ 211+ 2~i2+..+ 2 a - l  la_  1 ~ X2a--lio+ 2a--2il+.. +ia_l  ( i.,..,ia__ l =O,1) 

so sind x 0 , x 1 , . . ,  x=._l alle W u r z e l n  yon f ( x )  = o. Je tz t  sei (X0Zl) eine 

ra t iona ls  symmet r i sche  F u n k t i o n  yon x 0 und  x l ,  (x~x3) dieselbe F u n k t i o n  

yon x~ u n d  x~ ; (ZoXxX~x.~) eine ra t ionale  sym,net r i sehe  F u n c t i o n  yon  (X0Xl) 

und  (x~x3) ; (x4%x6x7) dieselbe F u n k t i o n  yon % ,  x 5 , x~,  x 7,  u. s. w., 
so ist : 

(XoX~Z2x 3 . .  x~_~) 

eine ra t ionale  Func t i on  yon x ,  welche offenbar  bei jeder  Subs t i t u t ion :  
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also auch bei ieder aus diesen componirten Substitution: 

unverandert bleibt, also rational ist. Also: 

Die Kreistl~eilungsgleichung x r~- I ist dureh Quadratwurzeln aufldsbar 
oder das reguldre p-Eck ist mit Zirkel und Lineal construirbar, wenn p 
eine Primzahl yon der Form ~.~q- I i s t .  

9. Im Allgemeinen, wo G(u) keine rationale Wurzel besitzt, ergiebt 
sich far eine Gleichung f(x)-----o mit reellen Zahlenco~fficienten die 
Existenz und Ermittelung si~mmtlicher Wurzeln aus dem Umstande, dass 
die Gleichung G ( u ) =  o reelle Coefficienten und ungrade~s Grad, also 
sicher eine - -  reelle - -  Wurzel besitzt. Dieser Beweis des Fundamental- 
satzes der Algebra sehliesst sich an die mit Euler und de Foncencx be- 
ginnende Gruppe yon Beweisen an und wird, wie fast alle diese, von dem 
Gaussischen Einwand betroffen: es werde dabei die Wurzelexistenz bereits 
vorausgesetzt. Auf die Berechtigung oder Nichtbereehtigung dieses Ein- 
wandes soll an dieser Stelle nicht nli.her eingegangen, sondern nut gezeigt 
werden, dass ohne lJberwindung principieller Schwierigkeiten dem Beweise 
eine von diesem Einwande freie Form gegeben werden kann. 

Io. Zunachst ist Folgendes vorauszuschicken: 
Es sei f (x)  eine ganze Funktion, f ( x )  ihre Ableitung. 

Euklidische Verfahren werde ihr hochster gemeinsamer Teiler: 
Durch das 

gefunden; ebenso sei 

u. s. w. bis zu 

f , =  (f , r)  

(f,, f,) 

f~ = (f~_,, f,_,) ---- const.. 

Dann giebt in der Reihc ganzer Funktionen: 

f f, f~-~ 
f , ' g ' " '  fr ' '  
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eine gauze jede, ~-~ dividirt durch die folgende, t~+~ 

aus der Identiti~t hervorgeht:  

fi'-~ ( ~  ) ' fi f~-~f~+~ 
f~ = ~, fi)" f:  ; 

295 

Funktion g~, wie 

i = l , 2 , . . , r - - l ~  
~ = f /  

t~-I t~+l ein Faktor  yon fl ware, also zwar in /~, aber da ein Nenner yon fi 

f~ enthalten sein kSnnte. Also w i r d : - ~ -  i =g~g~+~,. .  gr nicht mehr in 

und daraus fi-1 ~ 3 f f f - - i + l  speciell f =  glg~g], g~, wo die Funk- = gig~+~gi+~ �9 �9 ~ , 
tionen gl ganze Funktionen sind. Fa r  diese gilt  der Satz: 

a) Die Funktionen gx , g2 , - ' ,  g~ sind paarweise teilerfremd und jede 
ohne mehrfaehen Teiler. 

Denn enthalten sie einen einfachen Faktor  bzw. i 1 - , i s - , . .  , Jr-real, 
so enthMt f denselben (i~ + 2i~ ~- 3i~ + . .  + ri~)-mal und f ,  wie die 
Differentiation zeigt, einmal weniger; aber f~ = g ~ g ] . . g ~ - i  enthMt ihn 
(i 1 + i s + . .  + i~)-mal weniger, also muss i 1 + i 2 + . .  + i~ = i sein, wor- 
aus die Behauptung folgt. 

Da also speciell g~ keinen mehrfachen Teiler hat, folgt aus fi ~ = g2 g~'" g~-l 
der Satz: 

b) Eine ganze Funktion hat keinen mehrfachen Teiler wenn und nu t  
wenn sie zu ihrer  Ableitung teilerfremd ist. 

Aus a) und b) folgt: 

c) Jede Funktion g~ ist zu ihrer Ableitung teileffremd. 

Schliesslich aus a) und c): 

d) Die Auffindung aller Faktoren einer ganzen Funktion, eines jeden 
gleich in richtiger Vielfachheit, kommt auf die Zerlegung solcher Funk. 
tionen zuriick, die zu ihrer  Ableitung teilerfremd sind. 

I I .  Mit 

werden 
2~,+ 2 ~ + . .  + 2 a , = n  

a = a l t . . ~ a  ~ 
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unbestimmte Zahlen, mit y1, y ~ , . . , y ,  die Werte ihrer elementarsymme- 
trischen Funktionen bezeichnet. 

Durch die Gleichungen: 

~0,9+~,..,~.) g g+~,..,~.) $[~+:,.,~.) 
I "i'""9-~ ---- ~i""'9-"~ + '"'"*z+~'~ /~,,..,r \ 

�9 . Ifl=a,a--l,a--2~,.. , '2,1 ] 
~ , , 9 _ , , . . , ~ )  ~,,~+, ..... o) ~r ~o=a,,~. . . . . .  , / 

I i " " , 9 - x  ~--- " i ' " " 9 - ~ , o  " ' " ' " 9 - ~  'l 

wird ein System ganzer Funktionen der $~ ..... ~ definirt. Setzt man : 

oa = E 0,6,..,~a ) $C~,,. ,~a) 
il. . . ,i a =0,1~ 

a = a l " ' l a v  ] 

mit Unbestimmten eo%"*~), so bleibt to unge'~ndert bei Vertausehung des 
Systems: 

mit dem Systeme: 

(9+1,..,i.=o,9 

~i , , " , i f l - - l , l , i f l+ l , . . , i a  I (ifl+ l , . . , ia=O,l )  

also, da es 2 z-1 solcher Systeme giebt - -  namlich ftir i x , i 2 , . . ,  i~_1 ----- o ,  I 
EEz~-i  E~o-I 

im Ganzen bei 2 ~ ~ ~ 2 ~ = 2 ''-~ Permuta t ionen der $~"'"~. Die 

Gleichung G ( t o ; . .  w( i ' " ,~ ) . . , . .  ~ . . ) =  o ,  welcher eo gent~gt, ist also von 

dem u n g r a d e n  ~ Grade N----2"- ' ;  ihre Coefficienten sind g a n z e  Funktionen 

der oAr und der Ti, der  h0chste Coefficient ist gleich Eins. 

Die Grsssen ~(i,,..,i~) sind, im Rationalitetsbereieh (.. oJ(;,'",i~).., . .  Yi..), 

rationale Funktionen yon to. Durch  Auflosung der quadratischen 
Gleichungen: 

~,i~+1,..,~) o /~,,..,~.=oa \ _ _  | ~ = 1 , 2 , . . , ~  | 
\ iD",i~ l - -  ~*il,..,i~--I \'*~l,..,~fl / im.,ifl__ 1 \a=al ,a . z , . .#v  / 

t Bekannt l ich enthiilt  _ n e i n e  Pr imzahl  p genau -{- n -{- n + "" p - - I  

real als ]t'aktor~ wenn nv die Quersumme yon n im p a d i s c h e n  Zahlsysteme bedeute t ;  
ftir p ~ 2 wird die Anzahi gleich n -  v. 
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ergeben sich die ~:~,,..,~ als explicite algebraische Funktionen yon den 

$(~'"'~), also yon ~o; die zusammengehorigen Quadratwurzelvorzeichen er- 

geben sich daraus, dass jedes ~//'~+~"i")rationale Funktion yon 

I I I  o%.. 9 _--_ '~. m(/P+ 1''''i~) ~.9+.1 ''''i~) (9+1,..,i~ =0,,) 

ist, wo die Unbestimmten oJ(gq~ ''',~) in den Rationaliti~tsbereich aufzu- 
nehmen sind. 

Wit  wollen die Permutationen der $. �9 bei welchen to ungci~ndert 

bleibt, als die Gruppe (co) bezeichnen. Die GrSsse w~,,.., 9 nimmt bei den 

Permutationen der Gruppe (w) die 2 z conjugirten Werte: 

e%,.., 9 (i,,..,9=~ 

an. Es sei ~,.,~ eine nicht zur Gruppe (~o)geh0rige Permutation der 

$~,,..,~ u n d ~ , . ,  die den eo~.. analogen Funktionen. Eine Unbestimmt- 

heit in den Ausdrticken der $i,,..,~ durch to kann nur cintreten, wenn z. B. 

.! .! wiV..,i r ~-~ w~l,..,~ ~ 

ist. Durch blosse Bezeichnungsi~nderung in den Indices der ~,,.,i, ergiebt 
sich statt dessen: 

woraus das System: 

folgt. 

~9+:,",i~) ~.9+.1,-'#.) 

Die Gleichungen II ergeben dann: 

~,,..,~ ---- ~,,..,~ , 

(9+l,..,i.=o,~) 

~z = (zDa29..~y f 

abgesehen yon Permutationen der Gruppe (~o). Da sich die Reihenfolgen 
$~,..,~, und ~,,..,i, nicht nut dutch solche Permutationen unterscheiden 

sollen, mtissen wenigstens zwei der Gr~issen $i,..,ia zusammenfallen. Dar- 

aus folgt umgekehrt, dass auch zwei der N Werte von to zusammenfallen. 
Acta mathematica, 21. Impr im6  le 13 septembre 1897. 3 8  
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12. Das Produkt  der - N ( N - - i )  Wurzeldifferenzen yon 

G(w ; . .  oJ(~,,-,~-).., . .  r~..) ----- o 

ist eine ganze Funktion D ( . .  eO(i'""~a).., T~' ') ,  deren hSchster von den 
~o(i,'''~) unabhangiger Faktor A( . .  T~" .) sei. Geben wit  jetzt den Zahlen 
Ti specielle reelle Werte c~, so dass A (.. ci �9 .) =~ o ist, so kann man auch 
den w(i'''i~) solche reellen Werte u(~''''i~) geben, dass D (.. u(~'""i"),. , . .  ci..) =t= o 
ist. Auch den in II[ vorkommenden Unbestimmten ~o(iz+ 1''''~-) sind solche 
reellen Werte u(~Z+ 1',~-) beizulegen, dass did Discriminanten der Gleich- 
ungen filr die r nicht verschwinden. Wir  definiren jetzt eoals eindeutige 

Funktion der reellen Veranderlichen . .  T~" durch folgenden Algori thmus: 
durch eventuelle Substitution eo I I -  ea wird bewirkt, dass G (eo ;..  u(~'"'~;).., .. T~") 

_ a c 
im Intervall  o . .  i das Vorzeichen wechselt; jedes Intervall  ~ .. 3 in welchem 

I O 

a + c  
G(oJ; . . )  das Zeichen wechselt, werde durch b ~  in zwei kleinere geteilt, 

O I 
in deren einem der Wechsel erfolgt; so kann man von - . . -  ausgehend 

I O 

eine bestimmte Wurzel  von G (~o; . .) in beliebig enge Grenzen einschliessen. ~ 
Nun ist jedes $~,,../~ rational in oJ~,..,~; jedes eo~,,..,~, yon der Form A + (-- I)~Z ~/~, 

wo A und B rational in o~,,..,iz_l sind. Dadurch wird jede der n Zahlen 

$,~,,..,~ eine vollkommen bestimmte Funktion der Werte der elementar- 

symmetrischen Funktionen L; und das ganze Verfahren versagt dann und 
nut  dann, wenn die T~ solche speeiellen Werte annehmen, dass 

I ) ( . .  . , . . r ,  . . )  = o 

ist. Dies findet ftir die Annahme ~-~ ~ c~ nicht start; erhalten in diesem 
Falle die ~:i,,..,i, die Werte xi,,..&, so haben sich uns diese Werte, ftlr welche: 

x " - -  c,x + . . c ,  = I I  ( x  - -  x,,, , J  

ist, ergeben, ohne ihre Existenz vorauszusetzen. Die Bedingung: 

/ ) ( . .  u(~""~-).., . .  c ~ . . ) ,  o ,  

i St(isst  man auf  eine rat ionale  Wurzel~ so nehme man diese.  



Der Fundamentalsatz der Algebra. 299 

unter welcher die Ermittelung der x~,,..,~ nur stattfinden konnte, erweist 

sich nach ( I I )  als identisch mit der Annahme, dass die x~,,..,~ alle yon 

einander verschieden sind, oder dass f ( x )  = x ' ~  c l x  "~-1 4" �9 �9 ~c,~ keinen 
mehrfachen Teiler besitzt; und diese ist nach (1oh) erfiillt, wenn und nur 
wenn f ( x )  und f(x) teilerfremd sind, wie nach (~od)vorausgesetzt  
werden durfte. 

Damit ist der Beweis des Fundamentalsatzes vollendet. Derselbe 
vereinigt - -  allen anderen Beweisen gegenaber m die drei Vorzage 
in sich: 

erstens: nur arithmetisch-algebraische Hilfsmittel und zwar der ein- 
fachsten Art zu benutzen, 

zweitens: d i e  GrSssen wirklich zu ermitteln, deren Existenz er nach- 
weist, 

drittens: sich gleichzeitig auf s a m m t l i c h e  Wurzeln zu beziehen. 


