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SIJR LES SERIES DE TAYLOR 0UI 0NT UNE INFINITI~ 

DE POINTS SINGULIERS 

PAR 

E. FABI~Y 
M O N T P E L L I E R .  

I. Une s6rie, ordonn6e suivant les puissances enti6res de la variable, 
d6finit une fonction analytique; s'il existe sur la circonf6rence de con- 
vergence des points non singuliers, la fonction est d6finie pour des points 
ext6rieurs au cercle de convergence par de nouvelles s6ries ddduites de 
la premi6re. Mais il y a des cas oh ce prolongement analytique est 
impossible, c'est ~ dire oh tous les points de la circonfdrence de con- 
vergence sont singuliers. M. FaEDrIOLM cn a indiqu6 un exemple (C. R. 
24 mars *89o). M. HADAMARD a montr6 ( J o u r n a l  de L i o u v i l l e ,  4 i~~ 
s6rie, t .  8) que la cireonf6rence de convergence est une coupure pour 
la s6rie ZaS~, oh c, repr6sente une suite de nombres entiers tels que 
Cv4.1 - -  C v reste sup6rieur h une quantitd k fixe. M. BOREL a montrd 

C. 

(C. R. 5 octobre I896 ) que cela a lieu dans le cas plus gdn6ral oh 
G + , - - G  > k v~ �9 Enfin j'ai' ddmontr6 (Anna les  de l ' E c o l e  n o r m a l e ,  
octobre I89@ qu'il en est de meme toutes les fois que G+,--c~ aug- 
mente inddfiniment, et m~,ne dans des cas plus g6ndraux oh la s6rie 
peut ~tre compl6te. 

M. BOREL (C. R. I4 ddcembre I896 ) consid6re comme les plus g6- 
ndrales les sdries dont les coefficients sont choisis arbitrairement, et in- 
ddpendemment les uns des autres, et ddmontre que dans ce cas le pro- 
longement analytique est impossible. J'ai donn6 (C. R. r8 janvier I897) 

Aeta matb~n~ti~. 22. Impr |m~ le 2 mars 1898. 9 
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une nouvelle d6monstration de ce th6or6me, en partant de consid6rations 
plus simples, qui permettent  de pr4senter le r6sultat sous une forme 
plus g6n6rale. C'est cette d~monstration qui sera d6velopp6e dans la 
premi@e partie de ce mdmoire. Je donnerai ensuite, sous une forme 
nouvelle et plus g6n6rale, quelques-uns des ~h6or6mes que j 'ai d6jg 
signal6s ( A n n a l e s  de l ' E c o l e  n o r m a l e ) ,  et j 'en d6duirai des s6ries 
particuli@es ayant pour coupure une portion ddterminde de la circon- 
f6rence de convergence. 

Pour 6tudier la nature d'un point de la circonf6rence de convergence, 
on peut, par un changement de variable, ramener le rayon de convergence 

l'unit6, et le point eonsid6r6 k coincider avec z = x. 

2. Soit 

f ( z )  = a o + alz + . . .  -[- a.z" -Jr- . . .  

une s6rie dont le ccrcle de convergence a pour rayon I, c'est .k dire telle 
que la limite sup@ieure, pour n - ~  r de ~ / ~ -  soit 6gale k I; celle de 

I L n l a.I est alors o. ~ 6rant une quantit6 positive aussi petite que Yon 

voudra, on peut trouver des valeurs de n sup6rieures k tout nornbre 
donn6, telles que ] a . ) >  ( I -  e)", et il existe un nombre tel que pour 
toute valeur de n sup6rieure on nit: 

<(, 

Soit t u n e  quantit6 rdelle comprise entre o et I :  

f ( z )  = ~ f " ( ~ ) ( z - - t ) "  

f"(t) t ~ + I a.+ptp( ~ + ~ ) . . . (~  + r) + . . . .  
- - =  a. + a.+, --]--- + . . . + 1 . 2 . . . p  

t ' / f  "~--~ ~ cette nou- Si la l imite sup6rieure de y i_ n , pour n - ~  cxv, est i - - t '  

velle sdrie aura pour rayon de convergence I -  t ,  et z = I sera un 
point singulier de [(z).  
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Pour ealculer l'ordre 
l'expression 
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de grandeur des coefficients, remarquons que 

( ~ )  n I - - ~  
I . 2 . . . ~ t  ~-~e 

augmente avec n si k > - ~ ,  et diminue si k = o; car les logarithmes de 

deux termes eonsdcutifs ont pour diffdrence: 
y - - I  k 

I , ' + "  n - -  .L I #~ JI- # ( # _  i) ~--- ~ ,~d 
v = 2  

r ~ ~ .  expression qui reste n%atlve sl k = o, et positive si k > [ 
~ I 2  

ddduit: 
n n __ ~ n __ 1 1 ~ n _ _  1 

On en 

et 

\ p v ~p 

D'autre part ]a~+,]< (I + s) ~+', s 6tant aussi petit que l'on voudra, 
f~(t) 

pourvu que n soit assez grand. I1 en r6sulte que, dans in , il est 
] _  

inutile de tenir compte des termes qui suiveni a~+p, p 6tant compris 
t + 2  t + 2  

entre n i _ _ t  et n i _ t  i. En effet: 

x [~ + (~ + ~)t ~ + p + I + (I "~ ~'~2t 2(~ "{- 2D + I)(~ "~ ~ + 2) 
) 

(~0 + I ) ( p  + 2 )  
...]. 

Dans cette suite, le rapport de deux termes consdcutifs est 

z~t n + p + (~ + ] 
~ t ~  + p + I < (, + z) t + 2t <(x + t-V~< 

i la thdorie des intdgrales Euldriennes donne pour [~ une valeur plus approehde, 

qui est ici inutile. 
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si ~ est choisi assez petit, t et ~ restant fixes. Alors 

iLI~ t ~1(~+~) <V~--t~ + ~L(~ + ~) + L ~+p~ 

n 

expression qui diff~re aussi peu que l 'on voudra de 

8 6tunt une quaatit6 positive qui augmente avec 2. Soit O' compris 
entre o e t  6, si n est assez grand, on aura 

l oo 

De m6me si p e s t  compris entre n t - ' t  et n ! ~ ' t  I - -  t I -- t + I, ()t < t), dans 1~ 

. ~ + I  a *1(*~+2) n + ~ 
somme a. + a,+l~ i ~  + " ' "  + ,,§ -~-n~-~-' t ~ reste plus grand 

que r, et le module de cette gomme est plus petit  que 

n~v p 

il en r6sulte: 

a~§ ~ <~L(~ + ~) + - + 

+ L n + P  +-P__Ln+Pt  
n n p 

qui a la m8me limite que 

L - - ~ -  ~ -  ~ L ( ~ -  i ) - - t - - ~ L ( i - - ~ )  < 
i - - t  + i - - t  i - - t  
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car la diffdrence de ces deux expressions diminue,  si 2 augmente  entre  

o e t t .  

Done si, dans f%t)  [_n , on ne conserve que Ies termes tels que p r e s t e  

t - - 2  t + ~  
eomprls  entre n I i e t  n I _ t '  la somme des termes supprim6s a un  

2( I - -0 '~  ~ Si la racine n i~me a pour  l imite  su- modu le  plus peti t  que \~ ~ t / " 

p6rieure i apr6s la suppression de ces termes,  il existera une suite 

ill imit6e de valeurs  de n telles que 

I r(') - : ( ' - V 1  -~-~i > t ~ - t 1  \ ~ - ~ I  a 

et ) a aussi pour  l imite sup6rieure i -  t" 

D'autre  part ,  si -P tend vers t n + P t tend vers I, et 
n I - - t '  T 

reste eompris  entre les deux  quanti t6s  

et 

P~Ln + Pt + L ~ + ~  + ! L "  + p 
n 2) ~ 2~  n.p 

L n ! L  n + P 3 P _ L n + P t . i _  + P  ~_ 
n ~ ~ 2u  n p 2n  

qui ont  la m~me l imite L i 
I - - t  

Mettons en facteur  ee coefficient ~ , et posons n + i o = m  

9~,~(t) ~ -  a ~  "{- a m + l t p  + I + I 
+ + _ ,~(m + I ) . . . ( m  + ~,) 

"'" ~'~+~ (-~ + 75. , (p + ~) 

i p i y ( p - -  ~ ) . . . ( p - - ~  + ~) 
Jr" a ,~_ l ~ -~ -t-  . . . -t" a ~ - ~  t~ m ( m _ I ) . . . ( m - - u  + t )  
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oh p augmente  ind6finiment avec m, de fagon que --P tende vers t, et 
$/b 

v > 2 m ,  o < ~ < t <  I. On a 

f"( t ) tp [(fl +p) I~ = F"( t )  ]~tP_ + r  

~b c o m p r e n a n t l e s t e r m e s a , + , o f i v > p ( i + 2 ~ p / ,  e t c e u x o h v < p ( I - - A ~ ) ,  

qui sont ceux que nous avons supprim6s. Si ~/~-9~-~[ a pour limite 
sup6rieure I, pour m = oo, on aura, pour une suite de valeurs de n:  

I ~  I > ( '  - e) " ( '  - ~? ,,~:--i- t ~, - ~ ( '  - o V , , ,  - ~/ 

e tendant  vers o, et aura  pour l imite sup6rieure x -  t" 

En posant z = te ~,  t = I correspond h, z -~ e ~,  et l ' on  est conduit  
au th6or~me suivant: 

Soit 

I(~+~) I~ 

oh v prend routes les valeurs entmres comprises entre - -Am et + Am, 

z=te~,~, T_ tendant  vers i ,  et o < 2 < t <  i. Si ~/I-gm(z)l a pour l imite 
mt 

sup6rieure I, pour  m = oo, z = e ~ est un point  singulier de f (z) .  
t peut  ici varier avec m, pourvu qu'i l  reste compris entre deux 

P tendant  vers i. l imites comprises entre o e t  I, ~-~ 

3. Laissant t fixe, donnons k eo les valeurs a + 2k= "-~., e~t,,+2~'%~--r 
"r/, k = O  

est 6gal k ne =~ si v cst un mul t ip le  de n,  et nul  pour les autres valeurs 

enti6res de v. Si n > A m ,  on a 

~, m \ te ~ --~D ! na,. 
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Parrot les n arguments a-t-2kr, il y en a donc au moins un tel que 
I / ,  

et il y a une infinit6 de valeurs de eo v6rifiant cette in6galit6. 
Si ~/]aMI ne tend pas reguli6rement vers i, on ne prendra dans ~ 

que des valeurs de m telles que ~/]aml tende vers i. Soit alors 2[., une 
quantit6 positive plus petite que ]a,~[, telle que ~/A~ tende vers I. On 
pourra choisir ~/A-~ tendant vers I aussi lentement que l'on voudra, et 
ne prendra que les valeurs de m telles que t a,~ ] >~ A,~, ce qui est toujours 
possible. Posons alors 

k chaque vaIeur de m correspondent une infinit6 de valeurs de to qui 
v6rifient cette in6galit6. 

Si un arc de la circonfdrence de convergence ne contient aucun 
point singulier, ~i~m(te'i)  l a une limite sup6rieure plus petite que I pour 
routes les valeurs de w correspondantes, et 1'on peut trouver une quantitd 
r telle que 

pour route valeur assez grande de m. Aucun des arguments eo ne se 
trouvera alors sur cet arc, k partir d 'une valeur d6termin6e de m. 

Si les points singuliers de la circonf6rence de convergence sont en 
hombre limitd, les valeurs de w auront des limites ddtermindes en nombre 
tint, lorsque m augmente ind6finiment. 

Considdrons ]e cas g6n6ral off les coefficients a sont donn6s arbi- 
trairement, c'est k dire ind6pendemment  ]es uns des autres, avec la seule 

condition que X-L I an air pour limite supdrieure o. On peut former des 
n 

fonctions ~.~ n'ayant aucun terme a ~ commun, en prenant pour m une 
/ i  ~ ~ , \ "  

suite de valeurs m l m 2 . . . m , . . ,  telles que m ~ )  augmente constamment, 

de sorte que m ~ + ~ ( i - - ~ ) > m ~ ( i  q-~). Cela a lieu, par exemple, si 

22 pourvu que v soit assez grand. On Imp--  (i -1- 2')~[ reste tint, 2' > i ~ '  

a ainsi une suite de val.eurs de m, ~ chacune desquelles correspond au 
moins un argument  w~; ces arguments se d6duisent de coefficients a 
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distincts, et peuvent  gtre choisis arbi t ra i rement  en mgme temps que lea 

a correspondants. Au del~ de route valeur  de m, il y aura des argu- 
ments tom s u r u n  arc quelconque, et tout  arc du cercle de convergence 
contiendra des points singuliers. 

Si un point du cercle de convergence n'6tait pas singulier, il y .aurait 
un arc, cornprenant ce point, ne contenant aucun point singulier; et au 

del~ d'une valeur  d6termin6e de m il n 'y  aurai t  aucun a rgument  to m sur 

cet arc, ce qui l imite le choix des coefficients a correspondants. 

A une suite illimit6e quelconque de fonctions ~m, telles que I--L ~, laml 

tende vers o, correspond ainsi au moins un point singulier. Mais en 

g6n6ral on pourra  toujours en d~duire une infinit6. En effet, n 6tant 
un nombre  entier fixe, posons: 

n--1 _2nk~i,r, i ( (:+~:~A 

o n  a 

~-I 2 k ~  I r +~k ~i" ~ 

si > ;<m + Iffl. 
I 

Si ff et ~ L l a : + , ]  tendent vers o, L L  a t ' I!m+ff~i-P[ tend aussi 

vers o;  et, si Am est choisi assez petit, ~LAm tendant  vers o, parmi ]es 

arguments  a "4- 2k rc il y e n  aura  au moins un pour lequel ~ ICm(te > Am, ?/Y 

et il existe au moins un n o m b r e  entier k tel que ~m~t e" n , )  > Am. 
Mais ~bm ne contient que les coefficients a de la forme am+,+k~; en 

faisant varicr #,  on peut  former  n expressions r n 'ayant  aucun terme 
commun, k chaeune desquelles correspondent des arguments a, pourvu 

I 
que -Llar~+Zl tende vers o, au moins pour un terme de chacune de ces 

n suites, oh ~ tend vers o. Les coefficients a de ~m sont ainsi d6com- m 
pos6s en n suites, ~ chacune desquelles correspond en g6n6ral au moins 
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un argument a, et rin6galit6 If~(te~)l > Am sera v6rifi6e pour rune des 
2/c7r 

valeurs to ----- a + de chacune de ces n suites. Les coefficients a 6rant 

arbitraires, ces n arguments a sont aussi ind6pendants, et en g6n6ral les 

n s6ries de n termes a 7}-3k~ n'auront aucun terme commun; de sorte 

que l 'on obtiendra ainsi au moins n valeurs distinctes de c o .  Et comme 
n pent ~tre aussi grand que l'on voudra, il y aura en g6n6ral, pour 
chaque valeur de m, une infinit6 de valeurs de to qui ne tendront pas 
vers une limite unique, mais donneront une infinit6 de points singuliers 
quelque soit la suite de fonctions ~.~ consid6r6e. On est ainsi conduit 
au th6or~me suivant: 

Dans le cas g6n6raI o~ Ies coefficients de la s6rie Xa ,  z" sont suppos6s 
arbitraires et ind6pendants les uns des autres, la circonf6rence de con- 
vergence est une coupure. 

4. Soit a, =-a,', + ia','. Si les parties r6elles a', des termes de ~ 
sont de m~me signe, pour une suite illimit6e de valeurs de m telles que 

s  tende vers o, 19~,,(t)l > la~.] et le point z-----I est singulier. On m 
arrive ~ un r6sultat beaucoup plus g6n6ral en consid6rant les change- 
ments de signes successifs de la suite a:.  

Parmi les termes de ~ ,  consid6rons ceux  d'indices successifs m, 
m + hl, m + h 1 +  h2 , . . . , r e + h a  + h2 + . . . + h . et m - -  h~ . . . , 

m ~ h ~ - - h ~ . . . - - h ~ , .  Soit h le plus grand et h' le plus petit des 
nombres h~, h~,..., h., h~, hl,. . . ,  h'.. Supposons que h' augmente ind6finiment 

h tendant vers o, les derniers indices 6rant choisis de faqon que avec m,  

de  

des 
plus ah~, et qu'en g6n6ral entre a" m ~ h | + . . . + h ~  1 

Aeta mat~raatiea. 22. Imprim~ le 7 mars 1898. 

h I + h, + . . .  + h, = hi + hl + . . .  + h:; = H---- Nh  

oh N est un nombre entier, et 

2 m ~ H <  Am + h. 

Dans la suite des termes a' de ~ ( t ) ,  consid6rons ceux qui changent 
signe k parfir de a,',,. Supposons qu'entre a~, et a'+n,-1 le nombre 
changements de signe soit au plus ~h 1 entre a' , re+a, et am+hl+h,z_ 1 a u  

et a'+~+...+h_ 1 il y air au 

lO 
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plus ah, ehangements de signe, et ah'~ entre a'a_~,_., _~,_~, et a ' _~  . . . . .  h'+~. 

Le nombre  total des changements de signes entre a~_n+~ et a' ,.++~_~ est 

ainsi au plus ~gal k 2a l l .  

Soit 

k=- -p .  ~ k 

oh les coefficients A seront d~finis par  l ' identit$ 

alors 

F(z ----z" Z A ~ z ~ =  ze - -  . . .  

k = - - , a  

• o - + ) . . .  , 

,,~ / ~ \  , , 

~A~e  ~ ---- e -~'~- .F e ~~ ---- 4~ s i n - y ~ -  ~- sm-~-~- ~ . . ,  sin ~ ~ sm ~ ~; 

ces quantit~s r~elles s 'annulent  et changent de signe pour les valeurs 
! = ~ ,Y2, �9 �9 �9 ~ ,  - -  ~'1, - -  Y~ �9 �9 �9 - -  ~ ,  et ne s'annulent pour aucune autre 

valeur  de ~ comprise entre - - H  et -t- H,  si aucun de ces indices ~ et 
~' n'est sup~rieur ~ H.  

Prenons pour ces indices ~ ceux des  tcrmes a ' •  qui changaient de 
signe, de fa~on que les parties rSelles des coefficients de r  
routes de mdme signe. On peut  en outre prendre pour ~ deux des 

indices successifs qui restent, ou ceux des termes extremes, de fas que 
dans chacun des n + n' intervalles, m ~ h~ -b,.. ~ h~_l ~ m -~ h~ -~... + h~-- I, 
il y en ait un nombre  compris entre a h , - -  2 et ah ,+  2, et que 

all_>/~ > a l l - -  ,. 

Alors 
Ir > la:l za, 

et il existe une valeur  de k, comprise entre - - a H  et -~ a l l ,  telle que 

I ( ' = ) l  ' la'IZA~ &~., te -~ >2~+-------~l~,-(t)l>=~,(,~,n+ h)+, 
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t i ! 

XA~ = 4 ~ sm~-Hsm ~-~sm ~-Hsm sin sin ~-H'." ~ 

2~r ' / " 7rh'\~'+~ (sin hi + h~\ah2+2 > 4aH-l(sin~Hsin~-~.  SlIl~-~) X tsln~-~) X 
" "  ~ 2 H  ) 

X �9 �9 . (sin zth, + h, 2-/i+"'+ h~) ~h"+~x ( sin ~h~h''+~2-/// 

X . . .  (sin zrh '~+h'~+"'+h'~)  

> 4 ~H-1 X sin ~-~ sm ~-~ X . .  �9 sin 2-~J 

[ I  h \11 I j~.a+~ > eh ( ~ ~,h I m.a+~, 

4 . 2  h' 2 ~' 

et 

2L2( 
~ LXA~ > ~ h--r- 22 + ~  2h + h' - - - ~  i + .L T + .L 2 +  

expression qui tend v e r s o .  

D'autre  part  
2rr 

f id~ 
2riA~ = F(e  "~) ~ , 

J 
0 

e t I A ~  [ < M ,  M 6tant le m a x i m u m  du module  de F(e'~). 

F(e ~'i) ---- e ~ 4 ~ sin + •  )sin . . .  

X sin \2H 

zrhl + h ~ + . . . + h ~  et - -Tr  . . . . . . . .  Les arcs h'l + h'~ + . . .  + h'r divisent la circon- 
H H 

h' h 
fdrence en n -{ -n '  parties comprises e n t r e  z t~  et ~r~ .  Changeons l 'ordre 
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des notations, et repr~sentons, pour le moment, par zr-~ celle de ces 

parties sat  la quelle tombe w ,  par 7r-~,zr-~, . . . ,  7r-~ ies arcs suivants, 

_ _ ~ h ;  
~rho + h, + . . .  + h,~ ~tant compris entre zr et zr--zr h De m~me -~- 

/ : /  " 

~rh'~ ~rh~, rr/~0 + h~ + . . . .  + h~, ~tant - ~ ' ' " '  H seront les arcs qui precedent co, H 
h 

aussi compris entre zr et z r ~ z r ~ .  On a alors: 

I F+=)I < 4"(~i~ =~~ :~~ r" ~~ + ~ * \ ' ' ~ ' - : ~ )  Itsln - ~ )  X ... (sin~rh~ : h " - ~ "  2H 

X (  sin h~ + h'?l ~h''-~~'-'2-B--,] X,.. (sin -h~ + h; + '"" + h"+) < < u : ' - ~ 2 H  

~a ._  7rho'~ ho 

2 

( ~ )  ( sin rrh~ '~l~ ' )  " ]  -~' ' ~', + h ~  . . . + h  h: ~ h X sin zr X...  

d-LV ~ " " 
< / , / : i n  zrh sm ~--~...sm ~-~ t h', 

2H 
12% 

2H , . % h , a - - _ - - . |  
.Z-  / 4-~ \ x ~ J 

i h 
expression qui tend vers o, en m6me temps que ~ et m --.  

Quel que soit k, L L 2?Ak ~ reste sup@ieur k une quantit5 qui tend 

vers o; et, si i L i a ' l  tend vers o, il y aura un arc eo compris entre 
~Yb 

. - - a i r  et -]-azr, tel que ~/[~(~+i)l air pour limite sup6rieure i, et il y 
aura un point singulier sur l'arc • art. 
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Dans le cas oh les nombres h n'augmentent pas ind~finiment, on 
peut toujours r~unir plusieurs groupes de termes, de fagon ~ former de 
nouveaux groupes pour lesquels le nombre de termes devient infini avec 
m. On peut ~galement poser a, ~ eP~(a" + ia"), fl pouvant varier avec 
m. On est ainsi conduit au r~sultat suivant: 

Th~or~me. Soit fl un arc variable avee m, et a~+~ la partie r~elle 
de a,~+~e -~ (~ restant compris entre - - ~ m  et + 2m). La suite de ces 
termes dtant divis~e en parties contenant chacune hl, h~, . . . , h .  termes con- 
s6cutifs, et p ~ , p ~ , . . . , p ,  changements de signes de la suite totale, telles 

p~ 
que ~ reste plus petit que a,,, toutes les quantit6s _hm tendant vers o; 

si, pour des valeurs de m telles que ~ L  ]a" I tende vers o, les quantit~s 
m 

an ont une limite inf6rieure a, pour m ~ c o ,  il y aura un point singulier 
sur l'are compris entre - - a rc  et -{-air. 

5. Si les termes a' de ~ ( t )  ont q ehangements de signe, ~ tendant 

vers o, on pourra diviser ces termes en n groupes de h termes, -~ et h 

h 
tendant vers o, par exemple en choisissant h de fagon que ~ rest~ 

eompris entre deux nombres fixes. Alors a tend vers o, et l 'on peut 
~noncer le r~sultat suivant: 

Tl~or~me. Si les parties r~elles a'. de a.e -p~ ont, entre n ~ m •  

q ehangements de signes, ~ tendant v e r s o  pour des valeurs telles que 

L]a'] tende vers o, le point z---- I e s t  singulier. 

Soit a . ~ p . e  ~'a. La partie r~elle de a.e -~i a l e  signe de cos(eo.--/~). 
Formons les diff6rences e a . + l -  eo, comprises entre - - r r  et + r r e t  
2]w.+1--oJ.]  oh n reste compris entre m - - 2 m  et m + 2m. Si, pour 
toutes les valeurs de fl comprises entre fl0 et ~0 + ~', P - c o s ( r e , -  ~) a, 
dans ~ ( t ) ,  au moins q changements de signe, 2"lW.+l--eo.I sera su- 
p~rieur ou ~gal ~ qr, et si 2:[r 1 - e o . ]  < e  il y aura au moins une 
valeur de fl pour laquelle le hombre des changements de signe est plus 

petit que-~. Donc, si !2:[o~.+~--oJ.[  tend vers o, on peut d~terminer 
T m 
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de fa9on que ~ tende vers o, sans que m m -  ~ tende vers o, de sorte 
~b 

que -~L]cos(~om--fl)] tend vers o; et si Lp~ et ! . ~ , ] w . + l - - w . I  tendent 
~fb 

vers o, le point z = i e s t  singulier. 
Si on pose z = te - ~ ,  w.+~ ~ m. est remplac6 par e o . + l -  c o . -  co, 

ce qui conduit au r6sultat suivant: 
Th~or~me. Si, pour une suite illimit6e de valeurs de m, telles clue 

•  ~n l aml tende vers o, les diff6rences w . + l -  oJ. des termes n compris 

entre m - - 2 m  et m + 2 m  tendent vera w, sauf pour un nombre q de 

cea termes, ~ tendant vers o, le point z = e - ~  eat singulier. 
m 

Cela peut avoir lieu pour plusieurs points, et m~me pour une in- 
finite. Soit par exemple la s6rie: 

oh n[~(n + I ) ~  ~(n)] tend vers o, lorsque n devient infini. Alors 

h 

tend vers o, si h reste fini; et eo~+~+ I ~ eom~--~(m) tend vers o, pourvu 

que l ~ l  reste fini. 

I L A toute suite d e  valeurs de n telles que ~b p" tendevers  o, corres- 

pondent des arcs ~ ( n ) ~  2kr;, dont lea limites donnent des points sin- 
guliers. Et si ces limites forment une suite continue, on obtiendra des 
arcs du cercle de convergence qui seront des coupures. Consid6rons, par 
exemple, la s6rie: 

~--.z"p.d "~L")~ o < 0 < i, 

0 

Soit k un nombre entier qui augmente ind6finiment, pendant que s tend 
I 

vers o, mais aussi lentement que l'on voudra, (par exemple z = ~-~), si 
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1 1 1 1 

n reste compris entre e @+~k")~-~-~ et e (~+~k~)~+~~ , (Ln) ~  2krr a pour 
limite a. I1 en r~sulte que la eirconfdrence de convergence est une 

I 
coupure, pourvu que ~ip, ,  tende vers o, au moins pour une suite de 

valeurs de n correspondant h chaque valeur de a, ce qui a lieu, par 
I 

exemple, si ~/ifl~ tend vers o pour des valeura n, telles que L n~+~(Ln,)~ 
7r 

tende vers o; et en particulier si n,+~ reste fini. 
n~ 

Pour la s6rie Ez'~p,~e ~'~'( ') oh n[f(n q . - i ) - - f ( n ) ]  tend vers o, 
t o ,+1- - to ,  a la mdme limite que a s inF(n) ,  qui reste compris entre 
~ a e t  ~ a .  

Ainsi la s6rie ~.z"p,,e ~'~nCL')q, oh p,  rempli t  lee conditions pr6c6- 
dentes, a comme coupure Fare compris entre ~ a et -{-a. Mais il r~- 
sulte du thdor6me gdndral, que, si lea modules p~ sont choisis arbitraire- 
ment, tout le cercle de convergence est une coupure. I1 existe cependant 
dee cas assez dtendus oh nous pourrons d4montrer que la coupure eat 
limit6e ~ l'arc • a. 

6. S i  I f " ( t ) l  i "  a une l imite sup6rieure plus petite que i - t '  le 

point z = i n'est pas singulier. Mais 

I f : ( t ) l  l@+v) -ok.. 
i_ < + 2 

Pour  chaque valeur de m choisissons p de fa?on que, m t e n d a n t  toujours 
p 

vers t, m - - p  prenne toutes les valeurs enti6res. Cela a lieu, par 
exemple, si m t > p  > mt ~ i. Alors, si ~/19m(t)l a une limite sup6rieure 
plus petite que i, on pent ehoisir 0 ' >  o puis in assez grand pour  que 
If,~(t)t < ( I - - 0 ' )  ~' et, pour toute valeur assez grande de n, on aura 

I fn(t) ,m I-4-~ " 

L-~-I  a une l imi te  sup6rieure plus petite que i 
i - - t  l 

par suite: 
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Thdor~me. Si, t et oJ restant fixe, on forme ~(te  ~'~) en choiaiasant 

p de s que s tende vera t, m - - p  prenant toutes les valeurs enti&ea, ~b 

et ai ~ / l~( t~) l  a une limite sup~rieure plus petite que I, pour m-----oo, 
z ~ e ~i n'est pas un point singulier de f(z).  

Pour  appliquer ce th4or+me, nous allons 5tudier l 'ordre  de grandeur  
de ~( te  ~') dana des caa p a r t i e u l i e r s .  

Soit 
](h+~)z. 

= ( ,  - i_ = Z : T U  

Oil 9. 

et 

oh 

f " (z )  ---~ [(n -t- h ) ( I  - - z )  -h- " - I  

~,~(z) = ~z-pf"(z)_ = I-~l(~+g)l~ ~-~(~ - ~)-~-"-' 

~,.+, = (~ + ,  + ,)(~ + ~ + ~ ) . . .  (m + ~ + h). 

Repr6aentona par ~,~,h(z) ce que devient ~,~ lorsque am+~ est remplac6 
par  ~h, ~ varian~ de - - p  k 4 - o o ;  c'eat k dire:  

Oil a 

I~ I~ ~--p(i ~ Z) - n - 1  

l p l ( -§  
l_  ~ , ,-~(~ ~)---, = ~,1 + (m + x)~,o 

et en g~n~ral 

I-v l~+h)~-~(~ _ ~)--.-~-~ = 
~',~,~ + f,~,h-12:~-I + . .  �9 + ~m,o ~o 

Oll ~0~1 " ' "  ,~h-1 repr~aentent lea coefficients de ~0,~ , ~2 , .  . .  , ~-1 dans 
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le d~veloppement de (~ + m - I -  i ) ( ~ + m + 5 ) . . ( ~ +  r e + h ) ,  Et l'on 
en d6duit 

] 
P-- I~  z - p ( I  

Z 
off Ch est un polynSme en z de degr~ h. Posons x - -  iL-z'  (I~z)-~r 

est un polynSme de degr~ h e n  x, et en supposant ]z] suffisamment 
petit, on aura 

v ~ --p 

, �9 [ ( -  p)~ - -  (i - -  p)~] 

+ (~ + ')~" + ~) ~ ' [ ( -  ~)~--  2(~ --p)~ + (: - p)~] - . . .  
1 . 2  

�9 h (~ _ p ?  + h(~ - ~)(2 - - p ) "  ,] 

et 
n + ~ (z I ) h - l z [ p ~ - - ( p - -  I) h] 

r = (~ - -  ')~P~ + - 7 -  
+ (~ + ~)(~ + 2)(z ~)~-~z~[p ~ -  2(p - ~)~ + ( p - -  :)~] + . . .  

1 . 2  

jr. (n + I).. .(n + h h(h-- I) 

Le dernier coefficient 

pl, h [ph-1 h - -  ~ (p i)h_l + . . . ]  
- - i ( P  - -  ~)~ + ' "  + ( - -  p + h)~ = p i 

formule qui se ddmontre en dormant s h des valeurs entiSres successives. Et 

IS Y (Y p ~ - i ( p -  I) ~ + - - ~ ( p  ~ ) ~ - . . .  + ( -  ~)~(p-~)" 

-{- u [ ( p - -  I) h-1 u~I~7 ( P - -  2) h-1 -b (u-- t . zI)(u -- 2) (p __ 3 ) h _ ,  . . . ]  

Aota math6mativa. 22. Imprim~ le 14 mars '1898. 11 
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en dormant k h des valeurs eroissantes, on cn d6duit que cette expression 

est nullc si v > h, e t a  une valeur  positive plus petite que 

1,(7,- , ) . . .  ( 1 , -  ~ + ,)p~-~ 

si o < v < h .  Par  suite, p o u r t o u t e s l e s v a l e u r s z = t e  ~ , s i o < t < I , o n  a: 

Ir < (~ + t)-P h + ?' + '  ht ( I  + t)p h-' 
I 

et 

I(~ + 
("+ ~.2')("+ 2) h(h--~)t~(' + t)p~-' + " ' +  i_~'!t~< [(, + t)p + (. + h)t]" 

tel-" t-, - ' - " - ' [ ( ,  ( .  h)t]' l~.,,,(te')l < i_  ~ [~ - t.o,l + t)v + + 

n 

i - - t  " 
# / I - P l - n t - . ( , - - t ) - " - '  tend vers I ,  te~, , a pour limite 

1-- t  

I (i -- t)' ~ . 
o) 

(I - - t )  2 -1- 4t s i n ~  - 

Soit a un arc fixe aussi petit que l'on voudra, supposons que co ne 
prenne que des valeurs comprises entre a et  2~r--a~ et soit 0 une quan- 

1-- t  

tit6 positive fixe plus petite que i -  i + t , - - 2 t  cos a Pourvu  que 

m soit assez grand, on aura  

(, 0)~ +')" + I ~m,"/ ) < - -  I - - t  " 

et si l'on suppose rot---  i < p < mt 

,t~~ (, o) . ( t~  + n,r 1 

Si, dans r on ne conserve que ]es termes oh Iv I <  ,~m, soit p ]e plus 
petit nombre entier sup6rieur ~ 2m; on supprime des termes dont la 

somme a un module  plus petit  que 

A., �9 -,=~ I(~ +~> I~ 
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h + m t  
t - - t  ' le rapport de deux termes cons6cutifs est 

83 

t < 
~ - - I /  /~+~  ~ h  

m-l-t ,  h + mt 
< h  /, + y .Jr. s t  + p ( I  t) '  

I1 en rdsulte que la somme des termes supprim6s est plus petite que 

Mais 

~,L(~+~O+L,~+~+~ L p 

,~) L (  I a pour limite (I + ~ ) L ( ,  + 2 ) - - ( t +  + ~ ) < o  et il existe une 

quantit6 fixe O telle que 

( m + l~ (m_~ l~)~ P p __ 

une quantitd fixe 6 telle que pour route valeur assez grande de m, l'en- 
semble des termes que nous supprimons ait une somme plus petite que 

[h + ~t'~+~ 1 ( i -  0 ) ' [ ( m t ) h +  \ - i ' t ]  d, /7 6tant tr6s petit en m6me temps que 2; 

si clans t0~.h on suppose I v ] <  ,bn, 2,  t et to restant fixes, to >o, on peut 
trouver une quantit6 6 telle que, pour route valeur de m d6passant un 
nombre ddtermin6 

_ . . . .  

Si l'on suppose h < Xm, on peut 6crire de m~me 

< h. 
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7. Supposons maintenant que la sdrie f ( z )  soit telle qu% chaque 
valeur de m corresponde un arc a, a.,+,d ~ 6tant une fonction continue 
de ~, d6veloppable en s6ric convergente, pourvu que I ~ l < / t i n .  C'est 
dire que tous les coefficients de ~,~ pourront se met~re sous la forme 

oo 

am+, ~ "kin] = e - ~ * F  
h=O 

la s6rie F 6tant suppos6e convergente si ~ ~ R ,  eette quantit6 /t 

restant fixe. Soit M le maximum du module de F ( R d %  on a 

f r(tt  9 M 27riAh =- Rheh,~ ~ id(o, [Ahl < l~--h " 

0 

Soit z = te (~+~)~, ~o 6tant arbitraire,  mais sans ~tre nul, de fa(;on quc 
I oil reste toujours sup6rieur ~ un arc fixe. On a alors 

~ Ah 

h=0 

Si l'on s@are les termes pour lesquels h>~tm,  en supposant ~ < R ,  on a: 

A v__ ' 2 z M ( _ ~ )  'n' R 

et 

h < ~ m  I - -  

+ M R -  ( i  - t)n§ 

Si t et ~ sont assez petits, et m assez grand, cette expression peut 
se mettre sous la forme ( I - - 0 ) ' ~ M ,  oh 0 reste sup6rieure b~ une quantit6 

L M  
fixe, quand m devient infini. De sorte que, si - -  tend vers o, ~/]r 

m 
aura une liinite sup6rieure plus petite que I. Et il n'y a pas d'autres 
points singuliers que ceux provenant des limites des arcs a. Si un arc 
de la circonf6renee de convergence est tel que, pourvu clue m d6passe 
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un nombre d6termin6, a ne se trouve jamais  sur cet arc, il ne con/iendra 
aucun point singulier. 

Consid6rons la s6rie 

off r  est r6el, ~(z) 6tant une fonction analytique de la wtriable z, 
qui n'a aucun point singulier ~ distance finie, pour les valeurs z ~ pe  ~'i 

oh Itol reste plus petit qu'une quantit6 donn6e, et off p reste plus grand 
qu'un module d6termin& Supposons en outre que ~ ( n  + n p e  ~'~) ~ ~ ( n )  

tende vers o, lorsque n augmente ind6finiment: quelque soit to, pourvu 
que p < 2. Et soit b~ = r  r  6tant une fonction analytique,  qui 
n'a aueun point singulier ~ distance finie, pour les valeurs z = pe "i off 

- ' L I e ( R ~ ~  I lea I e~ i restent plus petits q u e  des quantitds donndes, 
P 

tendant vers o, lorsque R devient infini, pour toutes les valeurs de to 
relies que [to[ ne d6passe pas un arc donn6. Alors 

pourra se ddvelopper suivant les puissances de ~, si 1~ < 2' pourvu 

 oit 

L M  
m 

Ljr + ~)j + I~ + ~l Ir + ~)-- r 

qui tend vers o. 

I1 ne p e u t  done y avoir, sur  la circonf6rence de convergence, 
aucun point singulier en dehors de ceux donn6s par les limites de e -iv("). 

Si ~LIb.} tend vers o, pour toutes les valeurs infinies de n, il r6sulte 

d u  th6or6me g6n6ra], d6montr6 au n ~ 3, que l'on obtiendra les points 
singuliers de la circonf~rence de convergence en cherchant les limites de 
e -i~'), pour n = oo. Si pour une suite de valeurs de n ,  ~ ( n ) - - 2 k T r  

tend vers a, e -~  est un point singulier de la sdrie. 
Par  exemple la sSri~e 
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oh o < ~ < ~r, o < 0 < I, r  6tant une fraction rationnelle,  oh m~me 
une fonctiOn alg6brique continue de n, admet comme coupure l'are 

compris entre ~ a e t  + u, et n'a pas d'autres points singuliers sur l~ 
circonf6rence de convergence. 

8. Si une s6rie contient des tcrmcs tels clue LIa'I ait une limite 

sup6rieure plus petite que I, on peut les supprimer sans changcr les 
points singuliers situ6s sur la circonf6rence de rayon I Supposons" la 

suite des indices m - t - v  de ~ (v restant compris entre - - ~ m  et + 2 m )  
divis6e en parties 6gales successivement ~ h l , h ~ , . . . ,  h,~, tel[es que parmi 

h~ termes cons6cutifs d 'un groupe,  il n'en rcste que .p~, les h~_p~  autres 

ayant 6t6 supprim6s; et soit a~ It plus grand des rapports p~ P~ ~ 

toutes les quantit6s : h tendant v e r s o .  Soit une suite de valeurs de m 
~Yb 

telles que ~la"[ tende vers o, et a la l imite inf6rieure de a,~ pour cette 
m 

suite. :En appl iquant  ~ la s6rie ,Y,a,~z'~e "~ le th6orSme d u n  ~ 4, on volt 

qu'elle a un point singulier sur l 'arc • arc, et la s6rie .~a,,z '~ a u n  point 
singulier sur l 'arc compris entre r  et eo + a~, c'est ~ dire sur 

tout  arc de la circonf6rence de convergence 6gal ~ 2arc. 

Si entre a~• il ne reste que q termes, -q tendant  vers o en mdme 
Yrb 

temps que Llag--J le th6or~me du n ~ 5 montre de m6me que tous les 
m ) 

C �9 t points de la lrconf6rence de convergence sont singuliers. 

Si --q a pour limite inf6rieure o, consid6rons les termes a~+~ pour m 

des valeurs de m telles que ~ tende vers o, v restant compris entre 
~ n  

~ 2 ' m  et -t-2'm () t '<  2). Si 51a~+~l a, pour cette suite de termes,  o 
m 

comme limite sup6rieure, pour m----cxv, le cercle de convergence est une 

coupure, car on peut remplacer 2 p a r  2 - - 2 ' ,  et il existera des termes 

tels que Lla'~+~t ct --q tendent ve r so .  Si au contraire Lla"+~---~ a, pour  tous 

ces termes, une l imite sup6rieure plus petite que o, on peut les supprimer 
sans changer les points singuliers de la circonf6renee de convergence. 
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Mais cela n'indique rien sur le nombre des points singuliers~ ainsi que 
le montre l 'exemple suivant: 

f ( z )  = ~. ,z"r  "[-'+<~ 

o < s < I, ~b(z) remplissant les mdmes conditions que dans les exenlples 
pr6c6dents, et pouvant 6tre une fonction rationnelle ou alg6brique, a~+, 

I [ i n  

et L M  - a pour limite sup6rieure o, de sorte que cette fonction n'a qu'un 

point singulier, z ~ I, sur la circonfdrence de convergence. Mais si n 
I I 

reste compris entre e ok=+~)y et e (2k~§ o6 le nombre entier k augmente 

ind6finiment, L I a "  I ' �9 a pour limite superleure, pour n =  oo, - - i  + cosa,  

et l 'on peut supprimer tous ces termes sans que la s6rie ait, sur la cir- 
conf6rence de convergence, d'autre point singulier que z = I. I1 ne reste 

1 1 

alors que les termes pour lesquels n e s t  compris entre e (~-")~ et e (:~+~)~. 
Mais 

1 1 1 

augmente ind6finiment avec k. Parmi les groupe~i de termes cons6cutifs 
qui restent on peut done en supprimer un hombre quelconque, ce qui 
supprime les fonctions ~ correspondantes et ne change pas les autres. 
On a ainsi une s6rie, n 'ayant  sur la 6irconfdrence de convergence qu'un 
seul point singulier, et dans ]aquelle il peut manquer  un hombre quel- 
conque de termes consdcutifs, pour m = cx~. 

Montpellier le I3 mai I897. 


