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DAS RECIPROCITATSGESETZ 

IN DER THEORIE DER 0UADRATISCHEN RESTE ~ 

VOI~ 

J U L I U S  K O N I G  
in B U D A P E S T .  

In diesen Zeilen beabsichtige ieh einen Beweis des ReGiprocitatsge- 
setzes der quadratisehen Reste vorzutragen, der - -  mit Ausschluss eines 
jeden andern Hfilfsmittels - -  nur  jene Eigenschaften des Legendre'sehen, 
beziehungsweise Jaeobi'schen Symbols benutzt, die umnit telbar aus der 
Definition entspringen. Damit crhMt der neue Beweis gegen~iber der 
langen Reihe bekannter Beweise eine ganz besondere Stellung und es ist 
damit auch sein formaler Gang festgelegt. Denn wo immer aus der De, 
finition eines Operationssymbols dessen allgemeine Eigensehuften entwickelt  
werden sollen, kann dies im Wesen nicht anders, als mittels vollstiindiger 
Induction geschehn. Der initzutheilende Beweis wird daher ebenso auf 
der vollst~ndigen Induction beruhen, wig der erste Gauss'sche Beweis, der 
sich in der IV. Section der ))Disquisitiones arithmeticae)) finder; er beniitzt 
abet ]enes berz~hmte Gauss'sche Lemma nicht, nach welchem, wenn p eine 
Primzahl yon der Form 8n + i i s t ,  es immer unterhalb 2 ~/~ + I eine 
Primzahl q gibt, von welcher p quadratischer Nichtrest ist. 

Die Quelle dieses Lemms findet sich in Wahrheit  erst in den Tiefen 
der Theorie der quadratischen Formen, und sein elementarer Beweis hat 
GAUSS bekanntlich grossen Schwierigkeiten verursacht; ))demonstratio saris 
diu operam nostrum elusit)) ~ berichtet er selbst dari;Iber, w~hrend KaO- 
~ECKER ~ GAUSS' Gedankengang seinerzeit mit  folgenden Worten charak- 

1 Der ungarisehen Akademie der Wissensehaften vorge]egt am I8 November I895. 
Mon. Ber. d. k. p. Akad. d. Wiss. zu Berlin~ I876 ~ pag. 34i. 
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terisirte: ))Jene merkwCtrdige und seharfsinnige Deduction, welehe ganz 
direct mit Uberwindung aller 8etmderigkeiten auf das Ziel losgehend 
fast wie eine Ar t  Kraftprobe Gauss'sehen Geistes erseheint.~) 

Die mathematisehe 5fi'entliehe Meinung h a t -  soviel ieh w e i s s -  
bei dem induetiven Beweise des Reeiproeit','t/sgesetzes bisher jene Kraft- 
probe ft~r uner'l~sslieh gehalten und sehon datum dt'~rfen die folgenden 
Betraehtungen einiges Interesse beanspruehen. Doeh abgesehen hievon ist 
ftir das System der Arithmetik die Thateache nieht ohne Wiehtigkeit, 
dass das Reeiprocit5tzgesetz in der That eine aussehliessliehe Folge dee 
Definition des Legendre'sehen Symbols ist , und aus der Theorie der h/5- 
heren Congruenzen nieht das geringste, also aueh weder die Fermat'sehe 
Congruenz, noeh das Euler'sehe Kriterium, noch irgend ein anderes [tqui- 
valentes HOlfslnittel vorwegnimmt. 

Um dies ganz klar zu legen, sollen zuerst die als Pr~imissen zu ver- 
wendenden Sgtze vollst~.ndig zusammengestellt werden. 

.Die Pramisse,a des Beweises. Ist p irgend eine ungerade Primzahl, 

und a dutch p nieht theilbar, so bedeute das Zeiehen (7) die positive 

oder negative Einheit, je nachdem die Congruenz a~2~ a (rood. p) eine 
Wurzel bositzt oder nieht, der gebr~mehliehen Terminologie naeh also je 
naehdem a Rest oder Niehtrest yon p ist. Wenn aber a dureh p theilbar 

ist, soll (~ )g l e i eh  Null sein. 

Die Multiplieationsregel des so definirten Legendre'sehen Symbols 
lautet : 

(;) -- 

und ist eine unmittelbare Folge der Definition, wenn sowohl a, als b 
Reste yon p sind. In den ~'lbrigen Fgllen sind bekanntlieh nur noeh 
jene beiden ganz elementaren 8atze zu verwenden, naeh denen 

erstens mit x aueh am ein vollst~tndiges System ineongruenter Zahlen 
mod.p durehl~tuft und 

zweitens die Anzahl sowohl der Reste, wie der Niehtreste von p 
I 

gleieh ~ ( p ~  i) ist. 

Das Jaeobi'sehe Symbol ist nun niehts anderes, als eine rein formale 
Verallgemeinerung des Legendre'sehen; ist ngmlieh P irgend eine positive, 
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ungerade ganze Zahl - -  welter gehn wir hier tiberhaupt nieht - -  und 
hat _P in Primfactoren zerlegt die Form:  

P ~--- P i P 2  "" "-P~' 

so lautet die Definition des Jacobi'schen Symbols: 

und die Multiplicationsregel des Legendre'schen Symbols bleibt demnach 
auch far dieses erhalten. 

Zu den Priimissen gehsrt  endiich noch der auf den quadratisehen 
Restcharakter von - - I  b ezi]gliche Satz, nach welehem" 

(:/) = ( - - I )  : 

(Ira folgenden soil ni~mlich der Kt'lrze wegen start ( - -  I) 2 immer a, ge- 
sehrieben werden.) Ein von EuLER stammender Beweis dieses Satzes, der 
sich im lO9. Art. der ))l)isquisitiones)) reproducirt finder, bewegt sich 
aussehliesslich in dem angegebenen elementaren Gedankenkreise. Um dem 
Leser hieri]ber am bequemsten e i n  klares Bild zu geben, soil dieser 
Beweis ~ in a l l e r  Kiirze und zweckentspr~,chend fol'mulirt ~ hier ein- 
geffigt werden. 

Die Reste der ungeraden Primzahl 2), 

a I ~ a~ ~ , . .  ~ (~p--1 
2 

werden in zwei Classen eingereiht. 
In (tie evste Classe mSgen jene geste a gehoren, fclr welche 

a ~ ~_ I (mo(t.1)) ist. Nun ist ( ~ - - t  = ( a - - i ) ( a  + I) nu t  dann durch p 
theilbar, wenn a - -  t oder a + I thcilbar ist, also nut  dann, wenn a ~  i 
oder a ~ - - - I  (rood. p). In diese erste Classe gehsren demnaeh Gin oder 
zwei Reste, je nachdem - -  I Rest oder Nichtrest iss da doch + I immer 
ein Rest isL 

In die zweite Classe gehsren alle i~brigcn Reste. In dieser Classe 
finder sich zu jedem Reste a Gin und nur ein zweiter Rest b, so dass 
a b ~  I (rood. p), und zwar ist b yon a verschieden, da sonst a dGr ersten 
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Ctasse angehsren wi~rde. Zu b gehSrt nun ebenso wieder a; es vertheilen 
sieh demnaeh die Reste der zweiten Classe in Paare, ihre Anzahl is'c gerade. 

Ist nun p = 4 n  q - i ,  und demnach die Anzahl si~mmtlieher Reste, 

e , gerade, so miissen die der ersten Classe angeh0rigen Reste aueh in 

gerader Zahl vorhanden sein~ und dann ist - - I  Rest yon p. 

Ist hingegen p----4n q-3,  also p - I  ungerade, so miissen die Rests 
2 

erster Classe in ungerader Zahl vorhanden sein; es ist a l s o -  I Niehtrest 
yon p. 

Damit ist aber bekanntlieh der Inhalt des Satzes (~-~p~)= s~ ersehspf~. 

Nach dieser Einleitung wenden wir uns zu unserem eigentliehen 
Gegenstande. Der zu betretende Weg ist ein wesentlich anderer, als 
in Gauss' erstem Beweise, oder der I)iriehlet'sehen Umarbeitung (Crelle,  
J ou r na l ,  47. Bd.). Eine Unterseheidung versehiedener Fi~lle je naeh dem 
Charakter der vorkommenden Primzahlen findet aberhaupt nieht stair, 
sondern wit zerlegen den Reeiprocitr~tssatz entsprechender Massen in yon 
einander unabhi~ngige Theilsrttze, die entweder mit Halle der vollst~ndigen 
Induction leiellt direct zu beweisen sind, oder durch Umkehrung aus den 
sehon bewiesenen Theilsgtzen entspringen. 

Satz I. Sind q und r zwei positive, ungerade Primzahlen, u~d ist 

fe.~*,,eo" q ~ f ,  SO fOl~ au8 ( ~ ) =  I i,,.,,,,e, ~ auch (~)== I. 

Da der Satz far die kleinsten Primzahlen, z. B. diejenigen unterhalb 
1 I, richtig ist; go kann der allgemeine Beweis so gefohrt werden, dass 
wit den Satz ftir die Zusammenstelhmg zweier Primzahlen die kleiner 
als r sind, als riehtig voraussetzen, und dann nachweisen, dass er aueh 
fiir die Zusammenstellung einer Primzahl unterhalb r mit r selbst riehtig 
bleibt. 

Ira 8inne unsrer Voraussetzung hat die Congruenz 

x ~ - - s ~ q =  o (mod. r) 
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Wurzeln; sei a eine Wurzel, die positiv und kleiner aIs r ist; dann ist 
r - - a  eine ebensolche; und zwar ist von den beiden Wurzeln die eine 
gerade, die andere ungerade. Wir bezeichnen die gerade Wurzel mit $; 
dann ist 

und f i s t  jedenfalls ungerade, weil $ gerade; 9' ist ferner positiv, denn 
selbst im ungiinstigen Falle, wenn eq = I ,  kann die links stehende Diffe- 
renz nicht negativ sein; sonst ware ja q__$2 positiv, und diese positive 
Zahl kleiner als q, und trotzdem durch die Primzahl r,  die grSsser als 
q ist, theilbar. Ferner hat man 

und hieraus unmittelbar 
~ < r .  

a) Wenn nun 9~ nicht durch q theilbar ist, so erhMt man fur jeden 
Primfactor ~r~ yon 9~ 

zr~/ 

und da z r / < f < r ,  im Sinne der Voraussetzung auch 

= , ,  

und endlich dureh Multiplication ( ~ ) =  I. 

fundamentale Identitat (i) 

= i  

und schliesslich 

= ,  

Andrerseits ergibt aber die 

b) Ist aber 9' durch q theilbar, so setzen wir ~-----qr dann ist nach 
(i) auch $ durch q theilbar, also ~: = q~; durch diese Substitutionen geht 
(I) in 

q 2 ~ _ _  sqq = ~yr 
Aeta malhsmatica. 22. Imprim~ le 7 juillet 1898. 24  
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oder 

Julius K6nig. 

(2) 

i~ber, wo ib wieder kleiner als r ,  positiv und ungerade ist, den Theiler 
q abet, wie die linke Seite zeigt, nicht mehr enthi~lt. Diese Identitat  
zeigt nun wieder, dass Zqq Rest von jedem Primfactor  ~'i der Zahl ~b, 

schliesslich auch ( ~ ) = I .  

Andrerseits folgt aus (2) 

rib _= - -  r (rood. q); 

aus endlich 

womit unser Satz auch fiir diesen Fall  bewiesen ist. 

Satz II. Sind q und r zwei positive, ungerade Primzahlen, und ist 

folgt aus ( q ) ~ I  immer auch ( ~ ) =  I. ferner q < r , 80 

Dem bei Satz I. benutzten Gedankengange abermals folgend, hat  
nun die Congruenz 

~ - - q  -- o (rood. r) 

Wurzeln;  und es ski wieder ~: eine solehe, die positiv, gerade und kleiner 
als r ist. Dann erhMt man 

(3) 6 =~ - -  q = rg~ 

und g is~ wieder positiv, ungerade und kleiner als r .  
a) Wenn nun g nicht durch q thei lbar  ist, so hat man fiir jeden 

Primfaetor ~ yon ~ die Relation ~ = i, und also, da der Satz far  
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die Zusammenstellung zweier Primzahlen unterhalb r als richtig ang c. 

nommen wird, hieraus (r = I und endlich durcll Multiplication \ q /  ) 

q 

da ja bekanntlicll s,,s~,------Sab ist. 
Andrerseits erhMt man aus der Idcntitf~t (3) 

(7)  = ,  
und demnach 

Ist nun q_= I (mod. 4), so sind + f u n d  - - f  zugleich Reste oder 
Nichtreste yon q; es ist also auch 

--(7)= 
Far  den zweiten Fall,  q = 3 (rood. 4), bemerken wir, dass 

r9 ~ = ~ : 2 q _ I  (mod. 4) 

ist, also s,v-----I, oder er = % und hienach wieder 

= = , ,  
q /  \ q /  

was zu beweisen war. 
b) Ist nun wieder zweitens f durch q thcilbar, dann gehn wit  - -  

grade so, wi t  f raher  bei Satz I. - -  zur Identiti~t 

(4) q ~ - -  I = r e  

nber. Auch diese zeigt, dass, wenn ~rl irgend einen Primfactor von r 

( q )  und hieraus wieder ( ~ )  = i, bedeutet, q Rest yon 7r~ ist, also ~ = t, 

oder endlich durch Multiplication ('0r = I. 
\ q /  

Andrerseits hat  man 

r r  (mod. q) 
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also ( ~ ) = ( ~ - ~ ) : s ~ .  Und hieraus wieder: 

welche Symbole sich gleich + i ergeben. Denn, d~ ~ gerade, wird 
r(~ ~_ 3 (rood. 4), also ~,r ~ -  i ,  oder r 1 6 2  ~,, und hienaeh 

was zu beweisen war. 
\ q /  g 

Satz III. S ind  q und r zwei positive, ungerade Pr imzahlen  und  ist 

ferner q < r ,  so folgt aus \ q /  i immer  aueh = x. 

Unsere Voraussetzung nach ist die Congruenz 

x ~ -  r ----- o (mod. q) 

lt)sbar. Sei nun a irgend eine ihrer geraden Wurzeln;  dann ist a + 2qu 

eine ebensolche und man hat 

(a + 2 q u ) = - - e ~ r  = q ~ ,  

wo ~ ungerade und, wenn nu t  u positiv und gross genug genomInen 
wird, auch pos i t iv is t .  

Der Wert  yon u soll nun noch so festgelegt werden, dass 9 nut  
solehe Priinzahlen als Theiler enthalte, die grOsser als r sind. 

Dami t  zuerst 
( ~ - -  ~r ~" 

- -  - -  -I- 4au + 4qu 2 
q 

nicht durch q thei lbar  sei, genfigt es u der Congruenz 

-{- 4au ~ I (mod. q) 

entsprechend zu whhlen, was nati~rlich immer mSglich ist, da ja a nicht 

durch q theilbar ist. 

Seien nun q~, %,... die s~mmtHchen Primzahlen, die nicht grOsscr 

als r sind, mit Ausschluss yon q; und unter diesen q[,q'~,..., r die- 
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jenigen, die in I ~ e r r  nieht als Theiler enthalten sin& Wahlt man 
dann u den Congruenzen 

(b) a + 2 q u ~ I  (mod. q~) 

entspreehend, so wird 

q ~  ~_ I - - -  r ( r o o d .  q;),  

und mit I ~ s , . r  ist also aueh f nieht dutch q~ theilbar. 
Seien nun ferner q'(, q ; ' , . . ,  jene Primzahlen die nieht gr0sser als 

r sind, aber in I ~ e , . r  enthalten sind, ohne jedoeh Theiler yon 4 - - z ~ r  
zu sein. (Sollte keine solchen vorhanden sein, so fallen natt'lrlieh die 
aufzustellenden Bedingungen ganz fort.) Dem entspreehend unterwerfen 
wit u noch den eventuellen Bedingungscongruenzen: 

(e) a + 2qu _= 2 (rood. 

und dann zeigt wieder 

qF --= 4 - -  sr r (rood. q~'), 

dass f, dureh keine der Primzahlen q~' theilbar sein kann. 
Nun bleiben aber yon den Primzahlen unterhalb r nur solche, die 

sowohl in I - - s , r ,  als in 4 - - e r r  als Theiler enthalten sind; eine solche 
kann nur die 3 sein. Sollte sich nun keine der Bedingungen (a), (b), (c) 
auf die 3 beziehcn, beschr~nken wir die Wahl yon u yon neuem dureh 
die Congruenz: 

(d) a + 2qu ~ 0 (rood. 3), 

und darn ist 

qf' ~- - -  err (rood. 3), 

also ~ keinesfalls durch 3 theilbar, da r Primzahl und jedenfalls > 3. 
Die linearen Congruenzen (a), (b), (e), (d) soweit sie in Anwendung 

kommen, besitzen immer gemeinsehaftliehe L~sungen; denn die Moduln 
sind durehaus versehiedene ungerade Primzahlen, wghrend Coefficient der 
Unbekannten und Modul immer relative Primzahlen sind. Dabei kann 
natctrlich u immer noeh positiv und beliebig gross gewahlt werden. Dann 
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ist auch ~ positiv; mit dcm so fixirten Werte von u sei nun $ ~ - a  + 2qu, 
das mit a zuglcich gcrade ist, so crhMt man cndlich 

(5) ~ - -  ~,r = q~, 

und hicr enthhlt  ~ nur solche Primtheiler ,  die grOsser als r sind. 
Nuu hat man wieder nach (5) ffir jeden solchen Primthei lcr  ~r~ 

( ~r~ = I  
l r i l  

und hieraus, da ~r~ > r ist, nach Satz I. ~ = - I ,  oder endlieh dureh 

Multiplication 

(~) -- i. 

Andrerseits ergiebt, sieh aus (S )aueh  (~ ) - - - - I ,  also sehliesslieh 

( ~ ) = ( ~ ) = , ,  
was zu beweisen war. 

Das Reciprocit(itsgesetz wird nun in der aller einfachsten Weise durch 
Zusammenstellung des II. und III. Satzcs erschlossen. Man hat namlich, 

woo.  w~o~or ~ >  ~, o .c~ , ,  ~u~ ( ~ ) = , ~ m m o ,  .u~,, ( ~ ) = , ,  un~ 

umgekehr t  nach III. aus ( ~ ) - - - - - i  immer auch (~)~---I;  die beiden 

Symbole haben dcmnach gleichzeitig den Wert  + I oder - -  1. Es ist also: 

oder anders geschrieben 

die bekannte Form des Reciprocitgtsgesetzes, in welcher q und r mit 
einander vertauscht werden konnen, und demnach also schliesslich auch 
die bisherige Einschrimkung (q < r) wegfMlt. 
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Zur Vervollst~ndigung dieser Darstellung mSge noch bemerkt werden, 
dass der auf die Zahl 2 bez0gliche Ergi~nzungssatz, wenn einmal das Re- 
ciprocitatsgesetz festgestellt und demnach auch auf das Jacobi'sche Symbol 
ausgedehnt ist, nach einer von KRONECKER in seinen Vorlesungen gege- 
benen Bemerkung in zwei Zeilen erledigt werden kann. 

Ist n[~mlich P > I, positiv und ungerade, also eine der beiden Zahlen 
P ufid P - - 2  yon der Form 4 n +  I, so hat man 

--(T)(T) = ( T ) ( ~ - ~ ) =  ( -  ~) ~ ; 

als0 bei Fortsetzung dieser Reduction schliesslich: 

/~--1 P - - 3  P2--1 


